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I Verzamelingen

Voor twee van toeval afhankelijke gebeurtenissen V en W
geldt: P(V|W) = 1 en P(W|lV) # 1. Welke der bvetrekkingen
is geldig:
a) Vyws
b) VUWS=

c) VN W
a) v w

1}
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v
w
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=

Schrijf de volgende deelpopulaties als som van elementaire

deelpopulaties
a) A(BUC) d) ABC
b} A U (BC) e) A U (BUC)

¢c) AUBUC

In een fabriek is 65% van het personeel mannen, 70% is ge-
huwd en 47% zijn gehuwde mannen.

a) Wat is het percentage gehuwde vrouwen?

'b) Wat. is het percentage ongehuwde mannnen?

¢) Welk percentage van het personeel zijn mannen en/of gehuwd?

Bewijs:
a) AUB=24n B ¢) (AB) U C = (aUC)N (BUC)
b) A(BUC) = (AB) U (AC) d) 2n B =aU B.

Wanneer geldt P(AN B) = P(A)P(B) en wanneer P(AU B) =
= P(A) + P(B)?T

Het percentage vrouwen in de nederlandse bevolking is 4 hoger
dan dat van de mannen. Het percentage van natu. stroblonde

personen is, onafhankelijk van het geslacht gelijk aan 25%.

Van de vrouwen met andere haarkleur bleekt echter 5% het haar
tot het stroblond is. Hoe groot is de kans dat een aselect

gekozen persoon met stroblond haar een man is?
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I.2

7. A, Ben C 2zijn 3 willekeurige gebeurtenissen. Vindt uitdruk-
kingen voor het geval:
a) alleen A optreedt e) minstens 2 optreden
b) A en B, maar niet C optreden f) geen enkele optreedt
¢) alle drie optreden g) precies 1 optreedt

d) minstens 1 optreedt h) niet meer dan 2 optreden.
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Kansrekening (kansregels)

Bepaal de kans om in 5 worpen met een munt minstens 3 keer

achtereen "kruis" te werpen,

A en B werpen in deze volgorde met een munt tot éen van hen
kruis gooit. Wie het eerst kruis gooit heeft gewonnen.

a) Hebben A en B gelijke winstkansen?

b) Als A bij verlies f.1 aan B geeft, hoeveel moet B dan

aan A betalen als A wint opdat het een eerlijk spel is?

Een man van 40 jaar koopt een lijfrente die 20 jaar later zal
ingaan, Zijn vrouw is 38. Van alle mannen van 40 leeft 4/5
nog na 20 jaar en van alle vrouwen van 38 nog 9/10. Wat is
de kans dat minstens één van beide nog in leven is als men

de 1lijfrente gaat uitkeren?

A en B spelen een tennismatch van 3 sets., Wie het eerst twee
sete gewonnen heeft is winnaar. Als A een kans p heeft een

set te winnen hoe groot is dan A's kans de match te winnen?

Een roulette bevat de nummers 1,...,36. Alle hebben gelijke
kans, Hoe vaak moet een speler op één van deze nummers spe-

len om een kans %1 te hebben minstens 1 keer te winnen?

Uit een doos met N lootjes waaronder slechts 1 prijs, trek-
ken achter elkaar n perscnen elk 1 lot. Als de prijs echter
getrokken is, is het spel afgelopen. Moet het spel mét of

zonder teruglegging van het getrokken lot gebeur »n opdat het

eerlijk is voor alle n spelers? (n <€N)

Beschouw groepen van 4 toevalscijfers. Hoe groot is de kans

dat het hoogste van de 4 cijfers een 8 of een 9 is?

A en B werpen in deze volgorde om beurten met een munt totdat
KK achter elkaar voorkomt. Degeen die de tweede K gooit is

winnaar. Hoe liggen de winstkansen voor A en B?

e A
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Er wordt tweemaal achtereen geworpen met 2 dobbelatenen.

a) Hoe groot is de kans dat beide malen hetzelfde totaal
aantal ogen wordt geworpen?

b) Gegeven dat beide malen hetzelfde aantal punten werd gewor-

pen, hoe groot is dan de kans dat dit aantal 8 was?

Uit een bridgespel trekt men blind een kaart, bekijkt haar
en legt haar terug. Na goed schudden herhaalt men dit, Hoe-
veel maal dient men minstens te trekken teneinde een kans

van minstens 4 te hebben dat men schoppen aas heeft gezien?

A werpt met 3, B met 2 munten. Wie het grootste aantal malen
kruis werpt heeft gewonnen. Bij een gelijk aantal wordt over-

geworpen, Bereken de winstkansen voor A en B.

Hoe groot zijn de kansen

a) om bij 4 worpen met 1 dobbelsteen minstens1 keer 6 te
gooien?

b) om bij 24 worpen met 2 dobbelstenen minstens 1 keer 66
te gooien?

(Beroemd probleem van Chevalier de Méré voorgelegd aan Pascal.)

Bereken de kans dat bij een worp met 4 dobbelstenen, de hoog-

ste worp een 5 is,

Ik werp met 3 dobbelstenen. Bereken de kans:

a) dat een 3, 4 en 5 wordt geworpen;

b) dat 3 opeenvolgende puntentallen worden geworpen;
¢) dat het produkt der 3 puntentallen even is;

d) dat de laagste worp een 1 is;

e) dat de laagste worp een 3 is.

Hoe groot is de kans bij een worp met 4 dobbelstenen minstens

een 1 en een 2 te werpen?

Hoe groot is de kans dat bij een worp met 4 dobbelstenen de

hoogste worp een 5 en 'de laagste worp een 1 is?
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Geef een formule voor de kans dat bij een worp met n dobbel-

stenen de cijfers 1,2,...,6 alle minstens é&&n maal voorkomen.

Hoe kan men met behulp van een onzuivere munt een pakje onder

2 mensen verloten zodat elk gelijke kans heeft?

Op een cirkelomtrek worden willekeurig 3 punten geplaatst en
genomen als de hoekpunten van een driehcek. Hoe groot is de

kans dat deze driehoek stomp is?

In een cirkel wordt "at random" een koorde getrokken. Hoe groot
is de kans dat deze groter is dan de zijde van een ingeschre-
ven gelijkzijdige driehoek? (Paradox van Bertrand: deze demon-

streert dat men "random' nader moet preciseren).

Uit een doos met M witte en N zwarte knikkers nemen we er één
voor &é&n uit, totaal k. Hoe groot is de kans dat de laatste
wit is:

a) als trekking gebeurt met teruglegging;

b) als trekking gebeurt zonder teruglegging.

Een relais heeft een kans p1 niet goed in te schakelen en een

kans p niet goed uit te schakelen.

a) Watzis de kans dat het relais éénmaal goed in- en uitscha-
kelt?

b) Als 2 relais in serie geschakeld worden en tegelijk bekrach-
tigd, hoe groot is dan de kans dat het samenstel éénmaal
goed in- en uitschakelt?

c) Is het mogelijk dat beide relais in serie beter zullen funk-
tioneren dan één relais alleen en zo.ja ond.. welke voor-

waarden?

d) Beantwoordt dezelfde vragen wanneer 2 relais parallel gescha-

keld worden.

Een keuring van sigarettenmerken op nicotinegehalte werd uit-
gevoerd in 1958 en 1961. Naar grootte van de uitkomst gerang-

schikt werd gevonden:
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II.4

De merken A,B,C en D zijn
in 1958: C,E,A,F,B,D. . dus in beide jaren onder-
in 1961: C,B,H,b,G,A. zocht, de merken E,F,G en

H slechts in 1 van beide

‘ jaren, De bepaling van het nicotinegehalte is met grote toe-
vallige fouten behept en het is best mogelijk dat de gevon-

den volgorden zuiver toevallig zijn. Het valt echter op dat

het merk C beide malen op de eerste plaats staat. Vraag: mag
men nu op grond van deze resultaten concluderen (g=0.05) dat
het merk C inderdaad een hoger nicotinegehalte bevat dan de

overige merken?

24, A,B,C en D zijn onafhankelijke scha~
A3
kelaars. Kans op open of gesloten
_‘:: zijn is 4 voor elk. Hoe groot is de
F O kans dat de lamp brandt? (accu, lamp,
accu lamp

leiding funktioneren goed.)

25. Bij een statistisch onderzoek worden op 5 groepen waarnemingen
die onderling onafhankelijk verkregen zijn, statistische ana-
lyses toegepast die tot de conclusies A,B,C,D en E leiden. Voor
ieder der analyses geldt'dat de bijbehorende conclusie behou-
dens een onbetrouwbaarheid a(die voor alle dezelfde is) geldt.
Beantwoordt de volgende vragen:

a) Hoe groot is bij een dergelijke werkwijze de kans dat er
onder de conclusies minstens 1 foute voorkomt?

b) Hoe groot is de kanrs dat ze allemaal fout zijn?

¢} Bereken deze kansen voor a= 0,05.

d) Hoe groot moet men a nemen om, behoudens een onbetrouwbaar-
heid 0.05, er op te kunnen rekenen dat alle 5 conclusies

juist zijn?

26, Men wenst contrdle op een produktieproces door een random-
steekproef ieder uur te onderzoeken, Het proces zal gestopt
worden indien er 1 of meer defectieve exemplaren worden ge-
vonden., Neem aan dat er 3% defectieven zijn hoe groot moet
dan de steekproef hoogstens zijn om de kans dat het proces zal
worden gestopt hoogstens 10% is?
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27. Een urn bevat n loten genummerd 1,2,...,n. Men trekt er 1
voor 1 een lot uit zonder teruglegging. Als men bij de x° 4
greep juist lot nr. k pakt, spreekt men van een "match"
of "rencontre". Gevraagd de kans op minstens 1 match.
(Game of rencontre - matching problem)

Andere versie:

;-..;,-;a:z:;- PRETRRREI

n paren'komen op een feestje. De dames doen een briefje met
hun naam erop in een doos. De heren mogen er elk 1 uitpak-
ken om met de dame wier naam men trekt een dansje te maken.
Hoe groot is de kans dat geen enkele heer met zijn eigen

vrouw danst?

.
4
o
4

28. Twee spelers A en B werpen om de beurt met 2 dobbelstenen.

A vegint. Het spel wordt door A gewonnen als deze 6 ogen

werpt védérdat B 7 ogen heeft geworpen. Werpt B 7 ogen vdér-

dat A 6 ogen heeft geworpen dan wint B.

a) Bereken de winstkansen voor A en B als ze hebben afgespro-
ken dat elk hoogstens 10 keer mag werpen. |

b) Bereken de kans dat het spel onbeslist zal zijn na 10
worpen van ieder.

¢) Bereken ook de winstkansen als dit spel onbepaald lang

wordt voortgezet.
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TII Kansrekening (kombinatoriek)

In een zak zitten 4 witte, 5 rode en 6 zwarte knikkers.
Men trekt er 3 uit. Hoe groot is de kans op:

a) geen zwarte?

b) twee van de 3 zijn zwart?

c¢) 3 van dezelfde kleur?

Een bridgespel wordt kaart voor kaart gekeerd. Hoe groot
is de kans dat de 15e kaart die wordt gekeerd de tweede
schoppenkaart is?

Hoe groot is de kans bij bridge dat u het spel begint
a) met minstens één renonce?
b) met een zevenkaart in een kleur?

¢) met een achtkaart in een kleur?

Een groep van 2N jongens en 2N meisjes wordt willekeurig
in 2 groepen van 2N personen verdeeld. Hoe groot is de kans

dat elke groep uit preciés N jongens en N meisjes bestaat?

Hoeveel verschillende worpen zijn mogelijk met 3 dobbelstenen

wanneer men deze niet van elkaar onderscheidt?

Pak 10 kaarten uit een bridgespel van 52 kaarten. Hoe groot

is de kans op minstens 1 aas onder deze 107

n
2
Bowigs: 5 (D) = (M,
=0

Hoe groot zijn de kansen dat de 4 azen in een bridgespel ver-
deeld zijn als a) 4 00 0 b) 3100
c) 2200 d) 2110 e) 1111%

4
o
il

e
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9« Wanneer bij bridge een speler 1 aas heeft, hoe groot zijn
dan de kansen dat zijn partner 0,1,2 resp. 3 azen in han~
den heeft?

10. Hoe groot is de kans dat van 23 (aselect gekozen) personen

er minstens twee op dezelfde dag.jarig zijn? (1 jaar=365 dagen).

11, Hoe groot is de kans om met 6 dobbelstenen precies 1 t/m 6

te gooien?

12, Hoe groot is de kans dat van een aselecte groep van 12 mensen

de verjaardagen in 12 verschillende maanden vallen?

13. Twee personen kiezen elk 10 verschillende getallen uit

1 t/m 100. Wat is de kans op minstens 1 paar gelijke?

14. a) Op hoeveel manieren kan ik 10 guldens onder 3 personen
verdelen?
b) 8 gelijke dobbelstenen worden tegelijk geworpen. Hoeveel
verschillende ''beelden'" zijn mogelijk?

c) Hoeveel dominostenen zitten er in een dominospel?

15. 7 loten worden gekenmerkt met de 7 letters van het woord

ENERGIE. Uit deze loterij worden met teruglegging 3 loten

getrokken, _
a) Hoe groot zijn de kensen om met de 3 getrokken letters
de woorden ERG resp. EEN te kunnen vormen?

b) dezelfde vraag zonder teruglegging.

16, Hoe groot is de kans dat uit een willekeurige groep van 25
mensen precies 3 paren op dezelfde dag jarig zijn? (de ove-

rige op verschillende dagen)

17. Op hoeveel manieren kan men de letters van de volgende woor-
den rangschikken: a) random
b) statistiek.
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III.3 *

Ik pak 3 letters uit het woord examen. Hoeveel verschillende

mogelijkheden zijn er? 4

Er 2ijn 8 vakjes en 6 balletjes. Op hoeveel manieren kan ik

deze balletjes over de vakjes verdelen als: tf@
I Alle balletjes verschillend zijn en .
a) er meerdére per vakje toelaatbaar zijn
{Maxwell-Boltzmann)
b) er maximaal 1 per vakje toelaatbaar is.
II Alle balletjes hetzelfde zijn en
a) er meerdere per vakje toelaatbaar zijn
(Bose-Einstein)
b) er maximaal 1 per vakje toelaatbaar is.

(Fermi-Dirac)

R SR o 2
o TR

Een club heeft 100 leden waaronder 50 advocaten en 50 leuge-

naars. Het aantal dat noch advocaat ndch leugenaar is, is 20.

Men kiest bij loting een comité van 5 man.

a) Hoe groot is de kans dat het comité precies 3 advocaten
bevat?

b) Hoe groot is de kans dat het comité precies 3 advocaten

bevat die tevens leugenaars zijn?

Bereken voor een groep van 4 toevalcijfers de kans op:
a) b gelijke: AAAA d) 1 paar AABC
b) 3 gelijke: AAAB e).alle verschillend: ABCD,
e¢) 2 paren: AABB

Van een doos met 100 schroeven is 5% defect. Men neemt hier-
uit zonder teruglegging een steekproef van 20 ‘ks. Hoe

groot is de kans op 2 defecte hierin?

In het Morse-alfabet worden letters aangegeven door een op-
eenvolging van punten en strepen waarblj herhalingen zijn
toegestaan. Hoeveel verschillende combinaties van punten

en/of strepen kunt u van 5 tekens vormen?




IIT.4

-~

24. Bepaal de kans op "9" bij het werpen met 3 dobbelstenen.

25. Bepeal de kans dat in een serie Bernoulli-experimenten het k®-succes

valt in het (x +k)°-experiment.,
(Negatief binomiale verdeling. )

26, Boven in een Galton-bord worden n ko-
geltjes geworpen., De onderste rij van
) .k het bord bevat k spijkertjes., Bij bot-
/,..'..\\‘\ sing met een spijkertje is de kans om

S ete. .\ naar links te vallen p, naar rechts
{I-I-----Iij | q-1-p..Hoegrontisdekansdatiﬁ

het i° vakje van linkg minstens x ko=
geltjes terechtkomen?
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IV Voorwaardelijke kansen

Gegeven 2 vazen. Vaas 1 bevat 3 zwarte en 5 witte ballen,
vaas 2 bevat 7 zwarte en 3 witte ballen. Men kiest wille~
keurig een vaas en trekt daaruit aselect een bal, Hoe

groot is de kans dat deze wit is? (Exacte afleiding)

Een kast heeft 3 laden. In de ene la liggen 2 gouden mun-
ten, in een andere 2 zilveren en in de derde 1 gouden en
1 zilveren munt. Blindelings wordt een la opengetrokken
en hieruit aselect een munt gepakt die van goud blijkt te
zijn, Hoe groot is de kans dat de andere munt in die la

ook van goud is? (Exacte afleiding)

Vaas 1 bevat 1 witte en 3 rode ballen, vaas 2 bevat 2 wit-
te en 2 rode, vaas 3 bevat 4 witte en 3 rode ballen. Men
kiest at random een vaas en trekt er blindelings een bal
uit, ‘Deze is wit. Hoe groot is de kans dat deze uit vaas 1
afkomstig is?

Men werpt met drie dobbelstenen. Bereken de kans op 2 of 3

vieren, als men weet dat er mlinstens 1 vier geworpen is.
Bewijs dat: P(B) = P(BJA)P(A) + P(B|R)P(R).

Hoérgroot is de kans dat een gezin van 4 kinderen bestaat
uit 3 Jjongens en 1 meisje &ls resp. gegeven is:
a) het gezin bevat tenminste 3 jongens

b) de oudste 3 kinderen zijn jongens.

Uit een vaas die 6 witte en 4 zwarte ballen bevat worden
zonder teruglegging 2 ballen getrokken waarvoor 2 zwarte
ballen in de plaats komen. Weer trekt men aselect zonder
teruglegging 2 ballen. Bereken de kans dat beide zwart zijh.
Als A en B onafhankelijke gebeurtenissen zijn, zijn A en B

resp. A en B dat ook. Bewijs.

e it i A SR AN R
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Bij een experiment kunnen 3 gebeurtenissen A, B en C
optreden die elkaar noch uitsluiten, noch een volledig
stelsel vormen. Alle hebben dezelfde kans om op te tre-
den. A is onafhankelijk van BC, maar B en € zijn afhan-
kelijk: de vcorwaardelijke kans op C onder voorwaarde

B is 2% onvoorwaardelijke kans op C. De kans op het ge-
1lijktijdig optreden van A, B en C is #. Bewijs dat uit
het optreden van B volgt dat ook C optreedt en omgekeerd.

Een moeder met bloedgroep A heeft een baby gekregen met
bloedgroep 0. Er zijn 3 mannen in het spel., Eén van hen

is de vader, maar men weet niet wie en heeft ook geen
voorkeur. De bloedgroepen echter van de 3 mannen zijn resp.
A, O en AB. Hcoe is nu de kansverdeling van het vaderschap?
Gegevens: de kans op een baby met bloedgroep O uit ouders
met AA, AO, A(AB) is resp. 0,0625; 0,25 en 0.

Gegeven 3 dozen. Doos 1 bevat 2 ballen met een 2 erop en
88n met een 3. Doos 2 bevat 3 witte en 1 zwarte, doos 3
bevat 1 witte en 4 zwarte ballen. We pakken aselect een
bal uit doos 1 en daarﬁa aselect een bal uit de doos met
hetzelfde nummer als op de getrokken bal. Hoe groot is de

kans dat deze laatste zwart is? (Exacte afleiding)

X bezit een Poissonverdeling met p = 3.
a) Wat is de verdeling van x onder de voorwaarde x <47
(m.b.v. tabel)

b) Bereken E(x|x <4) en var(x|x <k).

Uit een vaas die 4 witte en 6 zwarte ballen be...c, worden
eerst 2 ballen aselect getrokken en opzij gelegd zonder
naar de kleur te kijken., Daarna wordt een derde bal getrok-
ken, Hoe groot is de kans dat

a) de derde bal wit is? Wat merkt u dus op?

b} de derde bal wit is als gegeven is dat onder de opzij-

gelegde ballen minstens 1 witte is?
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14, In een fabriek staan 3 machines die alle hetzelfde produkt _4
vervaardigen. Door kleine verschillen in constructie etec.
leveren deze een ongelijk percentage defecte exemplaren op F
en wel: machine A «%, BPB% en machine C y%. De ongesorteer-
de produkten van de 3 machines gaan doorelkaar naar het ma-

gazijn, Hieruit wordt 1 exemplaar genomen en dat blijkt fout

T b, Tt b

te zijn. Hoe: groot is de kans dat dit van machine A afkomstig

G

is, als gegeven is dat in het magazijn op dat moment aanwe-

s

SRR

zig waren: a exemplaren van A, b van B en ¢ van C.

15« A en B 2zijn elkaar uitsluitende gebeurtenissen, terwijl elk

afzonderlijk een positieve kans heeft om op te treden. Zijn
A en B stochastisch onéfhankelijk?

ERETRIPL PR A LY

e

16, Als P(A)P(X) # 0 en P(B|A) = P(B|Z), zijn A en B dan onafhankelijke
gebeurtenissen?

i
w
Bt

17. Als A, B en C onafhankelijk zijn, dan geldt bijv.

P(A|BUC) = P(a). |




T1a

V. De momenten

Bewijs: a) 0% = E(E—P)a = E(Ez) - {E(_:g)}2 ; E(zg) T

b) var(ax+d) = a®var x.

n
Zij s® 1; (51-3)2/(11-1). Bewijs:

2
a) Egz = 0% d,w.z, 87 is een zuivere schatter voor 0%,

b) Eg <O d.w.z. 5 is geén zuivere scr~tter voor o.

Bewijs dat voor 2 stochastieken x en y geldt dat de spreiding

~van de som hoogstens gelijk is aan de som der spreidingen af-

zonderlijk: o(x+y) So(x) + d(y). Geldt dit ook voor de vari-
antie?

Bereken p(x) en 02(x) van de volgende populaties:
a) x is het aantal ogen geworpen met 1 dobbelsteen.
b) X, 1,0

P;f Py P +a= (Bernoulli-verdeling).
¢) x is een aselecte trekking uit de populatie:

X 5 10 15 20

ng: 3 7 4 1.
Zij 51""'£n een aselecte steekproef zonder teruglegging uit

een populatie. Bewijs dat var X indien:

a) de populatie oneindig groot is, gelijk is aan o 2(x)/n.

b) de populatiegrootte N eindig is, gelijk is aan

03(x) /Nen
- N-1> ~ o®(x)(1-n/N)/n.

£1'£z"°"5n vormen een steekproef uit een verdeling met
eindige p en d. g =j%.§i/n. Bewijs met behulp van de on-
1

gelijkheid van Bienaymé-Tchebycheff dat x stochastisch

naar g ¢onvergeert d.w.z.

lim  P(|%-p|>e) = o.

n—co




7. Als men 20 appels uit een partij van 1000 mag trekken om

9.

10.

11

12.

13

het gemiddelde gewicht te schatten, met welk van de vol-
gende methoden zou men dan het nauwkeurigste resultaat
verkrijgen:

a) 1 steekproef van 20 met teruglegging

b) 4 steekproeven van 5 met teruglegging

c) 4 steekproeven van 5 zonder teruglegging

d) 1 steekproef van 20 zonder teruglegging.

Stel x is normaalverdeeld met parameters p en O, Bewijs:
L= =]

a) .[“ f{x)dx = 1

b) Ex = p en var x = o?

¢} de absces van de buigpunten zijn p + o,
Bepaal p en o® van de exponentigle verdeling he_hx, O0<xX < oo

Twee grote en even grote partijen kogels worden bij elkaar
gevoegd tot één grote gemengde partij. De diameters van de
kogels hebben resp. frekwentiefunkties f1 en f2 met gemid-
delden B, o= 2 en By, = 2,2 en spreidingen o, = 0,2 en Oé = 0,3,
a) Bereken p en 0® van de gemengde partij.

b) Als f; en fé beide normaal zijn, is de frekwentieverde-

ling van de gemengde partij dan ook normaal?

Gegeven een driehoekige verdeling:

f(x) = x 0 x =1 Bereken p en o2,
=2 - X 1T=sx =2
=0 elders.

Bereken gemiddelde en variantie van x, indien
a) x een continue rechthoekigverdeelde variabele is op (0,a)
b) x de getallen 1,2,...,n met gelijke kansen doorloopt.

Gegeven de frekwentieverdeling f(x) = Axe ™

Gevraagd A,p enc? te berekenen.

. n =x
Aanw, ! fx e dx = nl
[+]

Osxsm |A>O.
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ERE PEACL S <5,

14, Bereken i eno?® voor: ki
) ) , Ry X n-X :

a2) de binomiale verdeling p(x;jn,p) = (X)p g S

b) de Poissonverdeling p(x;A) = e-)L 2*/x1 !

¢) de Hypergeometrische verdeling
M, ,N-M N
P(x;MINln) = (x)(n_x)/(n)c

15. x bezit een driehoekige verdeling als in de fig. getekend.

A Bereken pu enao® ,

o
A
™

A

0 a

16. Een produktieproces wordt uitgevoerd op 2 machines I, II.

Een karakteristieke maat x van het produkt bezit een fre-

kwentieverdeling f,(x) en f,(x) voor deze 2 machines met ik

verwachtingen plen H, en spreidingen ol-en Ué resp. Van

de totale produktie worden frakties p, en p, (pl +B, = 1)

gepraoduceerd op machines I en II.

a) Indien alle produkten afkomstig van deze 2 machines
bijeen worden gevoegd, wat is dan de frekwentieverdeling
voor het totaal?

b) Leidt hieruit een formulé af voor de verwachting p en de

? van de totale produktie?

variantie o
17. Men werpt met een dobbelsteen., Als men een zes gooit stopt
men, Wat is de verwachting voor het aantal worpen nodig om

de eerste zes te werpen? (Exacte afleiding)

18. Als men een ﬁakje Hunter siga;etten koopt, staat er aan de
binnenkant van de deksel één van de letters Hur“er op. Le-
vert men 6 deksels in zodat het woord Hunter kompleet is,
dan krijgf meﬁ er 1 bgkje.éls reclame voor tgrug; Allggp 
Qg?e letters komen voorkgp‘wei;met‘gelijke frekwenties over
de handelaren verdeeld. Hoeveel pakjes moet men gemiddeid
kopen om een reclamepakje te bemachtigen? (Toets uw ant-
woord mef‘een dobbelsteen door te kijken hoe vaak men ge-

middeld moet werpen om alle ogen minstens 1 keer geworpen o
te hebben.) ?




Voh

19, Een kansfunktie is gegeven door f(x) = A + Bx 0 <x s 1
0 elders.,

Gevraagd A en B,'als gegeven is dat H = 4.

20. Een doos bevat 2" kaartjes. Er zijn (ﬁ) kaartjes met het -
getal k er op (k = 0,%1,2,4++,0). Ik pak er m uit. Wat is

de verwachtingswaarde van de som van de m getallen?

21, Bij het keuren van een partij gaat men door tot men 2 af-
gekeurde exemplaren heeft aangetroffen. Het Ze afgekeurde
blijkt juist het 20e gekeurde exemplaar te zijn. Is 10%
een zuivere schatting van het percentage fouten p in de
partij?

22. Gegeven de getallen 1,2,...4,Ns Men trekt hieruit een steek-
proef van n stuks: X ,see X o Stel y = Etl X, . Bereken y)
en 0°(y) indien 1
a) trekking geschiedt met teruglegging
b) trekking geschiedt zonder teruglegging.

2
2%, Bereken | en o voor de x2 - verdeling.

24, Wanneer geldt voor 2 stochastizken x en y
a) var(x+y) = var x + var y ?

b) ol(x+y) = o(x) + oly) ?

25. Leidt af dat voor grote v geldt: var s % o*/2v.

Het betrouwbaarheidsinterval voor o wordt dan:

. Vav/[Vav +ul$a) ]
, = Vav/[Vav-ulia) ].

< o<
a8 o <as met a

a

26, x en y zijn 2 onafhankelijke stochastieken met gemiddelde en
spreiding resp. {4, O en g ,0,. Laat 2 = xy
Bereken var z en geef een uitdrukking in variatiecoéfficienten.

{variatiecoeff.: V= g/pu)
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21,
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.

29.

30.

37

32.

33 x

34.

Vo5

Uit een steekproef van 50 waarnemingen berekende men x = G.81
en s = 3.10 {volgens de gebruikelijke formules). Later bleek
dat bij de berekening één der waarnemingen foutief was overge-
nomen. Er moest staan 2.7 in plaats van 7.2.

dereken de juiste waarde van X en s.

Gegeven de frekwentieverdeling f(x) = k/(1+x2) -0 < X < o
(Cauchy-verdeling)

Bereken k, u en a°.

ien dronken man heeft 10 verschillende sleutels, waaronder zijn

huissleutel, in zijn jJjaszak. Hij probeert steeds een sleutel en

als hij niet past doet hij Hem weer in dezelfde zak terug, schédt

goed en probeert de volgende.

a) Hoeveel pogingen zal deze man gemiddeld nodig hetben om de
deur te openen?

b) kn hoeveel indien hij niet dronken was en de niet-passende

sleutels steeds opzij legde?

x bezit een lognormale verdeling d.w.z. Y = 1lnx is nor-
maal verdeeld (zie ook X .15)
Bepaal p(x)} en 02(5).

.. . . . 2 .
a) Bij elke verdeling waarbij i, bestaat is E(x ~c)” minimaal als

c = Ex.
2
- n (X =4)
i o -
b) s =Ly —~—5—  is minimaal voor d =X,

Bewijs de ongelijkheid van Bienaymé - Cebysev voOoT een contlnu v
verdeelde stochastische variabele X. (6% (x) bestaat)

gy eoes X vormen een aselecte steekproef van x.

Z2ij t(x reees X ) een zuivere schatter voor de p0pu1at1egroothe1d 8.

a) Is 1~ een zuivere schatter voor &7 "

b) Bewijs dat 1lim E(X)* = w? .,

n=sco’

X en y zijn oﬁafhankelijk. Er worden n paren onafhankelijke waarne-

mingen (xi.y ) gedaan, Men wil een schatting maken van de paxaﬁeter
1

Exy (= ExEy ). Toon aan dat - }31 X, ¥ en Xy zuivere schatters

zijn en dat de laatste beter is,

3
&
N

AR
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V1.1

VI De correlatiecoefficient

Bereken voor de volgende gevallen r{x,y) en zet x en y tegen
elkaar uit. ,
b) x: 12 3 4

a) x: T2 3 4
yt: 3 5 7 9 y: 6 4 2
¢) x: 1 2 3 4 &) x: 1 2 2 3

y: 5 2 2 5 y: 2 1 3 2 2
Bewijs: |p(x,y)| < 1.
Bewijs: y 2 ax + b« p% = 1.

Bewijs: indien x en ¥ onafhankelijk zijn, zijn ze ongecorre-

leerd (d.w.z. p=0). Geldt het omgekeerde ook? Zo neen, geef v.b.

x en y zijn simultaan verdeeld met correlatiecoefficient p.
Een reeks van n onafhankelijke paren waarnemingen hiervan

wordt voorgesteld door (xl,yi),...,(xn,yn). Bereken p(%,i).

x en y zijn twee stochastieken met correlatiecoefficient p.

Stel u = ax + b en v = cy + d (a,b,c en d zijn constanten # 0).

Bereken p(u,v). Wat merkt u dus op?

Men werpt met een dobbelsteen. Bereken de correlatiecoefficiént
tussen het geworpen cijfer en het naar u toegekeerde cijfer.

Zijn beide variabelen onafhankelijk?

Van een stochastiek x worden n + k onafhankelijke waarnemingen

X, yeessX_ . verricht. Als X het gemiddelde van de eerste n,

1 n+k

‘en y het gemiddelde van alle waarnemingen is, bereken dan

P(%’E) *

9.

Er wordt driemaal achtereen met een dobbelsteen geworpen.
Bereken de correlatiecoefficient tussen de eerste worp en de

som van de 3 worpen.

e e R
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11.

124

alg.

13,

1%,

154

XysveasXy zijh ongecorireleérde isomore stoéhadtiekens
Bereken de correlatiecoéfficiént tussen a) x. en %

b) x, = X en X

—»1 - -

Bepaal de marginale frekwentieverdelingen van

) LR R
a) fix,y) = e * ¥ /a , SV KX <00 —00 Ly <00
WY

b) £(x,y)
Zijn x en y onafhankelljk? Bepaal P.

1/n ) x? 4 y2 < 1.

=

Onderstaande tabel geeft voor een groep van 100 middelbare
scholieren de twee-dimensionale verdeling van de rapportcij-

fers voor nederlands en algebra.

ned.

2 3 4 5 6 7 8 9
2 12 1 Bereken voor beide variabe-
311 3 4 1 len het gemiddelde, de vari-
L 3 5 3 1 antie en bereken daarna de
5 1 5 7 & 1 correlatiecoéfficient.
611 1 4 8 9
7 1.2 3 4L 7 2
8 11 & 3 1
S 1 2 2

Bij het werpen met 2 dobbelstenen is x de laagste, y de hoog-
ste worp. Worden gelijke punten geworpen dan hebben x en y

beiden die waarde. Bereken p(x,y}.

X en y hebben als simultane verdeling f(x,y) = k
O x; 0=sy; x+y=<1.

Bereken k en p(x,y).

Uit 4 loten genummerd 1,2,3,4% worden na elkaar twee loten
getrokken zonder teruglegging. Zij x het nummer op het eerste

lot, y het nummer op het tweede lot. Bereken p(x,y).



16,

17.

VI.3

Laten x en y onafhankelijke stochastieken zijn met 9(y) = 2a(x).

o~

Stel z = 2x + y. Bereken p(x,z).

X en y zijn onafhankelijke stochastieken met dezelfde variantie.

~

Zij u = ax + by en v = cx + dy. Bereken p(u,v).

18.

19.

20,

21

Controleer uw antwoord met as=b=c=d=1 en a=d=1,b=c=0.

Twee grootheden x en y bezitten een simultane verdeling.

2Ziju® x +y en ¥

X - y. Wanneer is p(u,v) = 0?

Men werpt met 3 zuivere dubbeltjes en 2 zuivere kwartjes.

Z2ij x het amantal malen kruis van de dubbeltjes en kwartjes tezamen.
Vervolgens werpt men alleen de dubbeltjes opnieuw, de kwartjes
blijven liggen. Weer telt men het aantal malen kruis van de dubbel-
tjes en kwartjes tezamen: y.

Bereken p (E, x) .

Z4J Xy ee+y X, een aselecte steekproef van x (p3 =0),

Toon aan dat i en ga ongecorreleerd zijn.

Opm.: Voor een symmetrische verdeling is oc.a. Hy =0,
Is x normaal verdeeld, dan zijn i_ en §_2 zelf's onafhankelijk.
Het bewijs hiervoor ligt veel dieper.

Men werpt met 2 dobbelstenen. De uitkomsten zijn x resp. y.
Zijy=x=-% en &= |x -y

a) Bepaal gemiddelde en variantie van v en d.

b) Bepaal p(¥,d)e 2ijn ¥ en d onafhankelijk?

BT

4
4




VII.1

VII De normale verdeling

s

Gegeven: x = 50 + 7u,

Bereken a) P(x>60) b) P(x<540)
c) P(ho< x <63) d) Bepaal x zodat P(x<x) = 2%%.
e) Bepaal x zodat P(|§-50l<x) = 0.85,

Van een normaalverdeelde grootheid X met =2 en ¢ = 3
worden vier onafhankelijke waarnemingen verricht. Hoe groot
is de kans dat de grootste van deze vier waarnemingen =5, '

En hoe groot dat de kleinste ® 5%

In een magazijn van 3,20 m. hoog ligt eer groot aantal platte
schijven waarvan de dikte normaal is verdeeld met gemiddelde
12 cm. en spreiding 2 c¢m. Men heeft de gewoonte 25 schijven

op elkaar te stapelen. Hoe groot is de kans dat dat mislukt?

De gewichtsinhoud van een pakje boter heeft een spreiding van
3 gram. Een regeringsinstantie neemt ter contrdle af en toe
een steekproef van 25 pakjes. De fabrikant krijgt een boete
als de gemiddelde gewichtsinhoud van. deze steekproef minder
is dan 250 gram, Op welk geﬁiddelde moet de verpakkingsmachi-
ne worden ingesteld om het risico.van een boete tot 1% te re-~

duceren?

Een droog korrelig poeder bevat deeltjes die zuiver bolvormig
zijn en waarvan de diameter normaal verdeeld is met p = 170
en 0 = 11,6 mikron. Men wil dit poeder in 3 soorten verdéien
nl, grof, middel en fijn en.wel zodanig dat dez. klassen
een gelijk aantal korrels bevatten. Hoe‘groot ﬁoeten de dia-
meters van de gaten van de benodigde zeven zijn, opdat de
gewenste indeling te verkrijgen is?

~

X = b + 3u, i onbekend. Hoeveel onafhankelijke waarnemingen

van x moet men minstens nemen opdat de breedte van een twee-

zijdig 95%-betrouwbaarheidsinterval voor p hoogstens 2 is?




7. Een Verpakkingsmaéhine die pakjes thee van nomfnaal 100 gram
maakt, verpakt gemiddeld 101,0 gram in elk pakje. De verdeling
van het gewicht aan thee in een pakje is normaal met een sprei-
ding van 0,6 gram. Hoeveel procent van de pakjes bevat minder

dan het nominale gewicht?

8. Van een grote partij assen is de diameter normaal verdeeld
met ul = 14,82 mm. en 01 = 0,03 mm. Van een evengrote parti]
boringen is de diameter eveneens normaal verdeeld met
p = 14,89 mm, en ¢ = 0,04 mm. Een as "past" in een boring
ais zijn diameter minstens 0,05 en hoogstens 0,15 mm. klei~
ner is dan die van de boring.

a) Bereken welk percentage assen in boringen zal passen als
as en boring aselect aan elkaar worden toegevoegd.

b) Hoe kan dit percentage worden verhoogd indien men wél de
gemiddelden van as en boring door gewijzigde instelling
der machines kan wijzigen, maar niet de spreidingen?

Welk percentage kan men dan maximaal bereiken?

9. In een magazijn worden dozen opeengestapeld. Deze zijn gemid-
deld 10 cm. hoog, doch met een spreiding van 1 cm. De bheschike-
bare hoogte is 106 cm. Wanneer men de dozen aselect opstapelt,
hoe groot zijn dan de kansen
a) dat er voor een stapel van 10 dozen onvoldoende ruimte is?
b) dat er voor een stapel van 11 dozen wel voldoende ruimte is?
c) dat er voor 10 dozen wel, maar voor 11 dozen geen voldoende

ruimte is?

10. Een automatische draaibank produceert assen waarvan de dia-

meter x een normale verdeling bezit met p = 5.070 mm. en

¢ = 0.006 mm. De tolerantie-eisen zijn 5.000 € x = 5.020 mm.

a) Welk percentage produkten valt buiten de toleranties?

b) Wanneer het gemiddelde M verloopt doch O constant blijft,
hoe zal dan het percentage uitval met p veranderen? (neem
b.v, p = 5,006; 5,008; 5.012; 5.014; 5.016)

c) Tot welke waarde moet men ¢ verkleinen opdat bij een juiste
instelling van K het percentage uitval tot 1% wordt terug-
gebracht?
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~

Men toetst de nulhypothese X = U tegen de alternatieve

hypothese x 22+ u met een rechtszijdig kritiek gebied.

a) Indien de kans op een fout van de eerste soort 0.05
is, hoe groot is dan de kans op een fout van de twee-
de soort?

b) Indien de kans op een fout van de tweede soort 0.10
is, hoe groot is dan de kans op een fout van de eer-

ste socort?

Een blokkendoos bevat 12 kubusvormige blok..>n in 3 rijen

van 4 stuks. De afmeting der blokken heeft ecen gemiddelde

van 40 mm. met een ¢ = 0,3 mm. De lengte van de doos is

162 mm. met een spreiding van 1 mm.

a) Hoe groot is de kans dat een rij van 4 blokken niet in
een doos past? (De doos is breed en diep genoeg).

b) Hoe groot is de kans dat minstens &én van de 3 rijen van

4 blokken niet in een doos past?

Een biscuitfabriek fabriceert rollen inhoudende 40 biscuits.

De biscuits wegen gemiddeld 3 gr., met een standaardafwij-

king van 0,2 gr. (scheve'verdeling). De verpakking weegt ge-

middeld 15 g. met een standaardafwijking van 0,5 g.{hormaal

verdeeld), Gevraagd:

a) Hoe groot is de kans dat een rol minder dan 131 g. weegt?

b) Als men een steekproef van 5 rollen neemt. wat is dan de
verwachting van de spreidingsbreedte (range) der gewich-
ten? (m.b.v. een tabel)

¢) Bereken de correlatiecoefficient tussen brutogewicht van

de rollen en het gewicht van de verpakking.

In een kasboek komen 120 posten voor, alle groter dan f. 1.--
Hoe groot zijn de kansen dat men in het totale bedrag een
fout maakt groter dan f. 5.--, als men:
a) alle.posten eerst op gehele guldens afrondt alvorens ze
op te tellen;
b) alle bedragen minder dan 1 gulden afkapt en het eindbe-
drag korrigeert met 120 x 0.495 = f. 59,407




Viliet

15. Stel x heeft een normale verdeling met y = 20 en o = 2.
a) Hoe groot is de kans dat 5 waarnemingen alle <24 uitval-
len?
b) Hoe groot moet x zijn opdat de kans dat 5 waarnemingen

alle <x uitvallen, 95% is?

16. Van een stochastische grootheid x met spreiding 5 worden
n onafhankelijke waarnemingen verricht. Hoe groot moet n
minstens zijn opdat uit deze waarnemingen een betrouwbaar-
heidsinterval (o = 0.01) voor het onbekende gemiddelde i
bepaald kan worden, waarvan de lengte hoogstens 1 bedraagt?

Eveneens voor de lengte 2,

17. Van een stochastiek x die normaal verdeeld is met o = 10
is p onbekend. Men wenst op grond van het gemiddelde van
een steekproef van nader te bepalen omvang n de hypothese
p = 50 rechtseenzijdig te toetsen met onbetrouwbaarheids-
drempel 0.05. Daarbij stelt men de eis dat het onderschei-
dingsvermogen van de toets als p = 52 is, gelijk moet zijn
aan 0.9,

a) Hoe groot moet men n nemen?

b) Hoe groot is dan het onderscheidingsvermogen voor n= 517

18. Een leverancier van flessen slaolie vermeldt als netto inhoud van
zijn flessen 350 gram olie. Een winkelier wenst deze bewering te
controleren zonder de flessen te openen. Hij weegt daartoe een zeer
groot santal gevulde flessen en hij vindt voor dit gewicht een nor-
male verdeling met gemiddelde 585,2 gram en spreiding g = 12,8 gram.
Vervolgens weegt hij een groot aantal lege flesseﬁ die hij van zijn
klanten teruggekregen heeft met bijbehorende sluitcapsules. Voor
dit gewicht vindi hij eveneens een normale verdeling met 228,3 en
¢ =11,3 gram.

Gevraagd het percentage der flessen olie die minder dan 350 gram

olie bevatten.

19, Xy eesy X Vormen een steekproef van x met p onbekend msar varian-
tie 4. Geef een tweezijdig betrouwbaarheidsinterval voor p (o= 0.1)
a) indien x normaal verdeeld is.

b) indien niets omtrent de verdeling van x bekend is, behoudens de
Vﬂ.riantieo
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VIII.1

VIII De binomiale verdeling.

Aangenomen wordt dat de kans op een jongen of een meisje
gelijk en onafhankelijk is. Hoe groot zijn de kansen dat
een gezin van 4 kinderen bestaat uit:

a) 4 jongens b) 2 jongens en 2 meisjes

c) 3 jongens en 1 meisje?

Men werpt 5 keer met een dobbelsteen. Bereken de kans dat

in de laatste worp juist de tweede 6 valt.,

Toon aan dat bij spelen met 5 dobhelstenen de kans op é&én

of géén zes even groot is,

Iemand koopt een dobbelsteen en controleert deze op zuliver-
heid. Hiertoe werpt hij 600 keer en vindt 70 keer een zes.

Is het nodig te reclameren?

Op een spltsuur staan twee -evengrote treinen op een fabrieks-
emplacement gereed om 1000 arbeiders naar hun werk te brengen.
De arbeiders kiezen een trein aselect. De Spoorwegen willen
niet tevéel materieel inzetten; Hoeveel zitplaatsen moet elke
trein minstens hebben opdat hoogstens 1 op de 20 dagen é&én

of meer arbeiders moeten staan? Dezelfde vraag voor hoogstens

1 op de 100 dagen.

A en B spelen een spel waarbij naar men zegt de winstkansen
voor beide gelijk zijn. Om dit na te gaan.spreken ze af 100
keer te spelen, Indien A 65, B 35 keer heeft ge- >nnen, is er
dan reden om aan gelijkheid der kansen te twijfeien? Indien
a = 0.05 hoe vaak mag A of B dan hoogéteps_winnen zonder dat

de hypothese voor gelijke'kansen verworpen wordt?

Een handelaar verkoopt een grote parti] goederen en deelt de
koper mee dat er 5% ondeugdelijke exemplaren in zitten. De

koper neemt om dit te verifieren een steekproef van 150 stuks
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en vindt er 10 ondeugdelijke in. Als hij een onbetrouwwbaarheids-
drempel van 0.05 aanhoudt, heeft hij dan recht te reclameren?
Hoe groot moet het aantal ondeugdelijke exemplaren in een
steekproef van 150 stuks minstens zijn om reclame te recht-

vaardigen?

Een pottebakker mcet 100 borden leveren volgens een speciaal
ontwerp. De kans op een misbaksel is 1/5. De tint van een
charge valt altijd enigszins verschillend uit zodat de 100
borden in één charge vervaardigd moeten worden, Hoe groot
moet deze charge minstens zijn opdat de kans dat de charge
minder dan 100 gave borden op zal leveren hoogstens 1% be-

draagt?

In een aselecte steekproef van 300 flessen melk heeft men bij

80% een voldoende vetgehalte geconstateerd.

a) Bepaal een tweezijdig 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het
percentage flessen melk met voldoende vetgehalte in de pro-
duktie.

b) Geef in woorden een uitleg van de betekenis van een derge-

lijk interval.

In een advertentie van Pareldent-tandpasta wordt beweerd:

4 van de 5 personen poetsen hun tanden met Pareldent. De con-
currerende firma Ivopuur twijfelt ~gezien zijn eigen omzet-

aan deze bewering en laat daarom een statistisch onderzoek !
instellen, Aan 25 aselect gekozen personen wordt gevraagd of
zij Pareldent gebruiken. Hoeveel van hen moeten deze vraag
bevestigend beantwoorden om de firma Ivopuur in de gelegenheid

te stellen de bewering van Pareldent tegen te spreken?

Ik werp 120 keer met een dobbelsteen. Geef een tweezijdig

95%-betrouwbaarheidsinterval voor het aantal geworpen zessen.

Men toetst of in bepaalde populatie van vlasplanten de rela- |
tieve frekwentie van blauwbloeiende planten 0,10 is tegen het
alternatief dat deze frekwentie groter is. Men doet dit door

van 100 aselect gekozen planten de bloemkleur, die ook wit kan
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zijn, vast te stellen. Het blijkt dat 15% van de steekproef

blauw is. ' : i

a) Bepaal het kritieke gebied van de door u gekozen toetsings~
grootheid bij o = 0.05.

b) Hoe groot is de overschri jdingskans bij deze waarnemingsuit-

e e T

i

W

komst en formuleer de uitslag van de toets.

e

¢) Hoe groot is het onderscheidingsvermogen van de toets indien
de relatieve frekwentie van de blauwbloeiende planten 0,20

zou zijn?

Geef een benadering voor de kans dat 12 onafhankelijke worpen

met een dobbelsteen tezamen minstens 60 opleveren.

Iemand werpt met 2 dobbelstenen. Als beide steneh eenzelfde

aantal ogen geven noemt hij dit een succes. Hoe groot is de

kans dat hij bij 90 van dergelijke worpen (elk dus met 2 stenen)

minder dan 10 successen krijgt?

Iemand heeft 2 lucifersdoosjes in zijn zak, elk vol met N(even)
lucifers. Hij pakt steeds blindelings een lucifer. Hoe groot is
de kans als op een gegeven moment er een doosje leeg is, het

andere juist nog half vol is?

Leidt af dat de binomiale verdeling tot een Poissonverdeling

nadert voor n - , p= 0 en np = A,

Een dronken mah loopt in een N-Z gelegen straat en gooit bij
iedere dwarsstraat met een munt om te beslissen of hij verder
zal gaan of om zal keren. Hoe groot is de kans dat hij‘na 10
blokken te hebben gelbpen, weer op zijn uitgang- int terug zal
zijn: _

a) als hij bij.zijn vertrek ock om de richting loot?

b) Als hij begint naar het Noorden te lopen?

Iemand beweert dat een partij van 100 exemplaren 5% defecte
bevat. Ik pak er 3 uit en vindt er 1 slechte onder. Hoe groot
is de kans hierop, als ik trek a) met teruglegging?

b) zonder teruglegging?
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Uit een zeer grote partij produkten die 10% ondeugdelijke
elementen bevat wordt een aselecte steekproef van 10 stuks
genomen, Hoe groot zijn de kansen dat in deze steskproef

0,1 of 2 ondeugdelijke produkten zullen worden aangetroffen?
Hoe groot is de kans dat de partij zal worden goedgekeurd
indien hoogstens 2 ondeugdelijke exemplaren in de steekproef

zljn toegestaan?

Ter keuring van een grote partij blikjes conserven, die lang
bij een grossier zijn opgeslagen geweest, wordt hieruit een
steekproef van 120 blikjes genomen. De grossier is van plan
alleen dan de partij te verkopen als alle gekeurde blikjes
goed blijken te zijn. Hij vraagt zich echter af hoe groot
het percentage bedorven blikjes in dat geval toch nog zou kun~
nen zijn.
a) Beantwoordt deze vraag (a = 0.05).
b) Indien hij eist dat het percentage bedorven blikjes in de
partij (bij goedkeuring van de steekproef) niet hoger dan
1% mag zijn, hoe grote steekproef moet hij dan nemen?
(a = 0.05)

Een produktieproces volgt een normale verdeling met spreiding
1.7. Men construeert een zogenaamde contrdlekaart met de gren-
zen 19,0 en 26.0, Om het uur wordt een steekproef gecontroleerd
van 5 produkten. Het proces wordt ongemoeid gelaten zolang
hoogstens 1 van de 5 waarnemingen buiten deze grenzen valt,
doch wordt stopgezet en bijgeregeld wanneer 2 of meer van de

5 waarnemingen buiten deze grenzen vallen.

Bereken de kans P dat het proces zal worden stopgezet en bij-
geregeld voor p= 17.5; 20; 22.5; 25; 27.5 en zet daarna P te-~
gen puit. Dit geeft de zogenaamde werkkarakteristiek van de

methode.

Iemand koopt transistors van 2 fabrieken A en B. Ter contrdle
neemt hij steekproeven resp. van 75 van A en 50 van B en vindt
er resp. 5 en 4 defecte onder. Daar de transistors van B goed-

koper zijn, wil hij weten of er verschil in percentage defecten
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bestaat. Wat kan hij konkluderen?

23, In een randor steekproef van 250 sigarettenrokers waren 60
die merk A rookten en 190 merk B. Geef een 95% betrouwbaar- :

heidsinterval voor het percentage rokers van merk A.

24, Bij zware terreinproeven met vrachtwagens worden wagéns van 1
2 merken A en B gebruikt. Van de 30 wagens van merk A door-
staan er 22 de proeven goed, terwijl 8 ervan in moeili jkheden )
geraken; van de 28 wagens van merk B komen or 12 in moeilijk- |
heden, de overige 16 doorstaan de proeven met succes., Onder-~
zoek met betrouwbaarheidsdrempel 0.05 of één van beide merken
beter geschikt is voor terreinwerk van het onderzochte soort

dan het andere.

25, Men werpt n maal met een zuivere munt en verkrijgt daarbij
30 maal kruis. Bepaal een 95%-tweezijdig betrouwbaarheids-

interval wvoor n.

26, In een groot warenhuis weet men uit ervaring dat ongeveer 2%
van de verkochte paren nylons van verschillende merken aan-
leiding geeft tot klachten. Dit wordt daarom als normaal be-
schouwd. Van een nieuw merk dat tengevolge van een reclame-
campagne veel verkocht wordt komen van de eerste 200 verkochte
paren 9 klachten binnen. De afdelingschef vraagt zich af of de
kousen van dit merk minder sterk zijn. Welk advies zoudt u hen

geven?

27. Van een partij aardewerk heeft volgens opgave van de fabrikant
ongeveer 10% zeer kleine bakfouten. Een afnemnme: .1 een schat-
ting hebben van dit percentage door zelf een steekproef van n
exemplaren te nemen, Hij stelt als eis dat het tweezijdig be-
trouwbaarheidsinterval een lengte van maximaal 0.1 heeft en
hij aanvaardt hoogstens een kans 0.05 dat zijn interval de

fractie niet bevat. Gevraagd: Hoe groot moet de steekproef zijn? -
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g 28. In een vijver wil men de visbevolking schatten. Men vangt
daartoe 50 vissen welke van een merkteken worden voorzien.
Vervolgens laat men deze vissen weer zwemmen en na verloop
van enige tijd vangt men 100 vissen. Hierbij blijken 9 ge-
merkte vissen te zijn.

Geef grenzen aan waartussen de visbevolking behoudens een
onbetrouwbaarheid 0.05 zal liggen, in de onderstelling dat
de vispopulatie niet veranderd is en dat de vangsten aselect

‘waren .

29. Monte Carlo-methode ter berekening van n(=3.1415) d.m.v. "schieten"
op een vierkant:
Bij elk paar aselecte getallen x en y {(d.w.z. X en y zijn homogeen
en onafhankelijk verdeeld op (0.1)) die we op een computer genereren,
berekenen we z = x2 + y . Is 2 < 1 dan is "het schot“ raak. let
quoti&nt van het aantal rake schoten gedeeld door het totale aantal
geeft een schatting voor n/4. Bereken het minimale aantal schoten n
nodig om met een betrouwbaarheid van 95% n in 2 decimalen nauwkeurig

te berekenen.

30, Het bestuur van een kunststichting die zijn begunstigers jaarlijks
een serie culturele manifestaties sanbiedt, heeft voor elke voor-
stelling de beschikking over een zaal met 900 zitplaatsen. Blijkens
ervaring blijft per voorstelling ongeveer 1 op de 6 begunstigers weg.
Bij verstrekking van 900 seriekaarten blijveﬂ derhalve telkens plaat-
gen open. Daar er veel animo voor deze serie is iil het bestuur dus
gaarne meer dan 900 begunsiigers aannemen. Hoeveel mogen er dit maxi-
maal zijn opdat de kans dat er meer dan 900 bezoekers op een bepaal-

de voorstelling verschijnen, 0.01 is?

31, Van een binomiaal verdeelde grootheid geven n waarnemingen x successen.
Bepaal met «= 0,05 (tweezijdig) een betrouwbaarheidsinterval voor p als
a)n=10, x=6 3 o) n= 1000, x = 600,

b) n =100, x = 60 3
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IX De Poisson- en exponentiele verdeling

Op een kantoor komen gemiddeld drie telefoongesprekken per
wur binnen. De telefoniste is gedurende 10 min. afwezig.
Hoe groot is de kans dat er in die tijd minstens 1 persoon
geen gehoor heeft gekregen? o

Een cake bevat 200 krenten. De cake wordt in 50 geiijke plakf
jes gesneden.lHoe groot is de kans dat er in een bepaald
plakje géén krenten zitten? (Los op m.b. v. P01ssonbenader1ng,'

maar ook exact.) ‘

Gemiddeld passeren er een benzinestation 15 auto's per dag.
De kans dat een auto tankt is 1/5. Bereken de kans dat op

een zekere dag precies x auto's tanken.

Aan een technische school zijn in 1959 ongeveér B%Jmindér-stu-

denten aangekomen dan in 1958 (gemiddelde 1nschr13v1ng is 300)
Wijst dit op een duideli;ke afname of kan dlt een toevalllge

- fluctuatie zijn?

Een boek van 500 pagina 8 bevat 500 drukfouten. Bepaal ‘de

kans dat een pagina minstens 3 drukfouten bevat.

Eeﬁ produktieprocéﬁ:prodﬁceért géﬁiddéid 1% défeétievé prd-
dukten. Hoe groot zijn de- kansen dat een partij van N produk-
ten ¢ of minder defectieve ‘bevat:

a) voor N = 200 en ¢ = * 12,3

b) voor N = 2000 en ¢ = 10,20,30.

"

Als 500 voertulgen per uur: over een bepaald stuk weg rigden
dat in een % min, gepasseerd wordt, wat ‘is dan de. kans dat
de weg op een gegeven ogenblik leeg ia? Neem aan dat alle E

tijdstippen van passeron aven waarschijnligk ziJn.‘-
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Uit de kansverdeling f(x) = e ~ 0 < x < w wordt 2 keer blind
getrokken. Hoe groot is de kans dat beide waarnemingen >1 zijn?

En wat is de kans dat minstens 1 van de 2 groter is dan 1%

Aangenomen wordt dat de kans dat een zeker insekt n eieren
legt een Polssonverdeling volgt met parameter A. Verder dat
de kans dat een eitje uitkomt p is en de eieren zich onafhan-
kelijk ontwikkelen. Bewijs dat het totaal aantal van x nieuwe

jonge insekten een Poissonverdeling volgt met parameter Ap.

Onderstel dat een firma gemiddeld 60 televisietoestellen per
jaar verkoopt. Hij reorganiseert elke maand. Hoeveel toestel-
len moet de firma aan het begin van de maand in huis hebben
opdat de kans op "uitverkocht" vddr het eind van de maand klei-
ner is dan S%%

Beantwoordt dezelfde vraag bij een jaarverkoop van 240 appara-

ten.

Bewijs dat de wachttijd op de r® gebeurtenis in een serie ge-
beurtenissen die een Poissonverdeling volgen met j per tijds-
eenheid, een Gammaverdeling bezit met parameters r en p.

Opm: De tijd nodig om de 1e gebeurtenis te ontmoeten, volgt

dus een exponentiele verdeling.

Een autoverhuurder bezit 2 wagens die per dag worden verhuurd,

Het aantal aanvragen per dag volgt een Poissonverdeling met

p = 1,5, Onder dag wordt verstaan van 9 - 18 uur.

a) Hoe groot is de kans dat hij om 12 uur nog geen aanvraag
heeft gekregen?

b) Welk percentage van de dagen zijn beide wagens thuis?

¢) Welk percentage zijn beide uit?

d) Indien beide wagens even vaak worden gebruikt, welk per-

centage van de dagen is één bepaalde wagen dan thuis?



IX.3

13. Twee radio-actieve preparaten gaven in &24n minuut voor een

Geigerteller resp. 252 en 315 tellingen.

a) Is er verschil in activiteit?

b) Geef betrouwbaarheidsintervallen voor My, u en het ver-
schil p1 - uz, als U = verwachting 'van ;et :antal tellin-
gen per minuut. (& = 0.05)

¢) Beantwoordt a en b eveneens voor het geval de twee prepa-
raten resp. 150 tellingen in 1 min. en 369 tellingen in

3 min. gaven.

14, Een leverancier verkoopt een artikel uit voorraad aan zijn
klanten, terwijl hij het zelf op order inkoopt bij een fa-
briek. De frekwentie van de levertijden van de fabriek naar
de leverancier volgt een Gammaverdeling. De verdeling van
het aantal klanten in een periode van T maanden is een Pois-
sonverdeling met parameter uT. Hoe groot is de kans dat er
tijdens de levertijd van de volgende bestelling juist x

klanten komen?

15+ Bij een machinaal weefgetouw treden gewoonlijk gemiddeld 60
draadbreuken op in een bepaald tijdsinterval van lengte T.
Als de machine ontregeld raakt neemt het aantal draadbreu-
ken toe en men wenst dan zo snel mogelijk in te grijpen.

De kans om ten onrechte in te Brijpen dient echter bij ie-

dere contrdle niet groter dan C.01 te zijn,

a) Bereken een getal X, zodanig dat de regel "ingrijpen als
X > xr" voldoet aan de gestelde eisen.

b) Bereken die waarde van het gemiddelde aantal draadbreuken
rer tijdsinterval T, waarvoor het onderscheidingsvermogen

van deze controlemethode gelijk is aan 0,6,

16, De kans dat een individu verkeerd réageert op zeker serum is 0,001,
 Men ent 2000 individuen in, Wat is de kans dat er meer dan 3 individuen
verkeerd reageren?

17 Bij een tankstation tankt gemiddeld elke 5 min., een autoj de tijdstip-

pen zijn zonder samenhang en volgen een Poissonverdeling, A

a) Bepaal de kans dat er 3 of meer auto's tanken tussen 10.30 en 10.35; 5

b) Ca na dat de kans op & of meer auto's tussen 10,30 en 10,45 prak=- f
tisch even groot is.
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18, In een stad zijn de laatste jaren gemiddeld 10 ongelvtken per maand
gebsurd., In december jl. vonden 15 ongelukken plaats. Kan dit aantal
nog van toevallige aard geacht worden of neemt het santal ongelukken

per maand toe?

19. X0 seey X is een aselecte steekproef uit een exponentiéle verdeling
met gemiddelde ps y is de kleinste onder de x,. Toon aan dat y eveneens
exponentieel verdeeld is met gemiddelde p/n., (zie X.2)

20. x is exponentieel verdeeld met parameter A.
a) Bereken P(x <x|x =a) a > 0.

b) Men weet dat Ex = 1/A , Bereken E(x|x >a).
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X Meerdimensionale verdeling

Verdelin ng van een funkiie van een of meer variabelen

b4 heeft een rechthoeklge verdeling op (-a a). Wat is de ver-

deling vsan xa?

X geees X zijn n onafhankeli jke tdevalsvariabelen elk met
dezelfde cumulatieve verdeling F(x) Bepaai de cumulatieve
verdeling van: '

a) y = max (51....,3n)

b) z

i

min (51""'En)f

X heeft een continue kansverdeling met cumulatieve verdeling

F(x). Bepaal de frekwentieverdeling van y = F(x)?

De snelheidsverdeling van gasmoleculen luidt: f(v) = avie PV .
0 <v <>,
Wat is de frekwentieVerdeling van de klnetlsche energle

-}mv2 der gasmoleculen?

X en y zijn onafhankeliake standaardrechthoekige stochastieken.
Gevraagd de verdeling van x.+ Y. Teken deze.‘Bereken Hy c? en
P(x+y <1%).

Op een lijnstuk ter lengte'a'worden'willekeurig 2-punteh x
en y gezet. Wat is de gemiddelde lengte van het liJnstuk xy?

(Exacte afleldlng)

kdce

=(x+y)

£(x,y)  0SxSw,0SySa.
= 0' R eldors.’  _ o
Bereken k en de marglnale verdellngen. ZiJn X eny onafhanka-

1ijk?

Twee personeﬁ'hébben'eeh afsbraak tﬁssah‘S en. 9 uur, Hoe groot

is de kans dat ze elkaar: ontmoeten als ze -niet. langer dan 10min

op elkaar willen wachten? (Hun aankomstti;den z1Jn random en




" onafhankelijk ondersteld).

9« x en y zijn onafhankelijke standaardrechthoekige stochastie-
ken. Bereken de verdeling van : a) x/y
b) xy .

10. Op een lijnstuk ter lengte a worden at random 2 streepjes
gezet, Hoe groot is de kans dat ik van de zo verkregen 3 lijn-
‘stukjes een driehoek kan vormen?

S x

11. £(x,¥y) = k voor y O0Sy, x+y3 1.

0
Bereken P(x>%); P{y>3) i P{x>% en y>31).

12. Op een lijnstuk ter lengte a worden at random en onafhankelijk
van elkaar 3 punten gezet. Zij x het meest linkse, y het middel-
ste en z het meest rechtsgelegen punt. Gevraagd:-

a) de simultane verdeling van X en y
b) de marginale verdeling van x; eveneens van ¥-

c) w(x), w(y), o®(x), o*(y) en oplx,y).

13, X en y zijn onafhankelijke exponentieel verdeelde grootheden 5
met dezelfde A. Wat is de verdeling van o
a) x - ¥
b) x + y ? (Gammaverdeling met r = 2).

14, a, enyu zijn onafhankelijke N(0,1) stochastieken. Bepaal de

frekwentieverdeling van a) u? (x®-verdeling)
1. 1

b) u® + u®  (x’-verdeling).
1 2 2

15. Als x N(p,0) verdeeld is, wat is dan de verdeling van y ¥ & 2

(men noemt y dan lognormaal verdeeld)

16. Een radio-actieve energiebron zendt deeltjes uit. Aangenomen wordt
dat o (emissiehoek) homogeen verdeeld is op (=#m,+An). Zij x het punt

——— [¢] X wasr het deeltje het scherm treft.
oA L
NN . a) Leidt de verdelingsdichtheid van x af.
N a -
QEQ L7 b) Bepamal u en o° van deze verdeling.
b¥on

Opm.: De stralenwamier ligt in een vlak, de trefpunten dus op een rechte
lijn.
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17. x en y zijn onafhankelijke N(0,1) stochastieken.
¥
Gevraagd de verdeling van r & \fxz + xz. .
Opm,: de gevraagde verdeling is een Hayleigh~verdeling en treedt o
"
op bij ruisproblemen als de verdeling van de modulus van : §§

een signasl, '

18, Laat x = A ein w waarin de amplitude A een bekende constante
> 0 is en de phase whomogeen verdeeld is op (-n/2, n/2).
Gevrasgd de verdeling van Xx.

Opm, : random va.riabelen‘ als x treden o,8, op in de ballistische

theorie,

19, Hoe zou men aselecte  trekkingen kunnen simuleren uit een expo-

nentidle verdeling met gemiddelde M7
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2
XKI De X -, F- en t-verdeling

Voor het afrondingsinterval a van een variabele X neemt
men: a< ts (x). Geef hiervoor een verklaring. {Daar
var % = ozfn en var s ==02/2v worden de bijbehorende

afrondingsintervallen: a(x) = s/2/n en a(s) = s/a/2v.)

‘Schets de afleiding van de volgende betrouwbaarheidsinter-

vallen:
a) as <0<as met a = Vv/X° (a )
1= 2= 1 ' v.r
= vVv/x (a)
% / L4
al en .St2 zijn getabelleerd.
b) x-a<pup< x+a met a =

t,(Fa) sAln.
v

£/s? < a¥e® < 2% t = 1/F,!
o) ai“_i/éz U?a. az§1/§2 met & /"2 (Fo
vz
a =F ($a).
1

Aan 4 stalen kogels werd in een aantal richtingen de dia-

meter gemeten met de navolgende uitkomsten:

kogelnr. metingen in microns

5520 5529 553G 5527

2 5528 5528 5528 5525 5528 5526
3 5522 5522 5521 5521 5520
b 5521 5523 5520 -

Bepaal door samenvoegen van de varianties de gezamelljke

standaardafwijking voor deze vier waarnemingsreeksen, Voor
welk kenmerk van deze stalen kogels is die standaardafwij-
king een maat? (Opm.: indien de reeksen gelijktallig zijn
is de gezamelijke variantie juist het gemiddelde der vari-

anties per reeks.)

, Gegeven een steekproef van 10 waarnemingen uit een normale

verdeling met onbekende p en a:

12.05 12,71 12,25 12.40 12,15 12.94% 12.00 12.40 12.49 12.33
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a) Geef een schatting g, van o uit de range R.

b) Rond de waarnemingen eventueel af en kodeer ze.

c) Bereken x en s zowel uit de gekodeerde oorspronkeli jke,
als uit de gekodeerde afgeronde waarnemingen. Rond x
en s toelaathaar af en vergelijk beide resultaten,

d) Geef 95%-tweezijdigebetrouwbaarheidsintervallen voor 1
en <,

e) Indien gegeven was dat g = 0.3, hoe wordt dan het betr.

interval voor u?

5. Gegeven 2 steekproeven van 7 waarnemingen uit 2 normale
populaties met onbekende parameters ui,ol resp. ua,cz.

I: 5.314%  5.347  5.301  5.319 5.372  5.361  5.355

IT: 5.382  5.393 5.420 5.359  5.390 5.378  5.402

a) Rond de reeksen toelaatbaar af en kodeer ze.

b) Bereken X , 85, X en s-.
1

1 2 2
c) Geef een 95%-tweezijdig betrouwbaarheidsinterval voor
1

en y afzonderli jk.
2

d) Toets de hypothese ¢ = ¢ . Voeg daarna de varianties
1 2
samell.

It

e} Toets de hypothese p TR

f) Geef een tweezijdig tetr.interval voor p =~ QU en veor
c /o . : ¢

g) I;dizn men niet zeker is betreffende de normaliteit, welke
verdelingsvrije toets kan men dan toepassen om te toetsen

of beide reeksen uit eenzel fde populatie komen?

6. Er worden tritaties uitgevoerd in duplo bij 10 monsters.
Uitkomsten:
I: 76.3 77.2 73.7 75.8 77.4 74,5 78.2 7.8 75.7 7641
II: 77.0. 77.3 74,9 75.2 77.7 75.0 78.5 4. 754 76.8

Men vermoedt dat de waarnemingen II die na I zijn genomen
door een systematische invloed verhoogd zijn. Ga na of dit
vermoeden juist is: '
a) aannemende dat de waarnemingen normaal verdeeld zijn;

b) niets aannemend omtrent de verdeling (=verdelingsvrije toets).
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7¢ In onderstaahde tabel staan 50 getallen die als volgt

werden*wnkregen. Geworpen werd met 3 dobbelstenen, één
zwarte en twee witte, De ogen werden opgeteld waarb13 de
ogen van de zwarte dubbel werden geteld.

De 50 scores waren: =~ .
12 18 1 6 12 12 16 17 10 17 i
1 18 20 11 W% 16 16 15 .21 21 .
13 15 13 14 23 14 10 7 7 16
17 % 17 10 15 23 6 13 18 9
171 1317 92 17 16 15 20 5

a) Welke zijn het theoretisch gemlddelde en de variantie
van deze score? _
b) Construeer een ﬁekweﬁtietabel en bereken daaruit X, s® en s.
¢) Zet de waarnemingen uit op normaalwh. papler en bepaal hier-
uit X en s.
d) Geef ook een schatting s, voor O uit een gemiddelde sprei-

o
dingsbreedte R.

8. Men heeft produkten gemeten afkomstig van 2 machines:
I: 5.31%  5.347  5.301  5.319
I: 5.332 5.343 5.3720 5.409 5.340 5,328 5.352

a) Rond de reeksen eerst eventueel af en kodeer ze.

b} Toets of er een verschil in gemiddelden bestaat m.b.v. de
t-toets. | | |

c) Welke onderstelliﬁgen'liggen hieraan ten grondslag?

d) Toets &én van deze onderstelllngen met de F-toets en tevens

m.b.v. een betrouwbaarheldsinterval.

9. Voor het toetsen van de zulverheld van een dobbelsteen werpt
men 60 keer en vindt:
ogen : 1 2 3 b 5 6 Toets dit m.b.v. de
aantal: 15 '7 4 11 '6 17- BT ~toets.

10. Van 289 planten die door een bepaalde kruising zijn ontstaan

hebben 208 gele bloemen en 81 rode. Men verwachtte een verhou-

ding 3:1. Is deze verwachting aannemeli jk?
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11, Bij hét eindexamen van een lyceum werden bij wijze van proef
déZéifdo:opgaVen algebra verstrekt aan de ¢andidétep van de
afdeling H.B.S. B en Gymnasium B, De beoordelinge# van het
werk waren:

goed voldoende onvoldoends

HBS B: 8 27 20
Gymn. F& 5 9 o 6

Onderzoek of de candidaten van één van de beide afdelingen
systematisch beter zijn in algebra dan die van de andere

afdeling.

12, Bij een keuring van produkten heeft men uit 6 achtereenvol-

gende partijen steekproeven genomen met de volgende resulta-

ten:

partij : 1 2 3 4 5 6
steekproefgrootte: 100 150 100 200 150 200

aantal fouten : kL 15 8 7 9 11

Toets de hypothese dat de & partijen alle eenzelfde percen-

tage foute produkten bevatten.

1%, Door 3 ploegen A, B en C die om beurten op dezelfde machines
werken, zijn in een gegeven week resp. 10, 24 en 8 storingen
gemeld,

a) Bestaat er verschil tusseén de ploegen?

b) Dezelfde vraag indien de ploegen resp. 4, 5 en 3 weken
hebben gewerkt en resp. 10, 24 en 8 storingen hebben ge-
meld.

14, Twee ploegen A en B gaven in gelijke perioden resp. O en 5

storingen. Is er verschil tussen de beide ploegen?

15. Bij, keuring van emailledraad meet men het aantal isclatiefou-
ten per 20 meter draad. Metingen aan 25 verschillende stuk-
ken draad gaven de volgende uitkomsten:

5, 1, 3, 2, 4, 2, 1, 3, 4, 2, 1, 2, 6, 3, 4, 5, 2, 5, 3, 2, 6,
2, 4, 1, 2.



XI.5

a) Maak een frekwentietabel,

- 2
b) Bereken hieruit het gemiddelde x en de variantie s van

het aantal fouten per 20 m,

¢) Geef een betrouwbasarheidsinterval voor het gemiddelde 1!

van deze verdeling, aannemend dat we met waarnemingen

uit een Poissonverdeling te maken hebben.

d) Bereken de verwachtingen van de frekwenties.

e) Toets in hoeverre de onderstelling van een Poissonverdeling

-aannemeliijk is,

f) In hoeverre is het bevreemdend dat onder deze 25 waarne-

16.

17'

18.

mingen de uitkomst O niet is voor gekomen?

ot

Bewijs: lim t ¥ u d.w.z. de t-verdeling nadert voor

vooo Y .
V = naar de gestandaardiseerde
normale verdeling.

(zie in de t-tabel voor v = o )

Om de diameter op een hoogte van 14 m. van de bomen in een

bos te bestuderen, werd een aselecte steekproef van 20 bo-

men genomen..De som van dé daaraan gemeten diameters bleek

840 te zijn en de’ som van de kwadraten der dlameters 35?55.
Men mag veronderstellen dat de verdellng van de diameters

in een bos goed door een normale wordt benaderd.

a) Toets de hypothese o = 8§, :

b) Hoe groot is 0 hoogstens bij betrouwbaarheid O. 95?

¢) Toets of de verwachting p geliJk is aan 45

d} Geef een tweezijdig betrouwbaarheid51nterval voor p(a—O 05).

_e) In welk 1nterva1 zal de diameter van één nieuwe aselect

gekozen boom met betrouwbaarheld O 95 llggen?

Onderstaande tabel geeft metlngen van een belangriJke maat
aan 30 bakellten knoppen. R :

5.25  5.35° ' 531 “f5,38'f“'6512©’f“'_5-37‘ |

5.38 5.4 .41 5,36 5033 75031 -

5.35 5.8 5.33 540 © 5.30 5,31

5.30  5.30  5.35  5.37 5.3  5.38

5.39 5.29 © 5.26  5.33  5.32 5,37

A AR T T RS
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a) Maak een schatting van ¢ met behulp van de range.

b) Trek uit deze 30 waarden aselect een steekproef van 6
_m_éting-en zonder teruglegging. Geef aan hoe de trekking
wordt uitgevoerd, ‘

¢) Bereken uit deze steekproef X en s en rond deze julst af.

d) Geef een tweezijdig 95% betrouwbaarheidsinterval voor p
en o. Welke onderstellingen liggen hieraan ten grondslag?

19. Men heeft twee analysten een aantal bepalingen laten verrichten van
het verzepingsgehalte van kokosolie. De eerste analyste vond achter-
eenvolgens voor monsters, afkomstig uit eenzelfde fles:

253.8 255.4 256.2 256.1 255.2 255.4

De tweede analyste vond voor monsters uit dezelfde fles:

253.2 258.5 256.4 255.7 254.2 .

s) Toets met een onbetrouwbaarheid 0.05 de hypothese dat deze beide
analysten even nauwkeurig werken.

b) Toets eveneens met een onbetrouwbaarheid 0.05 de hypothese dat de

tweede onnauwkeuriger werkt dan de eerste.

20. Bij het kweken van bacteri&n op een glazen plaat telt men het aantal
bacterién dat in verschillende vakjes van 1 cn? voorkomt.
Men heeft gevonden:
asntal bacterién per vakje: O 1 2 3 4 5
aantal vakjes : 5 19 26 26 21 13 8 .
Geen enkel vakje bevatte meer dan 6 bacterien. Ga na of het vermoeden

dat deze waarnemingen een Poisson-verdeling volgen, juist is.

21. Een fabriek heeft 2 automatische draaibanken A en B die ingesteld kun-
nen worden op de vervaardiging van assen van gelijke diameter. De as-
diameters zijn blijkens de ervaring normaal verdeeld. Gedurende de
productie worden elk uur 3 assen aselect gekozen waarvan de diameters
worden gemeten. Het gemiddelde van de 3 waarnemingen wordt gerappor-
teerd. Na 5 uur productie door beide draaibanken wenat men een betrouw=
baarheidsintervel te bepalen voor het eventuele verschil in gemiddelde
asdiameter tussen de beide draaibanken.

Van draaibank A waren alle 15 afzonderlijke waarnemingen nog beschik-
baar, van draaibank B slechts de vijf uurgemiddelden:
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A - o B
Ted1 7,34 7224 736 T.24 7.307 T7.287 7.280
7.3 7.27 7.28- 7.46 -.7.32 7.403 7.28% .

7-34 7.25 7.29. 7.08 7. 38

a) Toets of de varlantle van do dlameters der assen van A gignificant
verschilt van die afkomstlg van B (a-0.0S)

b) Aannemende dat a) ontkennend beantwoord is, gaef een betrouwbasr-
heldﬂlnterval voor het versch1l tusson de gemlddelde asdiameters
bij A en B.

Een analyste heeft een aantal tltratles in duplo uitgevoerd met de
volgende uitkomsten:

It 2.12 1.68 1.55 2.57 2. 40 1,97 1.19 2.88 1.74 1.10 2.34 1.72
IT: 2,58 1.74 1.61 2.85 2.46 2.74 1.47 2.75 1.49 1.99 2.44 2.06

a) De tweede titratie geschiedt doorgaans enige tijd na de eerste.
Toets met een verdelingsvrije toets of er een systematisch verschil
bestaat tussen de 1e¢ en 2e titrafie. _

b) Toets met een op de normale verdeling berustends toeis of titratie II
gemiddeld hogere waarden geeft dan titratie I.

. ¢) Hoe groot is'de‘atﬁndaardfout van de titratiemethode?

23,

d) Construeer een 95% batrouwbaarhqidginterval voor het verscﬁil
tugsen titratie I en 1T,

‘@) Heeft de tweede’ declmaal 1n de waarnemlngen zln of kan men deze

zonder ernstig verlies aan nauikeuragheld weglaten en op tienden

af ronden?

Gegeven 2 geries waarnemingen u;t normale verdelingen met gelijkeu&:

I: 50 41 51 55 33 63 54 56

s 55 55 58 58 42 %. 67 68

' a) Geef gen 95%-botrouwbaarheldsan¢exval voor het- verscnll By ~ p

24.

¢c) Hoe groot is' ds at&n&a&rﬂfou% in de metingen° _

Past men de formulo vovr het suncnvoogen vnn varzantiea toe op n paren

waarnemingen (duplobapalingen) danuvindt men:
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rd?
2n

2

waarin de di-de verschillen tussen de twee waarnemingen

zijn. Bewijs dit.
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Opl. I.1

I Verzamelingen -*Oplossingep'

P(V[W) = 1 d.w.2z. als W optreedt treedt V zeker op oftewel
WeVv, Daar P(W[V) # 1 18 W een echt deel van V. Geldig zijn

dus: a) en d).

a) Dit lost men op m.b.v. eed Venn-diagram.
"A(BUC) = A(B%g?CfBC) = ABC + ABC + ABC. Dit zijn deelpo-
pulaties met lege doorsneden en voor. het berekenen van
kansen is de laatste vorm veel gemakkelljker. '

b) AU(BC) = A +ABC = ABC +ABC +ABC + ABS + ABC. nl. A = AI
(I=gehele verzameling) en I = BC + BC + BG + BG.

¢) AUBUC = I - ABC en dus = ABC + ABC + ABT + ABC + ABC + ABC + ABG,

d) ABC = A(I-BC) = A(B3+BC+BZ) = ABE + ABC + ABG.

e) AU(BUC) = AUBE = (ABG+ABC+ABG+ABC)UBE = ABC + ABC + ABE + ABC

+ ABC. '
De oplossing volgt direkt uit de volgende tabel

mnl. VYr. .

geh. b7 23 ! 70 '.Du_s a) 23%_
ongeh. 18 12 30 b) 18% _ _
65 35 [100 o) 47 4 23 + 18 = 88%.

(=100-percentage ongeh.vr.)

a) We bewijzen dit door beide leden uit te schrijven in ele-
mentaire deelpqpulatiéﬁ: AUB = AB + AB + AB.
En ANB = I --AB = AB + AB + 1B.

b) A(BUC) = ABC + ABC + ABE (zde 2a)
(AB)U(AC) ABE + ABC + ACB + ACB = ABC + ABC + ABC.

¢) (AB) ue ABE + ABC + AEG + ABC 4 IBc nl in «. deelpopu-
laties zit dua'oi sen C én/of een AB. : -
(AUC)A(BUC) % (RE+AT+ACHH(BE+BE+BC) = KBC s+ ABC+ AB3+ ABC + ABC.

d) bit volgt. direkt uit a) doo} A,B te vervangen door X,B:

AUB = ANE oftewol AU’B InB (a1, T = &)
@y

1
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5., a) P(A|B) = P(AB)/P(B) = P(A) dus indien A en B onafhanke-
lijk zijn. Dus de doorsnede mag niet leeg zijn!

b) Algemeen geldt: P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AB). Oftewel
P(AUB) = P(A) + P(B) geldt indien P(AB) = O oftewel A
en B elkaar unitsluiten!

Met a) zien we dus dat elkaar uitsluitende gebeurtenis-
sen niet onafhankelijk zijn! (Opm, we nemen uiteraard

aan dat A en B optreden)

6., We maken weer de volgende tabel:
mnl, vr. Het percentage stroblon-
van nature bl, 12 13 25 de personen is onafh. ge-
" " niet ble.___ 36 39 | 75 slacht, dus
48 Se |1OO bl.man:+.48 12%
bl. vri4.52 = 13%.

Het percentage blonden is dus: 25 + 0.05 x 39 = 26.95%.
De gevraagde kans is dus 12/26.95 = 0.4k,

7. a) ABC b) ABC c) ABC d) I -1

e) ABC + ABC + ABC + ABC f) AEC g) ABC + ABC + ABC  h)I-ABC.
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Opl. II.1

II Kansrekening-Oplossingen

Elke worp geeft 2 mogelijkheden nl. X of M, dus 5 worpen

b mogelijkheden. Hiervan zijn gunstig: KKK..:; MKKK. en
-MKKK oftewel 4 + 2 + 2 = 8 mogelijkheden, daar op de plaats
van de punt een M of een K mag staan. Dus P = §/32 = &,

a) P(K) = P(M) = 4, A wint in de volgende gevallen: K, MMK,
MMMMK, etc. dus zijn winstkans is: # .+ 1/0 + 1/32 + ... =
= 3#/(1-%) = 2/3; voor B dus 1/3. Andere opl.: p(A) = #+2p(4)
nl, indien beiden munt geworpen hebben is er de begintoe-
stand weer. Dus p(4) = 2/3, ,

b) Eerlijk d.w.z. gelijke winstverwachtingen. Stel B betaalt
f. X- aan A, dan geldt dus 2/3x = 1/3+1 oftewel x = £.0,50,

P(minstens 1 in leven)= 1= P(beiden overleden) = 1~ 1/5.1/10 = 49/50,
andere opl.: P{minstens 1 in leven) = P(man in leven) + P

(vrouw in leven) - P(beiden in leven) = 4/5 +9/10 - 4/5+9/10 = 49/50,
Aangenomen is dat het overlijden van man en vrouw onafhankeli jk
is, in welk geval geldt b.v. P(beiden in leven) = P(man in le-
ven) P(vrouw in leven). Zij A: man in leven, B: vrouw in leven
dan wordt dit: : _

P(AUB) =1- P(AB) of = P(A)+ P(B)-P(AB)met P(AB)=P(A)P(B) en

P(AB) = P(A)P(B).

A wint in de gevallen: AA, BAA, ABA met kansen: pa,qpa.pr,

2

dus zijn winstkans is: p* + qu + qu = p2(3—2p). Cnafhanke-

1ijkheid der setsris weer ondersteld.

De speler kiest een nummer. Kans op winsf 1/36, op verlies
35/3%36. Nu is P(winst in n kéer) = 1 - P(geen winst in n keer)
1= (35/36)" 2% dus (35/36)" <#;n >1log 2/(log 36-log35)
24,7 oftewel minstens 25 keer.

i
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6. Met teruglegging zijn de winstkansen der spelers resp.: 1/N;
N-1.1, (N-1%1 , .
L (-ﬁ“) = etc. dus steeds kleiner. Zonder ieruglegging

N -
Ll 1, Nt N-2 1 _

1
N N-1  N' N N-1N-2 N
teruglegging is eerlijk.

echter: 1/N; etc. D.w.z. zonder

7. P(grootste 8 of 9) = 1 - P(alle <8) = 1 - (0,8)* = 0,59.

8. De eerste 2 worpen geven de volgende mogelijkheden: KK, KM,
MM, MK elk met kans Z. Het 1e geval geeft verlies voor A,
het 2e en 3e geval geeft de begintoestand voor A terug. Het
Le geval splitsen we in MKK hetgeen winst voor A betekent,
en MKM hetgeen de begintoestand voor B oplevert. Dus de
winstkans p voor A wordt: p = .0 + Z.p + L.p + 1/8.1+1/8.q
oftewel p = 2/5; q = 3/5. '

9. a) A, = eerste worp geeft tot som i ogen; B, = tweede worp

i
geeft tot som i ogen. De gevraagde kans is dus

L ig
2 2
P = é P(aB) = £ P*(A) daar P(A,B,) = P°(a).
Nu kan men b.v. 8 ogen gooien op 5 manieren nl. 62, 26,
53, 35, 44 d.w.z., de kans is 5/36. Etc. Zo wordt

P = é& (1+22+32+43+52+62+52+42+32+22+1) = 146/6%.

P{beide som 8) _ 6. 6

b) P(som 8|beid 1ijk) = =, = = 25/146,
8 | eide gelijk) P(beide gelijk) 146/6* 5/
10. P(schoppenaas) = 1/52; P(niet schoppenaas) = 51/52.
P(minstens 1 keer sch,aas) = 1 - P(geen sch.aas) =

1 - (51/52)"2 % dus (51/52)"< % oftewel n > log 2/(log52-log51)=
= 35,8 oftewel minstens 36 keer.
11, A "A werpt i keer kruis" i=0,1,2,3.
B "B werpt i keer kruis'" i=0,1,2.; B
3 <i
dan i keer kruis". Dan is dus P(A wint) = % P(AiB<i) +

i
= "B werpt minder

n

+ E P(A.B.)P(A wint) oftewel:
5] i7i

= 3/8.1/4 + 3/8.3/% + 1/8.1 + (1/8.1/4+43/8.1/2+3/8.1/4)P(A wint)
P(A wint) = 16/32 + 10/32 P(A wint) dus P(A wint) = 8/11, voor

B dus 3/119



12, a) P(minstens 1%x6) = 1 - P(geen 6)

13.

1k,

154

16.

17-

opl OII 03

1 - (5/6)* = 0.52
b) P(minstens 1x66)= 1 ~ P(geen 66)= 1 - (35/36)}%%= 0,49.

SRR TN N e e it L

Rt o

A = hoogste worp is een 5; B = hoogste worp is een 6. Nu %
is P(aAUB) = P(A) + P(B) daar P(AB) = 0. En P(B) =1-P(B) = %
1 - (5/6)*. P(AUB) = 1 - P(AB) = 1 - (4/6)*. Dus 4
P(&) = P(AUB) - P(B) = 1 - (A/6)% - 1+ (5/6)% = h1/1bk. %

a) Totaal 6° mogelijkheden. Hiervan zijn alleen gunstig
de permutaties van 3,4 en 5, dat zijn er 3! = 6. Dus
P = 1/36.

b) De gunstige zijn: 12_3,23 L. 345,456 elk met de kans
onder a berekend, dus totaal P = 4/36 = 1/9.

¢} P(produkt even) = 1 - P(produkt oneven) = 1 - P(alle ¥
oneven) = 1 - (3)° = 7/8. |

d) P(laagste 1) = 1 - P(geen 1) = 1 = (5/6)° = 91/216. t¥

e) A = minstens een 1; B = minstens een 2; C=minstens een 3.
Dus gevraagd: P(ABC) = P[AB(1-C)] = P(EB) - P(RBE) =
(/65 - (3/6)° = 37/216.

o e R e

A‘= "minstens een 1'"; B = "minstens een 2". Gevraagd
P(AB) = P(1-R)(1-B) = P(1-E-B+E8) = 1 - P(A) - P(B) + P(AB).
Nu is P(E) = P(B) = (5/6)* en P(RB) = (4/6)* dus P(AB) = 302/6%

A = "minstens &én 1"; B = "minstens &én 5"; C = "minstens é&én 6",
Gevraagd P(ABG) = P[(1-Z)(1-B)E] = P(T-AC-BC+ABC) -

- —— - - 4
=P(G) - P(AC) - P(BE) + P(ABE) = (5/6)* -2(4/6)* + (3/6)% = 194/6 .

A, = minstens één i (i=1,...,6). De gevraagde kans is dus
P(A ...A ) =1~ P(A . ..A) =1 - P(A1U‘A2...lJAq).=
=1 ~5P(A) P(A,A) - ... etc. N P(E,) = LA

( i) + iﬁj ( iéj) _ etc. Nu is P( 1) (5/6)".

P(Riﬁj) = (4/6)™ etc. Dus de gevraagde kans wordt:

1= {5 (5/6°- GBI & ($)(3/60™ - (8)(2/6)" + (4)(1/6)™ }

- k _ n
= g (=1) (;)(1-1{/6)_ .
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18. Stel P(K) = p, P(M) = g. Men werpt 2X% met die munt. Wordt
KK of MM geworpen, dan werpt men opnieuw 2 keer. Werpt men
KM (kans pq) dan wint de ene persoon, werpt men MK (kans qp)

dan wint de andere. Ze hebben dus gelijke winstkansen.

19. t//’—x eem straal 1, omtrek is dus 2n, Neem e
A punt A vast, plaats het 2e punt B wille-
keurig d.w.z. AB = E.is rechthoekig ver-
deeld op (O,n), Daarna plaatst men C wil-

lekeurig. De driehoek is scherp indien C

valt op gearceerde omtrek. Nu is P(driehoek is scherp én AB=x)
n

X dx

= 37+~ dus P(scherpe driehoek) = .£

xdx

2n2

= #. Dus de kans op

een stompe driehoek %.
20, Het antwoord hangt af van het "at random" trekken van de

Kies B willekeurig op de omtrek en trek
raaklijn en straal in B. Kies daarna een
hoek ¢ tussen O en n rad{rechthoekig ver-
deeld). P{koorde >zijde] = P[60°<p<120°]= 1/3.

Trek willekeurig een straal en kies B wil-

lekeurig op deze straal. De koorde trekken

we dan door B loodrecht straal. Ligt B

dichter bij M dan 4r dan is de koorde dus
groter dan de zijde oftewel P(koorde> zijde) = P[BM<ir] =%.
Men moet dus eerst definieren wat men onder het "at random"

trekken van een koorde verstaat.

21. a) evident M/(N+M).

b) Stel we gaan na de k° trekking door tot alle M+N knikkers
‘getrokken zijn., Nummer de knikkers 1,2,...,M+N. Men kan
deze op (M+N)! manieren nummeren; elke knikker heeft weer
gelijke kans de k° te zijn, dus de kans blijft M/(N+M)
m.a.w, stel we hebben een zak met 100 knikkers, waarvan
4+ wit is. Pakken we er blindelings b.v. 30 uit en uit de

rest weer 1, dan is de kans nog steeds % op wit.
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22. a) evident (1-pi)(4~pa) _

b) Het samenstel werkt goed indien beide goed in en uit &f
indien beide goed in en minstens 1 goed uit, dus:
(1-p )2(1-p§).

c) Voor (1-p b \1-p ) > (1-p )(1-p ) oftewel P, > P, /(1-p Je

d) Het samenstel werkt goed 1nd1en beide goed in en uit of
indien 1 goed in en uit en de andere-slecht in, dus:
(1~p )2(1-p PR 2(1-p )(1-p )p .
Het samenstel werkt beter 1nd1en * >(1-p )(1-p ) oftewel
P, <P /(1-p1). De waarden van- P, en p, bepalen dus of

men parallel of in serie moet schakelen.

23. P(C 2x voorop) = 1/6 x 1/6 = 1/36 = 2.8% < «. Toch is het
onjuist te concluderen dat C vermoedelijk een hoger nicoti-
negehalte bevat nl. wat indien B,A of D 2x voorop komt,
Men moet dus berekenen: hoe groot is de kans dat een merk 2X
voorop komt. Deze kans is nu 4 x1/36= 1/9 > a, zodat men niets
kan concluderen!

2L, Stel A = "A is gesloten'. Analoog voor B,C en D. De gevraag-
de kang is dan P(ABUCUD) = 1-P(AB)P(CIP(D) = 1- 2:34-% = 13/16.
nl., P(AB) = 1 - P(4B) = 1 - P(A)P(B).

1 - P(alle goed) = 1 - (1-a@)5,

i

25. a) P(minstens 1 fout)
 b) evident o8,
¢} @ = 0.05 geeft voor a: 0.23 en .b: 0,0003% .
d) Dus (1-@)° = 0,95 oftewel a = 0.07.

26. P(1 of meer) = 1 - P(geen) = (0,97)" <0,10. Dus

(0,97)" > 0,90. Oftewel n < 3,5.

27. Stel Ai=":i.e greep is een match'". Dan is de gevraagde kans:

P(A,U AU ...A) = );__P(A ) ;P(A A) +LP(A Ayh) - e eten

Nu is b.v. P(AiAjAk) = kans dat de i°, j° en k° greep een

match opleveren, en deze is (n-})!/n! nl. de loten zijn op

n! manieren te rangschikken. Er blijven er 3 op hun plaats




28.

OPIO II.6

en de overige laten zich op (n-3)! manieren rangschikken.
Dus EP(A;A,A ) = (3)(n-3)1/nl nl. ik kan op (3) manieren
er 3 uit de n kiezen. Zc is de gevwraagde kans:

P = (})(n-11/n1 = (3)(n-2)1/nl+...21/nl= 1-1/21 + V3l - YVhle..tVn!

Voor grote n nadert P dus tot 1 - 1/e = 0,63,

a) P(6 ogen) = 5/36 nl. 15,42,33,51,24 en totaal 36 moge-
lijkheden. Analoog P(7 ogen) = 6/36; P(niet 7 ogen) = 30/3%6;
P(niet 6 ogen)= 31/36. Dus winstkans voor A is:

5/36 + 31/36.30/36.5/36 + (31/36.30/36)%5/36+...+(31/36.30/36) %
5/36 = 0,47, dus voor B 0,53 = 0,04 = 0,49, (Sn=a.(1-rn)/(1-r)).

b) P(onbeslist) = (31/36)10(30/36)10 = 0,036.
¢) Voor A: 5/36/(1-31/3630/36) = 30/61; voor B 31/61.



Opl. III."

ITI Kansrekening - Oplossingen

1. a) Totaal 15 knikkers waarvan 9 niet-zwarte, dus
P(geen zwart) = (g)/(1§)' 12/65

||

27/91

0) P(2 zwart) = (5)(/("D)

(Gebruik tabel binomiaalcoeéfficienten)

¢) {( )+ (D) 4 )}/(15) = 34/455.

2. Er zijn 13 schoppen, 39 niet-schoppen. In de eerste 14 moet
1 schoppen kaart zitten. Dus P = (13)(39)/(54) % 12/38 nl.

van de 38 resterende zijn nog .12 schoppen.

3. a) Stel S = renonce in schoppen; analoog H,R en K. Gevraagad

wordt dus

P(SUHURUK) = P(S) +P(R) + P(K)+-P(H)‘~ P{(SR) - P(SK)...etc.
Nu is P(S) = (39)/(52). Analoog P(R} = P(K) = P(H), Zo is

P <3 - 639 + (DY) = 0.05 - 5.
13 39 52 _

49 6)((.13) = 0.035 = 3%

S ICRVIES = 0.00k = 0,4%.

b) P{7-kaart)

c) P(8-kaart)

OCpm.: gebruik tabel log n!

e 2N\® , 4N

b, Efldent “y? /(aN)

5. Dit zijn herhalingskombinaties., Uit de getallen 1323000 y6
moet ik er 3 kiezen maar ik mag ook vaker hetzelfde getal
kiezen. Dus volgens bekende formule:

(6+3-1) =;(§) = 56 manieren.

3

Zijn de dobbelstenen b.v. verschillend gekleurd zoddat men
. ‘ ' s

ze kan onderscheiden, dan zijn er 6 = 216 manieren, dus

veel meer.

6. Er zijn 48 niet-azen. P(minstens 1-aas) = 1 - P(geen aas) =

L8, , 52
1= G/ (o)




Cpl. III.2

7o (1+8)%(146)" = (148)98, \
oftewel (1+(t+(D 3+t (Der(Pt2ai 4t™) =

= 1 4 (ié)t + (i?)ta + oee + t®, Nu is de cosfficient voor

t" in het linkerlid en rechterlid gelijk dus:

1+ (?)(nfl) + (2)(ntz) F ovee + 1 = (ai) oftewel

n
z: n,? 2n n n
£ ) = (7)) daar Caog) = (e
8. Er zijn 4 azen en 48 niet-azen. Beide ga ik in de gewenste
groepjes verdelen. Het produkt geeft het totaal aantal gun-
stige indelingen. En het spel kan op N = 52!/{(13!)4-h!}

manieren in 4 groepen van 13 kaarten worden gesplitst. We

krijgen zo:
a) 1. —28L 01y = 0,010
91(131)% 31
b) ud . 481 Z - A /N = 0.165
311! 101124{131) 21

c) 2to-—‘+! --2— . ‘;8! 2- 1 /N = 00135
2121 2! (1117131 (21)

a) 2!-—51——*-3-- 48!'2 L /N = 0,584
211118 20 111(121)°131 21

a) 4!-—i——-—1—-—4§-’—- —1/N = 0.106

1M1t A1 (121) 41

Opm: die faktoren gr midden en aan het eind van de formule

ontstaan wanneer er groepjes met gelijke aantallen zijn.
Vb: 12 34 geeft 4! = 26 permutaties., Ik kan deze echter

in 5%%T . gT = 4 manieren in 2 groepjes van 2 verdelen,

nl. permutaties binnen groepjes doen er niet toe dus
12,34 = 21,43 etc. Maar bovendien doet de volgorde der
groepjes er niet toe dus 12,34 = 34,12, D.w.z. bij
groepjes met gelijke aantallen moet men nog delen door
de permutaties van die aantallen groepjes. Die 2! voorw
aan ontstaat omdat men b.v. 2 groepjes met 1 aas, moet

kombineren met 2 groepjes van 12 niet-azen. Dit kan
juist op 2!manieren.



Opl. III.3

9. Voor partner resteren nog 3 azen en 36 niet-azen. Hieruit
pak ik er 13, P(x-azen) = (;)( 36 )/(::).

13 -X
x =0 P = 0,284 X = 2 P = 0,222
x = 1 P = 0,463 x =3 P = 0,031,

10. P(minstens 2 op dezelfde dag) = 1 - P(geen op dezelfde dag) =
65 364 3k 651, 2rc?® | _
=1 - %%% =1 - %/(365) = 0.51.

11. Totaal &° mogelijkheden; gunstig 1,2,...,6 met alle permu-
8
taties, dus P = 61/6° = 51/68 = 5/324,

12. Analoog aan 11: 121/12*%,

13. P(minstens 1 paar gelijk) = 1- P(geen gelijke) = 1-5§E%§§fff§g%=ro.67
Ok 1= (30)/('27) =1 =035 = 0,67,

14. Dit zijn herhalingskombinaties. _

a) Ik moet 10 keer uit 3 personen kiezen om hem een gulden te

geven, waarblj ik meerdere malen dezelfde perscon mag kie-

10+53=1 12 .
° ) = (07) = 66 manieren.

zen, dus ( 10 = (e

b) Analoog: (5+2.5 = (2?) = 1287 bveelden.

¢) Ik moet 2 keer kiezen uit de getallen O0,1,...,6, waarbij

T = (8-
2 2

dubbele geocorloofd zijn. Dus analoog ( 28 stenen.

15. a) P(ERG) = 31.3/7:1/7+1/7 = 18/343 nl. volgorde van E,R,G doet

er niet toe

Ik

PCEEN) = 3(3/7)°1/7 = 27/343 id.
») P(ERS) = (/D) = 3/35
P(EEN) = (30(})/(}) = 3/35.

16, Het totaal aantal mogeli jkheden is (365)2%, Kies 22 dagen,
hiervan 3 om de dagen der paren aan te wijzen. Verdeel daar-
na de 25 personen over deze dagen. Dit geeft:

36 22 251
P = B - 522 /(365)75,
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18,

19.

20.

21,

Opl. III.4

a) 6/ nl. alle letters zijn verschillend. ¢
b) 104/312121 nl. er zijn 3t, 28 en 2i.

Er zijn 2 letters e en 4 niet e. Als ik 3 letters pak, zijn
daaronder 0,1 of 2 e's, Dit geeft (;M(;)+ (f) = 14
mogelijkheden.

I a) Elk balletje heeft 8 mogelijkheden. Totaal 8% = 2621 L 4,
b) Het eerste heeft 8, het tweede 7, etc. het laatste bal-
letje nog 3 mogelijkheden.
81

Dus totaal 8.7...3 = 5T = 20160 mogelijkheden.

II a) Dit zijn herhalingskombinaties. Ik moet er 6 uit de 8
kiezen met herhaling dus (857 1) - (t:) ="1716.

6
b) Dit zijn gewone kombinaties: (2) 28 manieren.

80, .80 100
a) (50)(80)/(220),
b) Er zijn dus 20 advocaten die leugenaars zijn, dus
_ (20y,80y /100
P= (/0 ).

Totaal 10‘ mogeli jkheden.,

a) evident 10/10% = 0,001.

b) Gunstig zijn: Kies er 2 uit de 10, wijs aan welk cijfer 3
en welk 1 keer voorkomt; ga daarna permuteren dus

P= (0D 3!,”/10 = 0.036.

¢) Analoog: P = (3°) sti—/10* = 0.027.

2!21

GO0 (P) 2710 = 0,432

d) Analoog: P s

i

e) P = (10) 41/10% = 0,504, Dit kan ook als volgt:—= 10,98, 2

170 10 10 10°
Opm: andere oplossing voor b.v. d). Kans op AABC in deze volg-
, 10 1.9 8 &4t

orde is: 10°70°10°10° Echter permutaties ook goed dus maal —v T

Echter nu nog maal ¥ daar in die 4! de permutaties van B en
C zitten, doch ook in die 9/10 en 8/10, dus dubbel geteld.



opl. III.5

22. P = ( )(")/( 09,

23. Elke plaats kan een punt of streep zijn dus totaal 2° = 32
kombinaties,

24, Deze kans is gelijk aan de co¥ffioidnt mm t® in \

L BB  fmer ] S ]

[ ] 3 . |
-615-('; +4% + ¢ -i_;-l:4 +t +t°) } nl, P(t) = El-.?_‘ - %:(1:+'l:a-b... t‘) .
is de kans genersrerde funotie voor 1 worp (zle oompondium‘p. T Ve )e

En voor de som van 3 worpen du.l P (t) (oompendium pe 9),
M is dit ook 1/6° °(1-1°)°(1 =)'} ontwikkelen geeft
y

1/63 3 (1-31:: s O3t 4L, ¢ 2de 8T8 0 ).\

Dus de ooaf. 1® wordt 1/6°(28 -3) = 25/216,
Deze 25 mogeli.jkheden zijn: 1+2+6(6x); 1+4 +4(3x)s 1 +3 +5(6x\)|
2+4+3(6x)32+2+5(3x)s 3+3 +3(1x).

e N e s S

Lokl

25, Dus ¥an x+k -1 exp., gaven k-1 een succes, en het laatste gaf een suoces

P-(x+k 1)k—1x (k+x-1)Pk.!

dus x q o

P-

26, D/ kans dat een kogaltje in het 1° vakje van ‘lirks komt 1s evident

l ( i 4 ) k'i+'q14 en dus de gé§raagde)kans

s: ( )P @™ net gm1-P. .).




2.

5.

P(EB) = P(B) - P(AB) = P(B) - P(A)P(B) = P(B) [1-P(A) ] = P(B)P(L)
d.w.2. A en B onafhankelijk., Verder: AB + AB = X en

P(AB) + P(EB) = P(A) daar ABNAB = O oftewel

P(KB) = P(R) - P(EB) = P(X) - P(R)P(B) = P(K) [1- P(B)} = P(R)P(B)

, B = AB + AB. Nu is ABN AB = 0 dus P(B)

Opl. IV.1

IV Voorwaardelijke kansen - Oplossingen

P(wit)

1"

P(wit|vaas 1)P(vaas 1) + P(wit|vaas 2)P(vaas 2) =
5/8-% + 3/10+% = 37/80.

H

P(2eG[1e@ = P(beideG/P(1e® = 1/3:4 = 2/3. Dus niet: de
2e munt is G of 2 dus P = %, ‘

Stel Al uit vaas i; B = wit. Gevraagd is dan P(A’B)_ZRAZBVP(B)_

= P(B|a,)P(a )/ZEP(BIA YP(A) = (2 1/3)/1/3(%+~}+4/7) 7/37

(Bayes' Theorema).,

P(2 of 3 vieren|minstens 1) = P(2 of 3 vieren)/P(minstens 1) =

= [(2)(1/6) 5/6+(1/6) ]/[1-(5/6) 1 = 16/91.

P(B|A)P(A) = P(AB); P(B|E)P(R) = P(BA). Nu is AB N iAB = O
dus P(AB) + P(AB) = P(ABUZXB) = P(B) nl. B = (AUX)B = ABU iB.

tl

a) P(3 jongens) = (g)('?_r')4 i, P(minstens 3 jongens) = P(3 of
4 jongens) = % + 1/16 = 5/16 Dus P(3 j.|minstens 3 j.) =
= P(3j. )/P(minstens 3j.) = (£)/(5/16) = 4/5,
b) P(3j.|oudste 3j.) = P(3j.en oudste 3j.)/P(oudste 3j.) =
= (1/16)/(1/8) = '
Dit is evident daar de kans dat het eerste een meisje is,

:-}iS.

Stel ZZ = beide vervangen ballen waren zwart; analoog WW en ZW.

A = 2 laatste zijn zwart. Nu is P(A) = P(A[22)P(22) + P(A|zwW)
P(ZW) + P(AIWW)P(WW) ='[(g)/(ﬁf)]z.+ [(g)/(zf)].(q\(i)/(;o) .
+ [(§)/(3P)]% = 167/675. =

I

P(1B) + P(AB)

d.w.z. AenB zijn onafhankeli jk.

IR



10.

1.

12,

13.

14.

opl. IV.2

P(ABC) = P(A)P(BC) = P(A)P(B)P(C|B) = P(R)P(B)2P(C) = 2.
Dus P(B) = P(C) = #. P(C[B) = 2P(C) = 1 d.w.z. uit B volgt C.
Dus P(BC) = # en P(B[C) = P(BC)/P(C) = 1 d.w.z. uit C volgt B.

Stel A: man met groep A is de vader; analoog O en AB. P(A |xind 0)=

P(A)P(kind 0]A) :
KA)P(ind O A)+H0) P(kind 0] 0)+P(AB)POcind ORE

HJ
it

P(A én kind 0)/P(kind ©O)

1/3%.0,0625
1/3(0,0625+0.25+0)

= 0,2 Analoog P(¢)kind 0) = 0,80 en
P(AB|kind O) = O.

H

P(2) = P(Z luit 2)P(doos 2) + P(Z |uit 3)P(3) =
= . 2/3 o+ W5 . /3 =13/30,
a) P(x=0|x<4) = 0,0498/0.6472 = 0,077  b) u = Tp,x, = 1,961
P(x=1lx<l) = 0.1494/ " = 0.231 o =xpx; - ¥ =
P(x=2 |x<k) = 0.2240/ " = 0.346 4,729-(1,961F = 0,883
P(x=3|x<k) = 0.2240/ " = 0.346
a) Stel WW = 2 opzijgelegde ballen zijn beide wit; analoog ZZ en WZ.

P(3°wit) = P(3%wit [WW)P(WW) + P(3%wit [22)P(22) + P(3%wit [ZW)P(2W) =
=2/8 « (3100 + W8 - (8)/(A0) 4+ 3/84 b4.6/(10) = 2/5

oftewel de kans is niet veranderd nl. P(1°wit) is ook 2/5.

b) Analoog P(}ewit,minstens 1 wit) = P(3%wit en minstens 1 W)/

/P(minstens 1 wit) = [2/8+(4)/(12) +3/8.4:6/(10) )/ [1-(3)/(32)] =
= 7/20.

Stel a + b + ¢ = d. Dan is de gevraagde kans volgens het

Bayes-theorema:

P(A en fout) _ P(A)P(fout,A) _
P(fout) = P(A)P{fout [AHP(BIP(fout B)+P (C)P(fout|C) ~

P(A]lfout)

_ a/d.4/100 L _ag
= a/d.a/100+b/d«B/100+¢/d.Y/100" aa+bB+cy °




Opl. 1IV.3

15. Gegeven: P(A) en P(B) # 0. ANB = O dus P(AB) = O
oftewel P(A|B) = P(AB)/P(B) = 0 £ P(A) oftewel A en B zijn
afhankelijk. Dit is evident daar het optreden van A inhoudt
dat B niet optreedt.

16. Geg. P(aB)/P(a) = P(&B)/P(X) dus
P(aB)P(R) = P(aA)P(AB) 5 nu is P(EB) + P(AB) = P(B) dus
P(AB}[1~P(a)] = P(a)[P(B) ~ P(aB)]
of tewel P(AB) = P(4)P(B) dus A en B onafhankelijk!

, pla B 1 A P{AB P(AC) =~ P(ABC
17, B(a[B uC) = p&BnU(g)uc)]_ P%%”&S% - 2 )Pj(-fu(c) (aBc) _

PA)PB) + P{C) = P(RC

wegens onafh, : ORI I = P(4).




oplo v.1

V De momenten - Oplossingen

a) Blx-p)® = B(x*-2xpsp®) = Ex® - 2u8x + ° = Ex® - .

oftewel Egz = d° 4 ua ’

Y

b) var(ax+b) = E(ax+b-ap-b)® = Ea®(x-p)% = a® var X.

2

a) (n-1g* = 2x° - n(D)® dus En-1)8* = 2Ex* - nE(D)” =

., 2 _ 2
n(o®+p?) - n(o®/nsi®) = (a-1)0° oftewel EE? = 7.

b) O < var s = Es* - (Bs)? = o® - (Es)® dus o® > (Es)?, o > Es,

d.w.z. o wordt gemiddeld onderschat.

2
Beschouw E[t(z-px) + (x-py)] = t2 var X + 2t cov(x,y) + var y.

Het linkerlid is > 0 dus de discriminant van het rechterlid
is <0 oftewel cov®(x,y) € var x var y. Nu is var(x+y) =

= var x + var y + 2 cov(x,y)s var x + var y + 2o(x)o(y) =
= [o(x) + o(x)]? oftewel olx+y) < alx) + oly).

Opm;f'het gelijkteken geldt indien Y =ax + bmet a > 0.

.'1'.

= 1/6(1424...46) = 33,

a) p, = Eplxi 3
o© = zpixz - W= /60068 - BT = 357120
b) (TR Epixi = p-1 + q'o = p‘

2 2 2— L] - 2:
o =Zp;xy - @ =Pp+1+q0-p pa.

Ep.X

i :i,":-m‘1

¢) p 4/n = 1/15(3.5+7.10+4.1541.20) = 11+

ix

2
g

! A
[}

CBn,x/n - W= 1/15(3.2547.10044,22541.40 1 - 121 = 174

I:var x/n? = 0%/ni

var Eg/n

1)
0"

a) var

b} var

A%
]

1 a1 o |
2 var I X, _.nz[z vgr x, + E;é cov(zi,gj)]

o/ + (n-1)cov(§i,£j)/n-. Voor n = N is var X = 0 dus

cov(gi,zj) = = ¢®/(N=1). Dit ingevuld in = geeft:



Opl. V.2

2
var X = &/n = (n=1)0%/n(N-1) = .28 ~ o*(1on/N)/n.

6. Er geldt P(|x-u| >k0)< 1/k*(Eebysec). Dus voor x:

P( ]'_;E-p.]>kc/\/n)< 1/%x?, Stel k = en/o dan wordt dit:

P([%-n| > &) < o®/ne? oftewel lim P(|%-u| >89 = o.

n—+o

7. a) Stel populatie-variantie =0°. Dan is dus ola) = o/V20.

®) En o(b) = o/5; ole) = 7= \/ 13522 en o(a) = Jca‘o\/—_lgggzio

Oftewel d is het beste, doch zal niet veel van a verschillen.
[+.+] oo

2
8. a) Stel (x-p)/0 = y dan wordt __fm f{x)dx = T;? Iw‘ e_'}y dy = A.

(-]

2n oo
_ 2. .2 iR -
A® =-21Effe%(y *2 )dydz=21—njdtpfre r dr=‘l.fe udu = 1
o] Q o]

dus A = 1.

2
-%y dy

"

O nl. integrand is een onevenfunktie.

L~}
b} Ex:v-;—?ff ye

Ey = E(x-p)/0 = O oftewel Ex = p.
o oo
i . 3R
c) E12=VE?I yae%ydy=v;ﬁ yd(e%y)z
oo -0

(-]
=1

dus var y = Ey? - u®(y) = 1 en dus var x = o%,

e-(x-p.)a/Eoz -(x-p)2/20%

d) £f(x) = a i £'(x) = b(x-pe

2 2 2
pr(x) = b OB/ B y2em O/,
qus 1 - (x-w?/8® =0 - =0 x=uto.

0

o o
9. 4 = Ex = ljxe-}\xdx = 1/A Jue-udu = 1/A nl. fune-udu = n!

Analoog:



¥

Opl., V.3

o0

o0
Ex? = Afxze'kxdx = /3 fuae_udu = 2/X% = o® + p® Qus 1
o o i

a® = 1/A2,

BT .

10. a) De verdeling f(z) van een element z uit de gemengde partij
is dus: £(z) = #[f (2) + 1, (2) ]
pn==Ez = fzf(z)dz = % fz[f1+f2]dz = i»fzfldz + %fzfzdz

T e S SN

%(u1+p.2) = 2.1 Analoog:
- 2 2 _ 2, .2 2
Ez® = 4[ [ =2 fldz + Jz fzdz] = 7}(0§+p1+02+u2).
var z = Ega - 1?2 = HPrd®) ¢ +(p -p )2 J.075.
1 2 1 2
b) Neen, tenzij o, = 0, en p = p.

. 1 2
M. p=Ex = /xfdx = [x%dx + [x(2-x)dx = 1
° 1

2
E§2 = [ x*fax = flxsdx + fxa(a—x)dx = 7/6 = o 4 ua dus @° 1/6. W
1

o)

;12. a) f(vx) = 1/a. u =fax/a dx = a/2.
o
a :

Ex? -.-.f xz/a dx = a2/3 = 02 + p2 dus o = a2/12.

o]

b) p= Zp.x, = %(‘l+2+...+n) = (n+1)/2.

. 2

Ex? = & p x; = %(12+22+-:..+n2) = (n+1)(2n+1)/6 dus 0°= Egc_z -p=

= (n?<1)/12.

Opm.: i3 x de worp met 1 dobbelsteen, dan is n = 6 en
dus p = 32/2; o® = 35/12.

3. Er geldt A jg; ef;?dgf# 1. Nu is J‘x e Max = 1/A§J;e'“du= 18,

Vo .

Geévolg A = A2 : -
b= Bx = A2 jﬁ;ze'*#ax = 1/A.J;3e'“du = 2/A
. J
. Lo o .
Ex® = A® jxae'lxdx = 1/ A2 b[uae"udm = 6/A% = 0% . ?
Q

dus g2 = 2/A%,




14, a)

b)

c) u

Opl. V.4

Direct te berekenen uit 4b nl. een blinomiale stochastiek

X 1s de som van n onafhankelijke Bernoulli-stochastieken
n

xi: _}5'-_”-' in. Dus U(E) = nl-l(xi) = np en var x=n varxiz npq.
1

n
28 OP].. l]. Zx( )px N=X = HPZ( 1) x-1 n-x =

= an( )37 q™ Y = np.

n
Analoog: Ex(x-1) = 3 x(x-1)( %™ ™™ = n(a-1p s Op
z

xe2n =X _

n(n-1)p? = Eﬁz - b= 0+ p® - uen hieruit 9 = npq.

Daar de binomiale verdeling tot een Poissonverdeling nadert
voor n—@+ %, p =0 ennp = A is dus kL= np = A en

o® = npq - Adaar q - 1.

x 00
Direct: “=Zo xe M%xt = re A le-1/(x-1)! = A

o0

Analoog: Ex(x-1) Z;:x(x-1)e A’Vx! - 2 -A E:Ax'z/(x-a)! =

a2 = P +p, - p dus o = A

M M

> <HdA,d . 2 2 Ay A Yy L .
[»]

1

Analoog m.b.v. Ex{(x-1) vinden we

2 nM{(N-M){(N-n)
g = P
N (N-1)

Opm.: Stellen we in de binomiale verdeling p = M/N (en dus
q =(N=-M)/N) dan is o2 = npq = nM(N-H)/’Nz. Deze O°
vermenigvuldigen we met de faktor (N-n)/(N-1), de
korrectie voor een eindige populatie die ook optreedt
in 5b) en we hebben de o® van de hypergeometrische

verdeling.
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Rl g

15. De oppervlakte = 1, .dus de hoogte van de driehoek is 2/a en

dus f(x) = - 2x/a® + 2/a.
a

b= l‘x (2/a~2x/a®)dx = a&/3 (abscis zwaartepunt driehoek).

a

Ex® =-[ xa(a/a-ax/az)dx =a2/6 = 0 . u® ortewel ©° = a*/18.

1l

AR

R

s 5, i,

16. Evid : :
a) Bvident P1f1(X) + Pafz(x)'

b) g = Ex = j-x[P1f1+P2f3]dx = pififldx4ppaf%fadx =

P, B + P W = Epini (dus een gewogen gemiddelde).

¢) Analoog: Ex2 =P, flsz dx + p S5 ax = Ip (q2+p2) = & & pz
2 2 i i1
dus o° ..Epi(ci+ui) - (Epi )2 (juist de gewogen variantie

indien By = Mgi formules voor n machines zijn analoog).

17. Stel het aantal worpen nodig om de eerste zes te werpen op Xx;

de kansverdeling voor x = 1 2,... zijn resp.: p,qp,qu,...,qx'1

o0
met p = 1/6, q = /6 (geometriache verdeling). u = §:qu-1p.
1

Nu is Zq gf1-g)en differentiatie naar q geeftz:cq = 1/p*
1

dllE n-— 1/p = 6.

18. Het eerste pakje is altijd goed het 2e pakJe ‘heeft 5/6 kans
een andere letter te bevatten en volgens (17) moet men gemid-
deld dus 6/5 pakje‘kopen, het je'pakje'heeft 4/6 kans op een

nieuwe lette:;_éeﬁid&ild dus 6€/k pakje enz. Het .otaal geeft:
1+ 6/5 + 6/hg+:6/3 + 6/2 + 6 = 14,7 pakjes. (Analoog pro-
bleem: men moet gemiddeld 14.7 keer werpen met 1 dobbelsteen
om alle ogen 1 t/m 6_min§teps”66n_keor geworpen te hebben).




Oplo vl6

19. liA+Bx}dx = A + 3B 1 p = lJ(Ax+Bxa)dx = 3A + 3B =

Dit geeft B = 0, A = 1. (Direkt te voorspellen uit ligging

van B = zwaartepuntsabscis.)

20. Zij net i® getrokken getal en y =§Z Xy dan 18 Ey = mEx

X
n
K
Bx = "L pk =y ()k/2%. Nu is Z(k)k Z (k-1):(n.-k)1
=]
n g:f IT(%%%%%§T = n2n-1 oftewel Ex = n/2 dus Ey = nm/2.

21. Stel het 2e afgekeurde is het xe-gekeurde exemplaar. De kans-
verdeling is dan: (x:i)p qx-a-p nl. in de eerste x-1 gekeurde

exemplaren zit 1 foute, dat geeft een binomiale verdeling.
Een zuivere schatting voor p is 1/(x=1) nl. E 1/(x-1) =

[~ =]
=§;:paqX-2 = p?/(1-q) = p, dus in dit geval 1/19 = 5.3%.

22, a) zie vraagstuk 12b met n vervangen door N.
B(y) = nEG) = n(N+1)/2 en 0°(y) = no®(x) = n(N%-1)/12 =

n(N-1) (N+1)
12

b) u(y) is als onder a) daar E(£i+£j) = Ex, + EEj 66k indien

beide onafhankelijk. Echter de variantie verandert: uit

vraagstuk 5b) volgt: 02(1) = nug(g)(N-n)/(N-1) = n{N-n){N+1)/12.

Opm.: voor n = 1 natuurlijk gelijk aan a).

Nemen we N - n = m, dan wordt onder b}: cz(z) = nm{n+m+1)/12,

juist de variantie van de grootheid U van Wilcoxon,

v
23, xa 4 2: u waarin de u, onafhankelijk N(0,1) verdeeld zijn.
- -
1

_i
- Fu® dus E X= ZEu = v
var u = 1 = ku us X,= u, = V.
2 . 2
var Ev = Vv var gi. Nu is var gi = Eut - [EE?] =3 =1 =2

2
dus var X = 2v. EE? = 3 nl.
v



2k,

25.

26.

Opl, V.7

F 2, 8
o2 = E(x-p)? = — j~(x~u)ao-(x-”) /2% 4% oftewel

avan.qm

8

1 ‘ t’/zc2
P = -ft" dt,
Qan s :e o

Differentiéren naar o en o = 1 stellen. geeft:
. .

2
3 - ft‘e"t /24t = mt.

-00

a) -‘Algemeen geldt: var(x+y) = var- X+ var y + 2 cov(x,x)

dus het gestelde geldt indien cov(x.y) o oftewel p=

dew.z, indien de x en y ongecorreleerd ziJn. _
b) Eveneens geldt algemeén: o (xéy) = o° (x) + @ Ay + apo(x)o(y)
 daar p = cov(x,x)/o(x)o(y) Voor p = 1 geldt dus:

o (x+y) =[o{x)+ c(y)] oftewel o{x+y) = o(x) + oly).

.2 2 T
We weten dat xv E'vsl/az (zie XI. 5} en var. xv = 2v (zie V.23),
Dus var ga 20 /v, ' i ‘ D
2 - 2
Nu is 52 = & + 20(5-0) + (8-9) . Voor grote v is (E-glﬂft.

verwaarlozen t.ouv.. Za(s-a)

Er geldt dan var B zl&o var s en. -dus va; 5= o?/2v.

z & xy var‘z = B(z-u )2 = EL® - u = E(x*xa) - [E(xy)}

en daar x en x onafhankelijk.zijn = Ex El - (Ex) (Ex)z =

a 3 2 2 . 3 g 2 a - ‘

Delen door p° gi'geeft:

vi(z) = Wx) + V (Y) + V (x)V (y) (laatste term Aah te ver-

waarlozon)

R
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27. Noem correcte waarden 57 en z. Zx = 50 x 6,81 = 340.5
Dus § = (340.5-7.2+2.7)/50 = 6.72. |
(n-1)82 = Ix? = n(X)? geeft = = 49 x (3,1)% + 50(6.81)2 = 2789.70
By = 2789.70 - (7.2)% + (2.7)2 = 2745.15.
Dus z° = [2745.15 - 50(6.72)21/49 = 9.943 z = 3.15

N

[~
2e.kf—g;-2k 1imf X _ 2k limarctan N = kn dus k = 1/n
oo 14X Neeo “0 14x2 N~ eo

oo N N

u-‘[ xdx 1imf XX | 15m & 20 (142) Ibestaatr_l_i_g_‘g.
o 14x°2 Nooo Y=M 14x° -M

) .

Dus de cauchy-verdeling is een verdeling zonder gemiddelde en
(dus) zonder spreiding. Het im dus onjuist te zeggen u = 0 en g =eo,

29, a) De kans om in de n® trekking voor 't eerst de juiste sleutel
te pakken is: p(n) =& (9/10)*" 1.

Dus b = B(n) =Snp(n) = b 3 n(9/10)™".
‘ 1

Nu is Ex" = -i-f-:; en Znx ! = 1/(1-x)? (differentiren)

u= 10 . V(1-9/1o)2 - 10,
b) Nu is de kans voor elke n steeds gelijk en wel 1/10.
0
Oftewel y = Znp(n) = i’oin (p(n)=0 voor n>10)
1

E:n y= 5%0

Conclusie: een dronken man verspilt zijn tijd.

30. Dﬁs h(y) =

2
exp {:—(21'2—")— } cecy<em
o

;
a2z
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]
i
b = E £ - J £ £(x)dx, M is £(x)dx = h(y)dy en x* = &7y

- r o e {3 2ot % ay = o

T e

B
k 2n =t

T g
qus p(x) = o**%0
2 2 2. 2pt20° 2'+<r2 2p+a? &
0% (x) = Ex"=y®u ¥ . o FTT o g% (0 =1).

31, a) B(x~c)? = EQZ-Zo:_:fcz) - o - 2Exc + Bx®

= LR
Minimanl voor o 8 3 Ex 3

b) Differentiatie geeft:

E(xi-d) 7 -
2 =0 oftewel Ix, -nd = 0 dus d-Exi/n-x.

ne1 {
p-ka [+

32, 02 '. f_(x-u)zf(x)dx > f see + ‘lc'o>A
-0 . e

- X0

> k0 {fp f(x)dx+ f f(x)dx} nl, daar is (x- u) > k6
. IH‘kG

a* >k an_-.-nsko]_ ottevel Fllz-u] > ] <142

53. a) Dus gegeven Et = e.
0 <var t= E(E-G) - Et -6 dus E_t.z > 92, dus piet zuivers

b) 'E@zl- va.r.i«l—uz =0 /n-q-g dus
lim EE)? = 42 . o

n--oo

Rt PRDE T R RS
'Zd.jZ-HV danilmz-.a“p'. v1.1“+,c1uov (5107726).
Mmi-—%cn'mzx-( ;+aypx+q202)/n
.n :
2 z R P

' . a: :
. . g ) 2 '
en va.rg-'va.r_@x)-"—"n; II;"""EX Ry +._=.5_I.<m£..
: S ' n




Te

3.

o zdgn: Blxy) = ExEx. Stel x,y. contlnu, dan is f(x, - fi(X)fz(y)
o aus E(xy) = fxy f(x,y)dx dy = [xf, ax fyf d.v ExXBy.

v Zijn x,x ‘discreet dan geldt p Pi-P-j dus Exy = %pﬁx. =

<Ly,

a) We vinden: Ixy = 70; Zx = 16; Ty = 24; Ex® = 30; Zy® = 164;

T

Opl. VI.1

VI De correlatiecoefficient - Oplossingen

r =8 Y/s 5 = aZxy - Ll*m'x‘ié—"i'
XX Y V[nex® - (2x)* ][n8y - (zy)°]

Een schatter voor p is:

n =4, Dit geeft r = 1. Er geldt nl. y = 2x + 1 met richtings-
coeff. > 0, '

b) Analoog r =<1 nl. y = -2x+8 met richt.coeff. < O,

¢) r =0 ni. nZxy = 140 en ZxZy = 140. Toch zi1in x en y afhanke-
1ijk nl. y = 134x° « 74x + 11. '

d) r = 0 daar nZxy = 120 en ZxZy = 120, We vinden r = O indien

.er symmetrie heerst t.o.v. een 1ijn 4 &én van de codrd.assen.

pPP= covi(x,y)/0%(x)9%(y). In V 3 is bewezen: covi(x,y) S var x var Y

dus p°< 1 oftewel |p| <=1

oy

a) stel y S ax + b cov(x,y)} = cov(x,ax+b) = a var x_

j
var'y = a _au_ x du p2 = 1.

var x+ var y oftewel (zie V 3) de

H

b) Stel p® = 1 dus cov® (x,y)

O heeft een dubbele resle wortel

i}

' 2
vorm E{t(x-p_) + (y-p_ )]
= x Y ] ]
t . Dit kan echter alleen indien t (x-p_) + (y-p ) =0
o o X b

oftewel y ¥ ax + b.

cov(x,y) = E(xy) - ExEy. Nu geldt indien x en y onafhankellak

1yj
ZPF

3. % ExEx.

J

Uit x,y onafhankelijk volgﬁ,dys p{x,y) = 0. Is echter p =0
dan zijn x en y niet noodzakelijk onafhankelijk zoals reeds
bleek in vraagstuk 1.




Opl. VI.Z2

[

5. Beschouw 2z = x + y. Hiervoor geldt: var z = var x+ var y+ 2covixy)
: =T e

Evenzo voor z = X + ¥ geldt: var z = var x + var y + 2 cov(Xx,y)
Nuisvaraznvarg, var X = n var X, var y = n var y en dus
volgt uit * n cov(x,¥) = cov(x,y). Dus p(X,y) = cov(x,y)e(x)o(y) =

cov(xzx)gn
= o(x)oly)/n p(x, 1)
6. covlu,v) = cov(axs+b,cy+d) = ac cov(x,y); var u = avar x;

2 _ . &ac cov(x,¥y) _
var v = b?var y dus p(u,v) = m = tpx,y)

We merken dus op dat p° (en p op het teken na) invariant is t.a.v.
lineaire transformaties der variabelen. Speciaal ge?rali P(.X_:I.-') = P(Z.’N.)
met x° = (x-u )/o, en 3" = (g-u )/o .

7. Beide variabelen zijn afhankelijk daar b.v. als de 6 bovenkomt,
de 1 onder ligt, en dus alleen de 2,3,4 of 5 naar voren gekeerd
kunnen zijn. Toch is de p= O, Dit is direkt in te zien dcor de
X en ¥ tegen elkaar uit te zetten. Er heerst symmetrie t.o.v.de
lijn x = 3% en dus is p= 0O (zie 1 d).
Natuurlijk ook te vinden door te laten zien dat E(xy) = ExEy.

8. Zij var x = o®; dan is var E: = o°/n en var i = o%/(n+k)

cov(x,y) = cov(x1+...+xn,x1+...+xn+k)‘/n(n+k) = 0%/(n+k).

Dus p(zc,j:r) = Vyn/(n+k).

Opm.: voor k = 0 is natuurlijk p= 13voorn = 1 en k = n=1
wordt p= 1A/n (zie 10a).
9. Stel de worpen zijn 51, 52, 53. Zij 2z = 51 + 52 t X
var z = 3 var x_j cov(;_:_l,g) = cov(§1,§1+3:_2+§ ) = var x .
Dus p(_}_:_l,g) = cov(gi,g)/ﬂ(xi)a(z) = var _:g'l/var 51\5 = 1/3/3.

' - 1 2
10, a) Zij var x; = g%, Nu is cov(ggi,:_c) = EcOV(xi,x1+...+xn) = o°/n

oftewel p_(:_ci,g__:) = 1A n, daar var Ec = a¥/n.

b) cov(_:_t_i—zc.zc) = cov(l:i,zt) - var x = 0 dus p = O,



Opl.

o0

B _.8 - -
11. a) fx(X) = % j‘e X"V 4y = o xz/Jq; Analoog fz(y) = e’ N

VI.3

P e i A

We zien dat f(x,y) = fi(x)fz(y) d.w.z. x en y zijn onafhan- \%
kelijk, dus p = O. ‘ ¥

. (\r—-x.\ g

b) fi(x) = % dy = 2V1-x%/n.; Analoog fz(y) = 2\/1-y’/ﬂ. .
. i

X en y zijn dus afhankelijk daar f{(x,y) # fl(x)fz(y).

Echter p = O nl. w(x) = u(y) = 0 dus cov(x,y) = f/xy/ndx dy = O.

12.

Marginaal rekenen we achtereenvolgens uit:

n,, = Zjnij =2, 10, 22, 22, 20, 13, 8, % ;%ni.z n
ny %, = 4, 20, 88,110,120, 91, 64, 27; Y x agni.xi
ni.x: = 8, 90,352,550,720,637,512,243 ; ¥ x°= };ni.x; =

Analoog verticaal: )l y = g n. ¥y = 569; Ly = En_jy'g = 3543

Verder nog:

%ﬁj‘jyj = 9, 41, 99,124,117, 95, 58, 26

%nﬁxiyj =18,123,396,620,702,665,464,234 dusLxy = 3222.

Zo wordt: .

X = Ix/n = 5,34 var x = [Exa-(zx)z/n]/(n-ﬂ = 2,63
¥y = Zy/n = 5.69 var y = 3.08.

covix,y) =

(ny-zxﬁy/n)/(n;1) = 1.85;

13. We maken het volgende schema:

15 var x = var g = 5/4 (zie V 12b: 0® = (2%-1)/12 met n = &),

p(x) = u(y) = 2%, E(xy) = Epﬁxiyj = 1/12[(2+3+4)¥2(1+3+4)+
+ 3(1+2+4) &+ 4(1+2+3)]= 70/12.

Dus p(x,y) = cév(x,y)/a(x)o(y) = zgé!?jt$2£& = ~1/3,

Stel cijfer Ned.xi, cijfer alg.yi. In het schema staan de nﬁ.

p= 1085/“3.08x 2163 = 00,653
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1 11 11 b
9 18 36 38
7 21 63 33
5 20 80 26
3 15 75 17
1

0O 0O C 3 v
OOO—\E‘UN
O O - NN
O = N N NV
= N M M Mo

B,y 1 3 5 7 9 11136 91 301

Ejyj 1 6 15 28 45 66 161 De berekening wordt:
Ex = Epi'xi = L‘ni_xi/n = 91/36 = 2.53
Ey = Ep-jyj = zn‘jyj/n' = 161/36 = L.47,

Analoog: Ez? = 301/36 en dus var x = 301/36 - (91/36)® = 1,97 = var X

441/36 en dus cov(x,y) =

;
Exy Xnﬁxiyj/n = -I-l-); (xi %nﬁyj)
441/36 ~ 161 x91/36% = 0.94,

Dus p = 0.94/1.97 = 0.48.

1 1-x
14, fff(x,y)dxdy = 1 dus kldxj; dy 1 oftewel k = 2.

fl

(Ook direkt: inhoud = 1, opp.drichoek = %, dus hoogte = 2)
1-x

fi(x) =2, dy-= 2(1~x); Analoog fziy) = 2(1-y).
1

Dus p{x) = 2 J x(1-x)dx = 1/3; Analoog u(y) = 1/3 (zwaartepunt
driehoek)

1
ng = 2 l1x?(1-x)dx = 1/6 en dus o®(x) = 1/18; Analoog o (y) = 1/18.
Exy= 2 [xydxdy = 1/12 dus cov(x,y) = /12 - 1/9 = -1/36

en p(x,y) = -%.

15. var x = var y = 5/4 (zie V 12b: 0® = (n®-1)/12 met n = 4).
p(x) = uly) = 2%, E(xy) = Epﬂxiyj = 1/12[(2+43+4)+2(143+4) +

+ 3(1+2+4) + K(1+2+43)]= 70/12,

20/12 = 25/k4 _
5/4 -

Dus p(x,y) = covix,y)/a(x)o(y) = -1/3.
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16, var 2z = 4 var x + var y = 802(3) ; cov(x,z) = cov(x,2x+y) = 2 var x. 4
Dus p(x,2) = cov(x,z)/a(x)a(z) = H/2.

o

R 2 2
17+ 21j var X = var y = o? i var u = aavar X + bzvar ¥ = (a2+b Yo,

knaloog var v = (c®+d%)o® ; cov(u,v) = cov(ax+by,cx+dy) = (ac+bd)o?.

Dus p = (ac+bd)/ V(a?+b?)(cZ+4d2).

1. p =0 als cov(u,v) = cov(x+y,x~-y) = var X - var y = O oftewel

als ¢ (x) = 0®(y) (zie 17 met azb=c=1 en d==1.).

9. x%4, =1
var gl_l =var k. = 02. var x = var y = 502.

cov(x,y) = 2062 dus p = 0uds

oo
8

+4d +4 +k +k Y®¥d +d +d +k +
=2 =2 4 =5

20. Voor het gemsk nemen we aan dat p= 0. Dit befnvlioedt p niet (zie VI.6),
Dus gegeven is E(g- p.)a = EES- 03 te bewijzen:

BXg’ = BXES = 0. Wa isZ= Zx/h en 8°x Ex’-( xF/n)/(n=1)
dus te bewijzen: E{Ex[2x* -(2x)?/n]} = O.

M is
2 3 2 . 2 _ .
E E;igj E(zx)'/n .0 daar Ez_:igj E!-?-iEE_j 0 als ivj
en E_x'igg = Egi = 0, it resultaat is belangrijk voor de toepassing van de
t-verdeling. : .

21.a)E1=E_x_-Ex-0;var1.=2mr_:5=35/6.
;=0 1 2 3 4 5 ] vy = 0 M 42 3 44 +5
py=(6 10 8 6 4 2)/36; p, =(6 5. 4 3 2
Ed =Zp; cii = 70/36; var d =Ep, df - (70/36)? = 2660/362,
b) cov(v,d) =B(y4) - Ey Ed = E(x d) = 0 dus p= O,

Toch afhankelijk dsar bve P(d=5|v=4) =04 P(d= 5),




5.

N x=170
Dus 7.

Opl. VIL.1

VII De normale verdeling - Oplossingen

a) P(x>60) = P(y_>6i;5-9 =1.43) = 0.0764.

b) P(x<h0) = P(g<b’i;-5-9 ==1,43) = 0.0764, g
o) P(h2<x <63) = P(-1.14 < <1.86) = P(id <1.86) - P(u >1.14) = 0.8415.

d) u = -1.96 dus x = 50 - 7 x 1.96 = 36.28.

f

‘ -@
e) P( 'y_|<‘l.l+"+) = 0.85 dus u = 1.4k4 en [x- 50| = [7u] f
oftewel x = 7 x 1.44 = 10.08. i

i

P(x=5) = 23- =1) = 0,1587 ; P(grootste>5) = 1 -P(alle <5) =
1=(0,8413)* 20,50 ; P(kleinste=5) = P(alle>5) = (0.1587)* = 0.0006. .
25

o

Zij schijfdikte x, en y

=M

X Dus ply) = 25 x12 = 300 cm en

100 dus o(y) = 10.

var y = 25x 4

P(mislukking) = P(y >320) = P(u > 20;000 =2) = 0.0228.
.25
Zij gewicht 1 pakje x,. Stel zc'!z 3_(1/25; dus var X = var x/25=9/25

- i
oftewel o{x) = 0,6, P(boete) = P(u<-2.33} = 0,01.

Dus (250-p)/0.6 = =2.33 en! p = 251.4 gram.

P(u>0.43) = 0.33 ; P(u <=0.43) = 0.33.

It

T 0.43 oftéwel x = 170 * 11.6 x.0.43.

ok
,»i%
I

i

De dlameters moeten dus zijn 165 en 175 mikron.

o%) = o AR = 3A/0. ; ulZa) = 1,96,
Dus 2u($a) o/A/T &2 oftewel n > 34.
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7. Stel x = gewicht thee per pakje; -
P(_ <1oo) - P(__<1°°“1°1) = P(u < - 1.67) = 0,0475 nl.

9.

10.

-?£7§—— met x =100, Dus slechts 4.8% minder dan het nominale

gewicht,

a)

b)

b)

c)

a)

b)

c)

Asdiameter = x; diameterboring = y. Stel

z =y - X, dus

(z) = ply) - p{x) = 0,07 en var 2 = var x + var y = 0.0025
dus o(z) = 0.05; z £ 0,07 + 0.05u.

FP(as past) = P(0.05<2z<0.15)=P(-0.4<u<1.6) = C.60 dus 60%.

Het percentage is maximaal indien p(2z) = 0.10 dus p - p = 0.10

- 2 1
Dan is u = 9*%26%439 = 1 en P(‘H|<1) = 0.6826 oftewel 68.3%.

dus p(z) = 10u(x) = 100 en
3.16; z = 100 + 3.16u.
>106) = P(u>1.90) = 0.0287.

5tel hoogte doos X,
=1 1
= 10, o{z)

(

P(onvoldoende plaats) = P(z

X,
=i
var 2 = 10 var X =

x’:-‘_‘Zx_l met B(y) = 110 en var y = 11, oly) = 3.32.
1

P{voldoende plaats) = P(y<106) = P(u<-1.20) = 0.1151.

A: 10 gaan er inj; B: 11 gaan er in; Gevraagd P(AB) =
P[A(1-B) ] = P(A) - P(AB) = P{a) - P(B) = 0.9713 - 0.1151 =
0.8562.

Opm. t Eigenlijk is P(AB)¥ P(B) daar de normale stochastiek < O kan
word en,

f

5.01 + 0.006u; P(5.00€x<5,02) = P(-1.67Su<1.67) =

b
n

= 0.9050 oftewel 9.5% valt buiten de toleranties.

= 5.006; P(-1<u<2.33) = 0.8314 dus 16.9% valt erbuiten.
p = 5.008; P(-1.33<u<2) = 0.,8854 dus 11.5% valt erbuiten.
b= 5.012 en p = 5.01% analoog aan resp. 5.008 en 5.006

=
|

h

wegens symmetrie.
p = 5.016; P(-2.67<u<0.67) =0.7448 dus 25.5% valt erbuiten.

Opm. : zet het percentage uitval tegen p uit.

Dus p = 5.010; u = 2.576 oftewel (5.020-5.010)/0 = 2.576
dus g = O-OOL"O
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11. a) Kans op fout van de eerste soort = kans op het verwerpen

4
12. 21 x, = afmeting blok; z = lengte doos; y zZ:
. 1

13,

14,

van de juiste nulhypothese ten gunste van de alternatieve
hypothese. Dus hier u = 1.645,

Kans op fout van de tweede soort = kans op het aannemen

van de onjuiste nulhypothese, terwijl de alternatieve juist

is. Deze is P(x<1.645) = P(u <-0.355) = 0.36.

b) Dus u = -1,282 oftewel x = 0.718 en P{(x>0.718) = 0.2k.

Opm.: we zien dus dat deze twee fouten elkaar tegenwerken.

; wly) = 160

X = X

var y = 4 var X, = L'x0.09 = 0.36; var z = 1; plz-y) = 2;
a) var (z-y) = var z + var ¥ = 1.36; alz-y) = 1.166
P(niet passen) = P(z-y<0) = P(u< EI)—.TI%G);P(‘]} 1.72) = 0.0427.

b)Y P =1 - (0.9573)° = 0.123.

0
Stel x gewicht 1 biscuit; y = gewicht verpakking; z’:“t X +Y.
= _ =T

a) plz) = 4ow(x) + w(y) = 135; var z=40 var x+ var y =1.85;
olz) = 1,36.

P(z <131) = P(u <

131-135
3 )

B5) « by <-2:98) = 0.0016.

b) Uit.tabel: o= 0.443R oftewel R = 1.36/0.43 = 3.16.

¢) Gevraagd o{z,y) = cov(&,x)/o(y)é(z)._Nu is cov(z,y) = var y
oftewel plz,y) = olyl)/o(z) = 0.368. ‘

It

a) Yy S‘Ei +kgi..Hiepin is ¥ = afgergnde post; Ei = de oorspr.

post; e, = afrondingsfout. Voor het totale bedrag geldt:

- 120 120 _120- ) _
lel'-zg;_i+ g_gi.

Gevraagd wordt P( ,IIY- Ex">5) = P(l Bgl_ >5).
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- Nu doorloopt (N de waarden -50,-43,...,-1,0,1,...,49,50
met kansen resp. 1/200,1/100,...,1/100,1/200 nl. f 32.50
wordt F 32 en f 33%.50 wordt f 34, de overige rechthoekig
verdeeld. Dus p(gi) =0 en var g, =

= 2[1/200650)2+1/1oo(492+...+1) 833.5 ct. Dus E 2, =0

en var (Eei) = 120 x833.5 = 105 oftewel o(Z eg = f 3.16.

P(lzg,|>5) = P(|u| >1.58) = o.1142.

b) Nu doorloopt & de waarden 0,1,...,99 elk met kans 1/100.
var e, = 823.2 en var(zei) =120 x 833.2 & 10°, Dus vrijwel
dezelfde uitkomst,.

15. a) u = (24-20)/2 = 2 Plu<2}
is: P = (0.9772)° = 0.89.

0,9772. Dus de gevraagde kans

b) Dus p2 = 0.95 ; p = 0.9898 ; u = 2.32 en x = 20+ 2 %x2.32 =
= 2h.64,

16. u = 2.576; o(x) = 5A/n, dus 2.576x 2 x5A/n € 1; n > 663,
Voor lengte 2 wordt dit aantal 4 keer zo klein dus n > 166.

17. a) u(0.05) = 1.645 en u(0,90) = ~1.28 dus
50 + 1.645x 10A/n = 52 - 1.28 x 10A/n oftewel 3/n = 29.25;
n = 214,

b) voor n = 214 wordt x = 50 + 1.645 x10A/21k = 51,12.
u = (51.12-51Nn/10 = 0.176; P(u >0.176) = 0.57
Oftewel het onderscheidingsvermogen voor p = 51 is 0.43,

‘dus vrij klein.



R
Sannult
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18. x = gewicht olieinhoud, ¥y = gewicht lege fles+capsule, z =
gewicht gevulde fles zZ*¥x+y (xeny onafhankelijk ondersteld).
var z = var x + var y ; Ez = Ex + By dus Ex = 585,2 ~ 228,3 = 356.9
en var x = (12,8)% - (11,3)? = 36.15 = (6,0)%, ﬁ
P(x<350) = P[(x-n)fo < 2222322 . 4.15] - 12,50, '

Opm.: vooral niet: x = z - y dus var x = var z + var y nl.

Z en y zijn wel afhankelijk.

19, &) evident: X = 1,645 x 2/n <p <X + 1,645 x 2/Vn;

b) met Cebysev: P[|X ~p| > koAn] <-1-,:- 0ol dus k=V10m3,16
k

oftewel % +3.16 x 2/In dus bijna tweemaal zo breed. A
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VIII De binomiale verdeling - Oplossingen

a) Bvident ($)' = 1/16 ; b) (D) =6/16 5 o) G B* = b6,

Dus in de eerste & worpen slechts één zes, daarna nog een zes,

Kans = (% )1/6(5/6) 1/6 = 500/6" .
P(8én 6) = (3)1/6(5/6)% = (5/6)°; Plgeen 6) = (5/6) .

h=onp = 100; 0= Vnpg = 9.13; u = (70-100)/9.13 = -3.28
P(lg|>-+3.28) = 0,001, dus zeker nodig te reclameren.

uo= = 500; o = ynpg = 15.83;
x = 500 + 1.96 X 15.83 = 531 oftewel 531 zitplaatsen., Voor 1

op de 100 dagen wordt dit: x = 500 + 2.576 x 15.83 = 541 zit-

plaatsen.

L=np = 50; S=Vnpg = 5; u

59.80 dus men mag hoogstens 59 keer winnen.

P = 0.,05; w=np = 7.5; g=Vnpqg = 2.67; u = (10-7,5)/2.67 = 0.94

P(u>0.94) = 0.1736 dus geen recht te reclameren.

u = 1.645; x = 7.5 + 1.645 x 2,67 ~ 12, dus minstens 12 ondeugde-

lijke exemplaren.

u = -2.33; k= np = 4/50; o = Vopq = 2/5Vn, dus
5(100~-40/5)/2yn = ~2.33; n - 1.165/n - 125 = 0; dit geeft

n = 138.7 oftewel hij moet minstens 139 borden maken.

1.0I

B
oftewel [p-o 80]<1 96 x V0.8% 0.2/300 = 0.045 dus 0.755< p<0.845.

0. 80 Voor np > 50 geldt bij benadering lp-p|< u(Fa)Vp§/n

p= np = 20; 0 = \/npq = 2; u{a) = -1.645 (a=0.05),

Dus x = 20 ~ 1,645 x 2 = 16,7 oftewel maximaal 16 personen.

(65-50)/5 = 3 P(lgl>'3) = 0,0026.
Er is sterke reden te twijfelen; dus u = 1.96 en x = 50 + 1.96X 5 =

%
R
¥
i
¥
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12.

13,

14,

15,

16.

Opl. VIII.Z2

B =mnp=20; ¢ =ynpq = 4.08; u - u(Fa)o < x < p + uldale
wordt 12 < x < 28.

a) p=np = 10; ¢ =Vnpg = 3; u = +1.645 (rechts éénzijdig).
Dus x = 10 + 1.645 x 3 = 14,9, Het kritieke gebied is dus
x # 15, met x = aantal blauwe planten in de steekproef.
b) u = (15-10)/3 = 1.67 en P(u>1.67) = 0,0475 < a; daar

x = 15 juist in het kritieke gebied valt, verwerpen we

de nulhypothese p € 0.10 ten gunste van de alternatieve
hypothese p » 0,10, .

¢) u= (14.93-20)/4 = -1.27; P{u>-1.27) = 0.8980 = bijbeho-
rend onderscheidingsvermogen. (0= VApq is nu = Vi0OX 0.2X 0.8 = 4)

12
213 X; = worp met een dobbelsteen; y 2’;: %5 Nu is u(gi) = 3%
en var x, = 35/12., Dus ply) = 42 en var y = 35, oly) = 5.92.

P(y260) = P(u>3.04) = 0.0012.

P(succes) = 1/6; De gevraagde kans is exact: P =

= 2:0 (z?)(1/6)x(5/6)9°—x. Deze is te benaderen door een normale

verdeling met y = np = 15 en 0 = Vnpq = 3.54. Oftewel
P(x<10) = P(u<~1.41) = 0.0793.

Hij heeft totaal 1% N lucifers gepakt, waarvan N uit het nu

lege doosje, en #N uit het andere. Oftewel P = (1§N)(%)1%N.
p(x) = (z) p*q™ ¥ wordt met p = A/n en g = 1 - p:

;TTEé;TT (A/n)*(1-a/n)""%,
p(x) = g (1=-A/n)" {(1-2/n)"%, “(“"");;c‘(n'x“”} Nu is

lim -(1-A/n)n = e-A; en de vorm tussen accolades gaat naar
e ]

=A
1 oftewel p(x) = e 2 X/ x!



17.

18.

19-

20.

21.

22,
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a) Dus van de 10 keer werpen heeft hij 5 keer kruis, 5 keer munt
geworpen, oftewel P = (to)(%)}o_
b) evident gelijk a of zo u wilt: van de 9 beslissingen, zijn er

5 voor zuid en 4 voor noord dus P = (9)(3)° en dit is gelijk
kans onder a.

a) binomiaal : P

[}

($)(0.95)%(0.05)*= 0.135
b) hypergeometrisch: P = (:)(1:)/(1201 - = 0.138.

P(x defecte) = (;P)(O.1)x(0.9)1°-x. Deze kansen zijn voor x = O,

1 en 2 resp. 0.348, 0,387 en 0,194, .

P(goedkeuren) = P(0,1 of 2 defectej = 0.929.

a) Stel percentage bedorven blikjes P. Dus we gaan berekenen
die p zodat (1-p)**° 30,05 oftewel 120 log(1-p) = log 0.05
dus p € 0.025 oftewel 2% %; (met tabel 6.1 P(x=0) <0,05 geeft

= 3 = 120p dus p=2%%). |

b) Analoog: (1-0.01)" € 0,05 oftewel n 296,

21 het gemiddelde H; stel de kans om binnen de grenzen te val-

len q(p) = q. Dan is P(st0ppen)|u) =1 -q% - 5pq% nl.

1 - E;;(;)pxqa * oftewel Pz 1 - q*(5-4q),

L= 22,5 ‘geeft u = -2,06; u= 2.06; q=0.9606; P(stop) = 0.02
= 25 of 20  geeft u, = i3.53;l%= +0.5939=0.7222; P(stop) = Q.43
= 27.5 of 1?,53@&{1&: 20.88;15= ¥ 5 ;4=0.1894; P(stop) = 0,95

Schatting fractie defecten voor A: B, = 0.0667, voor B: $, = 0.08

en voor het totaal: p = 9/125 = 0,072,

Men kan dit op verschillende manieren oplossen

1e. Construeer een betrouwbaarheidsinterval voor p, enp, afzonder-
lijk. Daar pi < 0,10 en nﬁ < 20 gebrulken we . tabel met
a /n <p <a /n van de Poissonbenadering of de tabel a_<p <a, .
Beide geven ongeVeor (x=0.95) 2. 8<p < 18 en 2. 6<p < ‘I*'+
Deze overlappen elkaar d.w.z. geen duideligk verschll in

percentage defecten.




23,

2k,

25.

26.

27,

28.
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e,
- Vﬁﬁ(1/n +1/n )
1 2

u

e

2e. Toets de hypothese P, =P,=P

) 0.0133 X 125
VOx116(1/75+1/50)

0.28. De tweezijdige overschrijdings-

kans is O0.77 dus niet significant.
2e. Een betrouwbaarheidsinterval voor het verschil wordt:
-d * o o -0. - .
ﬁi B, u{3a) Véiql/nl + ﬁaﬁz/nz_oftewel 0 767<:p1 pé<0.741

Het interval bevat de 0, dus geen significant verschil.

$ = 0.24, Voor mnp > 50 geldt bij benadering: |p-p|<u(3a) Vpa/n
oftewel |p-0.24]<1.96 x 0.2k x 0.76/250 = 0.05
dus 0.19 < p < 0.29.

Dit vraagstuk is analoog aan 22 dus voor verder commentaar 2zie daar.

We gebruiken hier 2e methode: p. = 22/30; P, = 16/28; $ = 38/58

u = If"' "ﬁg I =
VBa(1/5 +1/3 )
2

1.30 met tweezijdige overschrijdingskans

= 0.19 dus geen significant verschil.

Dus #n % 1.96 Vn/4 = 30 oftewel n® - 123.84n + 3600 = O.
Dit geeft 46 < n < 78. ’

Pas op, niet normaal aanpassen wmaar Poisson, daar np = b <5 en

p = 0,02 <0.1. Dus p = 4 en P(x*9) = 1 - P(x<8) =1- 0.9786 =

= 0,0214 (zie tabel Poisson). Advies: vermoedelijk zijn de kousen

van dit merk minder sterk. Men kan eventueel nog wachten op meer

kKlachten zodat de significantie duidelijker wordt.

2e opl.: uit tabel met m = 9 vinden we: 5.10< p = 200p (x=0,05 &énz.)
oftewel 2.5% < p. Hierin ligt p = 2% juist niet.

Dus 2 x1.96 Vpa/n S 0.1; p = 0.1 4 = 0.9 oftewel
2%x1.96 x3 é\ferus n > 138.

Stel visbevolking = N. Fractie gemerkte vissen is p = 50/N.
Schatting hiervoor is § = 0.09. Daar np > 5 maar <« 50 wordt

het betrouwbaarheidsinterval:



29.

50.

31,
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B+ ut(Ja)/2n * w(3a)Vpa/n + u?(Fa)/bn?
1 + u?*(4a)/n ‘

Dit geeft: 0.041 < p < 0,175 oftewel 285 < N < 1220.

Opm.: daar § < 0,10 en np < 20 kan men ook de tabellen ge-
bruiken voor betrouwbaarheidsintervallen voor p of U.

Deze geven beide ongeveer eveneens: 0.045 < p<0.17.

n in 2 decimalen nauwkeurig d.w.z. |fout| < 0.005.
Zij k het aantal reke schoten,dan is P = k/n een schatter voor p = n/4 = 0.785.
Gevraagd n zodat P(/p=-p| <0.00125) = 0.95. Nu is var § = pg/n = 0,1685/n

en o(p) = 0.41/n. . f

I5-p|  0.00125 ' |
Q) < ) 2 0.95 oftewel Mﬁ = 1.96.
fNn 0.1 /n 0. 41

Dit geeft n = 41329%; ruwe schatter voor n zie compendium pag. 17:
n = p'qus/(4p)?

Zij x = aantal bezoekers per voorstelling; stel n begunstigers.
Dan is var x = npqg = 5n/36 en p(x) = np = 5n/6,

900 - 5n/6 )
> = 0,01
Vsn/6

X-u
P(x>900) = P(
g

dus
2400290 5 5 304 ;  n? - 2161n + 1166400 = 0

I |
oftewel n = 1047.

&) meb.ve tabel 5.3.3 'a.1 (10,6) = 1 ~8,(10,4) = 0,30

' 8, (10,6) = 1-e, (1Q,4) w 0,85 dus 0,30 <p < 0,85
b) mp > 50t 0,6 £ 1,96\ 200 0ed dus 0,50 < p < 0,70
o) analoog: - 0.6 * 1,96 \/o—ﬂl%éo—oﬁ- dus 0,57 <p < 0,63

De intervallen worden steeds smaller omdat asntal waarnemingen toeneemt.
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IX De Poissonverdeling - Oplossingen

1. P(x=x) = e_hlx/x! met A = 7, De gevraagde kans is: P(x* 1) = T
=1 ~ P(x=0) = 1 - e-% = 0.39 (zie tabel Poissonverdeling).

Z2e oplossing: de kansverdeling van de tijd nodig voor de eer- 5

ste gebeurtenis, volgt een exponentiele verdeling: Ae_kt met
A= 3 1/, 1/8
i -3t =3t
Dus de gevraagde kans is: P(E}S1/6) =3 e dt = - e ] = %
o o] ‘
= 1 - e--}. ﬁ

2. Binomiaal: P(x=0) = (°2°)(0.02)°(0.98)2°° = 0.017.
Poisson : A = 4; P(x=0) = ¢ * = 0,018,

T
e

SRR

3. We nemen aan dat het aantal auto's n dat per dag liet benzine-

L e

station passeert, een Poissonverdeling volgt: P(n=n) = e-1515n/n1 %
De kans dat een auto tankt p = 1/5. We voelen nu aan dat de |
kans dat er x auto's tanken juist is: P(x=x) = e-33x/x! d.w.Z,
een Poissonverdeling met A = wp = 15/5 = 3., We leiden dit als
volgt af: S

P(x=x) = é;; p(x]n)P(n) =E:(:)(1/5)x(4/5)n_xe-1515n/n!;

Stél n-xs=y. ) . .
P = ef15(1/5)x15x/x:-£§% 159 (4/5)Y /9t = e 33%/x1 n1.
ygo ay/y! = ea(a=12).

Dit is een zgn. "samengesteide?verdeling, nl. een binomiale

verdeling waarbij de parameter n een Poissonstochastiek is.

L., We nemen aan dat de verdeling van het aantal eerstejaars weer
Poisson is. Dus y = 300; o= JE|: 17.%; er zijn 3% = 9 min-
der studenten aangekomen. Nu is 9 <« o dus_zeker ge. . duide-

-~1ijke afname! ‘

5. Poissonbenadering met p = 1; Pfi?3)51 - P(x<2) = 0.08 (Tabel).

e
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6. a) p=np = 2; P(x<c) voor ¢ = 1,2,3 resp. O.41; 0.68; 0.86(Tabel).
b) normale benadering met g = np = 20 en 0 = J;ﬂ = 4. 47,

Met continuiteitscorrectie:

P(x $10) = P[u<(10.5-20)/4.47] = 0.0170; voor ¢ = 20:
P(x=20) = 0.5438 en P(x<30) = 0.9906.
7. 500/uur d.w.z. per + min. A = 500/120 = L4.17.
P(x=0) = e"* = ™+ 17 = 0,015,
8. P(x>1) = [e"xdx = 1/e = 0.368; P(beide 1) = e~ 2 = 0.135.
P(minstens é&én>1) = 1 - P(beide <1) = 1 - (1-’1/e)a = 0,60,
9. P(n=n)} = e;f}p/n! Oplossing volkomen analoog aan vraagstuk 3.
P(x=x) = »_ P(x[n)P(n) = ¥ (i)pan-xe-l?\n/n! = T HX/x
n=o¢ '
met H = Ap.

10. a) p= 5. We zoeken die x zodat P(x >x) < 0.05.
We zien in tabel: P(x<9) = 0.9682 oftewel P(x>9) = 0.0318< 5%.
b) We kunnen deze tabel nu niet gebruiken, maar passen de normale
benadering toe met @4 = 20 en 0 = d;l = L, 47,
u = (x+4-20)/4.47 = 1,65 oftewel x = 27.
Hij moet dus 9 resp. 27 toestellen inslaan.
1. Zij F(t) = P(L st) kans dat tijd nodig voor r° succes < t.
Dan is 1 - F(t)

kans dat tijd neodig voor r® succes >t

oftewel het aantal successen in tijd O - t is minder dan r, dus

r-1
}E: - pt X . s .
1 =« F(t) = — e (ut)"/x!; beide zijden differentieren geeft:
- £(t) = E:[ux(ut)x-1e-ut - p(pt)xe_ut]/x! oftewel
r-1 r-1
£(t) = peHt };:,(pt)"/xz = Zl et)* Y (x=1)1 = pe Pu)T Ar-

Dit is de Gammaverdeling met parameters r en |

ut juist de exponentiele verdeling.

Voor r = 1 krijgen we pe
Hiermee hangt direct samen: de som van r cnafhankelijk expo-
nentieel-verdeelde grootheden met dezelfde A, volgt een Gamma-

verdeling met parameters r en A. (zie ook X 13b)



Opl- Ix-}

12. a) De tijd verstreken tot de eerste aanvraag volgt een exponen-
- : =A
tiele verdeling:‘g(t) = a0t met A = 1.5. Dus
P(t >1/3) = 1.5f et 3%t = &% - 0.606.

Men kan dit ook ogiossen met een Poissonverdeling met
A = % (per 3 wur). Dus P(x=0) = %,

1.5

b) P(beide thuis) = P(geen aanvraag) = e = 0.2231. ~ 22%.

¢) P(beide uit) = P(2 of meer aanvraag) = 0.4422(zie Poisson-
tabel) ~ 44%,

d) Gevraagde kans P = 3P(x=1) + P(x=0) - 3(1.5¢7"
= 0.39 ~ 39%.

] -15

)+e =

13. a) By =315 B, = 252; &, = VB, = 17.75; §, =VE, = 15.87

2
la] = [315 - 252] 2.64; P([ul>2.64) = 0,008 duw.z. er is
Vvebhe + 315 vermoedelijk een verschil.

b) 315 % 1.96 V315 oftewel 280 < B, < 350

252 * 1.96 V252 oftewel 221 < b < 283 en
315 - 252 - 1,96 V2524315 <u- 0315 - 252 + 1.96 V252+315

oftewel 16 < Hy - By < 110. Het interval bevat de O niet,

dus vermoedelijk is p, > u,.

= 1.95; P(Jul >1.95) = 0.051
d.w.z., nog geen duidelijk verschil.

| . L1s0 - 369/3]
V50 + 369/9

c) Nu wordt lu

Analoog aan b:

150 £ 1,96 V150 geeft: 126 < W, < 174
123 £ 1.96 Vi geeft: 110 < B, < 136
(150-123)%1.96 V150441 wordt 0= pl-p2< 54

Het intervai bevat nog juist de O, dus geen duidelijk ver-

schil. _ - _ _ o |

Oﬁm.:'een betrouwhaﬁrheidsinté:vél_voor " - ug verdient
de voorkeur boven afzonderlijke intervallen, daar

men hierbij de betrouwbaarheid kan opgeven.
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Opl. IX.4

14, De verdeling van de levertijd is: p{(t) = J\e'”(xt)r“/r(r);
'r) = (r-1)! ‘
De verdeling van het aantal klanten in periode t is:
p(xlt) = e-“t(ut)x/xl
De kansverdeling van het aantal klanten tijdens de volgende
levertijd is dus:

i AT a ~(A+p)t, rex-1
p(XIt)p(t)dt = %TFTFT e ity dt =

[e]
X
(ﬁ;)  een

p(x)

ok Plr+x) (f+x~1)(_ﬁ;)r
= xt(r-131 ° () TH% - x A+

negatiefbinomiale verdeling.

Dit is weer een samengestelde verdeling, nl. een Poissonver-

deling waarin de parameter p een Gammaverdeling bezit.

15. a) p = 605 0=\p = 7.75; ula) &énzijdig = 2.326.
Dus x_ = 60 + 2.326 x7.75 = 78.
r
b} P[}_1_>(78-x)/ﬁ ] = 0.60; oftewel (78-x)/ ‘E = -0.,25 dus
x = 80. (Exacter is: 18=x = 0,25, maar geeft hetzelfde antwoord.)
X
16, p=0,0013 np = = 2, Poissonihel 6.2.
P(£> 3) =1 = P@S 3) = ] - 0.8571 - 0014290

17« &) 5 min, 8ls tijdseenheid geeft p = 1,
P@>2)=1=Pxs2)=1=0,9197 = 0,0803;

b) mu per 15 min, is p = 3,
Px>5)~1~Plx<5)=1=0,9161 = 0,0839,

18, fi= 10; © -m = 3,16, Daar ff > 5 maar < 50 gebruiken we:

g +%o’(a) + u(a)4ﬁ+‘41,‘u2 () (zie Compendium p. 17)

met u{a) = 1,645 (a = 0,05 &énzijdig),

Dit geefts p < 16,73 Het kan ook met tabel 6.3,

Deze geeft p < 16.3, Daar 15 erbinnen valt kan deze afwijking nog
van toevallige aard geacht worden. Neemt men {i + 1.6451_[;, dan geeft
dit p < 15.2.
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19, Dus £(x) = L o @ () = 120,
InX.2 sien we dat E(y) = 1w [1=F(y) P ui1-[o Y/p]
dus H(y) = 1 =6 24 on aus n(y) = IT. v/ . Ao,
We weten Ey = 1/A dus hier p/n,

20. X
N re At

) P(a‘;-:x)- -1-0_1(:_‘)
Pix » ‘
. .a) A [ ™ at
Y
b)dus Flx|a) =1 = e-A(x'e’) o fi(x|a)= he-h(x-a') .

Ex|x>a)=A rxo"A'(x")d.x-a.-i-‘l/A .
. .

Ntk

LS

T
B
; “%
by

3
%

]




1.

X Meerdimensionale verdeling - Oplossingen

Opl. X.1

= g(x) ¥ 25 x = g '(y) = t V. De verdeling van x is f(x) = 5o 5
(nl.oppervlakte:‘l). De verdeling van y wordt:
hiy) = f[g (y)]]dx/dy, voor elk monotoon stuk; dx/dy = 1/(2vF) a

& 0

1 1 1 2 !

dus h(y) =557 m'me, 0€y=<a ‘(contrﬁleo dy-—‘1)-
a) H(y) =P(y<y) = P(§1< VX< FyeensX < y) = P(gc_1<y)...P(§n< y)

wegens onafhankelijkheid der variabelen, = {F(y)}n

b) G(z)=P(z<2) = 1=« P(z2>2) = 1-P(x >z,... VX > z)=1-[1-F(z)]"
1
Analoog aan 1}; h(y) = f£(x)|dx/dy] =f(x)/§- = £f{x}/f(x) =
0= y <1. d.w.z. y is homogeen verdeeld op (0,1).
v = \J2E/m; c_l__\i = 1/\/2mE dus
h(E) = g:—E e-ZbE/m.‘l/\/.?mE (wegens monotonie van E op O < v < o
~ geen faktor 2).
Dus f(x) = 05x%1 engly) =1 0SyS1; z2¥x+y
1e opl. h{(z) = J f(x) g(x-z)dx =f x. Nu is y = z « x dus
G
0€z-x%1 oftewel z-1 -<-x=~z en tevens O Sx 1. We
krijgen zo: hi(z) = j dx = z voor 0z <1,
o
hi{z) = I dx = 2=2 voor 1€z %2, Dit is eer driehoekige
: verdeling,
2e opl. H(2) = P{z<z) = P(x+y<z) = fdxdy daar f(x) = gl(y) = 1.
. | ” 2
0<z <1 geeft: H(z) = f f z2 dus h(z) = d4H(z)/dz=z.
| g S
1<z <2 geeft: H(z) = I dx - (2-1) = 4224+ 2241
(zie fig. ) oftewel h(z) -z+ :



6.

7

Opl. X.2

Evident is p(z) = p(x) + w(y) =4 + % = 1 en var{z) = var(x)+ var(y)=
= 1/12 + 1/12 = 1/6. '
Dit is natuurlijk ook te berekenen als volgt:
1

g = j‘zzh(z)dz - W s f z°dz + f z*(2-2)dz -1 = 1/6.
_} 0 b
1
P(z<1%) =fzdz + (2=z)dz = 7/8 (klopt met deel opp. driehoek).

(8] .

-

™

Zij x afstand tot 0, y = afstand tot O van de beide punten.
f1(X) 1/a; fz(y) = 1/a d.w.z. f(x,y) = fl(x)fz(y) = 1/a%.;

O=x=xa; O0sy=a.

If|

a X
) 2 2 [‘
Gevraagd hlgc_-xl = f lx—yl/a dxdy = —5 f dx | (x-y)dy = a/3.
a o o
=] o0
kffxe"(x"y)dxdy: 1 kfxe-xdxfe_ydy= 1 dus k= 1.
) S

[+0] [+ ]
f (x) = ff(x,y)dy Ixe-(xﬂr)dy = xe—xf e Ydy = xe %,
1 0 [}

e-y T X e__xdx e_y .

fz(y) =ff(x,y)dx |

H
u

We zien f(x,y) = fi(x) fz(y) d.w.z. x en y zijn stochastisch
onafhankeli jk.

Stel tijd na 8 uur van de eerstaankomende x min., van de tweede
persoon y min. Dus x < y; O <x <60; 0<y<60 en f(x,y) = 1/1800
(opp = 1). Dan is P(niet ontmoeten) =

0 60

5
1
- a5 | ax [ ay = 25/36
[+] X+10

en dus de kans dat ze elkaar ontmoeten 11/36, Deze kans leest

men ook direct af uit een fig.

O<sx<1; 0sy=<1. f(x,y) = 1.
Stel v ¥ xy dus ¥ ° Vvw . Het nieuwe gebied wordt:

uy

w = x/y y = \Jv/% . v, w=0; w2v, wS1/v.



Opl. X.3

o e e B T Tl

De determinant van Jacobi is: lb(x,y)/é(v,w)] = g; . £
1
En dus flv,w) = > - é
1/w 1
a) f (W) = L f dv = L— voor w 1
2 2w 2 > k
o] 2w ‘
w OSWE o é
f (w) = 1 j‘dv = % voor w < 1 Al
2 2w S .
v
b) fi(V) = ¥ f 1/w dw = =log v. O<vEl
v

Opm.: controleer steeds of de totale integraal 1 oplevert.

I
e

10. X - L. Stel x is afstand eerste streepje tot o, y

-1

o a

afstand 2e streepje. Dus f(x,y) = 2,
O<x<a, x £y < a, Voor een driehoek geldt: som twee zijden

is groter dan de derde zijde, dus hier:

x <(y-x) + (a~y) SxX <.§a
(a-y) <(y-x) + x oftewel: y > 4a.
(y-x) <x + (a-y) : ¥y <X + %a.

In het vierkant op (0,a) geeft dit juist een driehoekje met opp.
1/8 en f£(x,y) = 2, dus P(driehoek te vormen) = 2/8 = 1/4,

11, Daar l‘f(x,y)dx dy =1 en opp. G = ¥ is dus k=2 of ook:

‘ S | 1-X :
ffkdxdy:‘kjdxf dy = 1 dus k= 2.
o o ) 5
De gevraagde kansen haalt men direct uit een x
fig. als: ’ . L o7 1
o wmX :
Ook door befekenen! f10X) =jﬂf(x,Y)dY = 2 jﬁﬂy = 2(1-x)

1 . A .
P(x>%) = 2f(1-x)dx = #. Analoog P(y >1/3) = 2 f (1-y)ay = 4/9.
G B _ :
35 1ex O
P(x>% en 1>"/3) = 2 j; dx '- dy = 1/36 £ 1/9 x 4/9  nl,
5




12,

13.

Opd. Xoh

X en y zijn niet onafhankeli jk.

a

a) Dus f{x,y,z) = k. Bchter k [dx dz = 1 nl. O<x<y<z<a

¥

K“a-—uﬂ’
<t

oftewel k = 6/a3.

r{x,y) = 6? jdz = 6(a-y)/a’.
gy
a
b) fi(x) = f%'.f(a-y)dy = (3&3-6ax+3x2)/a3
x
f (y) = % f(a-y)dx = 6y(a~y)/a®.
2 a o

1

e) uly) =fy fa(y)dy +a; Analoog u(x) = a/b.

a

Ey® =fyzf2(y)dy 3a®/10 dus ¢*(y) = 3a®/10 - (a/2)? =
()
a

a

a
E(xy) = fg'f x dx‘[ yla-y)dy = 3a®/20.
0

3&2/20-(a/2)(a/f+) - 15

En dus p(x,y) =
V3a2/80 . ka?/80

Stel v & x - y dus x & H(v+w) Daar x,y 20 wordt
LR TR Y & ¥ w-v) W>V en w>aV.
Wegens onafhankelijkheid is f(x,y) = e~ MxXY) o qus

hiv,w) = 32 e-)w.r (det.van Jacobi=%)

aD

a) fl(V} = 32%? fe_kwdw i-)\e-’\v als v> O

v dus £ (v) = #A e')‘lv,,-oo<v <oo
oo 1
f1(V) = 322 fe-lwdw = %x e)W als v<0O
v
b) fz(w) = 328 f o May = A2y e-lw; 0Sw Soo

-W



Opm. : ook natuurlijk op te lossen met de methodes gebruikt bij 5.

W=X

F(w) = P(w<w) = A° f e Max f e-lydy
Q

o]

2 -
dus f£{w) = dF/dw = A\ we lw.

14, a) Stel y = Ei; X = u dan weten we h(y) = f[g_i(y)],dx/dy[

indien y = g(x) monotoon; x = #fy; dx/dy = Lo
a7
\
-z 1 _
h(y) = & S A 2 = e-?yy %/VER (xz—verdeling met v= 1)
Vaon EJE
1 2 2
o) flu, ,u,) = g; SALRLPY wegens onafhankelijkheid van u, en u,
. ~ 2 2
Stel Y = 31 + 32
-&(u +ug 2) 2 2
F(y) = P(y <y) = EE Y du du, met G: u; + uy <y.
2 _

Fly) = g;jad¢ jﬂ re Ir dr = 1 - e—%y en dus f(y) = dF/dy = %e-%y.

o] o L )

(x*-verdeling met v=2).

2
1 e-(x—p) /202
D

15. Dus fx(x) = 3 x = Any, dx/dy

- _ -tdny-p)2/20%
fy(y) = fx(fny)dx/dy = ;;VE? e ;
¥y heeft een lognormale verdeling.

16. a) De verdelingsdichtheid van « is: gla) = 1/n

dga = x (neem afstand bron-scherm gelijk 1); «o
da = dx/(1+x?)

En ‘dus £f(x) = g{a) g_g = ——LE_ Rl T2
n(1+x )

dus Julst de cauchy-verdeling (zie V.28)

'J b) i en o° bestaan niet (zie V.28).

A{l-we -e

il

Opl. X.5

—A -—l
w W)

1/y.

arctan x




Opl. X.6

s p --i—e-%_x2 en -— _%_yz'
17. Dus f_(x) =° fy(y) \(2_ne-

2,2
Wegens de onafhankelijkheid geldt: f(x,y) fx.(x)fy(y) - g-;t- e-#(x Y )

Overgang op poolcoordinaten geeft:

£(x,y) dx &y = £{r,¢)r dr dy
2n

2

1 —%1‘2 - 2 ‘
en dus fr(r) = o f e rdp = re (Rayleigh-verdeling).
o

Opm.: We weten uit vrasgstuk X 14b dat r’ een xi-verdeling bezit;

2 1.2 2
r = Vr> dus fr(r) = £(r?) % -2 2 2p = re-%r .

18, f(x)dx = h(w)dw met h{w) = 1/n § w = arcsin x/A
wel (-2 Fax aws@) - (1 -2a0F |z <a

19, Zij x rechthoekig verdeeld op [0,1]. Stel y = -y ®log x
dx
h(y)dy = £(x)ix dus h(y) = |'&§'| daar £(x) = 1,

M is x = & 9/% qus gx_y_ - /u e-y/u, h(y) = Jﬁ /e,

®log x = %10g x/'%log e = (compe p. 79) 24303 %908 x

dus y = - 2,303u '"log x is exponentieel verdeeld met gemiddelds e
x haalt men uit tebel 8.4. Met tabel 8,7. krijgt men eenvoudig
aseleote trekkingen uit een exp., verdeling met gemiddelde p door
deze getallen met yu te vermenigwvuldigen,.




i i, vt

Opl. XI.A

i P

De xa-, F- en t-verdeling - Oplossingen

e 2ij y ¥ x + ¢ waarin y de afgeronde variabele en e de afron-

dingsfout is. e is rechthoekig verdeeld op (-%a,+%a) dus met

var e = a2/12 (zie V.12) var y = var x + var e = 0% + a®/12

(onderstel cov(x,e)=0) en dit is < 1.02 ¢® als a < g/2. De

oS i

variantie neemt dus hoogstens met 2% toe, de ¢ hoogstens met
1%, hetgeen gezien de numerieke vereenvoudiging gerechtvaar-
digd is.

n
2. a) }__(Ei-u)z/oa li indien de x, onafhankelijk en normaal
1

n

—j_
verdeeld zijn.

= 2 . 2 ‘
Ei% (51-5)2/0 is bij benadering X -verdeeld met v=n-1
1 :
oftewel ve?/c® ¥ gi en 5 ¥ avzi/v waaruit het interval volgt.

x-b . X-H S~ _ ¥~ -
h) = = = P = = = oftewel x = p+t s/yn waaruit
) s?JE o/ ' © in/v 2y xr=u _v_/Vrﬂ :
2 2 = het interval volgt.
- I s, S X, /v v
c)?i,:%g?:_—_;g > '-'_—"F\‘,2
8 o -
2 =1 2 1 Evf/ga 1
2 2 .
s v 8 v v \
2 1 )
=% F,°(1-%a) < o;/cf <= F P30 En P (1-%0) = /R, (F0)
8 1 8 1 1 2
2 -2

’ v v
2 1
daar direct uit de definitie volgt dat F, < 1/iv .
1 2

Opm,: denk eraan dat de F-tabel éénzijdige betrouwbaarheden

geeft van 95; 97,5; 99 en 99,5%.

3. Ter vereenvoudiging verminderen we elke waarneming met 5520

daar dit de variantie niet béinvloedt. Het rekenschema wordt:

_ KSi vy

1 o0 9 10 7 61 3
2) 8 8 8 5 6 8.8 5
3) 2 2 1 0 2.8 4
4 1 3 0 4,7 2
77.3 14




Opl.XI.2

2 2 - - = =
s5° = Evisi/Evi = EKSi/}.‘.vi = 77.3/1%% = 5.5 en s = 2.36.

Dit is een maat voor de onrondheid(+meetfout)} der kogels.

4. ) R = 0.94, o = AR, A is getabelleerd; o = 0.325x0.9% =0.30
b) afrondingsinterval a < 4s dus a = O,1. De waarnemingen worden:
yi: 0 7 2 4 2 9 0 4 5 3

met x, = 0,1y, + 12
i i

12.36, s2(x)

s2(y)/100 = 0.083
0.29

¢) uit afgeronde: x = 0.1y + 12

8

1

uit oorspronkelijke: X = 12,37 en s = 0.29

d) voor p: x % t, ($)s8/\n = 12.37 * 2.26 x0.29/10"
‘ oftewel 12.16 < p <12.58
voor o: m.b.v. tabel a, 8 <0 < a,s wordt: 0.69% 0,29 <o <1.83x0.29
dus 0.20 <0< 0,53

0) ¥ t u(#a) /I = 12.37 £ 1.96x 0.30/\10
12.19 <y < 12.5% dus iets smaller.

5.a)I : R = 0.071, a< R/2/n = 0.071/2\7 = 0.013 dus a = 0.01

raeksyi:‘1,5,0,2,?,6,6.xi=0.0‘lyi+5.30
II: R = 0.061, a<0,061/2/7 = 0,012 dus a = 0,01
roekszi:B,br,'?, 1 ,1+,3,5.xi=0.01zi+5.35
b) X = 0,01y + 5.30 = 5,338 a(X) < R/2n = 0.005
x_a = 0.01Z + 5.35 = 5.388
82 = 0.00078 s = 0.028 s: = 0.000348 s, = 0.019
o) p ¢ 5.338 L 2.45x 0.028 /7 5.312 < p < 5.364
p, ¢ 5.388 1 2.45x 0,019A/7 geeft: 5.370 < u, < 5.406
a) Fy = s%/5% = 7.817/3.483 = 2.2 niet significant bij @ = 0.1

(tweezijdig). Samenvoegen is geoorloofd en geeft:
= (f+s2)/2 = 0.00056; s = 0.02k4.



Opl. XI.3

8) We zien onder c dat de beide intervallen elkaar niet over-

£)

g)

6. a)

lappen. Het interval onder f bevat de nul niet. Of directer:

. . 5:388-5.338
12 g,024\2/7

= 4 significant bij a = 0.01

;cl - 322 e, s\V2/7 geeft -0.078<p -p,<- 0.022 a = 0.05
il—x‘]/VF <o/o < 5_1 VF  geeft 0.7 < 0/0 < 3.0 a = 0,10
52 8 1 2 52 8 1 2

Toets van Wilcoxon. Noem de waarnemingen der reeksen resp.

X en y en rangschik naar grootte. Zo ontstaat XXXXXYXXYYYYYY
2

en W = 94>2x7 -22(zie tabel) oftewel de nulhypothese

wordt verworpen bij a« = 0.05.

D¢ waarnemingen y = x2 - x1 wordens
0-7 0.1 1.2 -096 0¢5 005 003 0.3 "'003 007
met 7 = 0,32 en 82(y) = 0.264 8 = 0.51

X =X , ,
Dus t = ~2—1 o Q32 =1.97 > 1.83 (&énzijdig, nl. de

* a/f10 0.51/3.162

alternatieve hypothese luidt y, > p1), d.w.z. er is een signifi-

cant verachil.

Het betrouwbaarheidsinterval onder a berust op een aanname norma-
le verdeling. Zonder deze aanname kunnen we de tekentoets gebrui-
ken. Deze levert 8 plus~ en 2 mintekens. In de tabel vinden we dat
~voor n = 10 de kans op 8 of meer plustekens > 0.05, dus hier géén

- significant verschil in gemiddelden.

7. a)

p)

Y 251 tX, X (51 aantal ogen van de zwarte, x en x van
beide witte stenen)

w(y) = 2u(x)) + ulx,) + sx,) = 4u(x) = 14 daar u(x) = 3%;

var x = 35/12. var ¥y = 4 var x, + var 52 + var x, - 6 var x = 17%

s = 4,18.

Neem ongeveer {35 ~ 7 klassen,.




turfstaat fi u, fiui fiu:
4.5 = 7.5 TH 5 -3 =15 45
7.5 - 10.5 n 4 ~2 -8 16
10.5 - 13,5 T HH 0 -1 -10 10
13.5 - 16.5 LS 15 0 0 0
16.5 = 19.5 O 10 1 10 10
19.5 - 22.5 il 4 2 8 16
22.5 - 25.5 il 2 -3 6 18

——

- [—p— z:
n = 50; Zfiui = =9; Zfiui 115

y=3 Efiui/n + 15 = 14,46,
2f u- (2f u, )2/n
1 1 1 1

n--1

sa(y) = 9. = 9. 112ﬁ§§1429 = 20.83 5 = 4,56

3d) De spreidingsbreedten per rij zijn: 412, 10, 16, 17, 15 dus
R = 14. en sw = 0.325 x 14 = 4.55 hetgeen dus aardig overeen-

stemt.
8. a) I : R =0.046; a <R/2yn = 0.046/2\F = 0.011 dus a = 0.01

yir 1 5,0,2 | x, = 0.01y, + 5.30

II:zi:3!4!7111ll+13’5 xi:0.0‘lzi+5.30

b) X, = 0.01F + 5.30 = 5,320 a(x) = 0.001
ia = 0.012 + 5.30 = 5,353
8 = 0.00047 352+ 68° s = 0,026
1 A S

s: = 0.00082 8 = 9 =0.0007  _ 9

xa- xl

t = —=——— = 2.0 niet significant bij a = 0.05, wel bij
x = 0010-

¢) Ondermteld is dat beide reeksen uit normale verdelingen komen

met dezelfde o,

a) F: = 82/47 = 1.7 niet significant.

2 2 a 2
8 /2. 1/’3 0'//3 & //z 8 . < 0 //2
%/;2 Fo < %1/0f < ©1 /sl F, geeft: 0.12 < “1/05 < 5.12

en bevat dus de é&én.
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13.

Opl. XI.5

(o -ey )2
E: i = 1/10 (534-32+ 624-13+ 42+ 72) = 13.6 > 11,1

{(x=0,05) (0i= observed aantal, éiz expected aantal in ieklasse)

Men kan de uitspraak doen dat de steen onzuiver is met een be-

trouwbaarheid groter dan 95% maar kleiner dan 99%.

. 2 _(8.75)°  (8.75)° ’
0, 208 81 X = 216,95 * Tp3.a5" = 1.1 < 3,84

e, : 216,75 72.25

Dus zeer aannemeli jk.

Het schema wordt:

8(9.5) 27(26.4)  20(19.1) 55 De tussen haakjes geplaat-
5(3.5) 9( 9.6) 6( 6.9) 20 ste waarden zijn de e,.

13 36 26 | 75 Zo is 9.5 = 12522 ete.
We krijgen:

2 (1,52 (0.6 (0.9 (1.5)°  (0.6)° . (0.9)F
X, = 9.5 Y 26.k * 49,1 * 3.5 * 9.6 6.9

= 1.09.
Verre van significant, dus er is geen verschil aan te wijzen.

Totaal in n = 900, 54 fouten dat is = 0.06 en dus § = O.9k.

Oi: 4 15 8 7 9 11

o, ¢ 6 9 6 12 9 12

2 (°1"°i)2 1 &, b 25 1 '

Xs =/ ———=— g L+§+_2+— 8.0 < 11.1
ByP3 12 " 12

dus geen significant verschil, , e

a) e, =-14 dus x: = %E {C10-14)% + (2L4-14) 4 (8;14)*} = 10.9>9.21

(®=0,01)., Er is dus alle reden te onderstellen dat er ver-
sehil is.
b) Het gemiddeld aantal storingen per week is nu

en de ey worden 14, 17.5 en 10.5.

10+244+8

Tv543 = 35




Opl. XI.6

a2 (10-1)®  (24-17.5)°  (8-10.50° , . | '
X, = i + 75 AT = 4.1 < 4.6 (a=0.10)

d.w.z. geen significant verschil.

14. De aantallen zijn nu zo klein dat men de xg-toets niet mag toe-
passen. (globaal genomen moeten de ei?=5 zijn)
Is er geen verschil dan is de kans dat de 5 storingen alle bij
1 ploeg optreden: p = 2(#)® = 0.06 d.w.z. met a = 0.05 nog net
niet significant. Er is dus mogelijk een verschil, maar niet

2
overtuigend. De X -toets zou geven:

2 - (2.5)2-»(2.5)2

X, 5 < = 5 > 3.84 dus wel significant, het ver-
gchil wordt dus overschat.
15. x £, fx o £f b) X = £fyx,/n = 75/25 = 3
: I . 4 X & - Efi?%':(ffixi)z/n ]
2 LTI 8 16 32
3 it " 12 36 = g_§}2;42_2_§ = 2.42
L i 4 16 64
5 1l 3 15 75 ¢) 3- 1.96/3/25<u<3+1.96/%/25
6 i 2 12 72 nl.var x = j
25 oftewel 2,32<p <3,68

75 283
. Oock te vinden uit de

tabel met m = 75 en verder a1/25 < u<=aa/25.
d) In de Poissontabel met p = 3 vinden we de percentages

Xy : 0 1 2 3 4 5 2 6

percentages: 5 15 22 22 17 10 g

-] : 1.3 .,;_207 5.6 5.6 1".2 -5 2.1

oi : 0 b 8 4 L 3 e 2
i 5

2
e) Daar voor toepassing van X -toets de e, niet te klein mogen

i
zijn (# 5) voegen we de eerste twee en de laatste twee klas-

Sen samen,

x: = 1/5 + (2.4)%/5.6 + (1.6)%/5.6 + (0.2)%/4.2 + (0.4)2/4.6 = 1.73.

Dus de Poissonaanpassing is zeer goed; v = 3 omdat we uit de
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waarnemingen de parameter h geschat hebben en omdat Eei = 25
moet zijn, dus Vv = aantal klassen - 2.
f) P(geen 0) = (0.95)2573 0.28 dus zeker niet bevreemdend.
)
16. t, & === . In V. 23 zagen we: var x
~V
Vzi/v
: var X WV = 2N en u(x /V)

gaat X /v = 1 daar de variantie naar nul gaat en dus ty —u.

’ 2
2V en p(xv) = V dus

It

1 oftewel voor v -

Daarom vervangt men voor v>30, t door u.

2 _ 35755 - (840)% /20
17. a) 5 = 19

We weten: s Vv/xi(ar) <g<gs Vv/xi(ai) oftewel
5V19/32.9 < 0 < 5/19/8.97 ; 3.8 <o < 7.3 o = 8 blijkt

buiten dit interval te liggen.
Of direct uit de tabel (v=19) als<c<azs geeft 5x 0.76<0<5x1,46.

= 25_ 5 =5 'en v 19.

It

b) Uit de tabel: o<a 5 ; o < 137 x5 = 6,8,
: 2

- . o 45-he
c)x=840/20=f+2,-t19_5v2_0, =

dus p = 45 is vermoedelijk te groot.

2.68 > 2.5 (a=0.02)

d) x - S/V_'< <X+t s/J;‘wordt'
42-209x5/\/2*6<u<42+209x5/\f2_o" 397<u<443

) 2 "

¥

dus interval: X * sﬂ(1+1/20)
3'1“/20 geeft: 31.3 <; < 52.7.
18. a) We bepalen de range R_voor élke rij (aangenomen dat de waar-
nemingen aselect staan): 0.13 ; 0,10 ; 0.12 ; 0.08 ; O. 11
R = 0.108 s = 0.395 R = 0,043.
'5) We nummeren de waérnemingen 1 t/m 30 en wijzeﬁ & 1es8 aman
dem.v. verlotingsserie. Stel dat we z0 de eerste rlJ verkre—
. /. gen hebben. E
.:.c) Koderen geeft: -5 , 57 1T, 8 , =1 s 73 yi = 100£i - 530
¥ = 2.5 dus X = 0.025 + 5.30 = 5.325 (a=0.001)
5°(y) = 25.5 dus &% = 0.00255 en s = 0.050.
Q) x & t s/Nn = 5.325 £ 2.57 x 0,050A6 ; 5.273 < p < 5.397.
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Opm.: Omdat we het betrouwbaarheidsinterval uit &&n serie van
' 6 waarnemingen berekend hebben, is n = 6env =5,
Betrekken we alle waarnemingen in de berekening van X
en 5, dan wordt n = 30 en Vv = 29 en wordt het interval
veel smaller.
Met tabel: v = 5 ais < g < azs wordt:
0.62 x 0.05 < 0 < 2,45 x 0.05
0.03 <« g < 0.12.

19, a) We vinden a? = 0.743 v =275 en si = 4,195 v = 4.
Opm.: Bereken deze door codering y = (x=255)10

F; = %‘%%% = 5,65 < 7.3 (xm0.05 twdézijdig) en we verwerpen de

hypothese dus niet.

b) F* = 5.65 > 5.19 (a=0.05 &énzijdig). Ook deze hypothese wordt dus
ni verworpen. Op.: Hierbij moet men dus vddrdat de waarnemingen
gedaan zijn, he analyste ganwijzen van wie men vermoedi dat ze on-

2 2

nguwkeuriger werki. Nadat men gezien heeft dat B, > 8%y te bealissen

is dan onjuist.

20. Totaal geteld 346 in 118 vakjes dus p = 2.9. De kansen op O, 1, 2, etc.
bacterien vinden we in tabel 6.1. Deze vermenigvuldigen we met 118 om
het aantal vakjes te vinden. Zo krijgen we:
aantal bacterién per vakje: 0 1 2 2 4 5 6 >6
waargenomen aantal vakjes t 5 19 26 26 21 13 8 0
verwachte santal vakjes 1@ 6.5 18.8 27.3 26.4 19.1 111 5.4 3.4
De laatste 2 klassen voegen we samen daar e <53; v=7T -2 =5 ~

(1 vrijheidsgr. minder voor schatting u en één minder omdat Ze, = 118)

= (1.5)%/6.5 + (0.2) /188 + (1.3) /27 3+ (0.4)%/26.4 + (1.9)%/19.1 +
+ (1.9) /11 1+ (0.8) /e 8

x =1 dus zeker niet significant. De Poisson-aanpassing is zeer goed.

21. a) De varianties der 2 waarnemingsseries berekent men door codering
(b.v. voor A3 x' = 100x - 730, voor B y' = 1000y = 7200.)
We vinden sf = 0.00794 ; ag = 0,002699 ; voor B echter is de var
der individuele waarnemingen 3 keer groter, dua:

4 0.0081 e oas
= . 08
F;4 = 0.00794 1.02 < 3.89 (twéézijdig)
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b) X, =7.3 X = 7.312 X -x = 0,006
. 14596+4(ss) : :
8 = 5 = 0.00797 5 & = 0,0893 ; t = 2.10

Het betrouwbaarheidsinterval wordt:

iz - i1 pa t1asf57?§‘ of tewel -0.062 < b, =B, < 0.074.
22. a) Indien we een plusteken zetten als waarneming II groter is dan
waarneming I, geeft dit 10 plus- en 2 mintekens. De kans hierop
(twédzijdig!) is < 0.05 (zie tabel 7.1) en vermoedelijk is er dus
een systematisch verschil tussen beide titraties.
b) De verschillen worden, vermenigvuldigd met 100:
46 6 6 28 6 77 28 =13 -25 , 89 10 34

X = 0.243 82 = 0,1144 s = 0,338

= __________'L - _ﬂ - . P 2 die!
t11 s/r .338 m 2.49 > sens (eérlZIIEdlg )

. wr @iw.z. de tweede titratie geeft gemiddeld hogere waarden.
c) 82 = 392 = 0.057 s, = 0.24
" d) met behulp van b): 0,243 % 2.20 x 04338/{12 geeft:

o + 0,03 < B, T B < 0ed6 (twdézijdig P = 95%)

of Hy =M > 0.243 + 1,80 x 0.338/\/—2 = 0.42 (éénzijdig)

" ~e) De waarnemingen kan men op a < ;%so = 0.12 afronden dus af te ronden

op tienden.

23. a)..Da.ar beide reeksen eenzelfde o liebben, voegen we de varianties samen;
' I geeft Ks = 655 3 II geeft Ks, = 469.

Dus 8 = EKs,/fBv. =1124/14 = 80.3 s = 9.0

= . . = . s . 6 n =8

x_1 51 1 x, 57.1 X x1

Dus- 6 - t,,8 2/n < b, ~ M, < 6 + t”s\127n O 2.14
of tewel 3.6 < B, =B, < 15.6 '

b} De verschilreeks wordt:
5 'i14 » 1 y 5'- 9 ] -7 ] 13 r 12 vy = 7 i = 6

2 _Ix*-(2x)?/n _ 658288
8 n -1 7

- 52.9 8 = 703 t7= 2.36

Ak
,‘..

iy
e
i
K
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Dus 6 - t7s/\[;< b, =B <6+ t,’s/\[;
<011 <p, - <121, dus smaller dan onder a)

c) si is de helft van s° onder b) dus sz - 52.9/2 = 26.4.

24. Beschouw 1 paar (x,y). Hiervoor is sjz_ = x2 # 3% o (x+y)2/2 = (x~y)?/2.
0 Evisi ZafL di
i Xwy = di dan is dus de totale 8° = E."i - " = Sn

daar v. = 1.
1
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