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College Mathematische Statistiek, najaar 1970

Hoofdstuk I, Momenten en voortbrengende functies

(1.1) Definitie: 2ij 8,18,58,9e++ €en rij van reéle getallen., Als

2

convergeert in een interval -8, <8< 8o ? dan heet de

functie A(s) de voortbrengende functie van de rij {aj}.

Als de rij {aj} begrened is, dan leert vergelijking met de meetkundige reeks

dat A(s) zeker convergeert voor |s| < 1.

Voorbeelden

1) &; = 1 voor alle j; 4(s) =
52
2} {aj} = 00,15 1500s 5 A(s) = 7.

3) 8, = (?) (n geheel, dus (?) = 0 voor j >'n)§ A(s) = (1 +8)",

Beschouw nu een stochastische variabele x die de waarden 0,1,2,,.. kan asan-

nemen, met kansen
P(x=3) = pj .
Bij deze kansen hoort de voortbrengende functie
(1.2) A(g) =p, +p.8 +p6° + vu. .
o} 1 2
A(1) = 1, dus &4(s) convergeert voor [s] = 1.

VYoorbeeld:
Als x het aantal ogen is dat wordt geworpen met een zuivere dobbelsteen, dan
is de voortbrengende functie

1 2 3 4 5 (3 <] 1—96
-+ -+

(1.3) Stelling: De verwachting Ex kan uit (1.2) worden gevonden:

Ex = A1(1) ,




-0 -

Bewijs: Alo lix eindig is volgt het uit de definitie. Als Ex = +% ,

dan neemt A'(s) onbeperkt toe voor s = 1.
(1.4) stelling: Als Eg? cindig is, dan geldt

EX = A"(1) + A1 (1) ,
en dus

var(x) = A"(1) +Aa'(1) - {a*(1)}2 .

Bewijs: Ex* = Ex(x-1) +E(x) .

De voortbrengende functie (1.2) kan ook geschreven worden als een verwach-

ting:
(1.5)  als) = E(sF)
In het algemeen geldt

dI‘

A1) = Bx(x-1)...(x-r+1)
ds

het zogensamde r° factori&le moment van de verdeling van x, Dearom heet

(1.2) ook wel de voortbrengende functie van de factori&le momenten,

llet behulp ven deze functie kunnen momenten van discrete verdelingen vaak

gemakkelijk worden gevonden.

Voorbeeld1:

De Poissonverdeling met verwachting u heeft de voortbrengende functie
© X X
A(s) mEe¥X = £ &b 8”7 u(s-1)
x!
X=0
Volgens stelling (1.3) is
Ex =A'(1) = p
en volgens (1.4) is
var(x) = 4" (1) +47(1) = At ()} = p® v pap® =

Stel x en y zijn onafhankelijk verdeelde stochastiesche variabelen met verde-

lingen P(x=3) = a, en P(z=j) = by (3 =0,1,2,..0).

De verdeling ven de som z = x+y is

(1.6) c, ™ P(z=r) = aobr + a,1br__1 + a’zbr—z + aee + a.rbo .
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Definitie: De rij {cr}, gedefinieerd door (1.6) heet de convolutie van {zen.‘_l

en {bj} en wordt geschreven als

(1.7) {o) = {a} x {u.} .

Opmerking:

1) De rijen {a.j} en {bd} hoeven niet beslist kangverdelingen te zijn.
2) Het analogon voor continue functies werd besproken in het hoofdstuk over

laplace-transformaties in Wiskunde III.

Als mu A(s) = & aksk en B(s) = & bksk de voortbrengende functies van {ak}
en {bk} zijn, dan zien we dat de codffici&nt van s* in het product A(s)eB(s)
gelijk is aan ¢ uit (1.6). Dus geldt de volgende stelling:

Stelling: Als {a.k} en {bk} rijen zijn met voortbrengende functies A{s) en
B(s) en {ck} is de convolutie van deze rijen, dan is de voortbren-
gende functie C(s) = & cksk het product

(1.8)  o(s) = A(s)-B(s) .

Als x en y onafhankelijke stochastische variabelen zijn die de
waerden 0,1,2,... kunnen aannemen en met voortbrengende functies
A(s) en B(s), dan heeft de som x+y de voortbrengende functie
A(s)eB(s). -

Deze stelling is door inductie gemekkelijk uit te breiden tot meer dan twee
rijen., Veak hebben wij te maken met de som van een aantal onafhankelijke
stochastische variabelen met dezelfde verdelings By =X, +ees v X Als elk

van de x; de voortbrengende functie L(s) heeft, dan is de voortbrengende
funotie van g A%(s).

Voorbeelden:

1) Wat is de kans om met 5 dobbelstenen 15 ogen te gooien?
De voortbrengende functie van de verdeling ven het aantal ogen met &én
dobbelsteen is:

1
z (s +s2 +8% +8% +¢° +8°%) =

Dus van 5 dobbelstenens




55(1"36)5 - 35(1"56)5 ; (-5)(_5)1! - 85!1-86 !5. GEO (4;k)sk .
&€ (1-8) &  x=o £ & k=0
15

De co¥fficiént van s hierin is

S G - s@)

en dit is de gevraagde kans,

2) Als y binomiaal verdeeld is met parameters n (aantal trel;kingen) en p
(kans op succes), dan kan y beschouwd worden als de som van n variabelen
X, die elk een Bernoulli verdeling hebben.

De voortbrengende functie van z, is:
A(e) = (q+ps) .
Dus de voortbrengende functie van y is:
n

B(s) = £7(s) = (a+ps)” = 2 ()™ X(pe)E .
k=0

De bekende waarden voor Ex en var(x) volgen uit de stellingen (1.3) en
P (1.4):
' Bx = B'(1) = np

ver(z) = B'(1) +3'(1) = {B'(1)}* = n(n=-1)p? +np - n%p> = npq .

3) De_negatief binomiele verdeling

Bij trekkingen uit een alternatief met kans P op succes telt men het san-
P tal mislukkingen x voordat r successen zijn bereikt. '

(19)  Plx=x) = (*TT" )™ q%p = (FFT-T)FT gF a (Tp¥(-q)F .

De veoortbrengende functie is

==
-\ T X r ~T
A(s) = Z ()p™(-ae)* = p"(1-80)™ .,
x=0
We zien dat x weer opgevat kan worden als de som van T variabelen, nl,
het asntal mislukkingen voordat &én succes is bereikt.
De verwachting van x is:

Ex = 4'(1) = gr pF(1-9)" = -ri,ﬂ .




4) Niet van elke discrete verdeling kunnen de momenten met de voortbrengende
functie worden gevonden. Bij de hypergeometrische verdeling bijv. moet

dit rechtstreeks gebeuren.

Als uit een vaas met m zwarte en n witte ballen zonder teruglegging k

stuks worden getrokken, dan heeft het aantal zwarte ballen x van deze k

een hypergeometrische verdeling

6"
(1.10) P(x=x) = X=X
=)

Dear de som van deze kansen 1 is, geldt

k m It m+n
PRI R N (o T I Gy I
X

De verwachting is

1; x() e 2 x) ;‘ m@:b((k_ﬂf(x-n)

Ex =
= + m+n
x=0 (mkn) x=1 N )
m+n-1 -
m( )
k=1 ik
(volgens (1.11)) = m+n) alieareedl
k

Op dezelfde manier vindt men

Ex(z~1) = y(l_(g-ﬂk(k-n ’

m+n){m+n=-1)

waaruit volgt

mnk{m +n - k)
(m+n)*(m+n-1)

var(x) =

De momenten pé‘ = Ezr van een verdeling kummen direct worden gevonden uit de

momenten voortbrengende functie, gedefinieerd door

o

(1.12)  m(t) = Be'% = fetx f(x)dx

- OO

als x een continue verdeling heeft en

(1.13) m(t) = Be'X 5 X f(x)dx

X




als X discreet is.

ils m(t) bestaat voor -h® < t < h®, dan is m(t) in de buurt van t=0 conti-

nu differentieerbaar naar t en er geldt:

T
! _@.-_.; m(t) = E?E.retﬁ ’
at
dus r .
i-J?m(o) =EBX =yl .
dt

Eigenlijk is de naam momenten voortbrengende functie niet geheel juist, want
IJ.'
n(t) brengt niet de rij van de momenten voort, maar de rij r—f , immers

2,2 3.3
e xt
m(t)=E<1 + Xt + +-§—!-—+...> .

Voorbeeld:

De normale verdeling

2
_E:LLEL
20

e

£(x) =
2no

heeft als momenten voortbrengende functie

mx‘t- !X-I!Za

1 P
o 20

2no
w0

m(t) dx =

- 2 122 2 2
1 fe 2q QHEHEE 0T o uttTe®

Hieruit is gemakkelijk af te leiden dat Ex = u en var(x) = o°,
De momenten om het gemiddelde
2
k. = B(z-u!)
kunnen direct door differentiatie worden gevonden uit de functie

(1.14) n{t) = ge t (x-1) ,

als 4 =Ex.
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In het geval van de normale verdeling is

1,2 2 2 2 4_4 6_6
n(t)=e§t°=1+ta +tc +'bo
221 233

+o-- .

Hieruit volgt dus direct dat

Mong = O
. (2n)1 %"
2n 2nrﬂ

Cpmerking:
De momenten voortbrengende functie m(t) is nauw verwant met de Iaplace-

transformatie. Voor continue stochastische variabelen, die alleen positieve
waarden aan kunnen nemen, is m{t) = F(-t), als P(t) de laplace-getransfor-
meerde is:
oo
-tx
F(t) = [e” “f(x)ax .
0]

In beschouwingen over laplace-transformaties wordt m(t) daarom wel de twee=-
zijdige leplace-getransformeerde genoemd. In de theoretische statistiek

wordt veelal de karaskteristieke functie Ee'ZE gebruikt met zuiver imsginaire

exponent, die voor elke re€le waasrde van t convergeert, Afgezien van een
factor 2n in de exponent is dit hetzelfde als de Fourier-getransformeerde,
die we tegenkwamen in Wiskunde III.

(1.15) Stelling: Stel x en y zijn stochastische variabelen met kansdichthe-
den £(x) en g(y) (geheel discreet of geheel contimi). Als
de momenten voortbrengende functies ven x en y beide be-
staan en gelijk zijn voor alle t in een interval
- <t » dan zijn de dichtheden f en g gelijk. \

Hieruit volgt dus, dat, onder de in de stelling genoemde voorwaarden de
kansdichtheid door de momenten wordt bepaald.

Stel x en y zijn onderling onafhankelijk verdeeld met kansdichtheden f(x) en
g(y). De simultane verdeling van x en y is dan f£(x)g(y).
De verdeling van de som 2 = x+y is




oo ==

(1.16)  h(z) = fr(x)g<z-x>ax= ffcz-y)g(y)ay.

-0 - OO

Als x en y alleen positieve waarden kunnen sannemen gaat (1.16) over in

Z

(1.17)  h(z) = ff(:c)g(z-x)dn ff(z-y)gmdy,
‘ 0

0

de uit Wiskunde IIT bekende convolutie f # g. Dear werd ook bewezen dat
voor de laplace-getransformeerden geldt:

L{f * g) = L(f)L(g) .

Wij hebben nu het convolutiebegrip eerst uitgebreid tot het discrete geval
((1.6) en (1.7)) en nu ook voor functies die van -o tot + oo zijn gedefini-
eerd.

In het algemeen geldt, voor onafhankelijke variabelen:
(1.18) gt (M) . getX tL ,

of ¢t de momenten voortbrengende functie van de som is het product van de mo=

menten voortbrengende functies.

Voor meerdimensionale verdelingen worden momenten op voor de hand liggende

manier gedefinieerd, bw.
oo

(1.19) B y357 =fffxpyqzr £(x,y,2)axdy dz
-0

als £(x,y,2z) de simultane verdeling is van x, y en Z,
Het belangrijkste speciale geval is de covariantie

(1.20) o , = B(x~Ex)(z-By) = Exy - ExEy .

De correlatiecogffici&nt Py,y 780 X en y wordt gedefinieerd door

Py = fk;x
= ’
Y Ux Uy

als q en ay de standaardafwijkingen van x en ¥ voorstellen.

Een simultane momenten voortbrengende functie is bv.
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tx+t y+t z
(1,22) m(t1,t2,‘c3) =Re '~ 2 37,

Het moment (1.19) vindt men door m(’c1,t2,t3) px nsar %, qx naar t, en rx
naar t3 te differentiéren en dan de drie t's nul te stellen.

(1.23) Definitie: Stel x en y hebben de simultane kansdichtheid £(x,y). De

marginale dichtheid van x is h(x). De voorwsardelijke

dichtheid van y, gegeven x=x wordt aangegeven door

g(y | x) =%ﬁ‘\§)‘ .

De voorwaardelijke verwachting van ¥, gegeven x=x wordt

aangeduid met E(y | x) en gedefinieerd door

oo

E(y|x) = jyg<y | x)dy .

- OO

(1.24) Stelling: E[E(x | x)] = By .

oo oc

Bewijs: E[E(y|x)] = fh(x) va(y | x)dy dx =
= f f.v fhxx h(x)dxdy =

(-]

"l

[ y)axay =5y .

Vraags tukken :

1) Stel x is een stochastische variabele die de waarden 0,1,2,... kan aanne=
men. De voortbrengende functie van de kansverdeling is P(s).
Wat zijn de voortbrengende functies die horen bij x+1en 2x ?

2) P(s) is de voortbrengende functie van de rij {P(x = 3)} (j =0,1,2,...).
Wat is de voortbrengende functie van
a) {Plx = j)}
b) {P(x < j)}
) {P(x= 3)} B
a) {P(x> 3+ 1)}
e) {P(x = 2j)} .
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3) In een reeks trekkingen uit een alternatief met kans p op succes (S) en g

op mislukking (F) is w de kans dat de eerste combinatie SF voorkomt in
de (n-1)° en n® trekking.

Wat is de voortbrengende functie van de rij {un}, wat het gemiddelde en
k de variantie van de bijbehorende stochastische variabele?
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Hoofdstuk II, Enige continue kansverdelingen

De eenvoudigste continue verdeling is de homogene (of uniforme of rechthoe-
kige) verdeling

(2.1) £f(x) = y a<xX<p

1
B-a
=0 "y overal elders.

Tedere continue stochastische variabele x kan door de transformatie

L= G(E) ’
waarbij G(x) de cumlatieve verdeling van x is, in een homogeen tussen O en

1 verdeelde variabele y worden overgevoerd, Omdat G(x) een monotoon niet da-
lende functie is geldt immers:

Ple(x) =< o(x)} = P(x=<x) = 6(x) ,
of m.a.w,

Plyey)=y, O<ys1
dus
fly) =1, O<sy<1.

De normale verdeling

(x-p:!z ' '
(2.2)  n(x) = 2" e 29

ligt ten grondslag aan weel methoden die in de toegepaste statistiek worden
gebruikt. De momenten voortbrengende functie wexrd op pag. 6 reeds behandeld.

De gamma verdeling heeft de volgende gedaante:

(2.3) flx;a,p) = ::+1 Jt:ae"'x/‘3 y O xS,

alf !

B is een schaalparameter, die > O moet zijn, terwijl ¢ > -1 is, In de meeste
prakiische toepassingen is g geheel en positief of een geheel getal plus 4.
Als « niet geheel is, wordt a! gedefinieerd door

a! =T{a+1) = ftae-tdt .
4] |

Voor gehele positieve a komt dit met de gewone definitie van de faculteit
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overeen, want

oo

0! = fe-tdt = 1
0
en
= =] o o0
al = ftae_tdt = -t%e? +af‘ta—1 e tat = a(a-1)1 .
d °

Dat (2.3) een kansverdeling is volgt nu uit
o o
1(”1 fxa XA dx = (stel x/p = y) = 'a:_l e Vay=1.
alp S ) 5

Als we nog de waarde van (-%)}! bepalen, dan kunnen we a! berekenen voor alle

waarden ven a die ons interesseren.

(-3)1 = ft_%e-tdt = (stel t = %zz)=\[2fe'%zzdz =32 {en = Vn,
0

0

omdat 1 f '%z dz de helft is van het oppervlak onder de normale kans-

dichtheid.
De momenten voortbrengende functie is:

(2.4) m(t) =

o+1

fae(“‘"‘/ﬁ) dx = (stel x = yp)
alp

'zrf “o T8 gy w (1o gyt
o]
Hieruit volgt:
p=m'(0) = gla+1) ,
(2.5) .

o® = u"(0) - {m1(0)}? = BP(a+1) .

Uit (2.4) volgt dat de som van twee onafhankelijke stochastische variabelen

met gammaverdelingen met parameters GI.I,B en -'-!2,[3 als momenten voortbrengende

411 -2

functie heeft: (1- Bt) 2" » en dus een gamma verdeling volgt met parame-

ters a +a + 1 en f.
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Uit (2.4) volgt ook dat we een varisbele met gamma verdeling f(x;a,p) kunnen
opvatten als de som van « +1 onafhankelijke variabelen met verdeling

tli0,8) = L8

de negatief exponentiéle verdeling met gemiddelde B en variantie [32. Wij

merken op dat hieruit ook meteen de formules (2.5) voor gemiddelde en vari-
antie van de gamma verdeling volgen.

Er bestaat een nauw verband tussen de gamma verdeling en de Poisson verde~

ling. A1s bij een proces het aantal gebeurtenissen per tijdseenheid een

Poisson verdeling heeft met gemiddelde 1/f (radioactiviteit, dreadbreuken,

aanvragen voor telefoongesprekken), dan heeft de tijd t tussen twee gebeur-
tenissen een negatief exponenti&le verdeling met gemiddelde Be. Hetzelfde

treedt op bij Poisson verdelingen in de ruimte (aantallen bacterién e.d.). .
Daar kan een negatief exponenti&le verdeling worden verbonden met een volu- '
me. Dat de bovengenocemde relatie bestaat is eenvoudig als volgt in te zien.

Het aantal: gebeurtenissen k in een tijd t heeft een Poisson verdeling met

gemiddelde t/B:

P(-IS.._.,k):M

k! *
De kans dat k gelijk is san O is hetzelfde als de kans dat L, de tijd tussen
twee gebeurtenissen, groter is dan t:

P(t>+) = 1-F(t) = P(k = 0) = e~t/B .

F(t) = 1 - o~t/B

’

£(t) = %’;).: 1/p e"t/ﬂ .

Met partidle integratie kan men afleiden:

X o -x/) k
ff(t;a,p)dta‘l- z e—i(:—f@)— .
k=0 '

0

De beta verdeling is
(a, +a, +1)! «
1 2 1 2
(2.6) f(x;a’,az) @ Ta] x (1-x) °, o<x=<1, a > -1, a, > -1

Het bewijs dat het oppervlek onder deze verdeling 1 is, is het gemakkelijkst
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te geven met behulp van de gamma verdeling.
Stel x en y zijn onafhankelijk verdeeld volgens gamms verdelingen met para-
me ters (a1 ,B) en (az,ﬁ). De som z heeft dan, zoals werd sangetoond, opnieuw

een gamms verdeling met parameters @ +a, + 1 en B, Dus er geldt:

1 1 2 e'Z/B-

a1-hz2+2
(a, +a, +1) 1B

<]
1 ot1 % _z
; = x, o, 42 f(z-y) y2e/Bay .
a la !;31 2 0
; 1772
; Of ¢

z

o, o o, la 1 o, +o, +
1 2 1 "2 t 2

f(Z'YJ ¥ dy:(a +a_ +1)1 2 ’
G 1 2

Stellen we nu u = y/z, dan volgt

1
Qo o, ta, !
1 %2 1+%
f(1-u) u - du = (e, +a, +1)1 °?
5 1 7%

R EEMETAT T Gt T moemie % it i

hetgeen te bewijzen was.

De momenten kunnen direct worden gevondens:

1
(e, +a, +1)! a_ +r a (x, +a_+1)!(a, +2)!
12 j‘xt (1-x) 2ax = 7?2 1

M) = 1 o | .
T a la,! S (a1+a2+r+1).a1.
In het bijzonder
a +1){a +1
R o= u| = ___a_T_-‘;j_ 0,2 = |.I.' - (u')a - ( 1 )( 2 ) )
1oe te, 2 2 ! (a1+a2+2)2(a1+a2+3)

De verdeling van Cauchy

(2.7) £(x) = + —

——-—-—-—-—-2— ’ —O K Y &
T+ (x-p)

wordt vaak gebruikt ter illustratie van bepaalde anomalieén,
De cumulatieve verdeling is

X

’
F(x) == f :ﬁa%+%uctg(x-p) .

- 00
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Het gemiddelde bestaat alleen in beperkte zin, nl, als

p+h
.1 X dx o
RN I v
K=A

Hogere momenten bestaan niet.

We zeggen dat x de log normale verdeling heeft als y = In x normeal verdeeld

is.
Dus 2
1 T2 2
f(Y) = e o ’
enag
2
(In xeu)
1 - ;; -
(2.8) f{x) = e 2 O xS,

V2nox '

De verwachting en de variantie zijn als volgt te vinden:

s {In x-ip )
s fe 2o dx = (x = &)

J-z_ﬂco

. _[ - )2
o fe” 20° 4y = (vgl. p.6, m(t))

2ng -

oo

a(1) = oH*E0°

2
Ex’ = m(2) = ¢?#727

o = Ex? -

2 2
2u420 2u40 +0
2 o g2HH o P - o2t (e°

Vraagstukken:

1) De momenten van X zijn p! = r!

Wat is de momenten voortbrengende functie en wat is de verdeling?

2) x is homogeen verdeeld tussen O en 1. Welke functie van X heeft gamma
verdeling met @ = Oen f = 1 7

3) x heeft beta verdeling met @, =0, a =1, Welke transformatie geeft

2
gamma verdeling met @ = 0, 8 =1 7
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4) y = z?rgr voOoTr r even en p,:'!‘ = O voor r oneven., Wat is de momenten

voortbrengende functie en wat de verdeling?

Wij bespreken mu een eigenschap van kansverdelingen die later bij de schat-
tings- en de toetsingstheorie kan worden toegepast. Dit is het begrip volle-
digheid. Wij beschouwen een kansdichtheid f(x;6), waarbij 6 een parameter

is. De verdeling mag eventueel meerdimensionaal zijn zodat x wordt vervangen

door x1,...,x

;, en er mogen meer dan één parameters Gi zijn.

(2.9) Definitie: De klasse van verdelingen f(x;8) heet volledig als aan de
volgende voorwaarden is voldaan: |
(1) £(x38) > 0 voora <x <b
=0 wvorx<aof x=bh.

(2) o, <0 < tx1 .

(3) a en b onafhankelijk van 6.

(4) Voor iedere functie u(x) die continu is in het inter-
val & < x < b volgt uit: E{u(x)} = O voor alle 6 in
het interval (2) dat u{x) = O voor a < x < b.

Als £(x;0) een discrete kansverdeling is wordt met (1) bedoeld: f(x;8) > ¢
voor alle gehele waarden van x tussen & en b, Evenzo wordt in dat geval in

(4) met u(x) = 0 bedoeld: u(x) = O voor alle gehele waarden van x tussen &
en b,

Volledigheid is vaak moeilijk te bewijzen. Wanneer een klasse van verdelin-
gen niet volledig is kan dit soms door een voorbeeld worden aangetoond. Im-
mers het is voldoende &én functie u(x) te vinden die niet identiek gelijk is
aan nul en waarvoor geldt: E{u(x)} = 0.

Voorbeelden:

2
1) f(xz0°) = == o™X /20 , —o< X <o

2
0 <o <

is niet volledig, want Ex = O voor elke o>

2) f(xp) = (1-p)'7F , x = 0,1

€ p s S0 < <
ao P a1,0 A a1 1

is wel volledig. Stel nl. E{u(x)} = 0. Dus u(0)(1~p) + u(t)p = 0,
voor elke p, Hieruit volgt: u(0) = 0 en u(1) = 0,




R e e e

T o

_17..

Nu enkele verdelingen waarvan we zonder bewijs vermelden dat ze volledig
zijn:
1 A(x-p)®
3)  fxjp) = —e"® , -0 gu < ®
2n
1

fx—g!z -0 <X 0o

a < <da
o —H

2 2
4)  £(x3p,0°) = > e 200 % < p < d,
no 2
0 < Bo <0 <13.1 .
-A.X
e
5)  f£(x;)) ——;!L , x = 0,1,2,...
O<cxo *:)\<c:t1 .
Niet volledig is:
6) Plx=-1) =8
P(£=x) = (1-9)29x ] X = 0,1’2,001

D<B<t,

Dit kan worden aangetoond door te laten zien dat Ex = O voor elke 6,
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Hoofdstuk III, Steekproeven

We noemen hier in het kort enige begrippen en atellingen die grotendeels
reeds bij het college IVb ter sprake zijn gekomen.

(3.1) Definitie: De stochastische variabelen X seee)X  VOrmen een aselecte
steekproef uit de populatie met verdeling f(x) als de si-
mltane verdeling ven X, yeeoyX gelijk is =an

g(x1,...,xn) = f(x1 )f(xz)...f(xn) .

(3.2) Definitie: Fen statistische grootheid (Engels: statistic) is een

functie van de elementen van een steekproef, die geen on-
bekende parameters bevat.

VYoorbeelden:

Als x normaal verdeeld is met onbekend gemiddelde p en onbekende standaard=-
afwijking o, dan zijn x~-p en x/o geen statistische grootheden, maar x, x+3
en log x wel. Ook het steekproefgemiddelde i = :TE X; 1s een statistische
grootheid.

(3.3) Definitie: Als X,s++9X, een aselecte steekproef is uit de verdeling

f(x) dan is
m' =—1-§Jcr
T n, =

het r® steekproefmoment.

(3.4) Stelling: Em! = u!.
Bewijs dit zelf,

(3.5) Stelling: var x = 0% /n ,

als X . het steekproefgemiddelde is en o°® de vari-

1

Mi
B
Bl
- s

antie van de verdeling.
(Wiskunde IVb),




(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

x LB <e,
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Ongelijkheid van Bienaymé-Cebysev (Wiskunde IVb)

2
g.

P(IE-PI;’&)‘ 2 ’
a

els p en o? het gemiddelde en de variantie van X voorstellen.

Zwakke wet van de grote aantallen

Bij elke € > O en >0 is er een n aan te wijzen zodat
Plzg-ul <e) > 1=

voor alle m = n, als Em het steekproefgemiddelde is van een steek-
proef ter grootte m.
Bewijs dit zelf,

Sterke wet van de grote aantallen

P(En-ﬁ p_) =1,

Dit wil zeggen dat bij € > O en ® > 0 een m kan worden gevonden zodat
de kans,dat de v ongelijkheden '

voor k = 1,2,,..,v

simultean gelden,voor elke v groter is dan 1-b.
Wij vewijzen deze stelling hier niet.

Centrale limietstelling

Under vrij zwakke voorwaarden geldt:

Als x RTTET 9 onderling onafhankelijke variabelen zijn met gemiddel-
den Hysereshhy en standasrdafwijkingen Gy300440,, dan nedert de verde-

ling van

] H
Eci

voor n - @ tot de normale verdeling met gemiddelde O en standaardaf-
wijking 1.
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Wij schetsen hier alleen een bewijs voor het geval X, seeesX, €€n steekproef
vormen uit één verdeling met gemiddelde y en standaardafwijking ¢ en waarvan
de momenten voortbrengende functie m (t) bestaat.

Noem de mamenten voortbrengende functie van m2 (t). De momenten

E(Xi - H)
voortbrengende functie van — is dan
R E(Ei'P) |
Ee ¢ = {mz(t)}n .
E(xi - p)
De momenten voortbrengende functie van y = is dan

ot
00 = (O - fempte (@ L

M&&I‘u1 = 0 en M, =02, dus:

m, (t) = l1 +ﬂ'<%t2+-p—§-ﬁ + )}n

3!03 \E
Dus
2.\n 2
lim m_(t) = lim (I +%—t—> =e%t .
1 -0 3 1 =00 n

Dit is de momenten voortbrengende functie van de normsal verdeelde stochas-
tische variabele met gemiddelde O en standaardafwijking 1, hetgeen te be-
wijzen was,

Uit de centrale limietstelling volgt bv. dat een grootheid k die een binomi-
ale verdeling heeft met parameters n en p voor grote n bij benadering nor-
manl is verdeeld. Immers k kan worden opgevat &ls de som van n onderling on-
afhenkelijke stochastische grootheden met een alternatieve verdeling:
£(x) = p*(1~2)"* (x = 0,1). Do som
b
Plasksb) = 3 (o"(1-p)""

wordt dan benaderd door de integraal

b!?
2
._.1__ fe_%t dt ,
Vor _,
a

waarin




anak:'é“.:.llp. en b1,='9_+_”32‘;.!.1_9.

{apq fpa

De zogenaamde continuiteitscorrecties i% treden op omdat k alleen gehele
waarden asn kan nemen wasrdoor de kans op de waarde & het best wordt bena-
derd door de integraal van a-3% tot a+3,

Vraagstukken:

1) Een bureau voor opinieonderzoek wil een 'steekproef van kiezers nemen die
2o groot is dat de kans, om voor een zekere partij minder dan 50% van de
stemmen te vinden als dit percentage in werkelijkheid 52% is, slechts
0,01 vedraagt. Wat is de minimale steekproefgrootte?

2) 21 en 22 zijn gemiddelden van twee steekproeven ter grootte n uit een po=-

pulatie met variantie 02. Bepaal n zo dat de kans dat de beide gemiddel-
den meer dan ¢ verschillen kleiner is dan 0,01,



Hoofdstuk IV, Puntschattingen

Alvorens de theorie van de puntschattingen te behandelen bespreken we eerst
het algemene beslissingsprobleem. Stel dat een beslissing moet worden genow
men uit een aantal mogelijke beslissingen, De juiste tesliesing hangt af van
een onbekende parameter 8 die de kansverdeling f(x;8) bepaalt. Als 6 bekend

zou zijn zou de juiste.beslissing ook bekend zijn. Stel Q is de verzameling

van mogelijke parameterwaarden 6 en A is de verzameling van mogelijke be=
slissingen a. Om op grond van een aselecte steekproef X, r-09X, Van f(x;0)
een beslissing & uit A te kunnen kiezen moeten we beschikken over een be=-

sligsingsfunctie of sirategie

i

(1) a=dlx ,eenx,) ,

} die aan iedere realisatie X, yeeesX €N a € L toevoegt.
Voorbeelden:

1) Stel £(x;8) is de normsle verdeling met gemiddelde p en standaardafwij-
king 1. Dus @ is de verwachting p. De paremeterruimte @ kan bv. de redle
rechte zijn: @ = {y | ~ o <y <=}, Stel verder dat bij iedere L een ane
: dere beslissing hoort. Dan kunnen we een veslissing voorstellen dooxr g

een schatting van p en A = {i | == < | < oo}, Alg beslissingsfunctie kan
genomen worden:

- 1
E d(£1,coo'£n) = E

n
S X, .
1 i

Dit is een voorbeeld van een puntschatting.

2) We gaan uit van dezelfde verdeling als in het vorige voorbeeld, mesar m
zijn er maar 2 beslissingen, nl, a.: p<Oen &, i #0, Dug A =~ {31,8.2}.
De besliesingsfunctie is nu bv.

d(§1,...,5n) =a als ::c<0
= aa ala x= 0,
Dit is een voorbeeld van het toetsen van ecen hypothese.

In beide voorbeelden kunnen meerdere beslissingsfuncties worden gekozen. Hoe
een '"goede" beslissingsfunctie kan worden gekozen wordt later besproken.

(n de gevolgen van het kiezen van een bepaalde beslissingsfunctie te kunmnen
wearderen voeren wij een verliesfunctie in,
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(4.2) Definitie: Een verliesfunctie £(a3;@) is een re&le functie van a en @

die voldoet aan:

1) £(a38) = 0 voor alle a € A en 8 € Q.

2) Bij iedere © € Q is er minstens &én a € A waarvoor
,E(a.;e) = 0,

De waarden van a waarvoor £{a;8) = C heten de Juiste beslissingen bij de pa-
raneterwaarde 6. Omdat a van de steekproefwaarden X reeesXy afhangt, heeft
de verliesfunctie ook een stochastische uitkomst.

Om toch bij iedere © één getal aan een beslissingsfunctie toe te kunnen ken-
nen, beschouwen wij de risicofunctie, dit is de verwachting van de verlies-
functie.

(4.3) Definitie: De risicofunctie R(d36) wordt gedefinieerd dcor
R(d;0) =~ E[£(a; )] .
Yoorbeelgd:
Stel £(x;6) = N{(x;6,1), de normale verdeling met gemiddelde 6 en standasrd-

afwijking 1. Stel verder £(a;0) = (a-8)?, Als we als schatter a nemen het
steekproefgemiddelde -_JE, dan is )

R(d4;0) = E(x-0)? =i— .

Bij puntschattingen, waar © een schatting is voor 6, is £(8;6) = 0 dan en
slechts dan als 8 = 6. De beslissingsfunctie

:\Q_ = d(_x_1,...,§n)
heet dan een schatter voor 8. De verliesfunctie is dan meestal van de vorm

(4.4)  2(B38) = c(0)(6-0)2 ,

waarbij ¢(8) > O wvoor alle 8, Voor het vergelijken van twee risicofuncties
behorend bij verschillende schatters doet de vorm van ¢(8) niet ter zake,
omdat gemakkelijk is in te zien dat volgens (4.4)

R(a,36) > R(q,;6)
equivalent is met
- 2 2
E(,-0)% >5(§,-0)?,

A A
2ls 8 =d,(x ,..esx,) en 8,=d,(xs++eyx ) twee verschillende schat-
ters voorstellen.




De relatieve doeltreffendheid (relative efficiency) van d1 ten opzichte van
d, wordt gedefinieerd door '

R(d2 1:))

(4.5)  =x(4,,4,38) = R(@.j0) °

De grootheid E(ﬁ-e)2 heet in het Engels: mean-squared error. In de Neder~
landse terminologie heet de wortel hieruit de onnauwkeurigheid. Als Eé_ =9,
dan geldt:

(4.6)  E(®-0)® =EB-01)* + (6'-89)?

De afwijking (8'~6) van de verwachting van § van de parameterwaarde heet de
onzuiverheid (bias). In woorden luidt (4.6) dus: Het kwadraat van de ormauw-
keurigheid van een schatter is de som van de variantie en van het kwadrseat
van de onzuiverheid van de schatter.

In het algemeen zal men zoeken naar een schatter met de kleinste onnauwkeu-
righeid. Behalve in triviale gevallen is er echter geen schatter te vinden
die de omnauwkeurigheid minimaliseert voor elke 6 € Q.

(4.7) Definitie: Stel ._:1c_1 yeesy X, 18 een aselecte steekproef uit de verde-
ling £(x;6) en § = d(gc.1 seoesX ) 18 een statistische
grootheid, Stel g* = d*(gt_1, ...,xn) is een willekeurige

andere statistische grootheid. 41s de verdeling van 9%,

1
r
i

onder de voorwaarde Q = é de parzmeter 6 niet bevat, dan
heet _@_ voldoende voor 8.

Een eenvoudig criterium om na te gaan of een statistische grootheid Q vol-
doende is voor 9 wordt gegeven door de volgende stelling:

(4.8) Stelling: Stel X, s++0yX, Vormen een aselecte steekproef uit de ver-
deling f(x;6), &8 < x < b, waarin & en b niet afhangen van
8. Dan en slechts dan als de simultane verdeling van

X Y ’En kan worden ontbonden alas

L mermmmmopermam st e

(4-9) g(x1,--.,xn;9) = h(gie)k(x1!°'0sxn) ’

waarbij k(x1,...,xn) de parameter § niet bevat, is 8 vol-
doende voor 6,

Bewije: Wij bewijzen eerst dat uit (4,9) volgt dat ® voldoende is.
Daartoe voeren wij de volgende transformatie uit:
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(8 = 8(x,5.000x)
o* = 6*(x1,...,xn)

X =X
*3 3

X =X .
l'n n

De determinant van Jacobi bevat de parameter © niet, omdat § en O%*
statistische grootheden zijn, die dus alleen afhangen van (x1,...,xn).

De simultane verdeling van §, o¥%, XyperesX wordt dus gevonden uit het
rechterlid van {4.9) en heeft de gedaante:

h(é;e)z(é,e*,xa,...,xn) .

De simultane verdeling van 8§ en 6* wordt gevonden door over XypeersXy
te integreren. Omdat de integratiegrenzen niet van € afhangen (zie ge-
geven) wordt hierdoor geen 6 in de functie £(§,6*,x3,...,xn) inge-
voerd, Wij vinden dus voor de similtane verdeling van & en 6%*:

f(é,e*ie) = h(éie)P(e*’@) ’

waarbij p geen 6 bevat., Afgezien van constante factoren is nu echter
n(8;6) de verdeling van _Ié_ en p(G*,é) de voorwaardelijke verdeling ven
8*, onder de voorwaarde § = 8. Deze laatste verdeling bevat geen © en
dus is Q voldoende.

Om te bewijzen dat uit het feit dat © voldoende is ook de ontbinding
(4.9) volgt, bedenken wij eerst het volgende. De verdeling van 6%, on-
der de voorwaasrde Q =9 is onafhankelijk van €, Dit geldt voor iedere
statistische grootheid 8%, dus ook voor de statistische grootheden
X,r00¢sX, simltaan, Dus de simltane verdeling van E_, X,re00X, i8
als volgt te schrijven:

f(asxzsﬂuxh!e) = h(éie)P(xzv'”!xn | ..é. = 6) ’

waarbij in de functie p geen 6 voorkomt. Voer mu de transformetie uit:

rx1 = x1 (é,xz,a--,xn)

waarna ommiddellijk (4.9) volgt.
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(4.10) Stelling: Als E)_ voldoende is voor 6, dan is E = u(é) ook voldoende
voor O, als de inverse functie v van u &énwaardig is en bo-
vendien is § voldoende voor u(8).

Bewijs dit zelf,

Voorbeelden:

1) £(x;u) = N(x3p,1), normale verdeling, verwachting §, standaardafwijking
1. De simultane verdeling van een gteekproef XypeseyX, iB:

""%"E(Xi"ll)z

g(x1 reeesXpih) = (\f—;_;)n e =
) (TL—)n e*g'(f-u)z e-%ﬂ(:*ci-?:)2
2n

Dit is van de gedaante (4.9) en dus is x voldoende voor p.

2) f(x;oz) = N(x;O,OZ) .

1 2

n ~—wix

s(x1,---,xn;°2)=( 1) e 200 71
Veno

Dit is weer van de gedasnte (4,9) met k(x1,...,:31) =1, Dus £ -’52:.‘. is vole
doende voor o? (en volgens stelling (4.10) ook voor o.

(4.11) Definitie: Stel X »eeryX, vormen een aselecte steekproef uit de ver-
deling f(x;61 yeou ,ek). De m statistische grootheden

|o>

1= d1 (2'[_1,l.o’3_:_n)

A
gz = d2 (El,.“’.x_n)

é-m- dm(£1 ’ -'-rli_n)

vormen een verzameling van m yoldcende statistische groot-
heden voor de parameters 8, ""’ek als de verdeling van

n onder de voorwaarde @1 = Gi (1= 1yeee,m) niet
afhangt van 91""’911:'

X eneyX
._1! =




A e

Opmerking:

1) Als k = 1 is deze definitie gelijkwaardig met definitie (4.7), zoals
volgt uit het bewijs van stelling (4.8).

2) Meestal zal m = k zijn., Als m >k mag zijn, zijn er veel verzamelingen
van voldoende statistische grootheden, bijv. de steekproef X seessX

n
zelf. Interessant zijn minimale verzamelingen, d.w.z, dat zo'n verzame-

ling een functie is van elke andere verzameling van voldoende statistie
sche grootheden.
(4.12) Stelling: -6-1""'-@—::1 zijn dan en slechts dan voldoende voor 8 ,...,6,
als de sirmultane verdeling van X oreeesX) kan worden ont-

bonden in

g(x1,.--,xn;e1,...,ek) = h(§1’.'o,ém;e1,tnu,ek)g(x1,ln-’xn) L]

Het bewijs verloopt precies zo als dat van stelling (4.8).

(4.13) Stelling: Stel 8 ,...,8 o Zijn voldoende. Als een één-&énduidige
transformatie deze statistische grootheden overvoert in

A

a1,...,3tm, dan is de verzameling &1’“"&m ook voldoende.

Voorbeelds

£(x31,0%) = N(xju,a%), normale verdeling met gemiddelde u en veriantie 0.

1 2
1 )n o 202 Z(xg=u)
\ero
1 2 n_— 2
- ( . )ne—ﬁz(xi-;) o 29° ok
f2n

2
8(x yeueyx 5u,07) = (

Dus 5.‘.(_:;:_1-2)2 en E zijn voldoende voor p en o?, Maar ook {op grond van stel-

ling (1.13))s > eniof: 1—1-1—1-2(;1-2)2 en x.

Wij gaan nmu een aantal eigenschappen van schatters defini&ren, en wel ach~
tereenvolgens:

Zuiver (unbiased)
Asymptotisch rask (consistent)
Asymptotisch doeltreffend (efficient)

Nauwkeurigst zuiver (minimum variance unbiesed).




(4.14) Definitie: Een schatter § wordt een zuivere schatter voor 6 als

E(_g_) =8, voor alle 6 € Q.

(4.15) Definitie: Een rij schatters {:_é_n} voor © heet asymptotisech raak, als

lim P(0-¢ <§ <8+€e) = 1 wvoor elke 68 € Q en voor elke
=-Ti

[~ ]
n= >0,

Een sterkere eis is de volgende:

(4.16) Definitie: Een rij schatters {ﬁn} voor @ heet asymptotisch nsuwkeu-
rig (squared-error consistent) als

lim B(8_-0)° = 0 voor alle 6 € Q.

Il == 0O

Dat (4.16) sterker is dan (4.15) is als volgt in te zien:
BE,-0)° =5E,-8E,))° + ®E)-0)° (vsl. (4.6)).

Uit lim E(8_-6)% = 0 volgt dus dats:

n -+

lin var(8,) =0 en 1lin E(B ) = 6.
n ~+oo n .o

Met behulp van de ongelijkheid van Bienaymé-Cebysev (3.6) kan dan het asymp-

totische rask ziJjn worden bewezen.

(4.17) Definitie: Een rij schatters {:é_n} heet asymptotisch doeltreffend

(squared-error asymptotically efficient of efficient) als
{:é_n} asymptotisch nauwkeurig is en er geen andere asymp-
totisch neuwkeurige rij {g*} bestaat waarvoor

A 2
E(€,-8)

2
B(@Y, -©)

lim sup > 1 wvoor alle 6 in enig open interval.

(4.18) Definitie: Een rij schatters {8 } heet best asymptotisch normasl
(BAN) als voldsan is aan

a) De verdeling van fn(én- 8) nadert voor n - tot de
normaal met gemiddelde O en variantie o°(9).

b) {ﬁn} is asymptotisch raak.




c) Er bestaat geen rij {g';l} die aan a) en b} voldoet met
limietwaarde o*2(8) voor de variantie, waarvoor

2
o (8). > 1

voor alle 6 in enig open interval.
¥ (8)

(4419) Definitie: Een schatter @_ heet de nauwkeurigste zuivere schatter voor
8 als

&) E.'e;= eo

b) var(8) is kleiner dan de variantie van elke andere zui-

vere schatter.

(4.20) Stelling van Reo en Blackwell: Stel XisesssX is een aselecte steek-
proef uit f(x;6) en 6 d(gc_1,...,£n) is voldoende voor 6.
Stel t = t(_:_c_1,...,_§n) is een zuivere schatter voor u(6).
Noem de voorwasardelijke verwachting van 3, onder de voor-
waarde 8, v(8), dus E(t | §) = v(8). Dan geldt:

a) E[v(8)] = u(e) .
b) var[v(8)] < var(t).

c) v(8) is een statistische grootheid.

:; Bewijis: We merken eerst op dat het geval moet worden uitgezonderd dat
. t een functie van § is. Den is nl, E(t | 8 =v(8) = t en in b) geldt
; dan het = teken. .

] Det ¢) geldt volgt uit het feit dat § voldoende is. Dat wil zeggen

T dat de verdeling van t, onder de voorwasrde 8 niet van 0 afhangt, dus
p(t | 8) bevat o niet en de verwachting E(t | 8) dus evenmin.
Vervolgens bewijzen we a). De simultane verdeling van t en § is

g(t,8;0) = n(8;0)p(t | B) .
Dus:
Ev(8) =f[ tp(t | §)dtln(8;0)ab -ﬂtg(t,é;e)dtdé = Et = u(6) .

o e g g e

Om b) te bewijzen gaan we uit van var(t):
var(t) = B[t-u(8)]? = E[{t-v(8)} + {v(3) -u(e)}]?
=E[s=v®) * 28[(£-v®)){v(®) -u(8)] + var[v()] .
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De tweede term is gelijk =aan:

H[t-v(’é)][v(é)-u(e)]h('é;e)p(t | %)atab .

laar f(t-v(é‘))p(t ! 8)dt = 0, dus de gehele term is O.
Hieruit volgt dus:

var(t) > var[v(8)] ,

tenzij t = v(€), hetseen we in het begin hebben uitgesloten.

(4.21) Stelling: Stel § = a(x,s+-0sX,) is voldoende voor 6, Stel dat de
verdeling van ﬁ,volledig is. Als er een functie v(é) be-
staat met E[v(8)] = u(8), dan is v(8) de nauwkeurigste mui-
vere schatter voor u(8).

Bewijs: Omdat de verdeling van é_volledig is, is er slechts één func-
tie v(8) met E[v(8)] = u(6). Volgens stelling (4.20) hebben alle an-
dere zuivere schatters een grotere variantie, v(@) moet dus de nauw-

keurigste zuivere schatter zijn.

Wij gaan nu een aantal methoden bespreken waarmee schatters van parameters

kunnen worden verkregen, nameli jk:

1) De methode van de meest aannemelijke schattingen (maximum likelihood
method ).

2) De momentenmethode.

3) De Bayes-methode.

(4.22) Definitie: De marmemelijkheidsfunctie ven een steekproef x n

uit de verdeling f(x;8) is de simultane kansdichtheid van

1,-Il,£

EipresX, waarin de variabelen 31,...,£n_stochastisch

zijn, opgevat als functie van 8:

L(8) = g(x,,...,x,;0) =

x £

1

;i;e) .

=

1

(4.23) Definitie: Stel L(8) is de aarmemeli jkheidsfunctie van de variabelen
EyseeerXy. Als = d(51,...,£n) de waarde van 6 is waar-
voor L(8) maximaal is, dan heet § de meest amnnemeli jke
schatter voor 6.

Vagk is het eenvoudiger om in plaate van L(68) de functie log L(8) te bekij-
ken, die in hetzelfde punt zijn maximm bereikt.
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De generulisatie voor meer dan één parameter ligt voor de hend.

Onder vrij zwakke voorwearden hebben de meest aannemelijke schatters de vol-
gende eigenschappen:

1) Asymptotisch nauwkeurig (en dus asymptotisch rask).

2) Asymptotisch doelireffend en BAN,

3) Ze zijn een functie van de voldoende statistische grootheid.

Dat de laatste eigenschap geldt is eenvoudig in te zien, immers volgens

stelling (4.8) geldt, als t voldoende is voor ©:
L8) = glyepxs ) = ht50)k(x,0u0yx ) o

Het maximum wordt bereikt als h(t;0) maximaal is, waaruit 6 als functie van
t wordt gevonden.

Verder geldt dat de meest aannemelijke schatter invarient is. Dat betekent
dat als 8 de meest aanmemelijke schatter voor 6 is en u(8) is eer éénwaardi-
ge functie, u(d) de meest sannemelijke schater voor u{6) is. Hiermee samen
hangt het feit dat de meest sannemelijke schatter in het algemeen niet zui-
ver is, want § en u(f) zullen meestal niet beide zaiver zijn, omdat niet
geldt dat

E[u(®)] = wE®] .
Voorbeelden:

1) Stel X 1eevsX,, vormen cen steekproef uit de alternatieve verdeling

=1
f(x;8) = 67(1-9)"%, x=0,1; Osp=1.

L X. m- xi
Le) =e *(1-9)

log 1(6) = £ x, log © + (n-Z x, )1og(1 - 6)

d log L(B) z X _ (n-z xi)
a8 T8 1-8 *

Door deze uitdrukking nul te stellen vinden we

n L X, z X,

5 = a 6
= n en us = = n .

2) Voor de normele verdeling f(x;p,ca) wordt gevonden:

i-lig-f




r>

Zoals bekend is de laatste schatter niet zuiver, maar dit kan worden ge-

Dot st

corrigeerd door vermenigvuldiging met nﬁ'1 .

i
B

3} Stel x is homogeen verdeeld tussen o en f§, dus

£(x) = ! sy aSX<B .

B~a

De aannemelijkheidsfunctie voor een steekproef 51""’§¢1iﬂ mi

i
b

L{a,B) = ——

(B-a)"

voor @ < x, < (1 = 1,...,n) en O elders.

Het maximum wordt bereikt als (B ~a) minimeal is, dus als

i

05=_}£(1) m:}.nggi

1
en

B=5(n)=”i‘x51'

De momentenmethode voor het schatten van de parameters 91,...,9k van een

verdeling f(x;91,...,9k) bestaat uit het oplossen van de k vergelijringen:
(e2)  wl=m, (t=1,...,k),

waarin
p% =Ex
t

11'1
m1':=17§xi'

De eerste k momenten worden dus aan de eerate k steekproefmomenten gelijk
gesteld.

Onder vrij algemene voorwsarden zijn de schatters verkregen volgens de mo-
mentenmethode:

1) Asymptotisch nauwkeurig (en dus asymptotisch raak).

2) Asymptotisch normaal.

Ze zijn in het algemeen niet asymptotisch doeltreffend of BAN
Voorbeelden:

1) Voor de normale verdeling wordt hetzelfde resultast gevonden als met de
methode van de meest aannemelijke schatters.

2) Voor de homogene verdeling tussen « en f vindt men:

X = X

1
E£=%(ﬁ+0¢)=;l- 5




2

Ex® = % (B2-+Ba-+a2) =—Z x° .

il
n i
Hieruit volgt, na enige herleiding,
s T o\/2 -2
o =x = Z(Xi x)° ,
p =%+ \22(x -%)

De methode van de Bayes-schatters gaat er van uit dat de te schatten parame-

ter O zelf een stochastische variabele is met kansdichtheid p(6). In sommige
gevallen, bv, als © de fractie defecte exemplaren is dat wordi gefabriceerd
door een of ander productieproces, is deze aanname redelijk., Men kan zich
dan bv. voorstellen dat 6 op één dag constant is, maar dat van dag tot dag
een andere wearde van 8 volgens een kansverdeling p(®) wordt gerealiseerd.
Als 9 stochastisch is, wordt de risicofunctie gedefinieerd door (4.3) ook

stochastisch en we kunnen de verwachting ervan berekenen, Dit verwachte ri-

sico geven we ean met B(d):

[= <]

(4.25)  B(a) = B[R(a;8)] = fza(d;e)p(e)de :

-0

De Bayes-schatter voor 6 is die functie van de steekproef xl,...,xn} die

B(d) minimaliseert,

De simultane verdeling van 51,...,§Tlen 8 kan op 2 manieren in factoren

worden ontbonden:
(4.26) q(x1,...,xn,e) " g(x1,...,xn | e)p(e) = n(e | x1,...,xn)k(x1,...,xn) .

Ue dichtheid p(@) heet de a priori verdeling van O, h is de a posteriori

verdeling. Hiervan gebruik makend kan B(d) als volgt worden herleid:

==

.fﬁ(d;e)p(e)de =

- 00

B(d)

fl

jr1 ‘f?.. Lf:[d(x1,...,xn);e]g(x1,...,xn'[ 8)dx, ... dxh}p(e)de _

it

Lf?.. ‘fi(x1,...,xh)[ jikd(x1,.--,$n);9]h(8 | X peniiy)

- 00
de dx1... d;n .




Als nu § = d(x1,...,xn) zo wordt gekozen dat het gedeelte tussen accolades

oo

(4.27) v(é;xT,...,xn) = f.ﬁ(@;e)h(e | x1,...,xn)d6

[ -

wordt geminimaliseerd voor elke gerealiseerde steekproef X1""’Jﬁ'1’ dan is

ook B(d) minimazl en dan is § = d(§1,...,ggn) de Bayes schatter voor 6.

v heet het a_posteriori risico. We hebben dus bewezen de volgende stelling:

(4.28) Stelling: De waarde van 6 als functie van X yeeeyX, die de functie
v(8; FX, pee ey X )» gedefinieerd door (4.27) minimaliseert, is

de Bayes schatter voor 6 voor de verliesfunctie £(8;8).

Onder zwakke voorwzarden hebben de Bayes-schatters voor een willekeurige a

pricri verdeling dezelfde eigenschappen als de meest aannemelijke schatters,

Voorbealden:

1) 8tel f(x ] e)=0"1-0)"%, x=0,1; 0<0<1

#8;8) = (8-~9)°

5
e
L
i
3
F

p(6) =1, o=o=1,

De voorwaardelijke verdeling van een steekproef E o1eesX,, gegeven 6=20
ig:
X, n- x.
i i
g(x‘],--o’n&l I 9) = e (1“6)

en omdat p(8) = 1, is dit ook de verdeling q(x1,...,xn;_e) (vel. 4.26).

Dus
in n-in
h(e | X% )8 (1-8) .

Dit is dus blijkbaar een beta verdeling en de ontbrekende factor is
| daarmee bekend:

' Ix, n-Z x,
Glx,.. ,Jsl)ﬂtzx(nq-(;‘)zx)le 1(1—9) xl

Dus v(a;x1,...,xn) is in dit geval:
1

6 Zx. -Z X.
vOy ey - @ x, Sn(;”z x,)! f(é-e)ze xl(1.9)n BT

0

= 8% - 28E(p [ x},...,xn) + E(g? l x1,...,xn) .
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Het minimum wordt bereikt voor

Exi+1

n+2

§=E(_9_ l x1,.-|,xn)

Opmerking: 4ls £(8;0) = c(8-6)? volgt uit de hierboven gegeven afleiding
dat de Bayes-schatter altijd gevonden wordt uit:

6 =5(8 | KypenasXy) o

2) f(X I ll) —~ ‘J_;_’: e'E(x'p)
p(p) = —= e/

Het gedeelte dat van p afhangt is:

2

-2 [(a+1)p"-2 Zx ]

e
Dus is T

_ (n+1) _ Xi\?
n(p | ) 2 Ll
u x1,'ll’%L u e
i x,

Dit is dus een normale verdeling met gemiddelde n+:‘lI. en variantie e

Zoals bij het vorige vraagstuk werd opgemerkt is de Bayes-schatting de
voorwaardeli jke verwachting:
I x.

A _ pR n -
MHE('Elx1"..,xn)—n+1 n+1xl




Hoofdstuk V, Steekproefverdelingen
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Om de eigenschappen van een schatter goed te kunnen bestuderen is het nodig de
verdeling van deze schatter te kennen, Bovendien zullen we dergelijke verde-

lingen later moeten gebruiken bij het opstellien van tetrouwbaarheidsinter-

vallen en bij het toetsen van hypothesen.

We moeten dus een methode hebben om verdelingen te bepalen van statistische

y grootheden, van functies dus van stochastische variabelen met bekende verde-
| lingen. Voor functies van &én variabele, met continue verdelingsdichtheid,

werd dit reeds besproken in Wiskunde IVh.

Voor een monotone differentieerbare functie y = u(x) was het resultaat dat

de verdelingsdichtheid van Y gelijk is aan

(5.1) g(y) = £lv(y)] {d-%(})ll s

als f(x) de verdelingsdichtheid van X is en x
y = u(x).

1 Als u(x) niet monotoon is en dus de inverse v(y) niet eenwaardig, dan wordt

\ het gebied van de x-as waar f(x) > O is in interyallen ingedeeld waar ul{x)

! wel monotoon is en g(y) wordt gevonden door de formule (5.1) op de afzonder~

lijke intervallen toe te passen en dsarna e sommeren.

v(y) de inverse functie van

Voorbeeld
Stel x heeft de verdeling

£(x)

g—(x+‘l) -1l <x <2

= 0 elders.

Gevraagd wordt de verdeling van u = 5?.

De inverse functie is

x = =Yu -1<x<0, 0<u <1
+ {; O<x <2, 0 <u<4g.

In het interval C <u <« 1 is de inverse tweewaardig. Daar geldt dus

g(u)=f(—ﬂz)—3—+f(ﬁz)—1—=—2— O<u<i.
2

A 2fa ok

In het interval 1 <u <4 is

a1

= u—l""-—- < U o= .
g()-f(ﬂzﬁ o 1 4
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Als x een discrete verdeling heeft, dan wordt de verdeling van y = u(g) di-
rect gevonden door toepassing van de wetten van de kansrekening:
(5.2) Ply =yl =ZP[x=x [ulx)=y].

i

Dit ken direct gegeneraliseerd worden voor een functie van meer variabelen

X sengX .
_,1! s

Voorbeeld:
5tel x kan de waarden i aannemen met kansen Py (i = Cy1ye0.,5). De verdeling

van u = (x- 2)2 wordt als volgt gevonden:

x o123 |4 |5
Plx=x] | p,

u 4 1 0 1 4 9

u 0 1 4 9

Pla=u} | p, |p

+
2 1 +P3 pO P P

5

Als u een functie is van meerdere variabelen X srensXos dan wordt in het

continue geval de verdeling van u gevonden door de vergelijking

u = u(x1,...,xn)
naar één van de xi's op te lossen, bv.:
= seeyX ) .
x1 x1(u’x2: ) n)

Op dezelfde wijze als (5.1) werd gevonden kan worden afgeleid dat de simul-

tane verdelingsdichtheid van u, 52, cvesXy is

ox
(5'2) g(u,x“-o-,xn) = f{x1(u,x2,...,xn),xa,...,xh} ]—au-;l-l .

De kansdichtheid van u wordt gevonden door over x Srre s Xy te integreren. Is
de oplossing x1(u,x2,...,xn) niet eenduidig, dan moet {(5.2) over de ver-
schillende oplossingen worden gesommeerd.

Willen we de simultane verdeling hebben van r (r = n) functies

ry‘-'l: u1(51”"’£n)

1 .

Bo=w (x ,eenx ),




T =T

w0

dan worden uit deze vergelijkingen r xi's opgelost, Lv.:

X1 = X1(u1,.-.,ur,xr+1,..-,xn)
(5.3) .

.

xr = Xr(u1,--.,ur,Xr+1,...,Xn).

De determinant van Jacobi van deze transformatie wordt bepasald:

ox ox
1 1
au - - . 611
1 T
9x, .
=
du,
J .
axr axr
Em1 aur

De simultane verdeling van Bysereslp s Xypygseeer, X, 18 nu

(5.4) g(u1,.. LIS PP .,xn) = f{x1(u1,...,ur),...,xr(u1,...,ur),
} 0%,
x ,.o',x -
T+ T aua. +
ax.
waarin v de absolute waarde van de determinant van Jacobi voorstelt,
J'+ '

Is de oplossing (5.3) niet éénduidig, dan wordt het rechterlid van (544 )
weer een som. Het bewijs volgt uit de stelling over de transformatie van
meervoudige integralen besproken in Wiskunde IVa, De verdeling van

g1 seeesld wordt nu weer verkregen door te integreren over Kpgqroes X,
Vaak kan deze integratie worden vermeden door het gebruik van momenten

voortbrengende functies, zoals in een aasntal mu volgende gevellen wordt ge-
demonstreerd.

De wverdeling van het gemiddelde van een steekproef uit een normale verdeling

wordt als volgt gevonden. De momenten voortbrengende functie van z = 117 X i
isz

L X, 2 2
=i T, 2 1,20
n(t) =Ee ® =g B “n -ae S

Dit is de momenten voortbgengende functie van een normale verdeling met ge-

middelde p en variantie % y waarmee bewezen is dat dit de verdeling ven E
is.




S i =i

Rl =t

- 39 -

De chi-kwadraat (x°) verdeling ontstaat op de volgende wijze. Stel
11,...,xk:zijn onderling onafhankelijk normaal verdeeld met gemiddelde C en
varientie 1. Gevrasgd wordi nu de verdeling van u = I xﬂ_. De momenten

voortbrengende functie is:

Ee =

]

2 2
t3 ¥4 /2 t5y5 -4 55
tu Ee 1 5%) Lf...‘f; 1 dy1...dyk =

L}

k/z . _1-2‘t2y%
1 2 i
'2'-1"'{) f«-. fe dy1l'.dyk -

o 1-21t 2

1-2% BEIRE : :
Cmdat 5 jne dyi = 1 (normale verdeling met gemiddelde O en
- OO

) geldt:

feanti 1
variantie 7o

tu 1

Ee ™= ='Er:zgszz; .

Bit is, volgens (2.4), de momenten voorttrengende functie van een gamma, ver-
. k

deling met parsmeters o = 5= len g = 2.

Dus de kansdichtheid ven u ist

(5.5) £lu) = Wuk/a -1 ~ku
1)

Dit wordt genocemd een x2 verdeling met k vrijheidsgraden.

(5.6) Definitie: De simultane verdelingsdichtheid van de veriabelen

11""’KP heet p-dimensionaal normeal alsg deze gegeven
wordt dooxr

-éz.z‘: (yi_ l-ﬁ_) (Yj"llj)rij

waarin R = (rij) een positief definiete p X p matrix is.

We bewijzen hier niet dat dit een zinvolle definitie is, omdat de integraal
1 oplevert. Verder ken worden bewezen, dat de inverse van de matrix R:
V= R"'1 een matrix is met elementen Gij’ de zogenaamde variantie-coveriantie
matrix, dus
2 2
933 = % = Bl -#y)

ci,j "E(x.i‘pi)(}’_‘j‘pj) .
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Wij beschiouwen nu opnieuw k onderling onafhankelijke normaal verdeelde
grootheden Lseeesly met gemiddelde O en variantie 1 en zoeken de simultane

verdeling van u en v gedefinieerd door

I

1
u nf“ n (Z Ki)z

n

¥

& (11"@2 .

De simultane momenten voortbrengende functie (1.22) van u en v is

2
5.1) tu+t,v t/n (Ey) +t, 8 (v -¥)° .Yld s
5.7 Ee f f y A y he
-5Q
De integrand is e = *, waarin
2%
Q=-—(Cy )% -2t 5] P2 +E232 <L Ey.y.eer..
n i 2 4\~ 1Ty g
met 2(1‘.1—1:2)
rii=1-2't2- - (1 =1,...,k)
2(t, =t_)
17 Y2 . . .
rij= "_’"n_-—' (1!J=1!°"!k; 1%:]) .

De determinant van een k X k matrix met op de hoofddiagonaal de waarde a en
daarbuiten b is: (a - b)k 1{a.+ - 1)b} .
Dus ]RI is gelijk zan

|&] = (‘1-2t2)k_1[(1-2t2)-2(1.:1-1:2)] = (1-2t2)k"(1-2t1) .

Blijkbaar is, volgens de definitie van de meerdimensionale normale verdeling
(5.6) de integraal (5.7) gelijk ean |R| , dus:

tu+t v
Ee | 2

TR DI RPN S

Dit is het product van de momenten voortbrengende functies van twee xa—ver-
delingen met respectievelijk (1) er (k- 1) vrijheidsgraden. Dus de simultane
momenten voortbrengende functie van u en v is de m.v.f. van twee onderling
onafhankelijke variesbelen, die xz-verdelingen hebben met 1 en (k-1) vrij=-

heidsgraden. Uit het meerdimensionale analogon van stelling (1.15) volgt nu
dat u een xa—verdeling heeft met 1 vrijheidsgraad en v een xa-verdeling met
(k- 1) vrijheidsgraden, en dat u en v onafhankelijk verdeeld zijn., De verde-
ling ven u was uiteraard van tevoren bekend, omdat u het kwadreat is van één

normazl (0,1) verdeelde variabele.
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Uit het feit dat w en y onafhankelijk zijn volgt niet zonder meer dat y en
¥ cok onafhankelijk zijn, want Y is geen eenwaardige functie van u. Het be-
wijs in het boek van Mood en Graybill van stelling 10.3.0p pag. 230 is daar-
om onvolledig. llen kan echter op soortgelijke manier als hiervoor werd ge-

daan laten zien dat de momenten voortbrengende functie van ¥y en v gelijk is
aarn:

Sl
:S I_Arrl.\)

t ¥+t v
Ee1 2=e X

¥

)
(1 _2t2)(n")/2

waaruit volgt dat ¥ en v eveneens onafhankelijk zijn.

De F-verdeling wordt gedefinieerd als de verdeling van

u/m
(5-8) &= % ’

waarin u en v onafhankelijke varisbelen zijn die xz—verdelingen bezitten met

3

respectievelijk m en n vrijheidsgraden. Men zegt nu dat F men n vrijheids-

graden heeft. De simultane kansdichtheid van u en v is (volgens 5.5):

1 a/p =1 B/, =1 “H(uv)
flu,v) = u v e .
’ (g—‘..1)1(121-..1)12(’]‘“'11)7"T
De transformatie
F el u = oFy du u BV
“Tmv ! n ' 3F n
geeflt
1 m
&) , @m/sz/a )/ =1 BT,
Bl Vv, = o £
(m2 2 !(ngz) jo{min) /2 \n
De integrsal
T(wn)/, =1 ~dv(1+5E)
fv e dv

0

is bekend van de gamma-verdeling (2,3). De waarde kan hieruit worden gevon-
den door te substitueren




e
B

WiJj vinden dan

,- - BB s T
(5.9) h(F)=Ojgtﬁ,v>dv=(m_5£)!(&§_g)!(n) (- )

Een verdeling die zeer belangrijk is voor practische toepassingen is de

" l'twverdeling van Student (pseudoniem voor W.S. Gosset). Deze wordt als volgt

gedefinieerd: Als y een normale verdeling heeft met gemiddelde O en varian-
tie 1 en u heeft een xa—verdeling met k vrijheidsgraden, terwijl y en u on-
afnankelijk zijn, dan heeft

L
(5.10) £ = =—=

Tu/k

een t-verdeling met k vrijheidsgraden., Het is eenvoudig af te leiden dst de

verdelingsdichtheid gelijk is aan

1 [(k-1)/2]!
(5.11)  h(t) = fen LGe=2)/2]T +t/k)(k+1)/2

2
Omdat 12 een xa-verdeling heeft met 1 vrijheidsgraad, is 32 = 1?12 een F-

verdeling met 1 en k vrijheidsgraden.

Tenslotte bespreken we nog de verdeling van geordende wasrnemingen (order
: statistics ).

i Als 1_{_1,...,511 een aselecte steekproef is met continue verdelingsdichtheid
3 £(x), dan zoeken we naar de simultane verdeling van de geordende waarnemin-
, BENl Y  genesy o Dit wil zeggen dat elke L gelijk is aan een van de ;i‘s,
terwijl L, <Z,<eee <¥, - Wij voeren nu de volgende transformatie uit:

Y, T X 3 ¥, =X 5 eeod ¥y = X
1 i1 2 x‘"z n ln

1 ] » .e -
B.SJC11<X12<. <xi

Op deze wijze wordt de x-ruimte in n! gebieden verdeeld die worden verkregen

door voor (i1,...,in) alle n! permutaties van (1,...,n) te nemen. Voor elk
van deze gebieden is de simultane verdeling wvan Lyreensy E

B(F,seees¥y) = £(r, )eret(yy) (v, <¥, <eev <3)
Dus voor de hele ruimte wordt gevonden:

(5.12)  h(yiseensyy) =iy, )ef(y) (0, <7, < oer <y) .
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Hieruit kunmen de marginale verdelingen van de ¥, en ook verdelingen van
functies wvan de I, worden afgeleid.

De verdeling van L wordt als volgt gevonden:

I y
n!f{y;) e f?‘(y Yeoof(y. Jdy ...dy.  x
! i J see 1 it ] im

It

(5015) g(yi) 1

-0
> Yi43 Tise
X f e f J{‘ f(yl+1)oo-f(yn)dyi+1.-udyn =
Ii Iy Vi

{mi n=i
=

n

'Gl-gm' { -F(.vi)}

= o FON T =R ey

n!f(yi) -(1—_1—1—)—, {F(Yl)}

!
Dit kan als volgt worden geinterpreteerd: Ei' ‘I;r'lin- i1 is het aantal ma-

nieren wearop uit n variabelen groepen van (i-1), 1 en (n-i) stuke kunnen
worden gevormd.

{F(yi)}i-1 is de kans dat alle (i=-1) variabelen uit de eerste groep kleiner
Zijn dan Fie

{ -F(yi)}n-i is de kans dat alle (n-1i) variabelen van de laatste groep
groter zijn dan Yo

f(yi) is de kansdichtheid in het punt y,.

Het product van deze factoren is de kansdichtheid g(yi) van de i® variabele

na rangschikking in opklimmende volgorde in ¥y

Opmerking: Door de transformatie F(yi) = %, uit te voeren, vinden we de ver-

deling van de i® order statistic 31 uit een homogene (0,1) verdeling:

n! 1=t n=-i
een beta-verdeling met parameters (i-1) en (n-1i).

De simultane verdeling van Y, eny, vindt men door in (5.12) Yoreeesdy_,

uit te integreren:

Yn Iy
By ) = 2@ [ [ 26) e, ey, -
J

1 y1
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n-
=nln- O{F(y,) -F )} 2y, )2, -
De verdeling van de range: r = Ly-¥, krijgt men nu door de trensformatie:

p =T FY,

Dit levert op

€(z,3,) = nlo- DFe vy, ) -y, P22l )il +3.)

en vervolgens:

(515) k@) =n(a-1) [Pley) - 761200, e 4y oy,

L]

Vocrbeelden:

1) Voor de homogene verdeling tussen O en 1 wordt (5.15)
1-r
h(x) = n(n-nf 2y = nln- 12 (1)
0

een beta-verdeling met parameters (n-2) en 1.

2) Voor de negatief expomenti&le verdeling £(x) = %_e-x/p ig
F(x}) =1 a e'x/B .
In dat geval wordt

k(r,y,) = ‘“;%)- e T/B(1 L o2 /B)n2,-ny/p
h(I‘) = fh'(r,y1 )dy1 - I.IE"_‘L e'r/ﬁ{-] ‘_e-'-r/p}n-a
0

Ll
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Hoofdstuk VI, Betrouwhaarheidsintervallen

In hoofdstuk IV hebben wij methoden besproken die ons een schatting geven
van de waarde van één of meer onbekende parsmeters. Daarbij was duidelijk
dat deze schatting van de onbekende parameterwaarde kon afwijken en dus een
zekere onnauwkeurigheid bezat.

In dit hoofdstuk bespreken wij een methode waarbij als schatting voor een
parameter niet één waarde wordt gegeven maar een gebied van mogelijke waar-
den, Het eenvoudigste voorbeeld van zo'm methode is reeds in Wiskunde IVb
besproken, namelijk dat van het gemiddelde van een normale verdeling met be-
kende variantie. Wij weten bv. dat voor het steekproefgemiddelda i:van een

steekproef uit een normale verdeling met gemiddelde u en variantie o2 geldti

P[;;,-1,960/\E<£<p+1,960/ﬁ] = 0,95 ,

Deze vergelijking is gelijkwaardig met de volgende

P[x- 1,960/t < u < x+1,960/\a] = 0,95 .

Deze uitsprask heeft betrekking op een stochastisch interval dat met een be-
paalde kans een vaate. onbekende parameterwaarde bevat., We zeggen mu dat de

uitspraak
(6.1)  x-1,960/f <u <%+ 1,960/ ,

wearin x een realisatie is van E; een betrouwbaarheid heeft van 0,95 of 955,
Dat wil dus zeggen dat de uitsprask gemiddeld eens op de 20 keer onjuist zal
zijn bij het doen van telkens nieuwe waarnemingen.

Bij practische problemen is meestal niet alleen p maar ook ¢ onbekend. In
plaats van o moet nu de schatter g worden gebruikt, waarbij

E(Ei _E)Z
n-1 *

g8 =

In plaats van op de variabele

i

- b
o/fn

die normeal verdeeld is met gemiddelde O en variantie 1, baseren we ons nu
op

E:

X-

!Nl

= =K 1
_/\E o/ 2z, - D

ca(n- 1)

=
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Dit is het quotiént van een normasl (O,‘l) verdeelde variabele en de wortel
uit een xz-verdeelde grootheid gedeeld docr het aantal vrijheidsgraden. Het

laatste is als velgt in te ziem:

2 -~ 2
2 -D° (g -u) G- .,
0 —t o g2 - = Z(y. -y)
= o2 o g Ly i
2
waarin y. normael (0,1) verdeeld is, heeft volgens hoofdstuk V een x“-verde-
z- 2 -0
ling. Bovendien zijn XL op — onafhankelijk van elkaar. Dus
: o/\}; o
heeft t een t-verdeling met (n-1) vrijheidsgraden. Als nu by, 005 20 WOTdY

gekozen dat
P['to.ozs <i< to.ozs] = 0,95,

dan geldt dus
x-u

P[- %o.025 <E/\{; < t0.025] = 0,95,

of : ' :
P[g"t . §/£<H<E+to.ozsﬂ/ﬁl ‘= 0,95 ,

0.025

waaruit dus volgt dat de uitsprasak

(6.2) X~ by 025 B/‘E < i <;+‘b0.°25 B/\E

een betrouwbaarheid heeft van 95%.

Opmerking: De betrouwbasrheidsintervallen (6.1) en (6.2) zijn beide symme-
trisch t.0.v. x. Bij een symmetrische verdeling, zoals de normale en de t-
verdeling geeft dit, bij een vaste onbetrouwbaarheid het kortste intervel.

* : Bij een vaste ihtervallengte wordt namelijk op deze manier het grootate op-
p pervlak ingesloten. Aan weerszijden bii:jft een even groot oppervlak van de
verdeling over. Intervallen die deze laatste eigenschap hebben heten gen-

trael. Bij een niet symmetrische verdeling zijn ze in het algemeen niet het

kortst ennooit symmetrisch., Toch worden meestal centrale intervallen toege-
past omdat ze het eenvoudigst zijn te bepalen.

Zoals hiervoor reeds werd opgemerkt heeft de stochastische variabele

r.(g;‘l.g)2

2
o

n =




i
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een y2-verdeling met (n-1) vrijheidsgraden, als X yeeo Xy €60 steekproef
uit een normale verdeling met variantie o® is., Als de waarden a en b nu Zo

worden gekozen dat
Plasu=<bv]l =7,

of

b

P [2-——-————(5‘31-92_ 2

dan is het interval

i(x, - x)° 2(x, - x)*
(6'3) ib = 02 = la

een betrouwbaarheidsinterval voor o° met betrouwbaarheid Y. Gewoonlijk kieat
men a en b zodanig dat Plu <a] = Plu » b] = 5(1-7v). Als het aantal vrij-
heidsgraden niet al te klein is, is het interval dat op deze manier wordi

verkregen niet wveel langer dan het kortst mogelijke.

Een betrouwbaarheidsgebied dat simultaan voor i en o? geldt kan niet worden
geconstrueerd door de intervallen (6.2) en (6.3) te combineren en de be-
trouwbaarheden te vermenigwvuldigen. De stochastische variabelen i en u waare
op de intervallen voor p en a? zijn gebaseerd zijn nemelijk niet onafhanke-
1i jk.

Wel onafhankelijk zijn, zoals reeds opgemerkt,

- -\2
x-p 5(x, -x)
en _-1—._ .

o/\n o

Dus &ls

x- p

P[-a< <a}-\fy'
a/in
en

E(:_ti-az

2
g

<b'] =y,

P[a! <

dan geldt:

x-p Xz, -0*
P[-a <& en a'<—"—;——-<b% =T,
o/in e

Dus het gebied begrensd door de parabool
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n 2
o? = = (p-%)
a
en de beide rechten

0_2

Z(xi-;)2 0 E(xi—xa
= en g &=

bt a!

is een betrouwbaarheidsgebied met betrouwbaarheid y voor p en o2,

De betrouwbearheidsintervallen (6.1), (6.2) en (6.3) konden worden bepaald

omdat de stochastische variabelen

=i

- x-p . 2(x -x)°
' . —
a/\o s/ o?
bekende verdelingen hebben, waarin de te schatten parameter, te weten res- -
pectievelijk |, i en 02, niet meer voorkomt.

Als we een dergelijke functie niet hebben kan een andere methode worden ge-
volgd om een betrouwbaarheidsinterval te construeren.

Stel we willen voor de paremeter 9, die voorkomt.in een kansdichtheid
£(x38), een betrouwbsarheidsinterval construeren met betrouwbssrheid 0,95.
Een schatter §, bv. de maximum-likelihood schatter, die een functie is van
Z 7e++1Xp, heeft als verdeling £(6;0). ‘

We bepalen nu, bij elke 6, twee grenzen h (8) en ha(e), zodenig dat

P[6 < h (6)] = 0,025
en
P[§ > h,(6)] = 0,025 .

De betrouwbaarheidsgrenzen voor © worden mu, bij een waargenomen 3, bepaald
door oplossing van de vergelijkingens |
b (0) =8

(6.4) n
hz(ea) =8,

Het interval is dan:
(6.5) 5, <0 <0, .

In vrijwel alle practisch voorkomende gevallen zijn de functies h,(8) en

h2(9) monotoon toenemend, zodat de vergelijkingen (6.4) elk maar &én oplos=-
sing hebben.
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Dat de betrouwbaarheid van het interval (6.5) gelijk is aan 0,95 is als

volgt in te zien:

plo < 8,] = [n,(8) <n,(¢,)] = ?[n,(6) < 8] = 0,975

Plo >g,] = 2[n,(6) >n,(g,)] = P[h,(6) >8] = 0,975 .

Voorbeeld:

Stel f(x;0) =-2E-(oc-x) ) O<x<a.
a

De meest aannemelijke achatter, op grond van één waarneming x is @ = 2x.
De kansdichtheid van & is

2a2
b, (@)
— (2a-&)da = 1 - 2 (204=h )% = 0,025 .
2 1
B 20 do

Hieruit volgt

n, (@) = 2a(1-0,975) .
Evenzo kan worden berekend dat
h,(a) = 2a(1- Y0,025) .

De grenzen voor « worden dus berekend uit:

2a(1= 10,975) = 2x
2a(1- 0,025) = 2x . |
Dus het interval is: f ' |

X X

<0< .
1- 03025 1= ‘67975
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Nu gaan we de hiervoor besproken algemene methode toepsssen voor het geval
van de binomiale verdeling:

x=x|p] = @p (1-p)"%.

Een schatter van p is

Bl

+ We zouden dus nu bij iedere p twee waarden h 1(p)
en h (p) moeten zoeken, zodanig dat

x/mn<h(p) | p] = 0,025

(6.6)
Plx/n =n,(p) | p] = 0,025

als de gewenste betrouwbaarheid 0,95 is.

Omdat x echter alleen de waarden 0,1,...,n kan aannemen kunnen zulke waarden
in het algemeen niet worden gevonden.

Wat alleen nodig is zijn echter de oplossingen van de vergelijkingen (6.4).
Dat komt dus in ons geval reer op het bepalen van P, en p, zodanig dat

(P[x/a <x/n | p,] = 0,025

Plx/n »x/n | pz] = 0,025 ,
of

Flx <x | p,] = 0,025
(6.7)

LI[E »x [ pa] = 0,025 ,

wearin x het waargenomen steekproefresultaat is. De waarden p,enp, kunnen
door interpolatie worden benaderd met een tabel van de binomiale verdeling,

of er kan gebruik worden gemsakt van een relatie tussen de beta-verdeling
en de binomiale verdeling, nl.

k ,
z (;)pr ""p)n-y =1- F(P;k!n"k'” ’
JF=0

als F(x; a az) de cumlatieve beta-verdeling (2.6) met parameters a ,en «

voorstelt, Voor n = 10 en een betrouwbaarheid van 0,95 zijn de betrouwbaar
heidsintervallen bij verschillende x-waarden de volgende:




IR ST

-51 =

x P, P,

0 0 0,3085
1 | 0,0025 | 0,4450
2 | 0,0252 | 0,5561
3 | 0,0667 | 0,6525
4 | 0,1216 | 0,7376
5 | o,187T1 | 0,8129
6 | 0,2624 | 0,8784
7 | 0,3475 | 0,9333
8 | 0,4439 | 0,9748
9 0,5550 0,9975
10 | 0,6915 1

Algemeen geldt dat als x = O, P, = O wordt gesteld en als x = n, P, = 1e

Opmerking: In het algemeen zal de onbetrouwbaarheid van de intervallen op
deze wijze berekend, kleiner zijn dan 0,05, Als p gelijk is aan &én van de
pz-waa:rden, dan is de &énzijdige onbetrouwbaarheid aan de onderkant precies
0,025, maar daartussen lager. Aan de bovenkant wordt de wearde 0,025 precies
in de p1-wa.a.1_-den aangenomen. De som van deze twee cnbetrouwbaarheden is dus
vrijwel steeds < 0,05, De waarde 0,05 heet daarom hier onbetrouwbasrheids-

drempel.
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Hoofdstuk VII, Het toetsen van hypothesen

Zoals reeds op bladzijde 22 werd opgemerkt kan het toetsen van een hypothese
worden geformileerd sls een beslissingsprobleem. De verzameling A van moge-
lijke beslissingen bestaat nu in de meeste gevallen uit slechts twee elemen-
ten a1 en a.z. De verzameling van mogelijke parameterwaarden € geven we weer
aan met Q. De verzameling Q kan worden verdeeld in twee disjuncte deelverzame-

lingen w, en W, zodanig dat besliseing a, de beste is als 6 € w, en dat a

1 2
de voorkeur verdient als 6 € w . De verliesfunctie (verg. def. (4.2)) £(a;0)

heeft nu de volgende eigenscheppen:
£(a;8) 0
(71) .8(8.1;9) =0 als € @,
.8(9,2;9) =0 als 6 € w, .
Als 5 = (51"“’511) een aselecte steekproef is uit de verdeling f(x;6), dan

moet een beslissingsfunctie d(gf,...,;n) aan elke steekproef één van de be-
slissingen a, of &, toekermen., De genomen beslissing is

(702) ar= d(£1!-°°l£n) .

Ondat er slechts twee mogelijke beslissingen zijn ken & worden gerepresen-

 teerd door een verdeling van de n-dimensionale steekproefruimte S in twee

dis juncte verzamelingen S1 en Sz’ zodanig dat a, wordt gekozen als g € 5, en
& als g € Sa'
De risicofunctie R(d;6) (def. (4.3)) wordt in dit geval

(7.3) R(d;0) = £(a,;0)P(s. €S, | ©) + £(a,;8)P(s €5, | 0) .

Omdat volgens (7.1) altijd slechts &én van de beide functies L(a.1;e) of
.8(&2;6) >0 is, kan (7.3) worden gesplitst in

(7.4) R(d18€w, ) = J(a2;9€ w)P(e€S, | 0€q)

en

(7.5) R(a;0€ uz) = .8(&1;66 mz)P(_a_ €8, | s € “’2) .

De kansen die voorkomen in (7.4) en (7.5) zijn de kansen op het nemen van
een verkeerde beslissing., Ze worden ook aangeduid als

(7.6) P(g €s, [ o€ w) = P(I)




ern

(7.7) P(g €S, | 8 € w,) = P(II) .

Het toetsen van een hypothese is de volgende procedure:

(7.8) Definitie: Het toetsen van de hypothese H t8€w tegen de alterna-
tieve hypothese Hz‘z 6 € w, bestaat uit het kiezen van een
beslisaingsfunctie a = d(£1,...,£n), die op grond van een
steekproef de beslissing a : accepteren (of: niet ver-
werpen) van H, dan wel de beslissing &, : verwerpen van H,

ten gunste wvan Hé aanwijst.

Ideaal zou een toets zijn die, voor elke 6 € Q, R(d;8) minimaliseert. Dit is
in het algemeen niet mogelijk, bovendien is in de prektijk de verliesfunctie
£(a30) niet precies bekend,

De traditionele methode is dan om een kleine kans « te kiezen, bv. « = 0,01

of 0,05 en dan een klasse van toetsen te vinden waarvoor
(7.9) P(I)<a.

Daarna wordt een toets gezocht die, onder de voorwasrde (7.9) de kans
(7.7)s

(7.10)  P(II) = p(e)

minimaliseert. De kans P(I) heet de kans op een fout van de 1° soort: het
ten onrechte verwerpen van H . De kans P(II) heet de kans op een fout van de
2° soort: het. ten onrechte accepteren van H .

Het gebied Sa' dat tot verwerping van H1 leldt heet het kritieke gebied.

Het minimaliseren van P(II) is hetzelfde als het maximaliseren van het on-

derscheidingsvermogen (power): P(g € Sz) voor 8 € u, .

(7.11) Definitie: Het onderscheidingsvermogen van een toets is de kans H, te
verwerpen., Dust

P(s € 5,) = P(I) als 8 € W,
=1~ P(II) als 6 € W, .

Qpmerking: Deze begrippen kwamen ook al in Wiskumde IVh ter sprake.

Voorbeeld: x is normesal verdeeld met gemiddelde ik en variantie 1., De hypo-

thesen zijn:
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H1 tp = =1
H2 t =0,
Dus: Q={psp=-1,0}.
De verliesfunctie is:
J(a1; p=0) =1
2(e,s p=<-1) =4 .
We nemen een steekproef bestaande uit één waarneming x. Als nu S1 en 52 als
volgt worden gekozen:
s, ={x:x<-1},

Saa{x : x> -1},

dan zijn de kansen op de acties a,6 en a, als volgt

o= =1 =0
a, 0,50 | 0,16
8, | 0,50 0,84

De risicofunctie heeft de waarden
R(d;-1) = 4 x 0,50 = 2

R(4;0) =1x 0,16 = 0,16.

(7.12) Definitie: Een enkelvoudige hypothese is een hypothese H : 6 € w,
waarbij w uit 4én punt bestaat.

Als een enkelvoudige hypothese © =6 . wordt getoetst tegen een enkelvoudige
alternatieve hypothese 6 = 82 dan neemt de risicofunctie mpar twee waarden
aan, nl.

R(d;91) = .8(91)P(I) en R(d.;Ba) = .8(92)P(II) .

Iedere beslissingsfunctie d komt overeen met een punt in het P(I), P(II)
vlek en met een punt in het R(d;91), R(d;ea) vlak

Voorbeeld: De kans op het gooien van munt met een geldstuk is p. We toetsen
de hypothese H : p =p = 0,6 tegen de alternatieve hypothese Hytp=p, =

= 0,3. De mogelijke acties zijn a: accepteer H1 en &,: accepteer Hz‘ Stel

dat de verliesfunctie is:
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a (1)
a,(1)
a_(1)

2,1

De foutenkansen en de

= a
1

a
1

a
2

[

a
2
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£(a sp ) = £(a;p,) = 0,

£(a;5p,) = £(p,) = 2.

d1(0) =a,

a, (0)
a,(0)
a, (0)

De mogelijke beslissingsfuncties zijn:

4(a3p,) = 2(p) =1,

Er wordt één waarneming gedasn. De bijbehorende stochastische variabele X
wordt gedefinieerd door: x = 1 als munt en x = O als kruis wordt geworpen.

risico's zijn als volgt:

P(1) | P(11) R(d;p1) R(d;pa)
a 0 1 0 2
1
d, | &4 0,3 0,4 0,6
d, 0,6 0,7 0,6 1,4
* a, | 1 0 1 0

Het is duidelijk dat, afhankelijk van de waarde van p é6n van de beslis-
singsfuncties (of ptrategieén) d, of d, de voorkeur heeft, terwijl d, een
redelijke tussenweg is. Strategie d3 daarentegen is voor beide mogelijke
waarden van p slechter dan d,. Men zegt dan dat d, d, domineert (beter is

i dan ds)' Verder laten wij nu nog gemengde (mixed of randomized) strategiedn
toe door te loten met kangen A1 en A2 (A14-A2 = 1) tussen twee strategieén
di en dj' Alle mogelijke strategiedn, de niet gemengde of zuivere en de ge-
mengde vormen mu zowel in het P(I), P(II) vlak als in het R(d;91), R(d;en)
vlak een convexe verzameling.

(7.13) Definitie: Een strategie (of beslissingsfunctie of toets) d is toe-

laatbaar (admissible) als er geen andere (zuivere of ge-
mengde ) strategie d* bestaat zodat

Yoeg R(d*;6) < R(d;8)

35eq 3(d*; 8) <R(d;e) .

De toelaatbare strategiefn vormen in het R(d;e‘), R(a;ez) vlak de "linker-
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onderrand" van het eerder genocemde convexe gebied.

(7.14) Definitie: Een Bayes strategie d met a priori kansen h enh = ‘l-h1

is een strategie die
B{d) = E[R(a;8)] = h,R(a;8,) + h,R(d39,)
minimaal maakt,

(7.15) Stelling: Bij het toetsen van een enkelvoudige hypothese tegen een

enkelvoudige alternatieve hypothese is elke toelaatbare
strategie een Bayes strutegie.

Bewijs: Door elk toelaatbaar punt van de rand van het convexe gebied
van strategie&n in het R(d;e1 ), R(d;ez) vlak kan een lijn

h1R(d;91) + th(d;ez) = ¢ worden getrokken, wearbij h +h, =1en
hi = 0, die geen andere dan toelaatbare punten met het gebied gemeen
heeft, Dit is de lijn die door parallelverschuiving wordt verkregen
tot het gebied voor het eerst wordt geraakt. Dus correspondeert het
eerstgencemde punt met een Bayes strategie.

Opmerking: Het is eenvoudig in te zien dat omgekeerd ook elke Bayes strate-
gie toelaatbaar is. Ga dit zelf na,

(7.16) Definitie: Ben toets gebaseerd op een steekproef x ,...,x_ uit de

1 =n
verdeling f£(x;0) voor de hypothese H :0= 6, tegen
H2 :t 0 = 62 is een likelihood-ratio toets als er een getal

k bvestaat zodat als volgt wordt beslist:
a, (accepteer Hi) als A>k
a, (accepteer Ha) als A<k

aiofa.z als A =k ,

waarin

£(x,50,)...8(x 50,)

A = -

Voorbeeld: x is normaal verdeeld met gemiddelde p en variantie 1, De hypo-
thesen zijns

H1:|.I.=-1 en H2=|.t=-0.
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Er is één waarneming x.

e-%’(zﬂ)z_ Ax)

A= _e;E;i?

Een likelihood-ratio toets is dus:

Accepteer H1 als x <k en H2 als x > k.

(7.17) Stelling: Voor het toetsen van de hypothese H & 0 =0, tegen

H2 : 8= 62 is elke Bayes strategie een likelihood-ratio

toets,

Bewijs:

P(I) =1 -f.s..ff(x1;91)...f(xnge1)dx1...dxn
1

P{II) =f.é.ff(x1;eé)...f(xn;ez)dx1...dxn
1

B(d) = h1£(91)P(I) + hzz(ez)P(II) -
i | = h1z(91) +f.s.. [-.11115(91 )f(x1;91)...f(xn;91) +
; |

+ haz(ea)f(x1;62)...f(xn;ez)]dx’...dxh .

Dit wordt geminimaliseerd door wvoor S1 het gebied te kiezen waar de
integrand negatief is, dus door H te accepteren als

- f(x1;91)...f(x1;61) . hzﬂ(ea) .
§ £(x,38,)...1(x36,) ~ h 2(8 )

Hiermee is het gestelde bewezen,




Als de verliesfunctie moeilijk kan worden bepaald, wordt meestal de volgende,
meer traditionele weg gevolgd,

Cm de hypothese H1 : 0 € w, te toetsen tegen H2 : O E wa,wordt een toets ge-
zocht, die bij vooraf gegeven a (0 <a < 1) bereikt dat '

v I) <a

9€m1

¥ 1-P(I1) = ¢(B) maximaal,

BE w

Als w, en w, weer beide uit één punt bestaan, wordt deze toets weer met de
likelihood-ratio methode gevonden, zoals volgt uit de volgende stelling, Dit

staat bekend als het fundamentele lemma van Neyman en Pearson.

(7.18) Stelling: Het kritieke gebied R, van de grootte a dat het onderschei=-
dingsvermogen van de toets H1 t 8= 61 tegen H2 : 6= 92 op

grond van een steekproef x yeesyE maximaliseert, wordt

1
verkregen door het gebied te nemen waarin

£(x, 46, ).e..f(x 39, )
R i Lk A_l-<k
(7.19) M= E(x,16,). . 0(x,38,) @’

waarin ka een constante is, zodanig dat
(7.20) f’;{ .ff(x1;91)...f(xn;91)dx1...d.xn =-a,
o
Bewijs: We moeten maximaliseren

p(8) = 1 - P(II) ==I.R..ff(xﬁea')...f(xhgez)dxf..dxn

onder de voorwaarde (7.20).
Eerst delen we &lle punten (x1,...,xh) waarvoor

f(x1;91)...f(;n;91) = 0

f(x1;92)...f(xn;62) > 0

in bi}j Ra.
Dit heeft nl, geen invloed op (7.20) en vergroot ¢(8). Voor alle ove~
rige punten geldt:
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o(6) =f.é.ff(xﬁez)...f(n&lgez)dx1...dxn =

.f.R..f%f(x1;91)...f(xn;91)dx1...d.151 .

s ¢(6) is de verwachting, onder de hypothese H1, van de functie die
gelijk is aan % binnen Ra en gelijk aan O daarbuiten.
Dit wordt maximaal deor R o 2° te kiezen dat erbinnen % groter is

dan een bepaalde waarde, bv. C, n daarbuiten kleiner,

Dus het kritieke gebied wordt gevormd door de punten waar % >c, of

Voorbeeld: Neem het geval van de normale verdeling met variantie 1, We toet=
sen H : p=p tegen H, : 4=y, (p2 > p.1); X ,»ee0sX, is een steekproef.
Het likelihood-ratioc criterium leverti op:

-2 T(x. -~y )2 : -
e 22 (xgmu,) - S[2X(n,-n,)Hi-ul)
- -%zﬁi"ua)z - e ’

e

De kritieke zone bestaat uit kleine wasrden van A, hetgeen, omdat M, > B,
is, overeenkomt met grote waarden van X. De kritieke zone is dus:

x>ca,

waarhi]
P[£>°a| p=-p.1]a.
Hieruit blijkt dat Cq niet van Ky afhangt, zolang My > Bye

Dit is een voorbeeld van een uniform meest onderscheidende toets (U.M.P.=
test).

(7.21) Definitie: Een toets van de grootte (size) a voor de hypothese

H1 : 6 € o, tegen H2 s 0 € w, heet uniform meest onder-

scheidend als het kritieke gebied R zodanig is dat

v9€w1 P(I) <«

Voe o, 1-P(II) maximaal.
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Niet altijd zijn UMP-toetsen te vinden. Een mogelijkheid wordt soms geboden

door zich te beperken tot de klasse van zuivere toetsen {unbiased tests).
(7.22) Definitie: Een toets voor H : 0€o tegen H :'6 € u, heet zuiver
van de grootte «a als

V9€w1 P(I) s«

vesz 1« P(II) = a ,

Als een toets binnen deze klasse uniform meest onderscheidend is, dan heet
deze toets uniform meest onderscheidend zuiver (UMPU).

Wanneer geen UMP of UMPU-toets kan worden gevonden kan men ook een geheel
andere weg inslaan door een toets te nemen die voor grote steekproeven be-
paalde gunstige eigenschappen en een bekende asymptotische verdeling heeft,
Dit is de (gegeneraliseerde) likelihood-ratio toets. Conform de in dit ver-
band gebruikelijke notatie schrijven we dasrbij in plaats van H , en H, Tes-
pectievelijk H en H ("nul"-hypothese en alternatieve hypothese).

De nulhypothese luidt: Ho 1 0 € w, Ha. : 864 w, H;i.erbi;j kan 6 een vector
61""’81( voorstellen,
De aannemelijkheidsfunctie is

n

L= 1 f(xi;e) .
lest

Het maximum over 6 van L in w noemen we L(®) en het maximum over 6 in Q heet
L(Q).
(7.23) Definitie: De gegeneraliseerde likelihood-ratio toets voor Ho t € w

tegen Ha. : 6 ﬁ' w heeft als kritieke zone die steekproef-
waarden waarvoor

R ()

L(Q)

Voorbeeld: Neem de normale verdeling met gemiddelde p en variantie o?
. 2 2
By istp=p ,0<o0 <eo,dusHa:p;(p.o,0<o <o,

-

L “< 1 )n/a ~'/202 E(Xi-ﬂ)z
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Onder Hcl vinden we

. n/z
RV S (R

2
2nZ (xi— p.o)

Onder H_ hebben we (vgl. pag. 31):

i =X en _32 = ;—E(Ii-sf)a .
Dus 1(8) =[ 1 ]n/a /2 B
2nZ (xi-f)a
- L(‘z’) _ {Z(xi-f)i’ Jn/a _ ] /2 = ____1_11/2 ’
L(Q) F.:(J:i-uo)2 n(.f-Po)z | 1 + 2

14— n-1
E(xi-—;)

waarin t de statistische grootheid is die we al tegenkwamen cnderaan blad-
zijde 45.
Het kritieke gebied bestsat uit kleine waarden van A, dus uit grote waarden

van ta, dus uitgedrukt in + bestast het kritieke gebied uit twee gedeelten,
syrmetrisch t.o.v. t = O,




Vraagstukken Mathematische Statintiek

1. X kan de waarden C,1,2,.. aannemen. De voortbrengende functie van de kans-
verdeling is P(s).

Wet zijn de voortbrengende funoties die horen bij x+1 en 2x ?

2. P(s) is de voortbrengende functie van de rij {P(x=3)} (§= 0,1,2,00.).

" 'Wat is de voortbrengende functie van

{Pz< 3)}
b} {P(x < 3)}
e) {P(z=> )}
4) {P(x> 3+1)}
e) {P(x=2y)}.

o —

a

3. In een reeks trekkingen uit een alternatief met kans P op succes (S) en q op
mislukking (F) is u de kans dat de eerste combinatie SF voorkomt in de
(n-1)® en n°® trekking.

Wat is de voortbrengende functie van de ri} L wat het gemiddelde en de va-
riantie van de bijbehorende stochsstische variabele?

4. Bereken de momenten voortbrengende functie van de verdelingsdichtheid

£(x) =dke™*(1+x)2, -1 €x €00

en vind hieruit het gemiddelde, de variantie en het derde moment om het ge-
middelde.

51 ., ,u_en g‘ zijn onafhankelijk verdeeld met verdelingsdichtheid

1 2 3

flu) = ™, Osu €,

P Laat zien dat de simultane verdeling van

X=u _ + - + +
T=U,+U,, L=R,+u, en z=u, +u

als momenten voortbrengende functie heeft:

{(1=% =t =% )(1-1 )(1 -t (1= )1,

waarbi j ti, t2 en t3 respectievelijk horen bij x, y en z.




6. Bepasl de momenten voortbrengende functie van de "dubbele exponentiéle" wver-
deling )

f(x)=%e'[x| , (-0 x g00) . |

Bewijs dat de verdeling van de som ¥ van drie onafhankelijke trekkingen uit
deze verdeling gegeven wordt door

gly) = %A(B +3|y| syl

7. Bepaal de maximum likelihood schatter _6_ voor 6 in de verdeling
_f(t)==-16-e't/e (0=t sw) ,

&ls functie van een steekproef 1,...,311.

t
Stel ook een vergelijking voor E op, onder de voorwaarde dat 1 = To .

8, Wat is de meest aannemeli jke schatter voor 6 in de verdeling

JEDIEE N I —
Op grond van een steekproef 3:_1,...,511 ? .

9. Wat zijn de meest aannemelijke schatters van o en f in de verdeling
f(x) = ‘3"1 (1 _e-(B'a)/B)-1 e"(x'a)/p ,

O€a=sx<p,
op grond van een steekproef EoreensXy ?
10. Laat zien dat veor de rechthoekige verdeling
1
f(x)=-e-, O=x=<o0,

en een betrouwbaarheid 1- «, be trouwbaarheidsgrenzen voor © zijn: r en _:g_/ $y
waarin r de steekproefrange is en ¢ bepaald is door

¢ n-(m-1)¢} =« .

1. De variabelen X0 X, en X, zijn onafhankelijk en ze hebben elk de verdeling

2
f(x) = L ez-%x
2n

Wat is de simultane verdeling van de variabelen




12.

13.

14,

15,

L,= (.5.5.1“35.2)/{2- ’
12= (£1+£2'2§£3)/{—6

r,= (x,+z,+x,)/V3.

Voer in vraagstuk 11 de volgende transformatie uit:
X, = T co8 81 cos 92 O=sr<ow
X, = T cos 91 a:.n62 Os.'eas2n
:\c:',’sres:i.ne1 —TI/2<61S“/2.

Wat zijn de kansverdelingen van T, g1 en Qa en wat is de simultane verdeling?

Bewijs dat, als 3 punten onderling onafhankelijk homogeen verdeeld zijn over
een cirkelomtrek, de kans dat ze op dezelfde halve cirkel liggen 2 is,

Een steekproef van n onafhankelijke waarnemingen wordt gotrokken uit een on-
bekende continue verdeling.

Bewije dat de kans dat een (n+1)° waarneming groter is dan alle n vooraf-
gaande gelijk is aan 1/(n+1).

X is normaal verdeeld met gemiddelde yp en variantie 1. Stel dat wij H 1 wil-
len toetsen tegen H2, waarbi)

De verliesfunctie is
| .&(31;p)=6 als g <0
Ha,su) = u* als p»0
z(az;p) =0 als p>0
t(asu) = p? als p <0,
waarin a, de beslissing "aanvasrden van H;" betekent.
Bereken de risicofunctie voor de beide volgende beslissingafuncties d ; €0 da'

d1 :aanvaa.:rdH1 als x < 2, vem:rpH1 als x > 2

d2 :a.anva.a.rdH1 als x < 3, verwerp H als x 3 3 ,




Voor welke waarden van u is d.1 beter dan d2 7

16, De verdelingsdichtheid van x is £(x;B) = -;;- e"x/l?’ .

We willen de hypothese H1 t B= [31 toetsen tegen H2 i pg= p2 op grond van
een steekproef X rreesX, .
Wat is de vorm van een likelihood-ratio toets?

17. De verdelingsdichtheid van X is homogeen tussen 0 en 8, We willen I-I1 t 0=

toetsen tegen H2 : 8 = 2,5 op grond van een steekproef ;_\:_1,...,5
De toets is

n.
i =2,
Xies I-I1 als ;-(n) 2
Kies H2 als 2 <£(n) < 2,5 .
laat zien dat dit een likelihood-ratio toets is.

18. laat zien dat de beste kritieke zone voor het toetsen van de hypothese

H 4 ¢ B =p, voor het gemiddelde van een Poissonverdeling tegen het alterna-
tief I:I2 PHo= de volgende vorm heeft

x<a, als By > 1y

x>ba als By < B,

RN T

als x het steekproefgemiddelde is en &, en ba constanten.

R ST T

‘ 19. laat ook zien dat voor de parameter P van een binomiale verdeling de beate
i kritieke zone de volgende gedaante heeft

x<a.a als P, >p2

x_>ba als P, <P, »

waarin x het waargenomen asntal "successen" in de eteekproef is,

TR R T TR
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