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§ 0. Inleiding

In zekere zin omvat de multivariate analyse praktisch.ae gehe%e statistiek.
Zelfs bij univariate probiemen hebben we te maken_metjéen steékproef en een
steekproef is een speciaal geval van een vektor van stochastische variabelen.
De term "multivariate analyse" wordt echter in engere zin gebruikt. Volgens
M.G. Kendall: "Multivariate analysis is that branch of statistical analyéis
which is concerned with the relationships of sets of dépéﬁdent variates'.

In de multivariate analyse komen meestal de volgendé onderwerpen ter sprakeﬁ
de multinormale verdeling, enkelvoudige, partiéle en mﬁltiple correlatie,
faktor- en komponentenanalyse, kanonieke correlatie, discriminantanalyse,
klassifikatie, clusteranalyse, toetsen van hypothesen.

Eigenlijk vallen ook onder de multivariate analyse:

regressie—, variantie—~ en covariantie-analyse, experiﬁental'design‘(statis—
tische theorie van proefopzetten}, tijdreeksen.

Doch deze onderwerpen zijn zo omvangrijk dat ze apart worden behandeld.

De multivariate analyse wordt zeer veel toegepast, 0.a. in de psychologie en
andere sociale wetenschappen, doch ook steeds meer op vele andere terreinen
zoals econometrie, natuurkunde, biologie en landbouw, Eigenlijk overal waar

men te maken heeft met zeer vele afhankelijke variabelen.

Voor het bestuderen van dit dictaat, kan men de volgende punten overslaan:

Uit 81 : 1.36; 1.38; 1.42; 1.43; 1.47; 1.55; 1.59; 1.60; 1.61; 1.74 t/m 1.83;

uic 82 : 2.17; 2.18; 2.45; 2.46.

5 5 geheel; appendix E geheel; appendix C eventueel,.




% 1, Enkele punten uit de matrixrekening

Voor de behandeling van de multivariate analyse, lineaire modellen egd,_is
de. theorie &er lineaire vectorruimten en de matrixrekgning van fundamentéel
belang. Met behulp van matrices worden de notaties veel overzichtelijker en
voor vele problemen geeft een vectormodel een beter inzicht.

Vooral de orthogonale projectie blijkt een belangrijke rol te spelen.

Definities, notaties

Anxp = {aij} is een matrix van de orde nxp met n rijen, p kolommen en elemen-
ten a,.; (A).. = a,..

ij’ (_)13 ij’, ‘
A is een vierkante matrix; A is een dZagonaalmatrix als a., = 0 voor
nxn nxn 1]
i# 3.

axn dlagQall,...,ann) d.w.z, A is een diagonaalmatrix met diagonaal-

elementen Apyseresd o Zo ook A = dlag(l],...,ln).

I =1 1 = {6,,} is de eenheidsmatrix, §,. het Kronecker-symbool.
uxI n 1] 1] . o
A = ol is een scalaire matrix.
A' is de getransporneerde matrix van A d.w.z. (A‘)ij = aji voor alle i,].

In het bijzonder is a' een rijvector en a de bijbehorende kolomvector.

AnXn heet symmetrisch als A' = A (ook wel AT i.p.v. A' geschreven),.

A heet antisymmetrisch als A' = -A,

u=(,...,1)" 3 U=1{1} (in de literatuur vaak J, matrix van enen).
a. 1is de i-de rij van A als kolom geschreven,
a! 1is de i~de rij van A als rij . geschreven,
a . is de j—de kolom van A als kolom geschreven,

a', is de j-de kolom van A als rij geschreven.

. Z o1
Zo 1s (AB)ij a

ix *xj"
Aqu = (a*1 ‘e a*q) H Ip = (6*] “es 6*p).
IP 1= (G*il e G*ip) d.w.z. de kolommen van Ip in andere volgorde.

Deze matrix heet een permutatiematrix.



Opmerking: Daar we gericht zijn op de statistiek, worden alle gegeven groot-
heden reéel ondersteld. Ook zullen we geen onderscheid maké in notatie tus=-
sen een lineaire afbeelding cél en de bijbehorende matrix A, daar we steeds

met &&n basis werken die bovendien orthonormaal ondersteld is.

|a| = det A is de determinant van A; abs|A| is de absolute waarde van det A.

oy o ' _
!A|ij.i3_de cofactor van 859 dat is (-1)*"J x de onderdeterminant van ase

1. . :
A is de Zrnverse van Anxn zo deze bestaat,

a)ytd .= (A_l)ij’ ook wel als a'J genoteerd.

A 1=
°P Yo

—_— g

a,. heet het spoor van A (Engels: trace),

. r(A) is de rang van A, dat is het maximum aantal onafhankelijke rijen van A,

Anxp heet van volle rang als r(A) = min(n,p).
Anxp heet van volle rijrang als r(A) = n (dus n < p).
Anxp heet van volle kolomrang als r(A) = p (dus p £ n).

T . .
A ef”@p d.ow.z. A is een matrix van de orde pxq met rang r.
¥

Het direct- of Kronecker product van twee willekeurige matrices A en B is

A @B i= {aijB}, d.w.z. elk element van A wordt met B vermenigvuldigd.
R = (a;1 . a;q)', d.w.z. de kolommen van A achtereenvolgens onder elkaar

.
genoteerd (ook wel vec A genoemd)., Als A van de orde pxq is, is A dus een
vector met pg componenten,

We definiéren voor elke matrix A een "pseudokwadraat", nl. Ag t= A'A,

Analoog ag := a'a ; A~2 t= (Ag)_]. _

Als het geen verwarring schept, schrijven we vaak A2 i.p.v. Ag (bijv. als
A niet vierkant is bestaat het gewone kwadraat A2 niet),

In de multivariate-statistiek komt het pseudodwadraat echter veel vaker

voor, het gewone vrijwel niet. Zoals we zullen zien biedt het nog meer

voordelen.
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1.8. Het inwendig product van de vectoren a en b wordt genoteerd als (a,b).
Daar we steeds (vanaf nu stilzwijgend) een orthonormale basis veronderstel-
len, is (a,b) = a'b = b'a = Ea.b. Opmerking: vectoren onderstrepen We niet,
‘Analoog voor matrices A en B van dezelfde orde: B
(A,B) := sp(A'B). Eenvoudig is na te gaan dat dit 1nderdaad een 1npr0duct

definidert.

1.9. Via het inproduct worden gedefinieerd:

. 2
De norm van een vector a is llall := v(a,a) = Ya°~ ; analoog

de norm van een matrix A is Al := ¥(A,A) = VspA= . (Euclid.- of Frobeniusnorm)
De hoek ¢ tussen 2 vectoren a en b (beide # 0) : cos Y := Wiilﬁiﬂ_;
‘ a

a en b heten orthegonaal, notatie a L b, als (a,b) =0.

Een reele vectorruimte met inproduct wordt Euclidische ruimte E genoemd,

Lim An = A, d.w.z, ﬂAn—AH < ¢ voor n > N,

n > ®

21 a € V, B « V; dla,B] := inf {lla-bll; b € B} heet de afstand van a tot B.
b
Opmerking: dat deze norm gekozen is hangt samen met een metriek, waarbij de

methode der kleinste kwadraten wordt toegepast. Erzijn andere normen mogelijk.
1.10. A heet regulier als [A| # 0, anders singulier.

1.11., Anxn heet Zdempotent als AA = A (dus ook als Ag = A).

1.12, Een reguliere matrix A heet orthogonaal als A2 =1 oftewel A' = A—l.

1.13, x'Ax is een kwadratische vorm in x. Hierbij wordt A symmetrisch ondersteld
(zie 1.56).

1.14, Een matrix A heet posttief definiet (afgekort p.d. of A > 0) als A symme-
trisch is en ¥x # 0 (Ax,x) = x'Ax > 0.
Is x'Ax = 0 voor alle x en 3x # 0 met x'Ax = 0, dan heet A semipositief
definiet. Is x'Ax 2 0 voor alle x, dan is A niet negatief definiet (A = 0).
A>Bd,w.z, A-B > 0. f




1.15,

.16,

1.20.

1.22,
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Zij V een reéle vectorruimte. Als &/ x = Ax voor x # 0 ¢ V en A reéel, d%n

heet x edgenvector en X de bijbehorende eigemwaarde van de afbeeldiqgéél 

de eigenwaarden van /& zijn de refle wortels van de karakteriétiekelﬁer%f
gelijking |A-AI| = 0. De eigenwaarden van de matrix A zijn alle wOrﬁelS; 

die dus complex kunnen éijn.

Een matrix A heet defect als er géén reguliere matrix B bestaat zodat
B lAB = A = diag(ll,...,kp); B en A mogen complexe elementen bevatten,

Zijn B en A reéel, dan heet A redel diagonaliseerbaar.

Het stelsel lineaire vergelijkingen Ax = b heet consistent als er minstens

een oplossing is.
N(A) := {x € V|Ax = 0} heet de nulruimte of kerm van A.

<A> = <a e a*q> is de kolommenruimte van Apxq' dat is de lineaire deel-
ruimte in RP opgespannen door de kolommen van A,
Analoog is <A'> de rijenruimte van A, dat is de lineaire deelruimte in RY

opgespannen door de rijen van A.

EA(JI) 1= {x ¢ V|Qx = Ax} is de eigenruimte van A behorende bij de eigen-

waarde A; dim E, heet de meetkundige multiplieiteit van A.

A

Zi) D ¢ V een lineaire deelruimte van V en a ¢ V.

S = a+D heet een lineaire variZteit en dim S := dim D.

Zij D een lineaire deelruimte van de Euclidische ruimte En’ dan is

Dt 1= {x ¢ En|x L D} het orthogonale complement (orthoplement) van D in E -

Het spectrum o(A) van A is de verzameling van alle eigenwaarden van A.
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b. Eigenschappen

1.30. Een belangrijk hulpmiddel is het partitioneren van ma;rices;
A B{IE F AE + BG AF + BH
c Dji¢ H CE + DG CF + DH|

De afmetingen zijn zodanig dat alle produkten bestaan.

In het bijzonder is: AB' = Z a*j b;*; Ax = b geeft Z X. = b,
J :

a. .
*
H i1

i ¢
[ .

n
2 ‘
A = AZ = L . .
A'A = A ;_ai*ai* aem .

Analoog: AA' = (A2 = E a.*j a;j.
1

1.31. In het algemeen is AB # BA (dus ook A'A # AA'). Is echter B = BI, dan is

AB = BA; tevens is B' = B.

1.32. sp is een lineaire operator, nl. sp(eA + BB) = a sp A + B sp B.
Tevens geldt sp(AB) = sp(BA). Bewijs:

sp(aB) = [ (AB), = I a; By = L by 2y ” L (BA), = sp(BA) .
i i,k k,1i k

In het bijzonder geldt: sp(ABC) = sp(CAB) = sp(BCA):

sp(ab') = sp(b'a) = b'a; sp A = sp A';

2 _ 2 _ - ' = 2 _
A" = sp A = sp Z a;, @i, = sp Z-ai* a;, = z a;, = Z aij .
i i i ij

Oftewel:
De norm van een matrix is de wortel uit de som van de kwadraten der elemen-

ten. Bovendien is sp A = I, (som der eigemvaarden van A).

1.33, (AB)-_I = ].’,-‘lzﬂt-1 (A,B nxn matrices en regulier)

- - - “l — - — -
Al = Tagglaleg = Tagglalyg s 18700 = 1/1al s fas] = Jal[3]
ij _ 7t -
a (a )ij = |A|ji/[A .
Bovendien is |A] = A (product der eigenwaarden van A).

Daar |A-AI| = H(Ai-k) is, neem A = 1: |a-T| = H(Ai—l) = A1




1.34. 1A B _ ]A[LCI'”EA,C vierkante matrices) nl.
0. C cllo ’ ~
/ V .
Ay Al . o R
1.35. Is A = (Al]’ A22 vierkant, A22 regulier), dan geldt:
By Ay
A .
1] - A Al Te R I U S A R TN TPV
e A ll-aTla I 0 A: 1e2'"722
21 22 22 721 Xr - 22
. -1
waarin A11-2 1= Ail - A12 A22 A2l'

Analoog geldt |A| = |A22‘1||A]]| (nu alleen A, regulier onderstgld)}
Deze enigszins vreemde eigenschap wordt gebruikt bij het afleiden van toet-

singsgrootheden via het likelihood-ratio-criterium.

) = r < min{p,q).

1.36. 2ij A e’hv; q en gepartitioneerd als in 1,35 met r(All
1 ; .

Dan 1is A22.1‘= 0.

Bewijs:

Daar r(A) = r(Al])ls(AzlAzz) = K(AIIAIZ); oftewel.A21-= KAI1 dus
s Al . . -1 _

K= Ay Appen Ay = KAy = &) 14 Ay (dus 4y, | = 0).

1.37, Is A orthogonaal, dan is (éx,Ay) = (x,y) nl. (Ax,Ay)==x'A'Ay = x'y = (x!y).

In het bijzonder is lAx! = Hx|.

'A-] is eveneens orthogonaal daar (A-l)' = (A')_1 = (A“I)_’l {zie 1.51).

1.38 1 Z. I dus orthegonaal, nl. (Eg) L, =81 8 =6.,.

T p p’ i ij *1, *ij ij
Zo is Apxq Eq een matrix met dezelfde kolommen als van A, alleen gepermuteerd.
En Ip Apxq " r 11) " rijen " (1} Tl’ "n 12}
Wil men de kolommen van A als volgt hebben: A = (a*3 3, 24 a*z) dan moet men
navermenigvuldigen met E4 = (6*3 6*4 6*1 6*2).
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1.39. Zij A € L(V,W), d.w.z. een lineaire afbeelding van V in W, dan geldt:
dim N(A) + r(A) = dim V.,
Hieruit volgt:

- T . S , i
Z1j A eJWZp en AXx = b consistent, dan is dim. oplossingsvarieteit S
»q . .

dim S = g-r . (Zie Wsk 20,)

1.40. 2ij D een lineaire deelruimte < En’ dan geldt:

dim D + dim Dl =n (Zie Wsk 30.)
1.41. N(AT) = <A>T . (Zie Wsk 30.)

1.42. Zij A eVqu'z = ip e " , met AD = 0 al,

dim N(A) = m dus N{A) = <d

Tevens geldt:

. d*m> en A(d*] ene d

* |

Stel B e L™ ; BD regulier <= <B'> n <A'> = {g},
m,q

oftewel rijen van B onafhankelijk rijen van A,

Bewijs: _
= Stel ﬂbi* € <A'>, d,w.z. It met A't = b;, dus bei¥ = D'A't = g,
Nu is BD, dus D'B' regulier en D'bi* = (D'B')*i = 0 strijdig.
_ . A q . . .
<=Nu is (1) e . Volgens 1.80 is er een linkerinverse (VW)
B p+m,q A

zodat VA + WB = I_. Dus VAD + WBD = D oftewel WBD = D.

I »
m

Analoog is er een linkerinverse E zodat ED = EWBED
Nu is m = r(EWBD) < r(BD) < m dus r(BD) = m oftewel

BD regulier.

1,43, Zij yqxl # o, sz] gegeven vectoren. Dan 15 er een prq met Xy = z,
nl. Stel Ve # 0. Neem x*j =90 voor j # k en X = z/yk, dan is




De rang van een matrix

Nu volgen enkele eigenschappen betreffende de rang van_eén'pro&ukt van ma-
trices. Dit is belangrijk o.a. om te kijken of een produkt een inverse heeft

en om de dimensie van de beeldruimte te bepalen.

1]

a) r{a') r{d) (zie Wiskunde 10).

1A

b) r(AB) < min[r(A),T(8)], nl. r(AB) = r(Ab, ,...,4b ) =
= r(Ea*ibil,...,Ea*ibis) < r(A). -
Analoog: r(AB) = r(B'A') < r(B') = r(B). Dus r(ab') = 1 als a,b # 0.

1

c) A:sxng q: r(AB) = r(B), nl.: r(B) = r(AB) % r(B'A') > r[B'A'A(A'A) '] =

1 .
= r{(B') = r(B); A'A is regulier volgens 1.45 nl. r(A'A) = r(A) = q.
B e &ﬂg o r(AB) = r(a), nl.: r(4B) = r(B'A") = r(A") = r(4).
1)
Bijzonder geval: de rang verandert niet door voor- of navermenigvuldiging

met reguliere matrix.,

1.45, r(Ag) = r(A) (analoog r(AA') = r(A); in het algemeen is r(AB) # r{(BA)).
Bewijs:
2 2 2
Ax = o geeft A=x = o dus N(A) < N(A=); A~x
dus Ax = o oftewel N(Az) < N(A); dim N(Ag)

) geeft x'A'Ax = (Ax)2 = 0
dim N(A), dus r(Ag) = r(A).

]

I

1.46., Zij r(A) = r, dan bevat A een reEuliere rXr ondermaprix'(zie Wsk 10).

1.47, Als ABA = A = r(AB) = r(BA) = r(A).
Bewlijs:
r(A) < r(AB) én r{AB) = r(A) dus r(AB) = r{a).

1.48, <AB> c <A>, nl, <AB> = <Ab* .ee Ab*q> < <A>,

1 ‘
Is B regulier of van volle rijrang (zie 1.44) dan is <AB> = <A>.

Verder is <X'X> = <X'> (met 1.45).

1.49, Ax = b consistent <= b ¢ <A>, Ga zelf na (Wsk 10).

. P : = :
Gevols. Is A € nlpq dan is Ax b consistent voor alle bpxl'

1.50, X'¥b = X'y isconsistent daar X'y e <X'> =<X'X>.
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Symmetrische en positief definiete matrices

Nu volgen enkele eigenschappen betreffende symmetrisqhe;enzpositigf defi-
niete matrices. Deze spelen een belangrijke rol 0.a. -omdat de variantie-

covariantie matrix (semi)positief definiet is.

(A+B)" = A" + B'; (AB)' = B'A".

Bewijs: ‘

[ = = t - TATY. L.
(AB)j; = (AB); E 0Pk E P By = (B'AT) 5.
(A—l)' = (A')-l nl. AA7D = 1 geeft (A-l)'A' =1I' =71,

Gevolg: A regulier, symmetrisch <= Af] regulier, symmetrisch.

A.. A A'.  A!
All A}Z dan is A" = AEI A%] .
21 22 12 22

Is A =
Vx,y (Ax,y) = (x,A'y), nl. (Ax,y) = x'A'y = (x,A'y).

Is A symmetrisch, dan geldt (Ax,y) = (x,Ay). _

Opmerking: Dit is eigenlijk de definitie van een symmetrische afbeelding.
Op een orthonormale basis behoort bij een symmetrische afbeelding een sym-
metrische matrix en omgekeerd. Ditzelfde geldt voor een orthogonale af-
beelding en een orthogonale matrix.

Is A symmetrisch en ll # AZ’ dan zijn de bijbehorende eigenvectoren x, en

1
X, orthogonaal, nl, l](x],xz) = (Ax],xz) = (xl,sz) = Az(xl,xz) dus

(x!,xz) = 0,

Uit 1.16 volgt voor een niet defecte matrix A : er is een reguliere ma-
trix B zodat AB = BA oftewel A = BAB_I; B bestaat uit eigenvectoren en
A= diag(kl,...,kp) uit de bijbehorende eigenwaarden van A.

Nu geldt: een symmetrische matrix A is reéel diagonaliseerbaar (zie Wsk 30).

Met 1.53 kan men er voor zorgen dat B orthogonaal is, zodat
A = HAH'

(H nu een orthogonale matrix van eigenvectoren en A de diagonaalmatrix van

eligenwaarden; in het vervolg zullen H en A steeds deze betekenis hebben).
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1.55. Zij A e?n/g_m , symmetrisch en 0 < m < p; Dan is er een B ¢ mng'p zodat
. ’ ]

'
(g g ) regulier is,

Bewijs:
r(A) = p-m, dus <AT> = <A> aan te vullen met m onafhankelijke rijen zodat

r(g) = p, Oftewel voor alle i geldt bi* ¢ <A> dus ook

b.
i
o 1
. é<g> oftewel r(g g ) = ptm dus regulier.
)
) — L L 1 L ¥ B+B' ] g —.
1,56, £f(x) = x"Bx = }(x"Bx+x'B'x) = x (—7T—Jx =; x"Ax = {(x) nu echter met A

symmetrisch. Vandaar dat in een kwadratische vorm de matrix zonder beperking

symmetrisch ondersteld kan worden, deze is bovendien'uniék (met 1.57).

. - - ' = = s
1.57. Vﬁ,y : XTAy = o0 <= A 0, nl. é*i Ad*j = aij =0 VlJ.

Vx @ x"Ax =0 <= A = -A' (A nu niet symmetrisch ondersteld!).

]

.

—

Bewijs: <= x'Ax = {x'"(A+A')x = o

= GLi A6*i = aii = 0. Nu (0.--..],000,],-..,0) A

geeft aij = -aji'

P Y =]
He
L.
[
H

=
—

Opmerking: is A symmetrisch dan volgt dat A = 0.
2 . 2
1.58. A= = 0 <= A =0, nl. r(A=) = r(A) = o dus A = 0,
in het bijzonder llAll = o <= A = Q.
1.59. a2 = A2 <= 4 = A", nl.
' 2
NA'-AH" = sp(A-A'")(A'-A) = splAA'T-AA-A"A'+A'A] = 2sp(A'A) - 28p(AA) = o
daar sp(Ag) = sp(Az), dus met (1.58) A = A',

1.60. AX'X = BX'X <= AX' = BX', nl.
(A - B)X'X = 0; <(A-B)'> & <X"X>" = «xX'>' dus (A - B)X' = 0. Ander bewijs:
0= (A~ B)X'X(A - B)' = [X(A - B)'jg dus X(A - B)' = (A - B)X' =0 (1.58).




Opmerking: A ¢ gq(dus van volle kolomrang) dan AB = AC <= B = C, nl.
A'AB = A'AC en daar A'A nu regulier‘is (met 1.45) volgt B = C.
Anatoog A ¢ M P dus van volle rijrang) dan BA = CA <= B = C.

g pq ( jrang)

v

o, nl. ({A+B)x,x) = (&x,x) + (Bx,x) 2 o. Geldt bovendien:

v .61, A,B 2 0 = A+B
- {0} dan is A+B > o3 in het bijzonder is A+I > o.

N{A) n N(B)

[

.62, A'B = 0 = (A+B)g = Ag + Bg (niet omgekeerd), nl.
2 2

(A+B)'"(A+B) = (A'"+B')(A+B) = A'A + B'B + A'B + B'A = A~ +'B-,

1.63. Zij A symmetrisch, dan geldt A > 0 ® Vi Ai > o,

Bewijs: Volgt direct uit 1.66.

1.64, A2 0 <= A = Dg.

Bewijs = : neem D AQH', dan is Dg = HﬁiﬁiH' = HAH' = A,
Bewijs <= 1 (Ax,x) = (Dgx,x) = (Dx,Dx) 2 o.

Opmerking : Is A > O dan is D van volle kolomrang en omgekeerd.

In de gebruikelijke notatie D2 = DD is dit niet waar. Neem bijv. D = (_ é)
DD = (;;_g ), sp DD < O oftewel met (1.63)is DD niet > 0.

Ook geldt A = BB, nl, met B := HA£H'; B =: Ai. : e

Is A > 0 dan is er zelfs een bovendriehoeksmatrix D = | | met A= Dg.

0

Deze is te vinden door een Gram-Schmidt orthogonalisatieproces.

D is uniek als men eist d,; 2 o voor alle i (Choleskiprocedure).

1.65. A >0 <=> a1 s 0,

Bewijs: volgt direct uit 1,66.
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1.66. B ¢TI : A > 0= BAB' > 0,
q.,P PXp
Bewijs: BAB' is symmetrisch en (BAB'x,x) = (AB'x,B'x) = (Ay,y) > 0 daar y # O
als x # 0, EER

Opmerking:

a} Is slechts gegeven dat A regulier is, dan kan BAB' el singulier zijn.
b) Is B regulier dan geldt: A > 0 < BAB' > 0, ‘

c) Daar A = HAH' geldt dus ook: A >0 & A > 0 (dus aile-Ai > 0).,

d) Daar |A| = AL is A regulier. '
e) A>0e A>0 ﬂ»A—l > 0 ﬁ»Aﬁl >0 (A_1 is ook symmgtrisch en bestaat).

Al A2
1.67., A » 0 <= elke hoofdondermatrix A.. > 0. Stel A = |- .
L PP Ay A

Zij All van de orde Py X Pp» AZI van de. orde Py X Pps dus'p] + p2 = p.

Neem x' = (x;,o') waarin x  een vector met Py» O een vector met p, componenten

I

is. Voor alle X, # o is x;Allx] = x"Ax > 0 dus met A ook All > 0,

Een willekeurige hoofdondermatrix B ig altijd linksboven te plaatsen, nl

A = T'AI. Daar I regulier is, 1is (met 1.66) A ook > 0.

1.68, A,B symmetrisch en A > 0 dan is AB reeel diagonaliseerbaar (dus ook BA).

Bewijs: _ ‘ _
A = D2 (1.64) dus AB = D'DB = D'DBD'D ™" (A, dus D regulier).

Nu is DBD' symmetrisch dus = Hm{_l oftewel AB = D'HAH-lDfT =: (LAC--l met
C := D'H.

Dit is niet juist als A s.p.d. is!

1.69. Is A # O reeel diagonaliseerbaar dan geldt sp(AA) > 0.

Bewijs:

A = BAB ' sp(AA) = s-‘.p(BAB-l

BaB” Yy = sp(a®) > 0.

Opmerking: is A defect dan is dit niet waar, voorbeeld:
A= (g é) : AA = 0 en sp(AA) = 0O,

1.70, Is A niet defect en Ai = X voor alle i, dan is A = AI, nl, A = BAB-I==A = 1.
Deze triviale uitspraak biedt de mogelijkheid defecte matrices te construeren,

voorbeeld:

OO W
[ RV R o}
W O -
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1.71. Is A niet defect dan is r(A) = Im., waarin m, de algebraische multipliciteit

1
is van Ai # 03 nl. r(A) = r(BAB ]) = r{A) = Emi.

1.72. Gegeven_Apxq met p < q. Dan zijn de eigenwaarden # 0 van A'A dezelfde als
die van AA', ' ' '

Bewijs:

Stel A'Ax = Mx en \ # o, dus ook (AA')Ax = Mx oftewel ) eigenwaarde van

AA' (nl. Ax # o). Analoog als u eigenwaarde is van AA', dan ook van A'A.

#.73. Stel A, B > 0 en van dezelfde orde. Dan is er een regﬁliere D zodat A = Dg

en B = D'AD (A diagonaal met alle Ai > a).

Bewijs:
A = EZ (zie 1.64), Beschouw E_TBE"l (volgens 1.66 ook > 0) dus = HAH'

(A; > 0). Dus B = E'HAH'E =: D'AD met D = H'E. Dit geeft A = E'E = E'HH'E =

D'D = D2, SR -

Opmerking: is B alleen symmetrisch, dan geldt de stelliﬁg ook, alleen ver-
valt Ai > 0.

1.74. Stel A> 0, B> 0 en B # O. Dan is |a'+ B| > Jal +'[B].

Bewijs:

Volgens 1.73 is

|a+B| = {p'D+n'aD} = [p*| [r+a| |p| = [a]| jzea| > Ja] | Q+la]) -
= [a] + |a] |a] = |a] + [B] nl.
|T+A| = MCI+A;) > 1+ TA; = 1+ [4].

Gevolg: Is A > B = |A| > |B|.

1.75. sp(AA) < sp(A'A).

Bewijs:

sp(A'2A)'(A"2A) 2 0 (zie 1.64 en 1.63)

= spl(AfA") (A"#A)] = sp[AA'+A'A*AAZA'A'] = 2sp[A'A+AA],

Dus sp(A'A) = =+ sp(AA) of anders‘geschreven:‘lsp AAl < HAHZ.,

: 2 : .
1.76. IIABII2 < HAH2 FBI™. (A =a', B = b geeft Cauchy-Schwarz ongelijkheid).

Bewijs:
Z 2 e 2 2 2 _
lABI™ = j_z_-i [(AB)ij] = IZJ (ai*b*j) < izj ai*b*j (Cauchy~Schwarz)

-7 a2 Tl =nafiei .
i j
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Speciaal geval: IAxI® < (AN 4xi® = A Px2

. e . 2
Opmerking: Cauchy—Schwarz ongelijkheid luidt: (x,y) g-(x,x)(y,y) oftewel

(x'y)" = IIxIE2 Hsz = xzyz; we zien dat ”Ax" s;M"xI[vobr‘alle X.

Z Ak = (I'A)_l voor lAll <1, (I - A is regulier, zie sdm 1.24).
0 ' :

Bewijs:

Definitie: 1im S = S dus I8 =S| < g voor n > N,

L}

n . .
Stel Sn : Z Ak dus I—An+1:=snﬁ1(I—A)(som eindige meetkundige reeks met
0 . o

reden A en eerste term I). Daar A" < JAI™ (1.76) en |lA| < I is Llim A" = O

en dus lim Sn = (I-A)—l.

n > ow

A >0 = |A| cTna,..
nxn i 11

Bewijs met inductie:

Waar voor n = 1; stel waar voor n = n.

Ann b
Partitioneer A(n+l)(n+1) = iy .
dn+l,n+l
Dus (zie 1.35)
- n+]
- -} !
IA(n-i-l)(nH)I |Ann||an+l,n+l b Annbl = |Ann|an+l,n+1 = g aii nl.
, =1 ) ' .
b'A b 2 o0 en an+l,p+l > o (zie 1.67), Hieruit volgt de
Hadamard ongelijkheid: |al%s na 112,
i
Bewijs:
S 2 2 2
B := A'A dus (1.78) |B| s nmb,.; maar b., = a°, =lla .| en |B| = |A|
ii ii *1 %1

oftewel ]Alz <1 ”a*iuz.
i

In woorden meetkundig: het volume opgespannen door de kolommen wvan A (dus

det A) is kleiner of gelijk aan het product van de lengten dezer kolommen.




i.80.

1.81.
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zij A emP B e mP , et AB

ip; B heet rechterinverse van A.
? L] .

Neem B = A'(AA')*I.,Analoog:
Zij A e’m-g => I8 <MY  net BA

sq qs

fl

Iq; B heet Zﬁnkerinverse van A,

Neem B = (A'A) 'A'.

Hoofdwaardendécompositie: Zij r(Apxq) = r. Dan bestaan er matrices wpr,

Vqr met Wg = Vg = I en een diagonaalmatrix A zodat A = WA£V'.

Bewijs: _ o .
Neem voor de kolommen van V orthonormale eigenvectoren behorende bij de
r eigenwaarden > 0O van de matrlx AZ. Dus Ag = VAVY,, Deflnleer

W ot= AVA i. Dan is Wg = A iV 'ASVA -1 = I, En (A*WA%V )2 = [A(I vv! )]* =
(I~vv' )A‘(I-VV ) =0, dus A = WA*V' q.e.d.

Opmerking: S _

A bevat de positieve eigenwaarden van Ag, deze worden de hoofdwaarden van
A gencemd (Eng. singular values). _

De kolommen van W zijn de orthonormale eigenvectoren behorende bij de

positieve eigenwaarden van AA' (zie ook 1,72) nl.:
AATW = (WA*V')(VA*W')W = WA,

Men kan W en V aanvullen tot orthogonale matrices door toe te voegen or-

thonermale bases van N(A') resp. N(A). A wordt dan met nullen aangevuld

tot qu. :
Andere versie: er bestaan reguliere matrices R en Q zodat
I 0
rr
RAQ = . Dit volgt direct uit opmerking 3.
0 0
A : 0
Dan is R = W' en Q@ = V .
0 I
A,B symmetrisch: fI—tA||I-tB| = [I-tA—tB| <=> AB = 0.

Bewijs <= : triviaal.

Bewijs => : |I-tB| = |I-tA|"1|I-tA—tB[ = |I-tKB| met K := (I-ta)”!,
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Opmerking: I-tA is regulier als 1/t geen eigenwaarde is van A,
. 7.
Dus ook is ]I-t2B2| = II-tZ(KB)2| oftewel sp B2 = sp(KB)"~ =

= sp E(I+tA+t2A2+ ...)B]2 = ép[Bz+t(.;.)+t2(ABAB+A2B2+BA2B) + 0(t3)]

.. sp[BABA+2(BA)(BA)'] = o. Stel BA = D, Nu is (1.75)
sp(DD+DD') 2 o dus sp(DD') = o oftewel D = BA = AB = 0 (1.58).

A,B symmetrisch; AB = BA <=>. 3 orthog. H zodat H'AH = A] diag.

B H'BH = A, diag.

$r . Cmm o, - ' t - .|= [ ' v o
Bewijs ¢ AB HA]H HAZH HA]AZH HAZAIH HAQH HAlH ‘BA.

Bewijs =

| .
=
1l
P
)'- H
o

Stel R'AR = R orthogeonaal, Ai #‘Aj,

Stel R'BR =: ¢ (dus symmetrisch) _
AB = BA geeft A]C = CA] of uitgeschreven, C gepartitioneerd:

A ; ) gll...clr} _ 911"'91r NI

~
.

0 a1 crl...crrJ Coy+e:Cpp) (O AL

Dit geeft kicij = Ajcij en daar A, #_Aj is dus Cij = 0 voor i # j.

' - . . S 4 .
Stel Qiciiqi Di(dlag) en Qi orthog. (dit kan daar C, dus Cii symmetrisch

Dus Q'R'ARQ = AI én Q'R'BRQ = A2 ; noem RQ = H, q.e.d.
Gevolg: A,B > 0 &n AB symmetrisch = AB > 0,
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Idempotente matrices en projecties

Bu volgen enkele eigenschappen betreffende idempotente matrices,
Deze spelen een belangrijke rol o.a. bij het opsplitsen van kwadraat-

sommen en het bepalen van kansdichtheden van kwadratische vormen.

1.90. P orthogonale projector <= P = Pg {dus symmetrisch'eﬁ idempotent en met -

Bowiis: (1.64) niet mnegatief).

.. R e . ,
Zij R" Euclidische vectorruimte met orthoncrmale basis.

[V x,y (y~Py)'Px = y"(I-P'")Px = ol<=> (I-P")P = 0 <= P =P'P = Pg .

Ogmerkingen:

i) Is P een orthogonale projector op een lineaire deelruimte D dan is
P* i= I-P de orthogonale projector op het orthoplement D® van D, nl, I-P
is weer symmetrisch en idempotent en P P =0, '

ii) Met PA zal voortaan bedoeld zijn een orthogonale projector op de deel-
ruimte A of <A>, _

iii) Is AL B dan 1is PAPB = 0 nl. (PAx,PBy)-= x'PAPBy = o voor alle x,y dus

PAPB =0 (zie }.57).

1.91. GevolE:

i = {1y - -1 =1 v o . '
i) ann = {n} = Pu " U 5 uu' is een orthogonale projector op <u> {(ga na),
ii) PX 1= X(X'X)-lx' is de orthogonale projector op <X> (ga na).

P; = I--PX is de orthogonale projector op <>t .

1]
iii) De orthogonale projectie van een vector y op een vector xis %TE X.
Is x =u, y' = (yl,...,yn) dan wordt dit juist
Y 1= (T yeen,y )! met y = Eyi/n.

1.92. <PX> = <X> nl. PXX = X dus <X> ¢ <PX> (zie 1.48).

Verder is r(Px) = dim<X> = r(X) dus <X> = <PX>.
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1.93. A ;<p niet defect en Vi li = o of | <= A idempotent,

l 1 2.~ -1

Bewijs == : A ='B!\I,.’v-l geeft A2 = BAB BAB ' = BA B =BAB = A

daar A2 = A,
- 2 2 2 _
<= AT = A; Ax = Ax; ATx = ATx = Ax; A(A-D)x

Dus <A> = EA=1' Stel r(A) = r, dan dim N{A) = p-r. Vul B aan

=0 of 1.

]
o]
-~

I

met p-r onafhankelijke eigenvectoren uit N(A) bij X = o.

Dus A niet defect!

Opmerking: Is A symmetrisch, dan is A s.p.d. tenzij A = Ip.

| 1.94. A idempotent: sp(A) = r(A) nl. (met 1.93) L
' sp A = sp(BAB-l) = sp A = r(A). De relatie is zeer belangrijk!

1.95. PD orthogonale projector op r-dim.deelruimte D <=> P = Gg met GG' = Ir‘
I 0

Bewijs = : P = HAH'=§ g

<= Gg is volgens 1.90 een orthogonale projector! En met 1,92 is

din D = £(p) = £(G2) = r(G) = r(GC') = r(I) = (met 1.45).

ofH' = H(D(I O)E' =: 6'c = 6% (zie ook 1.64).

Opmerking: Daar PG' = G'GG' = G' zijn de kolommen van G' orthonormale
eigenvectoren bij X = 1,
1.96. ZAL' orthog projector « EgAZgAEg = ,‘IgAZ"2 en ngzz symmetrisch

15 BAL" = SA'I' e p8az? = 5lprp2 (met 1.60).

2
2% ZAZ'IAD' = IAT' e pfaslar? - plapd (met 1.60),

1.97. Zij B deelruimte < V; a € V ; dan geldt dLa,B] ==Ha—PBau nl
Vb ¢ B is lla-bll > = Ha—PBaH2 + upBa—bn2 dus na-PBan2 < fla-bl? (zie 1.9).

1.98. Probleem. Bepaal bij gegeven matrix Ynxp en gegeven k < n, een matrix ank

van volle rang en een matrix B, zodat || Y~XBl minimaal is.

Oplossing. De matrices van de orde n x p vormen een lineaire vectorruimte
en met het inproduct als gedefinieerd in 1.8 een Euclidische vectorruimte,
Deze wordt metrisch met d[A,B] := [|A-Blf als afstandsfunctie. We proberen

dus Y "zo goed mogelijk" door XB te benaderen.
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Definieer P als de orthogonale projector op de, nog onbekende, k-dimen-
sionale lineaire deelruimte <X> opgespannen door de kolommen van X; Pt is
de orthogonale projectie op het orthoplement <X>* van <X>. Uit 1.32 en de

projectiestelling volgt nu

FOGB) = IYXBIT = L lly, Xb 1 = TGy, Kb, 0P [ IRy, Kb
i i i
oftewel _
2 1 2
£(X,B) = IRCY=XB)I® + II2*(v-xB)I

£(X,B(X)) := min £(x,B) = oty ?
B

1

voor (Y-XB)'X = 0, B(X) = (X'X) X'Y. Nu is YY' =:HAﬁ' (H orthonormale

eigenvectoren; A eigenwaarden met Az e 2 An). Dus

L2 ooy Loy 142 B L 2 g
IP7Yh™ = sp(PTYY') = sp(PTHAR') = IIPTHA®N® = T A, WPTh 0" =2 ] 2.p,
1 . I

L

met Q0 < p; < | en Z P; = SP(PLHH') = sp P r(Pl) = n-k (zie 1.94),

0 n+l

i
Definieer s; = Z pj voor i = l,...,n; 5, = A = 0, Dan is
1

. 5. .
i 1+1) 1

ol =4

n n
APy = g Alsgmsip) = ? (A=A

Nu is s = n-k, dus s; 2 i~k daar p; < 1. Verder is si > 0, dus

I oy ) T
(A.=x. J)s. 2 (A, =2, )(i-k) = Ae o,
I i Ti+1771 K+ 1 1 i+] | kel i
oftewel
et - ]
£(X,,B.) := min £(X,B(X)) = min A. HP"h 7 = A.
070 X x 1 * fl k+1 b
1 _ . 1 .
voor |IP h*i” =0, i=1,...,k, en lIP h*i” = 1 voor i = k+l,..,,n,

Conclugie: Kies voor de kolommen wvan XO orthon, eigenvect. van YY' behorende
bij de k grootste eigenwaarden. Inderdaad is dan HPLh*iH = Hh*iH = 1 voor

41 1
h*i € <X0> en |l P h*i” = ( voor h*i € <X0>.
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Opmerking. We zien dat XB = X(X'X)’]X'Y = PY. Ook zien we dat, wil deze be-
nadering van Y door XB zin hebben, r{YY') = r(Y) = r(A) > k moet zijn (dus
o> ). : - :

Uit dit probleem volgen direct enkele stellingen betreffende extrema:

Onderstel A 2 0 met eigenwaarden X, 6 2 ), = ... 2 A 3} r(X ) = k.
nxn 1 n nxk

2
Dan 1is
min sp(P_A) = Z A, = som van de k kleinste eigenwaarden van A.
X n-k+1

De kolommen van X zijn de bijbehorende orthonormale eipgenvectoren.
Analoog is matuurlijk:
k

m;x sp(PxA) = % Ai = som van de k grootste eigenwagrden yan A, nl,

n n n k
L . L
= max sp[(I~P_)A] = Z A. = min spi{P_A) = Z A, - Z_-A. = Z Ao
X X 1Y x S IR S

Bijzondere gevallen hiervan zijn:

k
max sp(X'AX) = z Ai s

XZ=I 1

i ) .
nl. sp(X'AX) = sp(XX'A) = sP(PXA), nl. PX = XX' is symmetrisch en idem-
potent, '

Voor X = x wordt dit:

me x'Ax = A] = grootste eigenwaarde van A, en x bijbeﬁorende elgenvector.
ME | |
1
Dit is natuurlijk hetzelfde als max 2&:25 = Al (geldt ook als A symmetrisch is,
x#0

Opmerking:

t
1) het quotiént q(x) := %Téﬁ wordt het Rayleigh quotiént genoemd.

) -
2) max -ET%E = Al = grootste eigenwaarde van B IA.

Hierbij is A symmetrisch, B > 0 {(ga na).
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Enkele begrippen uit de mathematische statistiek

In deze paragraaf worden enkele begrippen uit de mathématische statistiek
nog eens herhaald en enkele nieuwe begrippen ingevoerd, o.a. de maximum
likelihood methode die veel wordt toegepast om schatters te vinden, en de

variantie-covariantiematrix die een centrale rot speelt.

Definities, notaties

De_ehoperator

SE i= z P;%; » X diskreet, mits de som abSoluut konvergeert,
en

Ex 1= f xf(x)dx , x kontinu, mits de integraal‘abSOLuut konvergeeft.
Stelling. Exg(g) 1= Jg(x)f(x)dx = €g(§) .

-0

Ook meerdimensionaal:

fg(gl,...,gn) = Jg(x],...,xn)f(x],...,xn)dxl ceeodx
G ‘

€g(x) heet de verwachting van g(x).

Opmerking. Onderstreepte letters zijn stochastische grootheden,

Een stochastische matrix A = {Eij} is een matrix waarvan de elementen 25
stochastisch zijn (niet te verwarren met een Markofmatrix).

.

De verwachting van A is 8&_:=‘{E§ij
x is T8omoor met y (notatie X = y) betekent X en Z.hébben dezelfde kansver-
deling; x ~ N(u,02) betekent X is normaal verdeeld met gemiddelde 1 en vari-

antie g2,

Karakteristieke funktie mx(t) 1= Seltf-(t reéel). Analoog indien x een p-
— 14+ -
dimensionale variabele (vektor) is: mx(t) = Eett X pet t' = (tl,...,tp)

regel.
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L6, Ben aecleelo afceckproctt ter grootte novan des prdimensionale variabete

A f . . .. . . .
e X = (51""’§p) 15 een matrix énx van n onafhankelijke, met x isomore

stochastische vektoren. De rijen geven dus de herhalingen aan.

‘ ,?. Een schatter van een populatiegrootheid (parameter) op basis van een steek-

proef X 1s een funktie van deze X .

-2.8. Een schatter t voor de parameter $ heet zuiver als geldt:

53

9 (voor alle § ¢ parameterruimte).

2,9, Een schatting is een realisatie van een schatter, dus.t is een realisatie

van t.

10. De aannemeltgkhezdsfunktze (1ikelihood function) van een onafhankelljke
steekproef X nxp ter grootte n ult de verdeling f(x,%) waarln x = (x ,...,x y'
en § = (31,...,% ) » is de simultane kansdichtheid van X p:opgevat als
funktie van 9:

).

. L®) = ? f(xi*;%) waarin  x. (xll,...,xlp

2.11. De meest aannemelijke schatter voor ¥ is die § die Eﬂ%)-maximaliseert.

© 2.12. De likelihood-ratio toets voor de nulhypothese Hy 8¢ w £egen de alterna-

tieve HI i 9 ¢ w, heeft als kritieke zone die steekpfdéfuitkomsten waarvoor

L sup L(%) ‘

() Yew .

0 €« A= = = S < l . = .
LQ sup L9 (o parameterruimte)
e
: 2.13. Populatie (€é&ndimensionaal) Steekproef (gi,...,gn)
populatiegrootheid (parameter) steekproefgrootheid (schatter)
pop.gemiddelde n := Ex steekpr.gemiddelde x := | gi/n
1

pop.variantie o2 1= E(x - wy? ‘ steekpr.variantie s? Z(x -x) /(n—l)

pop.spreiding o 1= Vg2 steekpr.spreiding s := Vs? .




Populalie (tweedimensionaal) steekproef-ﬁl,zl;;..;gn,xn

pop. covariantie cov(x,y) = steekpr.cdvéri&ﬂtﬁe s2(x,y) =
= o’y = El(x - u) (g - )] = rlzl (x5 —'ic_)('z]-_-f i@ = 1)
pop.correlatiecodfficiént steekpr.corfel&tﬁecoéffieiént
9% (x,y) S.z.(g;Z)
S N T

. .
. . . . . T
De vartantie—covariantiematrix van de stochastische vektor x = (51""’§p) :

is

]
L

VAR(x) = 22(x) = E(x - W - W' =22 met w=E8x = (..,

Inderdaad is

It
1

_ 2
(zz)ij €(§i - ul)(}‘{j - u.) = 05,

cov(x..x.) ; U?
i ij =17=]

ji’

Zijn de X alle gestandaardiseerd, dan wordt % = ® de correlatiematrix.

Opmerking. In de literatuur is I gebruikelijk i.p.v. 12, Toch biedt deze
laatste notatie voordelen, o.a. door de analogie met 62 voor p = 1.
£2 = £'%. Dat dit geoorloofd is, dus m.a.w. dat VAR(x) = 0 is, wordt

bewezen in 2,39, 0ok is 22 = LI, nu met symmetrische'f (zie 1.64).

: . . . [ ._ oL
De covariantiematrix der vektorem x = (51,...,39) eny = (zl,...,zq) is

CoV(x,y) := &(x -~ w (Y - LR

In het bijzonder is COV(x,x) = VAR x en COV(x,y) = Cov'(y,x).

Een lineaire funktie a'y is een BLUE (best linear unbtased estimator) voor
c'B als S(a'l) = ¢'B en var(a'y) minimaal is (onder alle zuivere lineaire
schatters).

Opmerking. Ook gebruikelijke definitie voor BLUE is: t = (gl,.;.,gp)' is een
BLUE voor % als'gg = %, t lineair en t minimale gegeneraliseerde variantie

heeft (binnen de klasse van alle lineaire zuivere schatters).

[22| wordt de gegeneraliseerde variantie van een verdeling genoemd.
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2.37.

. Eigenschappen

co2(x) = &x? - (€02 o2(x,y) = Cxy) - &x Ey.

Zijn X en y stochastisch onafhankelijk, dan geldt S(Ei} = 85.61 en dus zijn

X en y ongecorreleerd oftewel p(x,y) = 0 (niet omgekeérd); )

2

var(ax + By) = o var x + B2 var ¥y + 2aB cov(x,y).

Isy= (x - u)/U,'dan.is u(y) = 0 en g(y) = 1; X_heetngStandaardiseerd.
Analoog geldt: als y; = (xi - x)/s(x), dan is y =0 en_g(y) =1,

Isu=ox+ Benyv=yy+ & met ay # 0, dan is pz(gjz)jilpzkg,i), m.a.w. p?

is onder deze transformaties invariant.

E(AB + C) = AEB + EC.
Bewi]js:

= E aik(eﬁ)kj + (89)13 = (AEE);Lj + (EE)” = (AEE_ + EQ)]_J .
De verwachting van een kwadratische vorm:

E(x'Ax) = sp(AZ2) + u'Ap . Analoog EQE‘AZ) ="spfA22}) + u;Auy .

Bewijs: 22 =&(x - w(x - u)' =€&xx' - w'
dus ALZ = E(AEE') - Aup'
en sp(AZz) = E(sp Axx') - sp(Aup') = E(EfAE) - i'tAp (zie 1.32).

Is 72 = 92T en A = P een orthogonale projectie met r(P) = v dan ontstaat:

glpxl? = E(x'Px) = £p(a?P) + u'Pu = vo? + 3 'Py,

COV(Ax + By,Cz) = A COV(x,z)C' + B Cov(y,z)C'.
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Bewljs:

GOV(A§_+ Bz,QE) = Eﬁ(A§_+'BX - Aﬁx-_ Buy)(CE_* Cuz)fl =
= ELIAGE - ) + B(y - u )}z - w,) ¢ = ElAG - b (2 - u)'crl

+ EL(BY - 1) (z - 1) "C'T = A COV(x,Z)C' + B COV(y,2)C"

‘ 2.38 Gevolg: VAR(Ax) = AT?A', nl. met B =0, A=C en z = X.
' In het bijzonder als y = Ax, 12(x) = 021 en A orthogonaal geldt:

£2(y) = AT2(x)A' = AcZIA' = o28A' = 32(x)
I
:?.39. 0 < var{a'x) = o'r%e, d.w.z. £2 >0 (tenzij a'x épﬁétant is oftewel de
: ; lineair afhankelijk). : -,_
H1eru1t blijkt dus dat de notatie 12 voor VAR x geoorloofd lS, daar I2 := I'%

dus (s.) p.d. is.

2.40. Is §_een maximum likelihoodschatter voor 9 en f een &&n-&énduidige funktie,

dan is f(&) een maximum likelihoodschatter voor f£(%). (Zie.fll.pag.48.)

2.41, Als mx(t) = wy(t) voor alle t, dan is X = y (zie Cramér, pag. 94).

(t) = Séit'(AifB) = eit'B QX(A't), i.h.b. voor A = &:.

- 2,42, ¢A§f8
_ 1Bt
Poxcts = © cpi(at_:)-
""I‘t2 ’

2.43. Is x ~ N(0,1), dan is mx(t) =ea 2 |

Bewijs:

oo 2 [=-]
. ) -it _ R _1:2
¢x(t) - L J o1t¥ o ix dx = = J e $(x-it) dx = e 2t |
Viﬁ'_ V21

Is 1_“”N(u,02) oftewel y = ox + u, dan is volgens 2.42

: | 2
¢y(t) = et ¢ 2(ot)” _ exp(iut ~ io?t?)
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mXx.(t) = I P, () indien alle X: onderling stochnstisch_onafhankelijk AR

i =i

In het bijzonder is dus w (t) @x(t)¢y(t), nl,

et @Y - JJeit(X+y)f(x)g(Y)dxdy = Jeitx £ (x)dx Jei?ygtyidy = 5 (Do)

Dit niet te verwarren met het volgende:

Is x = (51,...,§p)', waarbij alle Ej onderling onafhénkelijk zijn, dan is

P
@X(t) = _H @x.(tj) met t = (tls"'st ) (Ook omgekeerd, zie
- =1 = Cramer pag. 266,296).
ierx _ g H(E1E1T D) . 329(0 o)v*”'
Stel ¢_(t) = e'" = Lo , dan is —p 5= f-f(glgz), nl.:
- 172
29 _ & 1(t]x +t xz) 32¢ g . 1(t151+t2§2)
58, T EI© OBE o, i%e :

] -
. Is wﬁ(t)’ X = (§I’°°"§p) , bekend, dan vinden we ij(tj) - te
g = Selt X door t' = (0,...,tj,0,...,0) te nemen.

. Transformatie van stochastische wvariabelen

2ij x = (31,...,§P)' cen stochastische vektor met simultane kansdichtheid
£(x) = f(xl,...,xp).

Beschouw de é&&n-&&nduidige transformaties ¥; = yi(gl,..L,gp) met resp. in-
versen X. = xi(g],...,zp), i=1,...,p. ' ‘

Dan is de simultane kansdichtheid van y = (zl,.}.,zp) :

9
g(y) = f[xl(Yla"'!yp)"“’xp(yl""’yp)] abs ‘5%‘ .

9%,
3 . .
Hierin is |§§| de determinant van Jacobi I{ﬁgi} .
]
Is in het bijzonder y = Ax met lal # 0, dan is g(y )8= £(A y) abs |A L.
o - ¥i

Zijn x en y vectoren en is y = y(x), dan is %% 1= Lg-—
Is y = Ax, dan is <L = A. ]

9x
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De multinormale verdeling

De ééndimensionale normale verdeling treedt vaak op omdat het te bestuderen
effekt veelal de som is van meerdere onafhankelijke varlabelen.

Evenals de centrale limietstelling leidt tot de normale ‘verdeling voor een
enkelvoudige variabele, zo leidt ook de algemene centrale limietstelling tot
de multinormale verdeling van meerdere variabelen. |

Dit is een rechtvaardiging voor de centrale plaats die.&e multinormale verde-
ling in de multivariate analyse inneemt. Bovendien is het erg plezierig dat

deze verdeling wiskundig goed hanteerbaar is.

Stel y = (z],...,z ) met y. ~ N(0,1) en alle ¥ zijn stochastlsch onafhan-
kelijk. De vektor y heet dan p-dim. standaardnormaal verdeeld y "~ N (0,1).
Dan heet x = u + L'y |ZI >0 p-dim. normaal verdeeld: x ~ N (u Z 2y, nl.
€§‘= v en VAR x = L'1Z = 72; andere notatie y = -p ~ NP(O » 1)

Welke verdeling heeft x ?

P - ) Co
Nu is fy(y) =1 fi(yi) = (2n) ip e 2y ¥, dus volgens 2.47 is
i

£,60 = £ 17 - W avs |27 < 2] 07! expl- §ee - w2 - 0]

Wat is de karakteristieke functie?

2
P -ty
Volgens 2.43 en 2.44 is p_(t) = T ¢_ (t.) = L e ] = exp(-it't) en dus
b 1 Xj ] i -

volgens 2.42 is

it!
e

p (t) = Lo 0, (Tt) = exp(it'u - 1t'22t) (vergelijk met 2.43).

.. 2 .. N :
Hierin mag I~ s.p.d. zijn. Dan heet x ~ Ng(u,zz) sing. norm. verdeeld.

Samengevat: is % p~dim normaal verdeeld met parameters i, 22, dan is

f(x) |Zﬂ'1ﬁ(2n)_ép expl- i(x - u)'E_z(x - u)]

en

9, (t) = exp(it'u - 1e12%¢)
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Het geval p = 2, de tweedimensionale normale verdeling:

2
S 1/0l -p/ulcz .
Eos 2 2
—p/olu2 1/02 (1 = p%)
en
N2 L _ 2
. | (x u) (x.].ul)(x2 uz) (%, Uz)
f(xl,xz) = expy - [ -2p - - + 5
2r0 0, /(1-p2) 2(1-p?) ol B A L]

Is p = (0 dan is f(x},xz) = fl(xl)fé(xz) dus X, en X, stochastisch onafhanke—
1ijk. '

Daar |z|? = c%o%(l -p?) > 01is |p| < 1. L

Doorsnijding met vlak f£(x) = constant geeft ellipsen,idaar:dan

(x = u)'Eﬂz(x ~ u) = constant en de eigenwaarden vanﬂgnz alle positief zijn

(zie 1.63). Het middelpunt is p = (u],uz)'.

Theorema:

Is x ~ Np(u,Ez) en A _ heeft rang m, dan is

P

y = o+ Ax~ N (o + Au,ATZA") .

Bewijs: Dit volgt direkt uit 2.42, 3.2 en 2.41, nl.:

- ' ’ .
ot exp(it'ap - %t‘AEzA't) =

it

_it'e '
wz(t) = e CPEE(A t)

explit'(a + Ap) - ét'(AZZAf)t]

en daar volgens 2.41 de karakteristieke funktie &énduidig de verdelings—

dichtheid bepaalt, is het gestelde bewezen. Volgens 1.66 is_AEzA' > 0,

Fnkele belangrijke konsekwenties

~ 2 v - .
. Is x .Np(O,d I) en Arxp zodat AA I, dan is
¥ = Ax ~ N_(0,0%I) .

Is p = r (dus A orthogonaal), dan is dus y = Ax =~ x.



3.5.

Neem A = (0,...,1,0,...,0) dan volgt direkt Ax = X o~ N(pi,oii), oftewel
elke komponent van x is ook normaal verdeeld.

Pas op: het omgekeerde is niet waar: Als van een vektor x elke komponent
normaal verdeeld is, hoeft x nog niet normaal verdeeld'te zijh (gie appen— -

dix A).

Neem A = o' = (al,...,ap), dan volgt uit dit theorema

y=a'x sax + ...+ ok, ~ N(a'u,a's%a)

oftewel in woorden: Een lineaire combinatie van normaal verdeelde variabelen
die een multinormale verdeling volgen, is weer normaal verdeeld. .

Pas op: een lineaire combinatie van normaal verdeelde varlabelen zonder meer
hoeft niet normaal verdeeld te zijn (zie appendix A)

In het bijzonder geeft o' = (1,...,1) en x ~ Nn(u;czl) met W = (My...,u)'

i
n
a'x = x ~ N(u,0%/n).

Soms definieert men een multinormaal verdeelde variabele met behulp van

Theorema

Als elke lineaire kombinatie van de komponenten van een vektor x normaal

verdeeld is, dan is x multinormaal verdeeld (dichtheidsvrije definitie).

Bewijs: Stel E'wFp(u,Ez) en a'£- N(a’u,a'zza) voor alle oo # 0. Dus

It

,x(t) exp(ita’u - la'Z2at?)

stel £t = 1 dan is

1 (8) = o_(at) = 9 () = exp(ia'u - Lot 22a)
dus E'va(u,Ez).

Uit theorema 3.3 volgt ook direkt:

Theorema

Is x ~ Np(u,zz) dan is de marginale verdeling van elke deelverzameling van x

weer normaal met corresponderende gemiddelde en variantie-cbvariantiematfix'



Bewijs: Laat x' = (§‘1)',§F2)') = (x .4

.
1 pl’}-{pl"'l’-.-.,’gp)'_’

b3 b .

T L} . co

p' o= (U(’) u(Z) ) en 72 = 2 . Hierin is dus,le = VAR 5‘1),
21 o :

.. = VAR 3(2) (beide regulier ondersteld) en I

- = cov(gfl)éé(z)) >

12 21°

- (1) _ ~ (1)
Neem nu APlXP (Iplxpl 0) dan volgt x Ax Npt(g 522

(Merk op dat in Ell het kwadraat.ontbreékt; eventueel te schrijven als I7.)

S,

Theorema

() _(2) (1) (2)

Is x ™~ Nﬁ(u,zz), dan geldt: x° 7,x ongecorreleerd ?*5 X ,X 7 stochas-
tisch onafhankelijk. ' '

Bewijs: Dit volgt direkt uit de karakteristieke funktie,_nl._):12 = 221 =0

geeft:
o (6) = expic( D 4 1@ @ LDy O %t<z)'222t(g)] _
=9 (])(t(l))¢ (2)(t(2)), dus i(l) en‘g(z) stochastisch onafhankelijk
x x (zie eind 2.44).
Hierin is £ = (¢(1)7,e(®)") < (Eppeeenty oy Lpaeennty)

Pas op: ongecorreleerde, simultaannormaal verdeelde variabelen zijn onafhan-
kelijk., Zijn ze echter niet simultaannormaal verdeeld dan is dat niet zonder

meer juist (zie appendix A).

Theorema
i Is x ~ Np(u,ﬁz) dan is de voorwaardelijke verdeling van §FI) bij gegeven x(z)
3 £ @y o @M s B 2@y s g
b Py 112
- .=' ~1 e _ -1 .
- met $bi= 2,000 en Ty, 1= By - 0000, (zie 1.35).

B heet de matriz der regressiecodfficiénten van §F1) op x(z) (beter'f512).
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Bewijs: Voer een reguliere transformatle uit y = Ax zodat y( ) en z‘z) onge-
correleerd. zijn. ‘
y,(1) < M BX(Z) 1 R
- - - PPy )
dus A = ‘ T |A| =1
1‘2) - EFZ) Lo I
Dus
(1) _ (2) _(2), _ - - w1
Cov(x ﬁ}_{_ X 7) = 212 i 222 = 0 oftewel 1 = ]2 22 .
(1) - L - v N _ -1 - ‘
VAR ¥ Pt By, B - By -, B -1t =,
en

gy < (D - 3,

(N

Nu is x, dus volgens 3.3 ook y, eveneens y volgen:s- 3. 8 normaal verdeeld,

(]) en y( ) zijn ongecorreleerd dus volgens 3.9 ook onafhankelljk dus

D | x(z)

Daar f(x ) = f(y +qu( 2) | x(z)) is f een normale verdeling met

E(x(l) | x(z)] =
81(1) + (,Bx(z) = u(l) - @u(z) + .ﬁx(z) en VAR.E_IE(I) [ X(Z)]= VAR Z(I) =

= 211.2. Dus

]

e | @) oy s Ba® - NON 211

i 2

Enkele opmerkingen:

a) We zien inderdaad, indien I = 0, dus B = 0 en I

e | @) o G

(u ,21]) = f(x(])) ofwel ongecorreleerd « onafhan-
1

12 1.2 = Zyy» dat

kelijk.

b) Het geval p = 2 geeft:
8!
f(Xi | Xz) = N[ul + E’Z_ p(xz - Hz),c"lz(l = 02)]

c) VAR[EF]) ] (232 le.z'is onafhankelijk van het niveat van x'2), Dit is

essentieel en geldt niet zonder meer voor andere verdelingen.
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3.12. d) Is u = 0, dan is E[EFI)|X(2)] = T%x(z) en.E[gi[x(z)j = Bi* (2).
Stellen we nu X =¥, x(z) = (xo,...,xp)‘ = x, Bi* =gl = (BO,---,Bp)a

dan wordt dit juist

Ely|xl = grx = Bgtp * e ¥ B,

of ook geschreven

y = 8'x + e met Eg =0 en var e = o2 (onaﬁhank. X).

Dit is een rechtvaardiging voor het feit dat dit Iineaire model in de
multiple regressie analyse vaak wordt toegepast.'Iﬁ‘de'regressie analyse
dat is:dus &&n rij uit de

schat men o.a. de regressiecoéfficiénten Bi*’

matriz der regressiecoéfficténten B (zie § 5 muIt{vgriate analyse),

@) &/, o > 0nl. het is cen variantie-covariantie matrix, dus zeker

b z 0.
11.2 2
Echter le 2 is regulier als I” regulier is, nl
o< 2% = |z, llz,. ,| dus |t .| #0
22 11.2 11.2
f) Er geldt % L

11.2
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Correlatie

Alvorens dit onderwetrp te behandelen is het verhelderend om verband te leg-

gen tussen de theorie der lineaire vektorruimten en de multivariate analyse.

Vektorruimten van stochastische variabelen

Beschouw de stochastische variabelen Xirerss en onderstel var X, < ®en

X
=P
Sgi =0, 1=1,,..,p. _
Uit de maattheoretische kansrekening weten we dat Xs:ee X, €en lineaire
deelruimte D van de lineaire vektorruimte.ﬁ2 (dit is de verzameling van alle
stochastische variabelen met eindig tweede moment) opspannen.

In deze D kunnen we als volgt een inprodukt (x,y) definieren:

(x,y) := €(§x) = cov(x,y) .

Opmerking: cov(x,x) = var x.

Dit bestaat voor elk paar x,y € D en definieert inderdaad een inprodukt (ga

na). Hierbij identificeren we x met O als x = 0 "bijna overal".
E(xy)

£x? &y

Ixl? = Ex® = var x en cos ¢(x,y) = = p(x,y) .

Eveneens kunnen we een metriek invoeren:

d(x,y) = lx - yll = Yvar(x - y)

Wat is het verdere verband? _

Evenals het inprodukt in een vektorruimte volledig bepaald is door de inpro-
duktmatrix {(xi,xj)}, dat zijn alle inprodukten der baéiévektbren, zo 18 ook
cov(x,y) voor alle Eﬁz_Vastgelegd door £?. Dus de variantie-covariantiema-

trix I? is niets anders dan de inproduktmatrix der basisvektoren XiseoesX o

P
Analoog aan
) ' ) ! (
X =) o.X. ,. . y=) B.x. , (x,y) = a.B.(x.,x.)
§ iTt N i 17317
geldt
cov(x,y) = Z. aiBj cov(gi,gj) .
1]
De stelling uit de vektorrekening 1{(xi,xj)}[ = ) <= x],...,xp lineair af-

hankelijk geeft als analogon |22| = 0 <= - SEERRFE. lineair afhankelijk



een p~dimensionale li-

(almost sure). Is dus |22|‘# 0, dan spannen El""’ﬁp

neaire deelruimte op. N
Ongecorreleerd wordt dus orthogonaal en een stelsel ongécorreleerde, gestan-
daardiseerde stochastische variabelen vormen dus een orthonormaal stélsel

vektoren.

Pas op: een orthogonaal stelsel vektoren is lineair oﬁafhénkelijk; een stel-
sel ongecorreleerde variabelen is dus ook lineair onafhaﬁkelijk (in vektor—
theoretische zin), doch hoeft niét stochastisch onafhenkelijk te zijn (in
statistische zin), m.a.w.: . | _ |

Uit stochastische onafhankelijkheid volgt limeaZre onafhankelijkheid, niet
omgekeerd. Een steléel stochastische variabelen is nl,‘iineair afhankeliijk
als er minstens &&n variabele onder is die met de ovefige een multiple cor-
relatiecoéfficiént 1 heeft (zie 8§ 4.c) (koft gezegd p'¥;0'=§ o # 1, niet om~

gekeerd).

De ongelifkheid van Cauchy-Schwarz (x,y)2 < (x,x)(y,y) wordt nu:
covz(Ejz) < var x var y .

Hieruit volgt direkt dat |p| £ lenp==%1als y= ox.

Opmerking. Dit geldt ook als ux,uy # 0 (volgt uit 2.34).

Toepassing

Stelling. x > 0 6{%9 2 g%-. (Jensens ongelijkheid: ef(x)z:f(gx) als f convex.)
Bewijs. Definieer u := llfg'en v = fg. Dan is 1 = [E(QE)]Z < E:% EEI.

Tot zover betreffende een populatie van stochastische variabelen.

Stel we hebben een steekproef X oyp? D realisaties van elk der p variabelen

xp
53: Xy g = (xljs-..,xnj)', j=1,...,p. Dit zijn dus p vektoren uit de R".

. . e . . ' .
Als inprodukt definieren we: (x*i,x*j) S x*ix*j. Is er reeds gecorrigeerd
voor het gemiddelde, d.w.z. is X5 = Z xij/n =0, j=1,...,p, dan is

i
sz(gj) = Hx*jﬂz/v {v = dimensie bijbehorende deelruimte).
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b. Toepassing

In 3.12 zagen wef[gg(l)lx(z)] = Bx(z)

(weer u = 0 ondersteld).
Noem jgng) = g(]) dus Ei = 81*_F2), i= !,..-,Pl. Daﬁ:is

COV(E(I) _ 3(1)&(2)) COV(_Y.(I)’XQ)) « 0

dus

}ﬁi_g'lx' 3 i“1,---§P1,j=P]+],"_'-.,P :

kS ~3

Dus gl is juist de orthogonale projektie van x; op de deelrulmte opgespannen

(2)

door de componenten van X . De afstand van X, tot deze deelruimte is

Nz - & = arGs, - 2.

p(zi,gi) = cos m(§i,gi) is maximaal, d.w.z. er is geen andere lineaire com-

(2)

binatie a'x die met X, hoger gecorreleerd is.
Daarom wordt x de beste lineaire benadering van X, genoemd x. - xl wordt |

het residu van ¥; genoemd.

Er geldt:
(1) _ (2) _ ! y1 -
. var 21 = var Bx By, B =z 50l =1,
R -2y 2wy =5 (e 3.10)
(1) (1) _ (1) B2y - R
cov(x'!) 2y = covx't), Bx?)) = 1, 13 RN TR
I;,p = variantie-covariantiematrix der beste lineaire benaderingen.

Z]] 5 = variantie-covariantiematrix der residuen.

Nog eens meetkundig bekeken:

LE” = g - 2e® o+ ung?

cftewel
(Zy)g; = CGpaglyg * By (ook

voor 1.j geldig).

Laten we na deze inleiding de verschillende correlatiecoefficiénten definia-

ren.



cooDe enkelvoudige, particle en wultiple correlaticcocllicient

Het begrip "x en y zijn stochastisch onafhankelijk” is'gedefinieerd en hier-
mee ook het begrip afhankelijk (= niet onafhankelijk). Als mdat véor afhan-
kelijkheid hadden we de correlatiecoefficient p(x,y). |

Hiermee moet men echter zeer kritisch te werk gaan.

"Thurstone, one of the chief architects of modern fact&f analysis, was
obliged to call the correlation coefficient a symbol ofldémplete ignorance."
Wat is nl. het geval? ' )

De correlatiecoefficiént p(x,y) is een maat voor Ilineaire -afhankelijkheid.

p = O betekent dus "niet lineair afhankelijk" dus onafhankelijk in vektor-
theoretische zin, doch x en y kunnen zeker wel stochastisch afhankelijk _
zijn. Dus de eerste fout die men vaak maakt is, dat ongéébrreleeﬁd zou bete~

kenen onafhankelijk, geen causaal verband aanwezig. Dit is niet juist.

Een voorbeeld:

Zij % het aantal ogen geworpen met een zuivere dobbelsﬁeén_en‘z het aantal
ogen dat naar de speler toegekeerd ligt. Dan is p(EJX)'; 0 terwijl x en y

toch afhankelijk zijn (ga na).

De tweede fout die men vaak maakt is, dat een hoge correlatie een sterk cau-
saal verband zou aangeven tussen beide variabelen. Zo ontstaat de bekende

"nonsens correlatie",

Een voorbeeld:

De prijs van de rumbonen en het salaris van de dominées 'in de loop der jaren
is hoog gecorreleerd. Daarentegen: het aantal gevallen longkanker is hoog
gecorreleerd met het aantal sigaretten dat men rookt. Men voelt aan (of
neemt aan) dat het eerste voorbeeld nonsens correlatie ge@ft, het tweede
echter niet. |

Waarin zit het verschil? Hierop komen we later terug.

: Ve (DT (@) . e
Zij nu x' = (x X Y, Ell’ ete. als in 3.8. We definieren nu:
4.2, De (enkelvoudige) correlatiecoeéfficient tussen x; en x; ¢ EFI) is
= (EI 1 )ij '— . :
Pij _(_—:_.p(v_ii,:_tj)) .

AT PP



(zie opmerking 8 4.a).

(2), _ _ .2 2 o 42
(4) Er geldt var(;_gi | x*%%) = (1 pi°2)0ii = 99
meetkundig in te zien:

(2)

var(gi | X ) %, — %.|l

var X. 2
=1 fx.0

1

]
o
'—l
d
k=1
I

|
o
=]
n
-
1}

1
©

. : .. (2
4.3. De partiéle correlatiecocfficient tussen x. en X x(l) i) pegeven (&)
de enkelvoudige correlatiecoéfficiént tussem x; - gi”en'gjfe gj
T, o )as
_ 11.2 1] = o~ -
Pij.z - \/(Z S0E ) {= P(}_‘:l Ei:’.{:] }“(J)) .
(12741 7112737
. 4.4, De multiple correlatiecodfficiént tussen x; € 5‘1) eﬁg§ﬁz) is de enkelvoudige
correlatiecoefficiént tussen X, en %,
iy L
Pivg = (= p(x;:,%:)) .
i+2 R IRG ) N Eint S &
I17117]-2 S
Laten we deze eens nader bekijken:
(1) Zijﬁ X; en ?j ongecorreleerd met 5(2), dow.z. (Eig)i;;*;(zjz)j* =
= (0,...,0) , dan is dus pij-Z = pij en p; o = pj32,%€p;
(2) Zij P = 3’ _}_(_(]> = (Elgzz)' en _}_(_(2) = )}3’ dan is
2 2 g2 42
of) = 933913/933 12 13“23/0
211.2 i 2 2 L2 2 . 2 2 2
U2 7 °13%23/ %33 92 G23“23/"33
en
12 7 P13°23
4.5. Ploeg = /21 TRy, ; .
13 23
(3) Pi.g 2 Pyy VOO L = p}+l,...,p en tevens 0. , 2 0 ni. Piup = cos(gi,gi)
en deze is maximaal en altijd = 0 (ga na).
Pig = 1 indien %, dus in het projektievlak ligt oftewel als X, = G.E(Z)

(vergelijk met 3.11) nl.



- 4.6 -

In de volgende figuur zien we voor p = 3 een meetkundige interpretatie van
de resp. correlatiecoéfficiénten en hun onderlinge sameﬁhang, Ondersteld is

dat Sgi = 0 en var % = 1, i = 1,2,3.
‘Pi2l= ch(zl,gz)

Py3-= cos(x;,xq)

Pg3 = cos(xy,xy)
012_3 = cos a
Pyiqp = cOs @ = cos(§3,§3)

Ry = By * Byxy -

(5) We zien in de figuur dat, indien %q L viak, d.w.z.[013;= 923 = 0,

93.12 = 0 en 912,3 = 912 (zie ook (1)).
Is Plg =0 (dus x4 ¢ 52) dan is Bl =Pz en 82 = Pyq- Dlt klopt met
ﬁ: _l =

12722 = T2

(6) Meetkundig is te bewijzen (ga na):

cos (X, ,X,) = €OS{X,,%X,)cO8(X,,Xq) .
1772 173 2’73 s Jjuist formule 4.5.

cos & sin(xl?x3)sin(x2,x3)

Eveneens is meetkundig te bewijzen (ga na):

2 2
5 Pl * Poy = 2P 1aP0aP s
b = )
3.12 | < o2
12

(7) Uit de figuur zien we duidelijk dat o bijna +1 kan zijn, terwijl Ploes
nul of zelfs negatief is (dit doet zich voor indien X, dicht bij het
vlak ligt oftewel P3.12 groot is). _

Een aardig voorbeeld geeft Anderson (11, pag. 82.
Gedurende 20 jaar heeft men ergens in Engeland de hooiopbrengst (xl), de

regenval (XZ) en de temperatuur (x3).gemeten voor een hooiland.
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De berekende correlatiematrix was:

1 0.80 -0.40
0.80 1 -0.56] .
-0.40 -0.56 l

Opbrengst en temperatuur zijn negatief gecorreleerd.(513 = ~0.40).
Betekent dit dat hogere temperaturen lagere opbrengsten geven? Er blijkt
echter dat 5, = 0.097, d.w.z. na eliminatie van'het "regeneffekt" zijn
opbrengst en temperatuur wel positief gecorreleerd. De conclusie is dat
hogere regenval en hogere temperatuur de opbrengét-vérgroten, doch dat
meestal bij hogere temperatuur een lagere regenvalzbéhoort. Hiermee kan
men vaak de eerder genocemde "nonsens‘correlatie"‘ﬁerklgren. In het geval
van de rumbonen zal de partiéle correlatie, na eliﬁiﬁatié van de tijd,
wel ongeveer 0 zijn. Y

P -
Opm.: Ga na dat geldt: g (1 - pzi.],___’i_l) = |&|
P

oftewel: I o2 .= 122} met o2 =2
I 1el,enayi—-l 1.0 1

p
Gevolg 1: |22| =T U%
1

: 0 < M{! £ i

3: o2 =_l._.l_= 1/(22)[’9;
P.l,...,p—l |}32 B

ro

PP
Er geldt: & = [(2_2) 3 :
11.2 i _ o
.. I A -DB (2, - £, 0A=.1
Bewijs: I = £2572= 1 212 —CA B ), dus - 12 ’
21 “22 (2, =~ ,,008=0.
Dus C = I _]Z = B' : A= (I )_] = (% 2) Analo
22 “21 12° 11.2 1 o8
- -1 = u' . = -1
D=2y Iy =Bys B= Ty, )
_ CRR B) (Zyy )
Gevolg: b = : 217 22.1
v e -1 -1
BlolEyy, 9 (Z35.9)
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Meervoudige lineaire regressie

Het onderwerp regressie-analyse is zo uitgebreid dat we er hier glechts even
op in kunnen gaan. Meestal wordt dit onderwerp, evenals de variantie?anglyse,
apart behandeld en niet opgenomen in de multivariate analyse. Voor'VErdgfé: 

studie wordt verwezen naar het duidelijke boek van Drapetlen Smith [3]1.

Zij gegeven het model y =n + e = B'x + ey 8g-= 0, var e = 0%, 0ok vaak ge-~

schreven als 8(1J x) = B'x (zie 3.12). Hierin is

X = (xo,xl,...,xp)' de vektor der verklarenden; X =13
y de te verklaren, afhankelijke variabele;
e het restdu;

g = (BO,...,BP) de parametervektor, vektor der ﬁégreséiecoéfficiénten.

In een chemisch proces is bijvoorbeeld de opbrengstfz;éfhénkélijk'van de
druk Xy, de concentratie X, en de temparatuur Xq. '

Essentieel voor het vervolg is, dat x niet stochastisch ondersteld is. In de
praktijk betekent dit dat de fout in x te verwaarlozen is t.o.v. de fout in
y. Het geval dat ook x stochastisch is, is veel ingewikkelder en beschouwen

we hier niet.

De lineaire regressie—analyse behandelt li{neaire modellen, dat wil zeggen .

lineair in de parameters. Zo zijn dus ook lineair: .
= 2 - % 2
Yy =Bt le tBox" +e en y By *+ lel + Bzxz + BBKlXZ + S4x2 +e.

Sommige zijn direkt door een transformatie lineair te maken, bv.
g & . o
y = uxll X, e geeft &n y = &n a + Bl in X + 82 fn X, + in e. Deze noemt
men "intrinsically linear". Een voorbeeld van "intrinsically nonlinear",
' -B,x

. . . . . 2
d.w.z. niet door transformatie lineair te maken 1is y = BO + Ble + e,

Deze beschouwen we echter niet.

Het doel van de regressie—analyse kan o.a. zijn dat men y als funktie van de
Xy wil kennen om te gebruiken bij interpoleren of calibreren., Een rechtvaar-
diging voor het feit dat men vaak lineaire regressie toepast zagen we reeds

in 3.12, Daar was 8(z| x) = B'x. Bovendien geldt zefs dat var(zl %) onafhan-

kelijk van de waarde van x is, een aanname die we evenéens zullen maken.



- 5.2 -

Het probleem is nu uit waarnemingen, schattingen te vinden voor de modglpaw
rameters 8 (en n) en o2, om hiermee het regressie*oppervlak (de regressie-
1ijn) i = b'x te bepalen inclusief de betrouwbaarheden van deze gchdtters.
Hiertoe doet men aan elke variabele n metingen (of instellingen) en zo onth

staat het steekproefmodel: y =n + e = XB + e, Se = 0, Hierin is nu

¥y = (21,...,xn)' de response vektor;

e = (gl,...,gn)' de storingsvektor (random disturbance)

en
1o *rr 0 Fip)
Xk (p+1) = . . . de matrix der waarnemzngen (1nste111ngen)
P " < (design matrzm), X g = (1,...,1)
n0 “ni Xnp

Tevens nemen we voorlopig aan dat VAR e = 0?1, d.w.z. de fouten gi_zijn-on—
derling ongecorreleerd en hebben dezelfde variantie. Onder ¢ laten we deze

aanname vallen.

~

Stel deze schatters zijn resp. b (en n

= b'x voor n) en s Natuurlljk kun-
nen we op verschillende manieren schatters vinden. Een gebruikelijke methode
is die der kleinste kwadraten (least squares method). Hierbij wordt b z6 be-
paald dat

Iy - $12 = lly - Xbh? = min lly - XBI> = min(e'e) .

2

Voor 5 2 =

wordt dan genomen: s = lly - Eﬁz/(n - p - 1), de residuele variantie.

b heet in dit geval de kleinste kwadratenschatter voor B,

Neemt men echter aan dat e ~ Nn(O,GZI) dan is b tevens de meest aannemeiijke

schatter voor B, nl.

max L{B)

max H'f(yi;B) = max Il

exp(—.e?/Zoz) =
i i o¥2n r

max U_n(Z'ﬂ')_%n exp (- e'e/202)

oftewel maximaal voor e'e minimaal. Dit is dus een rechtvaardiging voor het

gebruik van de methode der kleinste kwadraten en berust op de (vaak reele)

aanname dat e ~ Nn(O,UZI).




- 5.3 “

-~

. . . . -1
De oplossing volgt direkt uit 1.72: § = sz waarin Pk = X(X'X) X' de or~-

thogonale projektie is op de kolomruimte van X, en dus
5.3 b= X% Xy .

Wil X'X regulier zijn, dan moet r(X'X) = r(X) = p + i;'dus zeker n > p. -
In de statistiek is dat meestal te verwezenlijken, zelfs neemt men vaak de
x-~waarnemingen z4& dat ze orthogonaal zijn. In de econdmetrie ig dat niet al-
tijd mogelijk. Daar is X'X vaak singulier. In dat geval werkt men met een
gegeneraliseerde (pseudo—) inverse (zie Rao 71]), héfgéen in dit kader te

ver voert.

We zien dat, als e normaalverdeeld is, dan ook y en vdlgens 3.3 ook b en 2:

. 5.4, X'¥b = X'y oftewel X'(§ - y) = 0O worden de normaalvergelijkingen genoemd .

~

Hieruit volgt dat § - y loodrecht elke kolom van X iSif&ué.dok L X =
= (1,...,1)" hetgeen betekent dat I (?i - yi) = 0 oftewel de som der residu-

. ... . . . : .
en 18 nul. Het stelsel normaalvergelijkingen is comsistent, ook als X'X singu-

lier is (zie 1,50),
b is een BLUE voor B (zie 2.16). We zullen de zuiverheid bewijzen:
1

&b = (X'X)—1X'61_= (X'X) 'X'%8 = 8 dus b is zuiver en hiermee tevens
€n = Ehfx = B'x =n,

Opmerking. Ook als X stochastisch is en ongecorreleerd met e, is b zuiver, dan
elde nl: = = =
g &b Ex(eylx b) Exs B .

De wvarianties van deze schatters worden:

1

n
il

5.5. VAR b (x'x)*lx'zz(i)X(x'x)' = x'x) 102 daar £2(y) = 5%(e) = o2I .

var(x'b) = x' VAR bx = x'(X'X)—Ix02

5.6. var ﬁ

1X'02 .

[

VAR § = VAR Xb = X(X'X)

1

5.7. Ts e ~ N (0,0%I) dan is dus b ~ N, (8,(X'X) "0?).

5.8. Als schatter voor ¢2 namen we g? = |y - zﬂzl(n - p~1). Eigenlijk is dit

1, nu met x. = y

een schatter voor de residuele populatievariantie H§i - gi i




=B'x, zie § 4bjn-p -~ 1 =n-r(X) =dim orthoplement van kolom-—
2

en X
=i

ruimte van X. Deze schatter volgt ook logisch uit de vorm van o<, nl,:

no? = sp(fee’') = Le'e, dus 0 = fe'e/n = &l|y - n[[*/n, d.w.z. we schatten n
door § en corrigeren hiervoor de noemer. Met deze noemer is’'s? nl. een zui-

vere schatter voor o2

volgens 2.36 is: _
Er-p- 0= Yy~ 3% =EHlpgl]? = r@po” -
= (n - p - 1)0% daar F(P;) = r(1 - Px) =n - (p+155 |
P;n = (0 daar n € <X> .

h 5.§. Er geldt: ly = yli? = ﬁ? - ;Hz + |ly = §l? oftewel: dé:tétale_(gecorrigeérde)

KS = XS t.g.v. regressie + KS t.g.v. fout (XS = kwédtétﬁnsbm).

De analyse wordt

bron KS Y | EMs

regressie 1 - yll2 = b'X'y - y'Y | p : MS = KS/v .
fout iy - 512 =y'y =b'X'y | n -p - | o2

totaal fy - §H2 =y'y - y'y n -1

Stel dat de X in het model stochastisch waren (dit kan men stellen door aan

te nemen dat X de gehele populatie omvat), dan was een schatting voor p

¥ex

juist

- (v ) = ooy o 13-yl

ry_x = r{y,¥) = cos(y-y,¥-y) = =—— =: R .
ty = vl

Oftewel ‘

a . oon2

_ g - 3l _ K8 regressie
lly - iﬂz KS totaal
R2 .
Dan is ~—— = XS regressie een toetsingsgrootheid voor de hypothese
| - R2 KS fout

Pyux = 0 (of (Bf"'°’BP) = 0), zie § 7.

Een samenvatting en tevens de samenhang tussen populatie en steekproef vindt

U in de volgende twee figuren:




1L - &

LK No% N-H
=0 500 =~ 1= 1 = -d
&4 ~ &1 :
(@T3UBTaBA 9T3NPIS™I) (] - m.l ﬂv\w=% - A u‘m aBA = 5 - = @ IBA = 20
1 T 15 -
A.% - .%VN =0 = ‘9 W 0 = .m,w
- d - —
° + maa*x O+ on0¥x = A 2+ mx d+ 7 4+ oxOm = 4K := x_ Iz
E -5 +3=3+7x = z s . mmam 4 over o4 0504 _ Tz
_ CE-T) « '3 - 'z
n
wy ] -
: .m*x,....o*x zoop uouuedsaldo eqwinifasp *uwip (i+d) :q .mm.....om 1o0p usuuedsaldo sjuwinafesp ‘wip ([+d) :qQ

- S911BSTITE913901dya935 . ’ Nq 213e1ndod




b, Aanpassing van een rechte lijn

Dit is het speciale geval p = l. Dus

y=n +g=80+8ix+g

en het steekproefmodel:

y=X+e
met
n— T
B = (BO,BI)
y= (z!,...,zn)' ; e = (g_l,...,gn)'
1 X, v
X = i. . .
1 Kn ;
h=9; = byt hyx
Ti
X
Nu is
n in Zyi -1 in -in )
X'X = |3 X'y = s (X'x) = / [n Ix; - (2x)?) .
Exi in LExiyi : —in ‘n
Dit geeft
- o n Ix,y. - Ix, Ly, 2
5.10. bO =y - blx . b] - i71 1 71 osT(x,y) _ . SEyg ;
- : n Ix? - (Ix.)2 s2(x) s{x
i i
var b 0% 3 var b, =




(x - %2 ]

- ;82 = lly = §1%/(a = 2) = 2(y; ~ 9% (- 2) .
Ix; = (in)zln S '

1

Enkele opmerkingen

(1) De berekende regressielijn gaat door het "zwaartepunt (x,y)" van de .pun-

tenwolk, nl. 1 = by + byx = v + b, (x - x).

(2) We zien uit 5.10 dat, hoe groter E(xi - 2)2, des te kleiner var El’
d.w.z. doe de waarnemingen in beide uiteinden van het meetgebied (aange-

nomen dat het model korrekt is!).
(3) Uit 5.11 volgt dat var N kleiner wordt naarmate x dichter bij x ligt.

In de viteinden is i het minst nauwkeurig.

(4) Er geldt i - y = by (x - %) oftewel A* = rxyx* waarbij x* en A gestan-
daardigseerde variabelen zijn. ‘
(5) Voor een betrouwbaarheidsgebied voor B zie § 7.

Voor m: fi -~ t ,(a)s() <n <A+t _,Ua)s(i) 3

¢. Gewogen kleinste kwadraten

In § 6a luidde een nevenvoorwaarde: VAR e = 62T. Soms is hieraan in de prak-—
tijk niet voldaan. Daarom beschouwen we nu het geval VAR e = 12 (willekeu-
rig, doch regulier).

We minimaliseren nu £ = (y - n)'Z_z(y -n)

2

f= y'E—Zy - 2n'E_2y +n'S “n =.Y'Z—2

2

y - 28'X'Z %y + 8'x'5 28 .

&k o~ axs”
3R _

geeft een minimum voor

2 2

- azf —%{.
v + 2X'L “XR = 0;«——; = 2X'% is p.d. als r(X) = p+l
3B

b = (x‘z“zx)"'x'z'zz , (zie Ba, B8)

VAR b = (x'z'ZX)'lx'x'zzzz"zx(x'z"zx)_1 - syt



Een bijzonder geval is weer dat

Wy o
172 RN =: W (matriz der gewic_hteﬂ)'.
G ‘w N R
n

Dit geeft een eenvoudige doch interessante toepassing:
Stel n = Bx een lijn door de oorsprong en we willen de helling B schatten
uit een steekproef y en X' = (x},...,xn); y = XBp + e. Neem aan dat

VAR e = 12 = W |. Dus

-1 IV XYy
b= (X'WK) X'Wy = ——2= .
Zwixi
(1) Als of = kx;, dan wordt b = y/x.
02 i
22 : 2 _ i oo o
(2) Als of = kx; (d.w.z. A %) constant), dan is b E(yi/xi)/n, dus

1
juist het gemiddelde van de n schattingen voor de helling.

De juiste procedure hangt dus sterk af van de verdeling van e.




- 6.1 -

§ 6, De Wishart- en Hotelling's Tz—verdeling

Beide verdelingen treden op in de multivariate analyse bij het bepalen van
een betrouwbaarheidsgebied of het toetsen van hypothesen.betreffende parame—
ters (dat zijn vektoren of matrices) van méerdimensiqnale verdelingen. Ze
zijn dan ook generalisaties van de verdelingen die optreden bij het toetsen

van parameters van &&ndimensionale verdelingen.

a. Definities, notaties

6.1. standaard normaal : X ~ N(0,1)
normaal :u o+ oy ~ N(u,0%)
p~dim. stand.normaal : KP ~ NP(O,I)
p~dim. normaal ST Z‘EP ~ Np(u,zz) R P B
Xo o 2= (e ) alle stochastisch onafhankelijk
' t= cee h i fhankelijk
Xy, p ((xp)l, ,(xp)v) alle stochastisch onafhankelij
I
X, p " m+ X, pF met = (u,eeen)
- . 2 o oyt
6.2. centrale chi~kwadraat P X5 X, Xy
. 2
niet centrale chi-kwadraat: Ki(pz) = (p + Kv)
«3. i H 2 = y! ~ Y \).}‘_ v 2P
6.3. standaard Wishart Xu,p X,,p Xy,p p( ,I)
. . 2 = 1,2 E ~ 2
centrale Wishart : (xv,pz) z X5,p WP(U,Z ) .
2
niet centrale Wishart : X ~ W (v,12,D%)
“V,P p
vlé
6.4. centrale Hotelling : 23 b = —~ beide var. onafhank.
y
X\)—p+i
Vs (1)
niet centrale Hotelling : 53 P(uz) = beide var. onafhank.
3
Kv-'p+l
vxz
centrale Student : Ei = = beide var. onafhank.
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v heet steeds het aantal vrijheidsgraden, p de dimensie van de verdeling.

We zullen steeds weer onderstellen dat I regulier is.

Enkele opmerkingen

(1) In Kendall en ook in Anderson wordt de verdeling van de steekproefvari-
antie-covariantiematrix §? de Wishart verdeling genoemd.

(2) We zien dat inderdaad de Wishart verdeling een generalisatie is van de

2(‘2

lisatie van de Student verdeling, ml.:

~verdeling en Hotelling's verdeling (7> in de literatuur) een genera-

= 2 2 = ¢2 =
Xo,1 Xo en Ev,l £ (dus p = 1) .

2 = gi, zo is ¢? _ = LA P Via de F~verdeling is de

v 0,0 S TTpFT Evmpet”

Eﬁ p*verdeling dus te tabelleren.
¥

(3) Evenals t

(4) v? resp. D2 zijn de niet centraliteitsparameters van de betreffende
. 2 ~1.2 :
verdelingen., D~ = (ME I) .
Eigenschappen, stellingen
2 v 2 v
T . o ! - 2y, 3 . - ..
n analogie met x° = x' X, % (x?); is volgens 1.30 X5 ,p ; (XP Kp)l

Hiermee is te bewijzen:

v

§x% _ = § £(x

vV
' . = = vl
=v,p K'p)l ;I .

P

en analoog

E(x 2)2 = E'Elxz‘ L= I'wIX = vi2 (= produkt parameters uit W _(v,I?)).
TV,P =V,P : P

4

.. (= . ~ .
Zij G. zodat GG I, dan is va,p erP

Bewijs:

(]
>
I

= G((xv)],...,(zu)p) = (G(gv)l,...,G(Kv)p) » volgens 3.4

e

((gr)l,---,(gr)P) = Xep

daar COV(G(Zv)i,G(Kv)j) = GOG' = 0 voor i # j, d.w.z. ongecorreleerd dus
onafhankelijk. (Ga zelf na dat G(xv)i en G(Xv)j simultaan normaal verdeeld zijn.)
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6.7. Hieruit volgt direkt: Is P een orthogonale projektie met r(P) = r, dan is
Py £)? = L) .
(x\),p) (}gr’p)

Bewijs. Volgens 1.95 is P = G? met GG' = I, dus

P 2 = (G'ey_ I)® = (6, I)? = £)?2
( )-('\JSPE) ( Xd\)sp ) ( X\),P ) (Xr’p ) '

In-het bijzonder voor p = 1 geldt dus (PY 32 = y2 (Pas op: Py # x_).
=y =T P Ay T Xy

6.8, Stel PA en PB zijn orthogonale projekties resp. op de orthogonale lineaire

deelruimten A en B} x en y zijn stochastische vektoren zodat COV(x,y) = al.

Dan zijn PAgAen PBz‘ongecorreleerd.
Bewijs.

COV(PA§,PBZ) =P, COV(E)Z)Pﬁ = PAuIPB =
daar PA B = 0.

Fen belangrijk, bijzonder geval hiervan is: (speciaal geval Fisher—Cochran theorem

6.9. Stel x =y = X5 PA = P, PB - pt (zie 1.90, de orthogonale projektie op het
orthoplement Al van A); ¥(P) = dim A = r; dim At = v - r. Dan geldt

2 - = 2 o 1 L2 _ Lrep2 12
X5 E(Ph%fP )Kv] Xv(P + P) X, Kv(P + P )Xv
2 = 2 - 2 - W2 2

Xy = By )"+ (B )T = XD F Xy

en beide onafhankelijk volgens 6.8.

Dit resultaat in algemenere vorm luidt:

6.10. Is W
dan geldt

;" Wp(ul,zz) en W, ~ Wp(vz,zz) en zijn beide stochastisch onafhankelijk

~ 2
W, + W, wp(ul+v2,z )
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Bewijs:
2 2 vy 2 2 .
+ = a8+ Lyc = ( + L=
¥+ i (Zvl,p ) (Evz,p = (le,p sz,p) A
Vi Vitvg
: v 2
=z Y.t (x.x").12 = 2% $ = (x £)* .
EIZ (?.{.Pz(-p)l \le;] XPZP 1:] —vl+v2’p _\)1+\)2,p
Voor p = 1 en £2 =1 ontstaat inderdaad Ki + x2 = x? indien beide on-

A £y 4y
.. 1 v ViTV2
afhankelijk zijn. 2 '

. Als A ~ wp(v,zz) en B = By, met r(B) =k, dan is BAB' ~ W, (v,BI?B').

Bewijs:

dus
v ' 2nt
L ¥ ¥ ~ F
BAB' = % (Bz Zp)i(BE N Wk(u,B; B")
nl, volgens 3.3 is BE'KP ~ Nk(O,BEZB') en tevens, daar (Kp)i en (Xp)j onaf-
hankelijk zijn voor i # ], zijn ook (BZ')_(p)i en (BX'XP)j onafhankelijk.

Zij X , 1= (31,32); §1 bevat Dy 52 bevat Py kolommen ; Py * Py = P

V,p
Stel X,p° xv’ I, dus JOL= 0.
X' X X! X A A
-1 =1 -1 =2 -11 =12
A :=X'X = ! = .
- - 1] 1
Rt 5HX 8, &
Dan geldt:
~ 2 ~
A Wp(v,Z ) en 522 sz(u,zzz) .
Bewijs: Dit volgt direkt uit 6.11, nl. met B = (0O Ip xp ). Dan is
272

= T~ ' =
Byp = BAB' U, (V,BIB) =W (9,0)))
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Verder geldt

1 l ~ - . e
. 411-2 = éll -12A22A21 Wbl(u 92’311.2) en onafhankelijk X,.

)] (2)

Bewijs: Noem de i-de rij van 51 en 32 résp, X en x °/., Daar de rijen on-

hankelijk zijn, is de vexrdeling van E(l) bij gegeven X, hetzelfde als de

verdeling van 5‘1) bij gegeven x(z). Deze is volgens 3.10:
f(x(l)[ x(z)) = Np](ISX(Z)’ZII-Z)
Bij gegeven X2 is dus |
ECXX, XD Wbl(v’zll-Z")
Nu is
f(AIl'zlxz) = £0X](I- x2 22 X)X, |x 1= fE(PX ) | Wp](v_é2’i]l.2)

nl., P =1 - XzA;;Xé is een orthogonale projektie ap Xék(idempotent en sym~
metrisch en £(P) = sp(P) = v -~ p2) ' ’
Dus bij vaste X2 is f(§11.2|X2) p (v- p2, 1.2 ) en daar deze de voorwaarde

niet bevat, geldt de verdeling ook onvoorwaardelijk en onafhankelijk X

2
Bij wvaste X2 is de niet—centraliteitsparameter inderdaad 0, nl.:
: l
P = = =
€y, [%,0m €01 - X,A0%0%, [%,] = (1 - XA )XX,E70) = 0 .
De voorlaatste stap volgt uit: Etx(])l 2= B - 212222 (z)a dus
IS 2 . .
erxt !x( )1= £ (2 222221 en nu overgaan op X, en X,.
. Stelling. ]/(X P)11~ Ki;p+l en isronafhankelijk van de laatste p ~ 1 kolom-
men van Kv,
Bewijs: Neem A als in 6.12 met L = I, dus A = _2 . Neem verder P, = I dus
b
p2 =p - 13 X! is dus één kolom. Dan is dus volgens 1.35 en 1.33 (scalar)
Il 5 = |A| / IAZZJ = |é[ / lélll = 1/_&3;11 en is volgens 6.13 verdeeld als
x2 = 2 = = =
W (V p+1,I) = v pt]’ nl. 211_2 = 1 daar Z T dus le I en 212 0.
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7. Enkele toetsen

Zij & = (31""’§p)| een p-dimensionale stochastische vektor en Zﬁxp een
steekproef van x ter grootte n, d.w.z., X = (E*I,...,g*p)_waarblj'g*j‘n waar-
nemingen zijn van X5 3= 1,0..,p. B

Schatters voor u en 2 zijn:

n
7.1. Het steekproefgemiddelde x := ) X /n x = (x],---,xp)'. ,
. 1 :

7.2, De steekproefvariantie-covariantiematrix

52 s 732 ¥
= X - X~ 1) =] (5

— . -1 %

-XGE, - R /=D,

Soms wordt S? gedefinieerd met n i.p.v. n - 1 in de noemer. Dan is §? juist
de maximumlikelihoodschatter voor 22 in het geval dat x multinormaal ver=

deeld is (zie appendix B).

X = PX met P = {1/n}; elke kolom van X wordt loodrecht geprojekteerd op de
vektor (1,...,1), zie ook 1.91, Tevens is X = (E,...,E)', vergelijk met 6.1

m = (u,...,u)'. Das z is een schatter voor JIl.

7.3. Er geldt:

-2 = @-E+E-T% = @ -0+ -7 (ea nad)

7.4. Analoog aan s? = (in - nx2)/(n - 1) is 82 = (X2 - X%/ (n - 1), nl.:

s = (x -0 = (T - PXP = X'(T - P)X =

{n

= X% - X'P¥ = X2 - X"P'PX = X* - ¥% .~

X en E? (met n -~ | in de noemer) zijn zuivere schatters voor W resp. L% nl.:

o
wi
It
~1
o
"
-~
=]

It
—_p——1 3
=
ey
=
1]
=

en
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7.5. Stelling. Is x ~ Np(u,xz), dan zijn g en §? stochastisch onafhankelijk.

Bewijs: ' (X - %) = (®X)' (F'X) = 0 (zie ook 1.90), d.w.z. Px ; 1 ?J*’%;j"ﬁ--

e g = g2 i3 . en Px,. ongecorreleerd
Nu is COV(x.:,%, ) o ;1> dus volgens 6.8 zijn Px,; en F'x . ong elee

dus onafhankelijk, oftewel g en X - X zijn onafhankelijk en dus ook X en §?._

7.6. Stelling. Is x ~ Np(u,zz) en x en 52 gedefinjeerd als in 7.1 en 7.2, dan is
X ~ Np(u,ZZ/n) en §2 ~ W (n=1,52/ (a=1)).

-'=E.L
Ly, dus x = X

. - N
Bewijs: X o Xn, -

u' = (1,...,1). _
& -52% = [ - P)X, pz]z, nl. (I - PYM = O en nu met 6.7 = (x__

- + x'5/Vn ~ N_(u',22/0),
p R AR/ N

5)2 dus
1,p )

- Ja<1)? ~ -1.%2/(n-
g% = (g 2D ~ W, (0-1,52/ (m=1))

Opmerking. We zien dat Sg = | en 8§? = % (met 6.5). v:=n - | heet het aan-
tal vrijheidsgraden van §%; p = 1 geeft vs?/o? = x%,‘nl. s? = Xgozlv.

2 2

7.7. Stelling. Zijn §7 en 85 onafhankelijke schatters voor I2 uit Np(u,Zz) met

resp. v, en v, vrijheidsgraden, dan geldt:

+
~ 2 FeZ2 ~ v2
— \)l + \)2 wp(\);"“\)z,z /(\)I+\J2)) . ?1’1 SE I .

Bewijs: v §% ~'wp(v],22); v2§% ~ Wp(vz,iz), dus volgens 6,10
vl§2 + v §2 ~ Wp(vl+v2,22) en dus §? “’Wp(vl+v2,22/(v]+v2)).

2 yolgt uit 6.5.

Nu volgen enkele toetsen. _
2] Eﬂxp een onafhankelijke, aselecte steekproef ter grootte n uit Np(u,xz).

Bij gebruik van een likelihood-ratio toets wordt de nulhypothese

HO e w

getoetst tegen de alternatieve hypothese

Ha 2B e Q\w

waarbij 6 de vector van onbekende parameters voorstelt, { de gehele parameter-

ruimte en w <  de parameterruimte onder HO' De likelihood-functie L wordt
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zowel voor © ¢ w als voor 6 ¢  gemaximaliseerd. De maxima geven we aan met

L, resp. LQ. Het toetsingscriterium is dan

L
0

A = /LQ.
In een aantal gevallen kennen we de verdeling van A, of die van een monotone

functie van A. In de andere gevallen moeten we de verdeling van ) benaderen.
Volgens Wilks (zie An.Math.Stat. 9.p. 60) is

-2 log A = -2(log L~ log L) ~ x

met

dat wil zeggen het verschil in dimensie tussen 0 en .

Vooral voor grote n is deze benadering goed. Voor verschillende in dit dictaat
beschreven toetsen bestaan vermenigvuldigingsfactoren voor de toetsingsgrootheden.
Deze dienen om voor kleine n een betere aanpassing-aan,de_xz-verdeling te

krijgen. (zie Bartlett. J. Royal. Stat. Society, series B, 16 pp.296-298).

Toets voor de hypothese 1 =

110-

. Stel 12 bekend. Bepaal x uit steekproef. Voor p = 1 gold als toetsingsgroot-

X -

o/vn

singsgrootheid: n(x - u )'ZFZ(E - 1) = X2. Dat deze toetsingsgrootheid
- 0 - 0 -p

5 _ L ‘
heid [ ] =n(x - uO)U 2(5 - uo) = xf. Analoog nemen we nu als toet~

onder H, inderdaad zg—verdeeld is volgt uit
I g - ) X, en dus

1%}

® Uy ¥ Z'XP//E- (zie 7.6) dus

nE - 1) TEE - ug) = A TR - 12 s g2
X 0 0 X 0 X
De kritieke z8ne wordt n(x - UO)'Z_Z(E _ UO) > y2(a).
P

n(x - 1) 57AE - ) <

trouwbaarheid P =

XS(G) geeft een betrouwbaarheidsgebied voor | met be-

| = a., Dit is het opperviak + inwendige van een p
onale ellipsoide met middelpunt x. Voor p =

—dimensi-
2 wordt dit een ellips:



H
2
Betrouwbaarheidsgebied voor p = _(ul,uz)t

_ bij gegeven X = (§1,§2)' en a.
Xy fommm e - :

i

|

: H

Xl i

b. Stel % onbekend. Bepaal x en $2 uit steekproef. Voor p = | gold als toet-

-

- HOJZ
s/vn

—

als toetsingsgrootheid: n(g - ”0)'§f2(g'_ uo) =3 2? (van Hotelling). Deze

n(x -~ “o)ﬁfz(g = Hg) = t2 1+ Analoog nemen we nu

singsgrootheid FE -

volgt uit het likelihoodratio-criterium, nl.:

mzx L(1y,L9) . lzélin X - X)zlén
A = = (zie Bi2) il e
max L(u,%2) |22 [x - )]
Q w _
g _ w2 2(4n
= (zie 7.3) 1(5 %] T ;
[ - 0%+ @ -2 :
2 _ ., :
B x - %2 . | (x - D)2 }
=2 - - t - t
[(x - £)* + n(x -~ o) (x =) | 3 G- up) o
. - _,
“alx ~ug) (X - X)
= (zie 1.35) — - 1 5 = 2] .
P+raG-u) X -X) k- Hg) 1+ T/ (n - 1)
Het kritieke gebied A = A, geeft als kritiek gebied T > Ti.
Onder Hy geldt eveneens I? = Ei-l,p‘
Bewijs: Volgens 7.6 is v§? = (&v £} en onafhankelijk g; v=mon-1,
b

Dus de toetsingsgrootheid is isomoor met
FoE ) @R s )
~P —Vv,p =P

- en Xp stochastisch onafhankelijk van X, p
- s

= 1,2 ] 1,2 = 2 = = s .
UKP(Kv,p) X, + Opm. r(z xv’pz) r(xv’p) r(xv’p) p (bijna ov

Houd nu xp vast en voer een orthogonale basistransformatie H uit zodat de

eerste rij van H valt langs xp. Dan krijgen we
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.10,
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[

- ~1
v (B (3 )RR = v () o2 ) (B,

' P
= v 2(1,0,..,0002 )(1,0,.00,00" = w22 )
Xp sVyeney 2y,p yUswwasy _ P Zv,p
en nu onvoorwaardelijk daar X, > onafhankelijk X is:
» .
= yy2 '
\ vx /Ev pt] (volgens 6.14)
. =g, (sie 6.4).

Opmerking. Voor v = «, d.w.z. $2 > }2 gaat t v,p > Ei ,p = *2 (geval a)

De niet—centrale Hotelling verdeling treedt op bij het onderscheldlngsVErmo—

gen van deze toets.

Toets voor de hypothese u] = U

. Stel 22 en ZZ

N (uz,E%)° X en X onafhankelijke steek-

Stel x, ~ N X ~
i pMpEp en 2y~ N, P TRy,p 53D

1
proeven.

" > beide bekend. Toetsingsgrootheid

. Stel 22 = £2 doch onbekend. Toetsingsgrootheid:

1 2
n.n
"2 - - «-2 .-
o @ TR E & TR L
met Sz, v, en v, als in 7.7.

Opmerking. Het geval E% # 2% en beide onbekend behandelen we niet (zie [1]),

*

Toets voor de hypothese B = B (B = (8

0,...,Bp)' is de vektor der regressie-

coefficiénten).

Ondersteld is dat e ~ Nn(O,GzI); X
onder H0 (zie 5.7)

n,p+l de steekproefrealisatie. Dan geldt

-1

~ N8N T2,

oftewel




i e -;

s

b ,!
AH
B,
il

1,
o
EEl
'I.

W11,
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Nu is .
1
CII RS- S (A W L b S A SN H
_ S2 - - 02 ‘ . E.‘2/02

2
£ ' :
« 2B (beide onafhankelijk) .= (p + l)E€+1 met vV Ep ~p -1

2
X5/v
' *
De kritieke zbne wordt: (b - B*)' XX Y (b~B) = Fgf](a) s
(p + s
(b - B XX 5 (b - B) < F5+l(m) geeft een betrouwbaarheidsgebied voor
(p + )s : ' ' : '

met betrouwbaarheid P = 1 -~ &, Voor p = 1 is dit het ihwandige van een el-

lips.

Toets voor de hypothese Plug = 0.

vt . . :
Stel x = (31’5(2) y o~ Np+](u,22) en Xn,p+l een onafhankelijke steekproef

ter grootte n van X.

Een schatting voor Prao is
s . solg
1272221
Ro=r , = —==220
v

11

X ' X 1 ] = - =
met S, = (X] - XI) (X2 - Xz)/n etc.; X, ete. als in 6.12 met v = n, P, I, P,

Uit het likelihoodratio-criterium volgt als toetsingsgrootheid (zie [11],

pag. 90)
2 -1
R SppSpnly,
1 -R2 Frie
Beschouw X2 vast en noem X2 - iz = Y2 en ;l - g] = X]. Dan wordt

o o1 )
2 Yoy, (y'y.,) 'vily (PY..)
f(R lxg=f A A A \ I

-1
L - L
Yl[I Y2(Y2Y2)

=f ' | x
Yz]Y]} (P Y]) g

waarin P := Yz(YéYz)-IYé de orthogonale projektie is op kolomruimte van Y2
met rang p en P de orthogonale projektie op het orthoplement van Y2 met

rang (n ~ p - 1) (zie ook 1.90).

£(y, i xz) - un(y,zl LD met vy = (X

1




7.12,

. Toets voor de hypothese I = ... =
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Dus ook onvoorwaardelijk:

B? 35(52)311.2 t2° (§2)
o z ZV,P = ;
5 2 5 met v =n - 2,
I - R X b
— “n-p~1°11+2
O - i . 2 = ) 2 = 2
pm 211.2 is een scalar; & (Py/#f;l_z) Y /211.2'
& =0 als pl°2 = 0, nl. dan 1is 212 = o, dus onder HO een centrale F stochas-

tiek. De noemer van 7.12 is inderdaad een centrale x—kwadfaat, daar

L L] -I ) -h] =
€Y X)) = [1 - Yo (05¥,) Y31, 0505,) = 0 .

Teller en moemer in 7.12 zijn onafhankelijk volgens 6.8.

Het bijzondere geval p = | geeft een toets voor de hypothese p = 0. Dan is

(n - 2)5? ) ' : .
— L, - (r is-.de steekproefcorrelatiecoefficient).
1 -r '

Opmerking. Vergelijk 7.12 met 5.9, De toets voor Prog =0 is dus te vergelij-
ken met de toets voor (Bl""’Bp) = 0.

2 2
= T
1

(1)

1,...,k. Aan elke x

Stel 5(1) ~ Np(u(l),ﬁi), i doen we n; waarnemingen:

( (1) (1)
XIl v e le

. . . k

X(l) = . . 3 z n., =n ,
1
. . 1

Xn 1 v e o« X
\ nipJ

2 (1) _ 3(i),2
Si = (X X ) /ni .

De likelihoodfunktie is dan (zie appendix: Be):

k -in. -in.p nj . . . ;
- 2 1 i _ (1) _ | (A)yige=2, (1) _ (1)
L = iEI {lzil (2m) expl- 4 jZI (xj* )L, (xj* R N
Nu geldt in 9: 43 = () 5% = H
i=1,....k .
en in w: gt o (D , 22=) nisiln
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Dit laatste volgt aldus:

. k' —2

i & is log L = ¢ ~ } X ni[log [22| + SP(SEE 31, zie B9.
1

Met behulp van B5, B6 en B7 vinden we

Fd

k

- 17 nifsp(E-szZ) - sp(s]%_z'2
I

dr2 2'2)] =

d log L

13

k
- § spl(az™2- } nz Zsiz“z)dzzj =0
1

geeft £2 = EniSi/n. Met BI2 wordt

k in
-1
o —in. -in, no-[$21° 1
mELomE?]  ten  texp(- dngp) il b
)\. = = % T = = 2 %n
= max L P+ TR 3+ 1Y a
o T mlEE tem ot exp(- in.p) by

Nu is = 2 log A ~ X%
met V=vg vy = keap(p+ 1) - dp(p + 1) = dp(k - 1)(p + 1)

(aantal onbekende parameters in de variantie-covariantiematrices).



8. Componentenanalyse

Men beschouwt de stochastische variabelen Xy»-+ 02X, Samengevat als

_}S' = (2{_!5""351)) )
et

£x =,
€(xn) (xw)* = 72,

Er kan hierbij bijv. gedacht worden aan p eigenschappen die aan individuen kunnen
worden gemeten. Men stelt zich nu de vraag of het mogelijk is de individuen te
karakteriseren door een kleiner aantal variabelen, lineaire combinaties van de
oorspronkelijke, die onderling niet gecorreleexrd zijn, Deze nieuwe eigenschappen
heten hoofdcomponenten ("principal components"), - o

2 . . . '
Als ©” de rang m < p heeft dan bestaan er p-m lineaire relaties tussen de xmen,

dus er zijn p-m lineaire combinaties met variantie O. Er zijn dan slechts m llnealr

onafhankelijke variabelen en alle eigenschappen van een individu kunnen door m

lineaire combinaties worden vastgelegd. In het algemeen zal 22 echter de rang p hebben.

Als men zich ook in dat geval wil beperken tot een kleiner aantal varlabelen dan
worden daarvoor die lineaire combinaties gekozen die een zo groot mogelijke
variantie hebben. (Hotelling 1933)

Willen we ons beperken tot k (1 = k< p) hoofdcomponenten XJ""’Xk’ dan moeten

[

we zoeken mnaar y (Xd""’zk) waarvoor geldt

G'G =1

= pt - .
y= G x met G = prk’ kxk

zodanig dat
Zk var
i=1 L
maximaal is. Omdat
.= £[G6" (x- ~u)'Gl..
var y. (6" (x 1) (x-1) Gjll

' = .
komt het probleem neer op het zoeken naar prk, G'G Ikxk zodanig dat

sp(G'EZG) = sp(GG'Zz)

]

maximaal is. Nu geldt voor elke G met G'G = I, dat

pxk

P := GG!'
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de orthogonale projector is op <G> (ga na). Uit 1.99 volgt nu dat de kolommen van G
orthogonale eigenvectoren zijn van 22 behorend big—ze k grootste eigenwaarden
AI,...,Ak. (Anderson, 1958). -

Het is het meest gebruikelijk om de hoofdcomponenten &&n voor é&n te berekenen.

Bovenstaande wordt dan toegepast voor k = 1,...,k0 voor zekere ko, 1 g 'ko 2.
In dat geval vinden we de eigenvectoren bij de eigenwaarden in afnemende g;ooﬁbe,

zodat dan

var y = var(G'x) = G'EZG =G'GA = A ’

met A = diag(hl,...,lk) en A] =

S

Opmerking. We zien ook,'dat aan de eis, dat de hoofdcomponenten onderling onge-

correleerd moeten zijn, voldaan is.
De componentenanalyse is gevoelig voor een schaaltransformatie. Stel

*
x = Dx, o

met

Dan is de nieuwe variantie-covariantiematrix:

*
22 =D EZD.

Het nieuwe eigenwaardeprobleem wordt nu CA .

A 2

p 2°pE* = HAY , of z%DH' = D!

e

in plaats van

Dit is alleen dan essentieel hetzelfde probleem als
D=c¢cl.
Vaak wordt in de toepassingen met gestandaardiseerde variabelen gewerkt en gaat

men uit van de correlatiematrix. Dit is natuurlijk geen oplossing van de principidle

moeilijkheid. (Zie Andersom, 1963, p. 139)

Tot dusver hebben we populatie-eigenschappen besproken. Nu gaan we uit van een

steeknrnef van x. dus van een matrix
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nxp

We zoeken nu k lineaire combinaties Vpr e oYy Van de kolommen van x met maximale

i

steekproefvariantie. Voor G_ ., moet gelden

pxk

- -~

(y*l,,--,y*k) = XG met G'G = Ik K

it

Y

SP

¥

(Y-f)'(Y-Y) maximaal.

Hierin is Y gedefinieerd als in 7.2. Nu is

sp(6' (x-B) ' (x-E)E)
sp(GGLEX—i)(X4i)

n sp(GG SZ)

sp(¥Y-Y) ' (Y-Y)

1l

~

Op dezelfde manier als bij de populatie volgt nu dat de k kolommen van G worden ge-

. . . . 2
vormd door orthogonale eigenvectoren behorend bij de k grootste elgenwaarden van 5.

Opmerking. Na schatting van G volgen uit Y = XG direct de individuele scores op de

k componenten.

Als we aannemen dat X, en dus ook ¥y, multinormaal verdeeld is, kunnen bepaalde
nypothesen worden getoetst,

In de eerste plaats kunnen we ons afvragen, of het wel zin heeft om te gaan trans-
formeren, omdat wellicht de X, al}oﬁafhankelijk zijn. We maximaliseren de likelihood-
functie L zowel met als zonder bijvoorwaarden (in w resp. @ zie § 7).

De logaritme van de simultanéﬁgénsdichtheid van de waarnemingen is, na subsitutie
van 1 = x (vgl. B9) ' | | | ‘

log L =c - in Iég;lﬂ?[ - in sp(Sz}Z-2

).

L)

Onder de bijvoorwaard? @atraile‘govarianties nul zijn, levert dit
log L = ¢c.®"in log It O? - in E S? 0.2.
o TR | . ii
. 1=1 i= I

2

. S - ) 2 . .
Het maximum wordt aangenomen voor 8, = Si (i =1,...p), en is

i

. P,

log L =c-- in log 1 8 - inp
w P

Maximaliseren zonder bijvoorwaarden levert (vgl. B 12)
3 l . i :
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log LQ

= ¢ - 4n log [$%| - tmp
Het toetsingscriterium is (zie §7)
2

S,
1/1_32|

-2 log X = 2 (log LQ - log Lw) =1 log

=k

i=1

De” steekproefcorrelatiematrix R is gedefinieerd als

R := V-ISzV—I , met V := diag(s],...,Sp).

" We kunnen de toetsingsgrootheid dus ook schrijven als

- 2 log A = n log IEJ-].

7 Deze toétsingsgrootheid heeft voor grote n bij benadering een_xz—verdeling met
ip{p-1) vrijheidsgraden. Dit is het aantal covarianties, die.in 2 wel, in @ niet

‘ geschat worden, ofwel het verschil in aantal parameters'(dimensies) tussen 9 en w.
(zie ook §7), ; '

Daarna rijst de vraag: als er een aantal relatief grote eigenwaarden zijn, heeft
het dan nog zin tussen de overige te onderscheiden? Stel k eigenwaarden van 32 zijn

zo groot (t.o.v. sp(Sz)/p) dat ze met Al,...,A uit de populatie zijn te identifi-

k
ceren. We willen toetsen dat de overige p-k alle gelijk zijn.

Stel 82 = KHK' met K orthogonaal, H = diag(n],...,np). Voor het gemak nemen we

2
> T oaee > Z ares 2 = '
n Ny N ® Mepn np, en L GAG' met G orthogonaalf

L = diag (A],...,A s Vyesa,aVv). Dan is

k

2

i

log L = ¢ = in leog [EZI - in sp(SZZ_ ) =

log A, - in(pk) log v - in sp(G'KHKTGAnl).

k
c - in L

Uit differentieren van log L naar Ai(i=l,...,k) resp. v volgt dat veoor vaste G

log L maximaal is voor

= 1 v '=‘ i = ] P ' '
b = GTRHK'G), (i=1,.00,k), v = = ) S (6TKEK G)jj.

We zien nu dat

sp(G'KHK'GA_]) = p

en ons rest nu nog het minimaliseren van

5k
1:

_ _ gk K'Y+ (o 1§ —
; log A, + (p-k) log v Lo log (G'KHK G)ii + (p-k) 1og(P__k j=k+1(G KHK G)jj)
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Bit is minimaal als de eerste k kolommen van G gelijk zijn aan (een permutatie van)
J;Meerste k kolommen van K. De laatste p—k kolommén van G spannen dan dezelfde -
I;uimte op als de eerste p—k kolommen van K. Het bewijs hiervan dat hier achterwege
blijft, maakt gebrulk van het konkaaf zijn van de logaritme-functie.

Hiermee volgt dat Al,...,l gelijk zijn aan (een permutatie van)n ...nk, en

-~ A 5P
v = p— Jj=k+1 nj, en nu is
_ M F eee. o0
k _ ~ _ ok ~ k+] P
I,.q log A, + (p~k) log ¥ = I, logn, *+ (p~k) ( " )
- Concluderend is
n + oew. +
o - k+1 p+\P _
log L, = ¢ in log {nr....nk( =Tk )Y T} - inp.
Zonder bijvoorwaarden
P
log L, = ¢ - In log .H n; - inp.
i=1
Derhalve 1is
- 2 log &2 = 2(log L, - log Lm)
n + .0 N
B -1 k+1 p P~k
=n log {(n  ; evvens np) ( ok PR

Het gedeelte tussen accoladen is de (p-k) de macht van hef'rékenkundig gemi&deide
van de p~k kleinste eigenwaarden van Sz, gedeeld door het meetkundig gemiddelde.

Zoals we al eerder gezien hebben, is het aantal geschatte parameters in { gelijk

aan ip(p+1), nl. het aantal varianties en covarianties. We kunnen de dimensie van
ook a.v. vinden: we schatten p eigenwaarden en p eigenvektoren, die gendrﬁeerd

en onderling loodrecht zijn, d.w.z. ? (p—j) parameters bepalen de eigenvektoren
(nl. p komponenten, 1 eraf voor normerlng, j-) eraf woor het lcodrecht 213n)

De dimensie van 2 is p + Ep_l (p-3) = p+p2 - ip(p+1) = lp(p+1).

In w schatten we k+1 elgenwaarden en k eigenvektoren. De dimensie van w is dus

k+1 + Z (p j) = k+1 + pk — jk(k+1).

Het aantal vrijheidsgraden is dus
bp(p+1) - k-1 - pk + fk(k+1) = {(p—k-1)(p-k+2).

Rotatie. Het zoeken van de hoofdcomponenten kunnen we op de manier van 84 ook
meetkundig bekijken. Het zoeken van k lineaire combinaties XJ,...,zk van
k

ﬁl""’fp Zzo dat I wvar Y; maximaal is, komt overeen met het bepalen van een
i=1
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k~dimensionale deeltuimte van I{p, met I{p opgespannen door 54""’§p’ zd dat

de som van de kwadraten van de lengtes van de projecties van 54;""59 op die
.deelruimte maximaal 1s. De vectoren Yyseeoody vormen een orthonormale basis

van die deelruimte. Het kan echter zijn dat een andere basis meer inzicht

geeft in de samenhang van de variabelen. Zo'n andere basis kunnen we vinden door
1i Xi;...,zk te roteren. Hoe we roteren, en volgens welke criteriq we versahillenae

~ bases vergelijken wordt in §9 beschreven.
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9. Factoranalyse

Inleiding

% De factoranalyse is ontstaan in de psychologie. Het doel is om uit eigenschappen die
~aan individuen zijn waargenomen of uit testscores, informatie te krijgen over niet
¢« direct meetbaré eigenschappen, de zogenaamde factoren. '
Stel er zijn p eigenschappen 3 (i=],...,p) gegeven. Het model dat in de factor-
analyse gebruikt worde, is nu dat elke L3} geschreven kan worden als de som van

zijn verwachting, een lineaire combinatie van k(k < p) factoren zﬁ en een storings-
term e, .

=1
9.1. (i=1,...,p3k < p)

We noemen fij de i-de factorlading op de j~de factor. In matrixnotatie

i .92, x=u+Fy+e (F=prk,k<P)
We veronderstellen hierbij
9.3 Cy =0: e =0; VAR vy = 'VARe=V2==diag (v2 vz)' COV('é)=0-
% I cCy tce 5 ¥ Ik’ e 21 pde I8,

Uit 9.2 en 9.3 volgt

2

9.4. £% 1= VAR x = FF' + V7

Dit is de fundamentele formule van de factor—analyse. Uitgeschreven luidt ze

k
2 2 2 .
9.5. 0" .E f55+ 9 (i=1,...,p)
1=1 '
9 k
: 956. Uij = ZEI filfjﬂ A(1,3=1,...,p;1 # j)
We noemen
k .
9.7. h? 1= z f?. (i=1,...,p)
i j=1 ij

.. 2 s e s .o . .
de communaliteit en Vi de unicitelt of specifieke variantie van X -

Het factoranalyse-model onderscheidt zich van het in § 5 besproken regressie-
model doordat de variabelen y in 9.2 niet direct kunnen worden waargenomen.
Het verschil tussen componenten—analyse en factor—analyse bestaat daarin, dat

in de componenten-analyse gepoogd wordt met k lineaire combinaties zoveel
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mogelijk variantie te verklaren, terwijl in de factor-analyse k onbekende
variabelen de covarianties bepalen. In meetkundige termen zij D de p~dimen-

sionale ruimte, opgespannen door x _ul""’Ep_up; de orthogonale projector

1

op een deelruimye K ¢ D geven we aan met P In de compomenten—analyse zoeken

-
. . 2 2 . .
. -~ + Vs P — . . -
we K met dimensie k zo, dat IIP, (x, ylﬂl + | k(zp ug” maximaal is,
in de factor-analyse gaan we ervan uit, dat x -u,-e.,...,x ~u_~-e -, met
=1 "1 -l =P PP _
epreet onderling onafhankelijke meetfouten, in een k-~dimensionale ruimte

liggen (die geen deelruimte van D is).

Geschiedenis. Het eerste factoranalyse-model was het "twee factor-model”

van Charles Spearman (1904). In dit model nam Spearman aan dat intelleétuele
vaardigheden verklaard worden door een algemene factor en voor iedere vaar-
digheid een speciale factor.
In de hierboven ingevoerde notatie: k=1, Uit 9.4 volgt dat dit model alleen
voldoet als |

oizj o2 - oij et =0 (i, 0om=l,eeeyp; P72 7 8 #m# i)
Karl J. Holzinger kwam hierna (1925-1930, zie Holzinger & Harmen, 1941) met
het "bi-factor-model", waarin iedere variabele geschreven werd in termen van
een algemene factor, een groepsfactor en eén specifieke factor. Bij m groeps—
factoren betekent dit, dat de factormatrix m+] kolommen heeft, en in elke
rij het eerste en &&n van de overige elementen niet nul zijn.
Als toegestaan wordt, dat de groepen elkaar overlappen, komen we bij het
"multiple-group-model" van Horst (1937) en Guttman (1944). Dit model komt
al dicht in de buurt van de verder in deze paragraaf te behandelen maximum-

likelihood-factoranalyse. De ontwikkeling van dit model is voornamelijk

het werk van Lawley (voor een overzicht, zie Lawley & Maxwell, 1963).

Identificatie. Voor de rest van de paragraaf nemen we aan dat de kansverdelingen

van y en e, en dus ook die van x, multinormaal zijn. Voorlopig nemen we ook aan
dat k bekend is. Verderop in deze paragraaf zullen we zien hoe de veronder-
stelling dat k een zekere waarde heeft, getoetst kan worden.

We vragen ons nu af of, uit waarnemingen aan de variabelen x, de elementen

van ¥ en V2 geschat kunnen worden., Dit is niet het geval. Wat we kunnen
schatten uit waarnemingen zijn | en 22, onder de voorwaarde dat 22 aan de
fundamentele formule voldoet.

Echter, als

22 = FF' + V2

dan geldt ook
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9.9.

9.10.
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22 = GG' + V2

Voor elke € = FA met A orthogonaal, immers GG' = FAA'I" = Fr'.

liet bij 9.8 behorende factor-model luidt

[

x=n+Fy+e

u o+ GA'Z.+.E

W+ 6z +e metz:= Aly

en dit model voldoet ook aan de eisen, zoals gencemd in 9.3:
£z =20; VAR z = I; COV (E!E) = 0

Uit meetkundig ocogpunt: bij elke orthogonale Aka hoort een andere orthonormale

basis in R K

Opmerking. We kunnen ook de eis dat de factoren cnafhankelijk moetenjzijn,
laten vervallen. Bij elke reguliere A, i Dehoort een (eventueel "scheve')

© Voorlopig beperken we ons tot orthogonale matrices, :
Omdat de ruimte der orthogonale matrices van k X k dimensie ik(k=-1) heeft

(d.i. E?=1 (j-1), vgl. §8), heffen we deze onbepaaldheid op door ik(k-1) be-

basis in_ R

perkingen op te leggen aan F. In navolging van Lawley eisen we (tijdelijk) dat

PV = A

waarin A een onbekende diagonale k x k-matrix is, ofwel:

P 2 _ P . s .

Dy ftiftj/vt 0 (1,7 =1,...,k; 1 # 3)
Dit zijn ik(k-1) beperkingen. Dat aan 9.9 voldaan kan worden, volgt uit 1.5.4.
Stel nl. F is een matrix die aan 9.4 voldoet. Dam is F'szF symmetrisch, dus

er bestaat een orthogohale matrix A zo, dat F'V_2

F=AMA" met A diagonaal.
Dan voldoet G := FA aan de fundamentele formule, en G'V_ZG is diagonéal.

De eis 9.9 is slechts tijdelijk, want hebben we uit waarnemingen F en V
geschat, dan zoéken we een G met GG' = FF', die "mooier" is dan F. Wat
"mooier" hier betekent zien we verderop in deze paragraaf.

Eerst gaan we na of invoering van de eis 9.9 het ons mogelijk maakt om

op grond van een steekproefvariantie~covariantiematrix 52 de matrices F en V°
te schatten. Uit 52 kunnen maximaal ip(p+l) parameters geschat worden. We
moeten schatten: het aantal parameters van F, dit is het aantal elementen
van F, verminderd met het aantal opgelegde beperkingen, plus het aantal

2
parameters van V, dus totaal

pk - ik{k-1) + p
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Len nodige voorwaarde om F -en V2 uit 82 te kunnen schatten, is dus
ip(p+1) = kp + p = ik(k-1)
of, na enige herleiding

k

A

1{(2p+1) = vV8p+i}, _ (Ledermahn,‘1939)

B.V.

p=3 6 36
k 28

A
[B%)

Opmerking. De eis 9.9 neemt niet alle onbepaaldheid uit het factormodel weg.
Alleen als FF' regulier is, ligt F, op een ortogonale transformatie na, vast.
Maar we kunnen opmerken dat als FF' singulier is, k te groot verondersteld is.

Een meer principiéle moeilijkheid is, dat kan gelden

2 2

9.12, FF' + V7 = GG' + w2 ‘met V2 #F W

Het is niet altijd zo, dat de niet-diagonaalelementen van FF' de diagoﬁaal—
elementen bepalen. Er zijn voorwaarden geformuleerd, waaronder 9.12 niet
kan gelden. Het zou ons te ver voeren, om hier op in te gaan (geintereéseer-
den worden verwezen naar Anderson and Rubin, 1956).

Een voorbeeld. Van 20 leerlingen zijn de cijfers gegeven van wiskunde,

natuurkunde, scheikunde, frans, duits en engels.

WIS NAT s5cH FRA DUT ENG
9 8 10 6 7 8
9 8 6 6 5 7
8 8 7 5 6 7
7 8 7 3 5 7
7 8 7 5 5 5
8 9 7 4 6 6
9 7 7 8 7 8
7 6 6 9 7 9
5 3 6 7 6 7
7 7 7 5 6 8
6 6 7 9 8 7
6 5 6 5 5. © 6
5 6 6 6 6 6
6 4 6 7 8 7
6 6 4 5 5 5
4 4 5 10 9 -+ 9
6 5 6 9 8 8
9 9 7 4 4 7
8 8 9 6 7 7
g8 8 B8 6 7 8

We willen mnagaan of we deze 6 variabelen terug kunnen brengen tot twee fac-

. . . . R 2.
toren. De steekproefvariantie-covarlantliematrix S5 18
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WIS NAT SCH FRA bUI ENG
wWis 2.21 1.95 1.21 -1.16 -.68 .11
NAT ' 2.69 I.25 -1.93  -1.19 -.45
SCH 1.69 -.52 L1l .30
FRA 3.19 1.92 1.28
bulT : 1.71 W91
ENG C1.25
Via een rekenproces, dat hierna beschreven zal wordean, vinden we
- 1.08 1.46 .57 -1.53 -I.Ol) -.51
L
F .77 47 .84 .60 61 .71
62 heeft als diagonaalelementen:
<45 .33 .66 .48 .32 A
_ 5
o l
* ‘M
‘: :D *

De zes variabelen verklaard door twee factoren

De zes variabelen verklaard door twee geroteerde factoremn.




...9.6..-

(2.21 1.94 1.26 1,19 -.62 02]

2.68 1.23 =1.95  -1.19  ~.40

22 - .69 -.37  -.06 .33
3.18  1.91  1.22

171 .97

- 1.25

De ecerste factor verklaart het verschil tussen exacte vakken en talen; ter—

wijl de tweede factor zoiets als "algemene aanleg' vertegenwwordigt.
8 g g

De ML-schatters. We willen nu nagaan, hoe we uit een steekproef X

2 P
schatters voor F, V7 en A vinden.
Voor een behandeling van de verschillende type schatters, zie het college-
dictaat "Kansrekening en Statistiek", §6. De afleiding van de maximum-
likelihoodschattefs ﬁ, Gz en K, die nu volgt, is origineel van Lawleyi(1940).

Na substitutie van {I = % geldt (zie B9)
9.13. Log L = C-~ in log ]22] - in sp(SZE'z).

We willen log L maximaliseren onder de bijvoorwaarden

G.14. 22 = FF' + V2
9.15. A =F'V ’F
9.16. F afmetingen p x k, V2 diagonaal p x p, A diagonaal k » k

Met Bl4 en Bl5 vinden we dat in stationaire punten geldt

9.17. P26 - p

242,72 2

£ %).. =0 (L= 1,.000,p)

9.18. ( s

We kunpen het stelsel 9.14 t/m 9.18 vereenvoudigen. Eerst wordt 9.18 voor-

vermenigvuldigd met de diagonaalmatrix 22 - FF'. Dit levert

9.19. diag(s®™? - Fr'r %% S 1w rrrd) = 0

. -2.2 .
Nu is volgens 9.17 F'Z 2S gelijk aan F', dus 9.19 wordt

9.20. diag(s’z™? - 1) = 0

. . . 2
Dit wordt navermenigvuldigd met I - FF' en weer wordt 9.17 toegepast. We
vinden dan

9.21. diag(52 - SZZ_ZFF' BT FF') = 0
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9.22. diag(S2 - 22) = 0, ofwel V2 = diag(82 ~ FF")
We definiéren nu
9.23. U:=V F

Hiermee herschrijven we 9.14, 9.15 en 9.17

9.24. 2% = wu'y + v2
y.25, A=TUW
9.26. s25™ 4y = vu

. . -2 . . -
Nu wordt 9.24 voorvermenigvuldigd met I = en navermenigvuldigd met V 1U:

9.27. vie = 5™ e + 34w

Volgens 9.26 is E"ZVU = S-ZVU. Pas dit toe op 9.27, pas hierop ook 9.25 toe:

9.98. vl = 5%+ $ 3y

Dit wordt voorvermenigvuldigd met V_]S2

9.29. vistyly cua w v
ofwel

2.-1

9.30. w %™ - nyy = ua
De oplossingen van het stelsel 9.22, 9.24, 9.25, 9.30 zijn de stationaire
punten van log L. We willen het maximum vinden. We nemen’'daartoe eerst V

vast. Omdat U'U en UU' dezelfde eigenwaarden ongelijk nul hebben (1.72)

kunnen we met 9.24 afleiden dat

9.31. log ]zzi

log |v2| + Z?=| log(l + Ai).

Gebruikmakend van 9.24, 9.30 en

] 1

(L+UUY) T =I-Uh+ 1) U
valt af te leiden {ga na) dat
- - -1 k
9.32. sp(s?272y = spvlsHTh - ey N

Substitutie van 9.31 en 9.32 in 9.13 levert

9.33. Log L = ¢ - in log [VZI - in sp(y"'szv'l) - 4n z§=](1og(; 3 - a0,
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. k
Het maximum van log L wordt voor vaste V gevonden als Ei= (log (l+ki)— Ay )

1
minimaal is, wat betekent dat we in 9.30 de k grootste eigenwaarden van
V_]SZ\JT—1 ~ I moeten nemen.
Nu is de vraag hoe v gevonden wordt. Dit gebeurt iteratief. Gestart wordt met
een eerste schatting van V: gewoonlijk wordt gebruikt Vi = Si.'- max Sfj.

_ j#i
Met een schatting voor V2 wordt het eigenwaardenprobleem opgelost, met een
schatting van F wordt 9.22 toegepast.
Deze iteratie-methode is ocorspronkelijk van Lawley (1942) en werd nader
uitgewerkt door Tao (1955) en Maxwell (1964). De convergentie is erg slecht.
Men kan zelfs aantonen dat het proces niet altijd convergeert. Een alterna-
tieve manier is die van Corsten. Voor elke V2 definieert hi]j fﬁ als het
maximym van 9.33 en hi) zoekt een richting in ]lp waarin fv toeneemt, In
die richting doet het iteratieproces een stap.
Opmerking. In het-factormanalysemodel van JBreskog (1963) komt in plaats

van de eis 9.9 de eis
V2 = a{diag 2—2)~I met o ¢ R

Hierbij hoort ook een ander iteratieproces.

Opmerking. Door 9.23 en 9.25 worden de eigenschappen in een fundamentele
schaal uitgedrukt. Aan 9.30 is nl. te zien dat de methode invariant is

voor een schaalverandering in de X, . Een schaalverandering in de X kan

nl. worden opgevangen door een zelfde schaalverandering in de fij en in Vi
(Vergelijk ook 2.22). Op grond van deze overwegingen kan ook worden uitgegaan
van de correlatiematrix in plaats van de variantiematrix. Deze schaalinva-

riantie geeft de factoranalyse volgens deze methode een groot voordeel
t.o.v. de in de vorige paragraaf besproken componentenanalyse.

-~

. . . . ~2
Rotatie. Als we de maximum-likelihoodschatters F en V gevonden hebben, kunnen

we nagaan wat er gebeurt als we in plaats wvan

x=utly +e

het equivalente model

= u + Gz + e

1%

beschouwen, waarin G en z afhangen van een reguliere matrix Akxk en wel zo

dat

G = FA, Z = A"lz
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We bekijkén'eerst het geval dat A orthogonaal is.

In meetkundige termen: AERERE vormen een orthonormaal assenstelsel en

y
_k
A lzq,...,A le ook en deze spannen beide IH{ op; de rijen van F drukken de

vectoren x,~H RCTERERPY: —up-Ep uit in het eerste stelsel, die van G in .

[ -
het tweede stelsel.

We gaan even terug naar ons voorbeeld op blz. 9.6 t/m 9.8. De matrix

~

G' = 1.30 t.35 1.00 -.62 -.26 .18
~.25 -.73 17 1.52 1.115 .88
= ( .69 .72 1.08 1.46 .57 -.153 -1.01 -.51
-.72 .69 .77 .47 .84 .60 bl 74

geeft een duidelijker beeld van de factoren.

M
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We zien nu een "exacte factor" en een "talenfactor".

Algemeen willen we een nieuw assenstelsel zb, dat de p punten zo dicht
mogelijk bij de k assen liggen. Er zijn vele methodes bekend om zo'n
assenstelsel te vinden.

Bij de gquartimax-methode (zie Sauders, 1949, Caroll.1953, Neuhaus en Wrigley,

1954) proberen we voor ieder punt de kwadraten.van de coordinaten Zo extreem
mogelijk te maken. Als gjl""’gjk de coordinaten van het je'punt zijn,
2

. . . 2 . . c e
willen we de variantie van gj]""’gjk maximaliseren. We definleren

i X 20
k. Egjz)

en willen nu

EP 02
j=1 g2
]

naximaliseren. Echter, omdat

2 Ik 4 1 k 2.2
G == I, gL - o= (I,_ 8.)
g% k "i=1 ®ji k2 g=1 "jL
1k 1 4
=k fi=1 851 T 7B

en h. onafhankelijk is van de keuze van het assenstelsel, valt het maximum

van LY o] 9 samen met het maximum van

5=1
&
.o P k 4
Q= 2oy Tiay 854

Dit verklaart de naam quartimax. Het quartimax—criterium luidt nu dat

we Q moeten maximaliseren over alle

G = FA, A direct orthogonaal

(De beperking tot direct orthogonale matrices is niet essentieel). Hoe vinden

we A7 Voor k = 2 1s A van de vorm

cos 9 — sin ¢
A= .
sin ¢ cos ¢
en vinden we G uit een rotatie van de assen. Voor k > 2 moeten we een iteratief

proces toepassen waarin bij elke iteratie voor elk paar assen een rotatie
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uitgevoerd wordt (d.w.z. jk(k-1) rotaties per iteratie). De toename van Q

en de grootste hoek waarover geroteerd is, zijn stopcriteria.

Ook bij de varimax-methode (ontwikkeld door Henry F. Kaiser, 1958) proberen

we de kwadraten van de elementen van G zo extreem mogelijk te maken, maar

we werken hierbij kolomsgewijs.

'Ufw

E 2% - 1 | 827 (31505
i=1] p i=l J ‘

is de variantie van de gekwadrateerde getallen uit de je kolom van G.
Omdat de getallen gij {j=1,...,k) afhankelijk zijn van de schaling van

x5 en gij/hi niet, prefereerde Kaiser maximalisatie wvan

ok .p bk .p 2,22
Viime Iy B (egy/hp) - Ty (e gy/hp)

. ; . 2 . . , : . :
boven maximalisatie van E?"loj als varimaX-criterium. Maximalisatie van V

moet gebeuren over alle

G = FA, A direct orthogonaal.
De werkwijze is analoog aan die bij de quartimax-methode.

Opmerking. De vele methoden die gebruikt worden bij niet orthogonale (scheve
of "oblique") transfotmaties, worden hier niet behandeld. Een overzicht

vindt men in Catell en Khanna, 1977.

Opmerking. In de componenten~analyse spannen de k hoofdcomponenten eeﬁ
k-dimensionale deelruimte wvan I{p op. Ook hier kan een andere basis van
I{k meer inzicht geven in de struktuur van het probleem. Op de componenten-
matrix G kunnen dezelfde rotatietechnieken toegepast worden als op de

factormatrix F.

Factorscores. We zijn uitgegaan van de scores van n individuen op p tests,

en hebben de p tests teruggebracht tot k factoren. We vragen ons nu af,
wat de scores zijn op deze factoren. Thompson (1951} geeft de volgende af-

leiding. Uit (9.2) en (9.3) volgt dat de variantie-covariantiematrix van

(i? is’

FF' + v2 F
F! I

De matrix der regressiecoefficiénten van X op y (zie collegedictaat lineaire
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Modellen) is
I (FF' + vz)'1

Als X, de i° waarneming is x het gemiddelde over de n waarnemingén, dan-

is de gchatting van de i® factorscore
y. =8 @+ T x, - D
i i
en hiermee wordt de n x k matrix Y van factorladingen
- an 2 -NIA
9.36. Y = (X-X)(FF'+V™) 'F
Uit {9.14) en (9.17) volgt dat
Sz(§?'+V2)-}f = F
dus we kunnen (9.36) herleiden tot

9,37, Y = (X-X)87%F

Hierin moeten we een p X p matrix inverteren. Dit kunnen we als volgt ver=-

mijden:
"'A_ZA ~~ AA'A"Z‘\
F(1+FVF)="T+FF¥V F
= (@2 + FEOTH
ofwel
~2. =i~ =2 nm2a -]

Uit (9.14) en (9.17) volgt S—2§ = T7F = (ﬁﬁ + Gz)nlf, dus we kunnen in plaats

van 9.37 ook schrijven
9.38, Y = X-X)02F(r + B!

Bij deze berekening van de thomsonfactorscores hoeven we slechts een k ¥ k
matrix te inverteren.
Volgens de methode van Bartlett (1938) vinden we de factorscores als op-

lossing van een kleinste kwadraten-probleem. Voor t=!,...,n minimaliseren we

p "‘"'2 2 - - - - AI‘ |“—2 - - - 5
9.39. Zj=1 Vj eij (xi x - F yi) v (xi x ~F yi)

Uit differentieren naar ¥ volgt

y. = (B9 g2

i (xibi)
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ofwel

2~ =1

9. 40. y = =)0 R E 07

De factorscores van de 20 leerlingen uit ons voorbeeld zijn ter illustratie
berekend, waarbij de geroteerde factoren gebruikt zijn. In de eerste kolom

staan de scores op de "exacte factor', in de tweede die op de 'talenfactor".

thomsonfactorscores bartlettfactorscores
1.57 .70 1.78 .86
.65 -.46 .70 ~. 47
.62 -.38 .66 -.39
.28 -.76 ‘ .27 ~.82
.33 ~1.19 .31 -1.30
.78 -.86 .82 -.90
.81 .94 .95 1.08
~.03 1.18 .02 1.30
~1.21 -.13 -1.35 -.21
.81 -.22 .19 -.24
-.31 1.09 -.29 1.18
-1.18 -1.04 , -1.36 ~-1.21
-1.04 -.60 -1.19 -.72
~1.10 .57 -1.19 .58
-1.32 -1.45 -1.54 -1,67
-1.41 1.76 : -1.48 1.87
-.65 1.23 -.65 1.32
1.02 -1.18 1.07 -1.25
1.02 .34 1.15 . .43
.99 .45 1.12 .55

Opmerking. Volgens 9.22 geldt

Dus

2 _ P 2 _ P k 2 p 2 _ . 2
9.41. sp S Zi=l s (xi) Zi=lzj=1 fij + Zi=1 Vi sp (FF') + sp V",

of na schaaltransformatie:

9.42, sp(VﬁlS2

-1 -1 -1
v = gp(V FF'V + gp I = gp A +
) P ) P Loxp P P
Als men in sommige beschrijvingen van toepassingen van factoranalyse leest
dat ''zoveel procent van de variantie door de k factoren is verklaard", wordt
meestal bedoeld het percentage van sp Sz'dat in 9.4]1 wordt uitgemaakt door
P Kk 2 sp FF'

izlzj=] fij, dus 100—-5—-1;—-52*
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Het aantal factoren. Nu gaan we na hoe getoetst kan worden of het aantal

factoren k juist is gekozen (zie ook Lawley, 1940). De nulhypothe Hy is
dan dat 9.2 het juiste model is en de alternatieve hypothese is dat de
X multinormaal verdeeld zijn zonder verdere restricties. In beide gevallen

is i = x en de maximalisering kan gericht worden op
log L = ¢ =~ in log 182[ - in sp(SZE-z}

Onder de veronderstelling R (zie paragraaf 7) wordt weer gevonden {(vgl. Bl2)

log Ly = ¢ = in log |82| - dnp
Verder is
log L, =c¢- in log |52| -} sp (Szﬁﬁz),
a2

waarin 1 = BF' + 92 voldoet aan 9.22, 9.23 en 9.30. Als deze vergelij&ingen
exact zijn opgelost, geldt volgens 9,20

2&*2

diag(s -1)=0
. 20-2
Dug ook hier is sp(S8"E ") = p
Dus
- 2 log A = n {log |2?| - log |S%|} = - n log |22

. . 2 Cep .
Voor grote n is - 2 log A by benadering ¥ =~ verdeeld met zoveel vrijheids~
graden als in w minder parameters zijn geschat dan in 2. Afgezien van de

gemiddelden zijn-dat

in @ : ip(p+1) (elementen van 22)
inw @ {p(k+1) - lk(k-1)}, zoals eerder afgeleid

Het aantal vrijhgidsgraden is dus:
Ip(p+1) = {p(k+]) = Hk(k-D} = H(pk)* = (p+i0)},

Een significante uitkomst duidt er op dat k te klein is.
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§10. Canonieke correlatie

De multipele correlatie, zoals gedefinjeerd in 4.4 geeft een maat voor het
verband tussen &&n variabele X, en een verzameling van andere variabelenlg(z).
De multipele correlatiecoefficiént bleek het maximum te zijn van de correla-
tie tussen x. en een lineaire combinatie van 5(2), terwijl de lineaire combi-
natie waarvoor dit maximum bereikt wordt de beste lineaire benadering gi van
X: is (vergelijk pag. 4.3, punt b, en 4.5).
Dit idee werd door Hotelling in 1936 gegeneraliseerd om de samenhang tussen
twee groepen van stochastische variabelen te bestuderen,
Stel

x' = (5(])',5(2)'> = (§1s---,§pl, 391+1""’§P)' » P =P, *Py -
We nemen aan dat Py < Py eventueel is dit te.bereiken door de groepen om te
wisselen.

De variantie—covariantie matrix is:

1 12
VAR(x) = .
b L
(21 “22
We zoeken p, lineaire combinaties zgl) van de gcl) en eveneens p, lineaire

combinaties 1(2) van de 5(2) zodanig dat deze lineaire combinaties paarsge-

i
wijze een maximale correlatie hebben, dus D(Xgl),giz))_is maximaal, terwijl
alle andere correlatiecoéfficienten nul zijn en de varianties gelijk aan 1.
In formulevorm:
z(l) - G;2‘2(1)

. tth'emlm Xplmurﬁ

—

(2)

Y = Gég(z) , met G, een p, X p, matrix

b -

zodanig dat

(}) _ ¥ _ :
) =6%,,6, =1

' =
G2222G2 =1

VAR(y

var(y %)

COV(X(I),X(Z)) = GiEIZGZ

diagonaal met maximale diagonaalelementen. Dit laatste wil zeggen dat deze
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diagonaalelementen achtereenvolgens worden gemaximaliseerd. Dus eerst worden

1 .
xg ) en x§2) bepaald met var(xfl))r= var(zgz)) =] en p(xfl),2§2)) naximaal.
Daarna Xéi) en zéz).met varianties 1, D(Zfl),zgl)) = 9(152)»2(2)) =0 en
p(zél),xgz)) maximaal, ete, A
We zullen zien dat, als wij maximaliseren bovenstaande bijvoorwaarden, boven-
. . (1) (2), _ (1y _(2)
dien voldaan is aan p(y, ",¥, ") = p(y, "»y, ") = 0.
Definieer:
I =3 22 en I =1 22 (1.64)
1" 22 " "2 ’
en
Ly z= 2463 Ly = 1,6,
Wij eisen dus:
t = ted - ' =
GIZCy = GGy =y = 1
' = o'yt = T -
GoLgaly = CpZplyly = Loky = 1

terwijl onder de voorwaarde 10.3 de

~T -1

' = 1.1
GL. .G L Zl 21222 L2

171272 1
~T

I

Dat wil zeggen giAQz

waarin A :=
maximaal, als

kolom van L

2
ad, = A'll, dus
- Q,;AA'R,I maximaal.
]
T S 1 =
Maar 2222 az QIAA RI

Dus 10.5 gaat over in
VQ;AA'Ql maximaal
en dus

EEAA'Q maximaal,

1

terwijl 212 = 1.

11

voorstelt., Bij vaste %

diagonaalelementen van

= t
: LIAL2 .

212251, maximaal moeten zijn,

" en &, de eerste

1 2
= (A'Rl,ﬂz) maximaal als

2; de eerste rij van L

s 1]
1s EIAQZ
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Volgens 1,100 wordt dit bereikt door voqr'ﬂ.I de eigenvector te nemen die hoort

van AA', Dus p = a = YA,

bij de grootste eigenwaarde X [

Of:

S G L
Lyidyaly By By By Ry = 2y

Nu is £, = Z,g (g is de 1® kolom van G,), dus:

~T. -1 _
Ly B a%00%018) = LBty

of:

-1 -1 .
1151252250181 = &1ty

Door uit te gaan van het maximaliseren van QéA'E in plaats van-R'AEZ, het~

1 1 _
geen neerkomt op het verwisselen van de indices | en 2 wordt in plaats van

10.6 en 10.7 gevonden:

-T

1
22

-1

=T
Lopkyp by Bygky %y = 204,

en

1. -1
rls -
2272151151282 T 82Ny

Opmerking: Als El en Al berekend zijn kan 22 ook worden gevonden uit

) = At
AIRZ A 21.

De grootste eigenwaarden moeten bij 10.7 en bij 10.9 uiteraard gelijk zijn,
2

omdat A] = P,

De volgende kolommen van Ll en Lz, en dus van G1 en G2 worden gevonden als

de eigenvectoren behorende bij de volgende eigenwaarden in volgorde van af-
nemende grootte van 10,6 en 10.8, respectievelijk 10,7 en 10.9. Dit volgt
uit de afleiding zoals gegeven voor de grootste canonieke correlatie en

uit 1.100.

Dus, in formulevorm:

'L =LA
ANL =LA,

waarin de kolommen van L] orthonormale eigenvectoren zijn en

1
L,A% = A'L, of A'AL, = LA,

1’ 2
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Aan de verdere eisen is dan voldaan, immers

1 =
LiL, =1,
I } . ‘
AELéLZAi = L{AA'L, = A, dus LjL, = I (mits alle A, # 0)
1 L
L;AL2 = AZL:'ZL2 = A* (diagonaal) .

Opmerkingen:

1) r(AA") = r(A'A) = r(a) (1.45).
El en Z, zijn regulier, omdat Ziy
r(AA') = r(a'A) = r(Z,) (1.44).

) = p,» dan hebben zowel AA' als A'A py eigen-

en 822 positief definiet zijn. Dus

Als we veronderstellen r(Z12

waarden > 0, A'A heeft dan verder nog P, = P, eigenwaarden = 0.

(2).nog aanvullen met z' =‘(E4’f"’EP2‘Pl)? of

z = H'x(z) {waarin H' een (p2 - pl) b P, matrix is), zodanig dat

B'EZ. .G, = 0 en H'ZZZH = I, Hierdoor is H niet bepaald., Door extra voor-
2272

waarden (zie Anderson p. 293) kan deze onbepaaldheid worden opgeheven.

2) Men kan eventueel y

Als H'222G2 = (0, dan geldt ook dat H'EZIGI = 0.

Definieer nl,

K := ZZH .
Dan geldt:
-1 -1 7 i Pt i - yt % -
- ' = f ' = f = - H. G A - 0 .
H'zzlcl = K'E, 5, I, 'L = K'A'L =K'LA H'Z3L,G A 5,6,
1 1
3) De variantie-~covariantiematrix van y, met y' = (Z(I) ,1(2) »2') is dan
l -
I AZ Py rijen
1
VAR y = 1A% I 0} py rijen
0 0

I (p2 ~ P]) rijen .

Zoals aan het begin van deze paragraaf reeds werd opgemerkt bestaat er een
nauw verband tussen de in 54 behandelde multipele correlatie en de canonieke

correlatie. We zagen op pag. 4.3 dat de correlatie tussen X, en een lineaire

combinatie van 5(2)
men %. = B! x(z)

YTy
combinatie gig

maximaal werd indien als lineaire combinatie werd geno-~

. ' ... . e 51 . .
s Waarin Bi* de i~ rij is van B : le 99+ Met een lineaire

(2)

geeft dus g;BE de hoogste correlatie, Dat betekent dat

het maximum gevonden moet worden van
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' )y (2) oot ' = g! -1
cov(gix™ T,g Bx0) = g 11,808 T 8)1y5lgpk08
onder de bijvoorwaarde g;Z“gl = 1.
Of: .
25Ty s5Tts o 57l maximaal
1D 1272272171 1 ’
onder de voorwaarde 2;21 = |1, hetgeen ons weer térugvoert tot 10.6.

4) In plaats van met de variantie-covariantiematrix van X kan ook met de
correlatiematrix worden gewerkt. Het is gemakkelijk na te gaan dat dit

essentieel hetzelfde resultaat geeft.

5) Ook in het geval van de canonieke correlatie zijn toetsen ontwikkeld
door Bartlett, Lawley, e.a., voor hypothesen zoals: k canonieke corre-

laties zijn > 0, de overige zijn = 0 (k < Pl)' Daarbij moet dan weer

(1) L, (@

verondersteld worden dat x multinormaal verdeeld zijn.
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'§11. Discriminant analyse

Het probleem is het volgende. Gegeven zijn 2 of meer populaties en vin elke
populatie een steekproef. Gevraagd wordt een beslissingsregel, gebaseer& op
deze waarnemingen, die ons in staat stelt een nieuw element met een 20 groot
mogelijke kans toe te wijzen aan de juiste populatie. Wij nemen aan dat geen
twijfelgevallen worden toegelaten.

Voorlopig gaan we uit van 2 populaties. De variabelen hebben dimensie p. Een
waarneming is dan een punt x in RP. De opgave is nu een gebied R ¢ RP te be-
palen. Als x € R dan is onze conclusie dat we te maken hebben met de popula-
tie met kansdichtheid fl en als x ¢ R (als R het complement van R voorstelt)
dan luidt de conclusie dat de verdeling f2 is.

We stellen nu eerst als eis dat de kansen op een verkeerde toewijzing naar

beide kanten even groot moet zijn:
J f2 dx = *J fl dx = 1 - J fI dx
R R R
of:
J (f1 + fz)dx =1.
R

Er geldt dan vanzelfsprekend ook:

J (f1 + fz)dx =1.

*

R

Willen we nu onder deze voorwaarde de kans op een verkeerde indeling minima-

liseren, dan zoeken we dus het minimum van
£, dx
J 2
R
onder de voorwaarde

J (f1 + fz)dx =1 .
R

0f:
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J (£, ~ A& + £5)}dx + A
R

moet minimaal zijn. Of:

J {‘kfl + (1 - A)fz}dx + A
R

minimaal. Hierin zijn R en ) de variabelen.
Het is duidelijk dat bij vaste X het minimum wordt bereikt door voor R te ne-

men de verzameling van alle punten X waarvoor geldt

~AE, (0= ME, <0

*
De grens tussen R en R wordt dus gevormd door

fl/f2 = (1 = X)/x=: 8.

A kan dan worden berekend uit

J (f] + fz)dx =1 .
R

Het criterium 11.6 1is blijkbaar een likelihood-ratio criterium. Het wordt

nu verder uitgewerkt onder de aanname dat de beide verdelingen f] en f2 mul-
. .. . . . . . 2 .

tinormaal zijn met dezelfde variantie-covariantiematrix Z~. De logarithme

van de likelihood=-ratio is dan:
S =) 1 -y - (xo-u)t £ Ak - )} =
U Hi Mo * T Hy

_2 ...2 ’ _2
= wlfle - t | - 17 R
3{ (ul uz) L “x x' £ (u1 uz) + 4y ul u2 z 5

Het van x afhankelijke gedeelte is:

-2 . -2 -2
- [} t _ = = t
i{(ul )" I Tx 4 x' Ty “2)} (v, uz) T “x .
"
Op de grens tussen R en R moet 11.8 constant zijn. Dit is de vergelijking
van een hypervlak. COp symmetriegreonden mag worden verwacht dat dit hypervlak

het lijnstuk [ul,uzl doormidden deelt. Dat dit waar is is in te zien door

. * =T . . .
de transformatie x = I "x toe te passen, waardoor de variabelen onafhankelijk

worden en variantie | hebben, immers var §* = Z~TZ'ZE-1 = I. De uitdrukking

!1.8 gaat dan over in
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(u? - u;)'x*'=constant .

Dit is een Hypervlak loodrecht op de 1ijn door de gemiddelden. De verdelingen
zijn door de transformatie bolsymhetriscb geworden en de kansen op verkeerde
klassificatie kunnen &&n-dimensionaal worden bekeken door de u?,:ug-lijn als
coordinaatas te nemen. De kansen worden gelijk als het scheidingsvlak het
lijnstuk [u?.uZ] doormidden deelt en dus wordt voor de transformatie ook
[ul.uzl doormidden gedeeld. Dit bepaalt meteen de constante in 11.8, want

we weten nu dat i(ul-Fuz) in het scheidingshypervlak ligt.

Dus de constante is:

)

-2
P -— L
C = 3(n, P A

en de discriminantfunctie is:
(0, — u,)! 12 = (u, = uy)’ Z_z(u + U,) .
1 2 1 2 1 2
De geschatte discriminantfunctie, op grond van twee steekproeven, is:

- -2 - - -7 - -

- ' = - ¥ +
(xl xz) 3 “x i(x1 xz) 5 (x1 x2) .
waarin 82 de "gepoolde" steekproefvariantie—covariantiematrix is (als in 7.7
met n, i,p.v. vi). De lineariteit van [1.8 en 11,11 volgt uit de aanname van
gelijke variantie-covariantiematrices. Laten we deze aanname los, dan wordt

de logarithme van de likelihood-ratio (afgezien van constanten)

= u)" I = u) - =) 3 0k - )

De grens tussen beide gebieden wordt nu een kwadratisch oppervlak. Er is
blijkbaar, ook voor het geval van meer dan twee populaties dat hierna wordt
behandeld, behoefte aan een toets voor de gelijkheid van een aantal varian-
tie-covariantiematrices. Deze toets is besproken in 7.14.

Er kunnen twee redenen zijﬁ waarom de voorgaande behanﬁeling van twee popu-

laties gewijzigd moet worden.

a) De kans dat we te maken hebben met een element van de eerste populatie
kan sterk verschillen van de kans op een element uit de tweede populatie.

b) De consequenties van een verkeerde klassificatie kunnen verschillen.
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We stellen nu dat we de a priori kansen T, en 7, kennen op het aantreffen

1 2
van een element uit de betreffende populatie en verder dat de kdsten van een

verkeerde klassificatie resp. ¢, en c, bedragen. In plaats van de kans op
een fout minimaliseren we nu de kosten. Dus we zoeken het minimum wvan '

J ﬂzfz dx + ¢, *J '.'rl‘fI dx.= c ™y * [ (c2w2f2 - clﬂ]fl)dx
R R R

)

" Het minimum wordt bereikt als we voor R het gebied nemen waarin geldt:

f1/f2 g c *

Opnieuw dus een likelihood-ratio criterium, alleen met een andere grenswaar-

de dan in 11.6.

Tenslotte het geval van k > 2 populaties, waarbij we aannemen dat de kosten

¢; alle gelijk zijn. We hebben dus de verdelingsdichtheden

S SR

1 k

en de a priori kansen

LATLITREFLAES

Als x ¢ Ri zullen wij het betreffende element aanﬂfi toewijzen. De kans op

een verkeerde klassificatie is dan:

J n]fl dx + J ﬂzfz dx +...+ J ﬂkfk dx =

R-k R* *

1 Ry Ry
2

£, dx .

T\'kk

= (nl +...t ﬁk) - J T f dx - ﬁzfz dx ~...-

R |
I R

Dit 1s minimaal als

Z J ﬂifi dx

* R,
i3

maximaal is en dat is het geval als Ri zodanig wordtlgekozen dat
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dus
Ri 1= {x l vifi(x) = max njfj(x)} .
3
Bij multinormale verdelingen met dezelfde 22 en met gelijke a priori kansen

betekent dit dat het maximum gezocht moet worden van

2

-2 2 = -2 -2
g — 1 - = —1{x" - ! -yt ' .
1(x ui) L "(x ui) Hx'n "x - x'Z My s wil Tx o+ pll ui}

Er moet dus het maximum worden gekozen wvan

! - lulz ..
Hiz *ooauge oWy

Als k = 2 is 11,19 weer eenvoudig te herleiden tot 1%.11. _
Op grond van een steekproef wordt het criterium: ken het element x toe aan
de verdeling £ als voor j het maximum wordt bereikt van

;!S_zx - %;35—2;. .

i i i

Er bestaan verschillende andere methoden van discriminant analyse. Wij zul-
len iets nader ingaan op de multipele discriminant analyse. Deze methode
komt voort uit de benadering van Fisher (1936) voor twee populaties.

Stel weer dat wij] te maken hebben met k populaties waarvan steekproeven be-

kend zijn. Wij hebben dus steekproeven X(l) (1 =1,...5k), waarbij X(l) een
. (i) . e k
n, X p matrix is, met r(X'"’) = p voor minstens &n i. Stel ¥ n, = n.
. 1=1

We definieéren:

' e (D (2! (k)'
(X )pxn t= (X X seeapX )
T' 1= (X - X)'

woa= (D g Wy o L g @y - gy

A' = {(i(]) - }'E)'r (g(Z) - )_{)""'s(i(k) - )—{)'} .
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Opmerking: Om het aantal boven- en onderindices te beperken komt X in boven-
staande definities in verschillende betekenissen voor. Het gemiddelde van de
vector x over alle n waarnemingen noemen we x (vergelijk 7.1). De matrix X

bestaat nu telkens uit een aantal rijen die alle gelijk zijn aan x. Het aan~

tal rijen is telkens verschillend en blijkt wit de context.,

Wij passen nu 7.3 toe op de i€ steekproef waarbij op de plaats van X, X en

Mrespectievelijk wordt gesubstitueerd: X(l), i(l) en X {n; rijen). Er geldt

dus blijkbaar voor elke i:

(X(i) _ 5‘()2 = (X(i) N )-((i))Z . (}‘{(i) _ ;()2 .

Sommatie over i levert ons

| zodanig dat het quotieént

Er wordt nu gezocht naar een lineaire combinatie %

maximaal is. Definieer D2 H W2 met Dpxp regulier. Stel DJ?,t =: d]’ dan zoeken

wij het maximum van

d;D-TAZD_ldl

' .
dldl

DmtAzD_1 is symmetrisch, dus volgens }.100 is het maximum gelijk aan Aps de
grootste eigenwaarde van D-TAZD—l en is d1 de bijbehorende eigenvector. Dus

D-TAZD_]dI =4

of
of

Dus El is een eigenvector behorende bij de grootste eigenwaarde van w-zAz.

Een punt x wordt bij de i€ populatie ingedeeld als Q;x het dichtst ligt bij
ex (1= 1k, '
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Als k = 2 wordt

M - = s 2
R eleSetmee— -— - v = .
R s CRERIC R AP
Verder is
' 2 2
W= UH +n2)S .
Dus
n n
W*2A2 = 12 8 2(x -x)(x, ~x )" .
1 2 i 27
(nl+n2)

2

- . - 20 )
In dit geval is er &&n eigenwaarde > 0, want r(W Az) = r(A”) = min(k~1,p).

De bijbehorende eigenvector is

SRR

Immers
nn .
1 2 Szﬁ-x ) (x -x)'Szm -x)==82& -x )\,
(n +n,) 2 1 2 ! 2 1 2
1 72
als
n,n
A= i 2 {x, -x,)'S 2(x -x.) .
2 1 2 1 2
(nl+n2)

Op de grens tussen beide gebieden is

hetgeen, na substitutie van 11.27 precies het criterium 11.12 oplevert,

In het algemeen is de rang r van'w—zA2 groter dan 1. Er zijn dan r eigen-
waarden > Q. De eigenvectoren gl""’lr die horen bij deze eigenwaarden,
in volgorde van afnemende grootte gerangschikt, vormen de kolommen van een

pxr matrix L. De eigenvectoren worden zo genormeerd dat

L'WZL =1 .
xT
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Dit is mogelijk omdat, als Ay # Aj’ geldt:

'A%y = W, =0 .
1 ] 1 ]

Dit volgt geheel analoog aan het bewijs van 1.53 uit

Azl. = sz.l.
1 11

. . 2 2
en uit de symmetrie van A" en W .

. T .
De matrix L' bepaalt een RP » R® transformatie

y=1L'x .

Men kan nu in deze R® nagaan tot welk (getransformeerd) groepsgemiddelde
L'x de kleinste Fuclidische afstand heeft, Dan wordt x toegewezen aan die

populatie waarvoor deze afstand
1, _TtD Nt (DR O - T Nrprrg. -
(L'x-L xi) (L'x-L xi) (x xi) LL'(x xi)

minimaal is.
We tonen nu aan dat de criteria !1.29 en 11.20 hetzelfde resultaat opleveren.
Uit de afleiding van 11.20 zien we dat dit gelijkwaardig is met het zoeken

van het minimum van

2 ., ‘s
Maar 82 en W zijn op een constante na aan elkaar gelijk, dus 11,20 komt

neer op het vinden van de i-waarde die
(-5 )W 2(x-x,)
i i

minimaal maakt.

We beschouwen eerst het geval r = p. Dan is volgens 11.28

Wt =L

en dus zijn 11.30 en 11,29 aan elkaar gelijk.
Als r < p is dan vullen we de matrix L aan met p~r eigenvectoren die horen
bij de p-r eigenwaarden gelijk aan 0. Deze vormen de matrix L_.. Ze kunnen

0
zo worden gekozen dat, als
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LP = (L,LO) ,
gelde
L'W2L =1
P P pxp
en dus
"'2: [ - ' '
11.31. W LPLP LL' + LOLO .
2

Voor een kolom 10 van LO geldt dat A 20 = 0.

Maar A2 kunnen we schrijven als (zie 11.21)

] ni(Ei-i)(Ei-E)' .

I o~ 5

k . 2
At 3 @W-nT -
=1 S

Dus
2 k - - k - 2,
' = ' - - ' = - t =
QOA 20 .Z nilo(xi x)(xi x) £0 _z ni{(xi x) 20} = 0.
1=1 1=1 .
Dus voor elke i geldt (Ei-g)'ﬁo = 0 en dus
(ii—:_{)'L0=0 (i = 1,.0.,k)
en dus ook
(ii-Ej)'Lomo (1,5 = 1,...,k) .
Hieruit volgt
—_ o 3! = At
(x xi) L0 c'(x)
en
- - 2
- ' 1 - = _ .
11.32. (x xi) LOLO(x xi) c (%)
Als we nu 11.30, 11.3] en 11.32 combineren dan zien we dat 11,30 voor de-

zelfde waarde van i minimaal wordt als 11.29 waarmee de equivalentie van

de beide criteria is aangetoond.

In de praktijk wordt vaak aanbevolen om in L slechts de eigenvectoren op

te nemen die horen bij de q (< r) grootte eigenwaarden en dan het criterium
11.2% toe te passen, hetgeen nu uiteraard niet meer hetzelfde resultaat op-

levert als toepassing van 11.20.
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§i2, Clusteranalyse

Met clusteranalyse worden technieken aangeduid die een groot aantal objecten
(personen, planten, etc.) op grond van een groot aantal gegevens (d.m.v,
enquetes, tests, metingen, etc.) indelen in groepen die van te voren niet
bekend zijn., Men gaat uit van de veronderstelling dat de verzaﬁeling_bbjecten
cen steekproef is uit een onbekend aantal onbekende populaties, waartussen
verschillen bestaan wat betreft de verzamelde gegevens. '

Zijn van n objecten EI’EZ""’En een p-tal gegevens bekend, dan is het uit-—

gangspunt voor de clusteranalyse een matrix anp' De meeste methoden voeren

de analyse nu in twee fasen uit:

1) Voor ieder objectenpaar wordt de mate van overeenkomst tussen de gegevens
berekend. Dit wordt uitgedrukt in een afstand of (dis)similarity-coeffi-
cient. Het resultaat is een symmet?ische yatrix D s waarin dij de af-

stand tussen de objecten Ei en Ej aangeeft.

2) Uitgaande van de matrix D worden de clusters Cl""’ck bepaald.
De meest gebruikte afstand is de Euclidische afstand zodat

dij (xi* xj*) (xi* xj*) .

Bezwaren tegen dit afstandsbegrip zijn dat d afhankelijk is van de eenheden
waarin de variabelen zijn gemeten en dat sterk afhankelijke variabelen als
het ware dubbel tellen omdat verschillen bij die variabelen gemeenschappe-
1ijk optreden.
Beide ﬁunten vragen naar een tegen elkaar afwegen van de verschillen op de
verschillende variabelen; het kiezen van een kleinere meeteenheid is het-
zelfde als het toekennen van een groter gewicht aan de verschillen op die
variabele. Er moeten dus eigenlijk gewichtsfactoren'l],..ﬂ,lp worden‘gekozen
waarna een gewogen Euclidische afstand wordt berekend:
d., = (%, - x. )'Az(x.. -%..)

i j* i J*
waarin A2 een diagonale matrix is met A?,...,lz op de diagonaal. Voor de

gewichtsfactoren worden wel genomen
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. 2 . . .e . .
waarin s/ de geschatte variantie is van de i~ variabele. Deze moet echter
worden berekend uit de hele steekproef en bevat daarom een component ten-

. 2
gevolge van de verschillen tussen de clusters. Om-ci

gbe& te kuiihen schat~
ten zouden we groepen objecten moeten kennen die uit &é&n verdeling aff' '
komstig zijn, maar deze indeling in groepen is juist het doel van de_béfe—
kening!:

Eenzelfde bezwaar.kleeft aan de zogenaamde Mahalanobisafstand

d%. = (x,
ij ix

)

_2
- ' -
xj*) b (xi* xj*

bedoeld om voor de afhankelijkheid van de variabelen te corrigeren.

Opmerking. Deze zelfde maat kwamen we in het vorige hoofdstuk tegen, vgl.
11.18.

In de praktijk moet 52 weer uit de totale steekproef worden geschat en dan

hebben we

2 _ _ a2 _
dij = (xi* xj*) S (xi* xj*) .

Fen combinatie van 12.2 en 12.4 is voorgesteld door Morrison (1967). Hij

beveelt aan

ra

_2
= - t P o-m
d 3 (xi* xj*) AS (xi* xj*) .

(=0

De gewichtsfactoren A. kunnen dan worden gekozen in verband met het belang
dat de onderzoeker hecht aan de betreffende variabele. Samenvattend kunnen
we zeggen dat meestal 12.1 zal worden toegepast of eventueel 12.2 waarbij
dan bij de interpretatie met de weging rekening moet worden gehouden.
Varianties si en variantie-covariantie matrices 82 zijn eigenlijk slechts
dan bruikbaar als ieder object een representant is van een populatie,
waarblj gegevens beschikbaar zijn over de variantie-covariantiestructuur
binnen die populaties. Een voorbeeld hiervan is te vinden in hoofdstﬁk 9

van het boek van Rao (1952).

Er zijn vervolgens vele manieren om uit een afstandemmatrix D te komen tot

een indeling in clusters.
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Thorndike (1953) geeft een methode waarbij de n objecten. over een van te
voren vastgesteld aantal (k) clusters moeten worden verdeeld. Hij gaat er
van uit dat de k punten met onderling de grootste afstanden tot versgﬁil—
lende clusters beﬁoren, zodat deze als startpunten kunnen worden gendﬁgh.
De overige punten worden vervolgens verdeeld door beurtelings aan ieder
cluster dat, nog niet opgenomen, object toe te wijzen dat de kleinsté ge-
middelde afstand tot de al opgenomen objecten héeft. Het bezwaar van de
arbitraire keuze van k wordt ondervangen door de cIustefing uit te voeren
voor meerdere waarden van k en dan te kiezen voor die waarde van k waarbij
de gemiddelde afstand binnen de clusters weinig groter is dan in het géval
met k+i clusters.
Overblijvende bezwaren zijn:
~ De methode resulteert in clusters van gelijke grootte, wat in het &igemeen
onjuist zal zijn.
- De meest uiteenliggende punten zullen randelementen zijn van de clusters
waartoe ze horen. Het formeren van clusters rond deze punten 1lijkt dan
ook miet juist,

~ De methode is tijdrovend door de omslachtige manier waarop k wordt bepaald,

Veel methoden zijn hierarchisch, d.w.z. dat er een criterium bestaat volgens
welk in elke situatie waarin een clusterindeling gegeven is twee clusters
tot 2én worden samengevoegd. Aan het begin worden alle objecten als &én-
puntsclusters opgevat, terwijl het proces eindigt met de situatie waarin
alle objecten tot &&n cluster behoren., Het verloop van een dergelijk proces

is in figuur 12,1 schematisch aangegeven.

I 2 3 & 5 6

L] -
€
€3
€,
Cs

Figuur 12.1
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De knopen van de getekende boom geven het niveau aan waarop twee clusters
worden samengevoegd. Dit niveau hangt direct samen met het géhanteefdetdri-
tetium. Meestal is dit een functie die in iedere fase moet worden gquti-
maliseerd. Achteraf wordt nu het aantal clusters bepaald op grond G5ﬁﬁ&e
criterium-functie waarden. De boom wordt nl. doorgesneden op een pupt-saar
deze functie een "sprong' maakt. : |
In het voorbeeld van fig. 12.1 is dit bijv. de sprong C3 - Cé’ zodat tot
de clustering {1,2,3}, {4,5} en {6} wordt besloten.
Een hierarchische methode is bijv. die van Ward en Hook (1963) waarbij als
criterium wordt génomen de som van de gekwadrateerde binmen-groep afwijkin-
gen om het groepsgemiddelde, gesommeerd over alle clusters. Dus als

k

c= 5 7 o xByedh g,
=1 Eiecg i i. i i.

dan wordt iedere samenvoeging zo gekozen dat AC minimaal is. Het is eenvoudig
aan te tonen dat AC voor de achtereenvolgende samenvoegingen monotoon stijgenc
is wat de keuze van een afbreekpunt vergemakkelijkt.

Methoden als deze, die werken met kwadratische afwijkingen rond hét groeps—

gemiddelde en dus goed aansluiten bij het gebruik van de Euclidische afstand,

f
worden vaak aangeduid als minimum variantie methoden. Er moet op worden ge-

wezen dat deze methoden sterk de nadruk leggen op interne samenhang en meesta.
resulteren in (hyper) bolvormige clusters. Wat meer langgerekte wolken worden
in twee of meer delen gesplitst. .
Een methode die dit bezwaar niet heeft is de nearest-neighbour of single
linkage methode. Daarbij worden in iedere fase die clusters samengevoegd
die de kleinste afstand hebben, waarbij de afstand tussen twee clustets C2
en Cm wordt wordt gedefinieerd als

4Gy Ei€Cj:EjeCm A8y -
Een variant op deze methode ontstaat door van te voren een getal S te kiezen
en dan twee objecten in &&n cluster te verenigen als hun afstaﬁd < 8 is. De
keuze van S komt overeen met een keuze van het afbreekpunt in de hierarchisch
methode. Voor ieder tweetal objecten Ei en Ej uit verschillende clusters geld

dus dat d(Ei’Ej) > S is, maar er geldt niet voor ieder tweetal uit eenzelfde

cluster dat d(Ei’Ej) £ § is. In tegenstelling tot de minimum variantie method
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ligt hier de nadruk op externe scheiding. Het belangrijkste nadeel van de
single-linkage methode is het "kettingeffect": door een paar "storings~
punten" aan de rand worden twee verschillende clusters aan eikaar verbonden,
De methode is verbeterd door Wishart (1969) en daarna weer door Praagmaﬁ
(1972),
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Appendix A: Normaal verdeelde, doch niet simultaan normaal verdeelde.

variabelen.
Stel x en y hebben als simultane kansverdeiing (voorbeeld J. wvan IJze;en)

}
212

*xz—xywi;yz + e—x2+xy/5;y2

f£(x,y) = (e

), ~e < X,y <.

1) Er geldt: zijn x en y s?multaan normaal verdeeld, dan zijn x en y ook elk
normaal verdeeld. Echter het omgekeerde geldt niet. Stel nl. x en y als bo-

ven verdeeld. Dan is

o oo

b [ oDy | e—(y—%xff)zdy] L b

fx(x) = e dy +

21/2

- 00 ~ OO

1yl
e 3y

Analoog fy(y) = . Dus x, y elk normaal verdeeld, doch niet simul-

1
V2T
taan normaal.
2) Er geldt: zijn x en y simultaan normaal verdeeld met p(x,y) = 0, dan zijn x
en y stochastisch onafhankelijk. Zijn x en y elk normaal verdeeld, doch niet
simultaan normaal verdeeld, dan is dit mniet juist; nl. neem x en y weer als

boven verdeeld:

p{x,y) = Jny f(x,y)dxdy .
Nu is

2 L 2 T 2

Jy f(x,y)dy = ! e—.%X J e.(y+£x/§3 dy + J y (y-4x/2) dy} =

2nv2 _ .
1,2 ‘ .2 ” —rl
-t e b J (u - }Jx/2)e ™ du + J (v + /e ¥ dv} =0,
21Y2 . .

dus p(x,y) = 0. .
Toch zijn x en y stochastisch afhankelijk daar fix,y) # fx(x)fy(y).
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3) Er geldt: de som van simultaan normaal verdeelde variabelen is normaal ver-
deeld. Dit geldt niet als we het woord "simultaan" weglaten. Stel weer X en
y als boven verdeeld. Voer de volgende transformatie wuit: x = (u + y_)/\/_Z—
eny = (u=~v)/V2

We zoeken de kansdichtheid van X+y= 9_/2—. Dan is (det. v. Jacobi = 1)

1

g{u,v) = {expl-u?(1 +§V2) -v2(1 - §v2)1 + expl-u2(1 - 1¥2) -v2(1 + 1V2) 1}
27v2
en dus
1 ] —a? (1+1V2) 1 —uz(l-%@)]
g (u) = Jg(u,V)dv = [ e 2 b —_—
: 27 L - VT G

d.w.z. X + y niet normaal verdeeld!
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Appendix B, Differentiatie van scalaire functies van de elementeil van een

matrix
‘Isy = £(x KpaveorX, ) een mlnstens tweemaal differentieerbare scalalre functie
Van Xypeee X, dan is bekend uit de theorie van functies van meerdere varia-
belen:
Sy 2 azz
dy = L gg-dxg en dy = ] g dedy
: * 1,1 1]
Voldoende voor het optreden van een maximum in een punt Py ig dat (dY)P =0
en (dZY) < 0. 0
P0

Zij nu y = y(X) een minstens tweemaal differentieerbare scalaire functie van

de elementen van een matrix X .

nxp
Definitie lr'gﬁ-:= {—22—} (dus een matrix van de orde p x n) &y = (220'
i e e axji : Y X" °?
1% Jaeeayty 3% 1yeas,De
Definitie 2: dX := {dxij}'
Eigenschappen:
a d Iy dX
dy = spés% dX). Eveneens als y = y(X(t)) : E%'= sp03§-ag).
Bewijss: y = f(xll"°"xnp) dus
-7 A 2 I
dy 1Ek o dx, Z E (aX oy (@R o 1{( GF 40, = sPGE dX) .
R .

ines - ' - .
Opmerking: dX (dX)*'. Is X = x dan is dy ==

- dx; v = a'x geeft g% = a', Ook
geldt omgekeerd: dy = sp(AdX) = A = %% . Analoog geldt:

d%y = d(dy) = d(sp "Y)E dxX) = sp(d % dx)
2 ' 22 .
Is X = x dan is d"y = dx'Hdx met H := {Bx T } de matrix van Hesse (H = H' als
i
de afgeleiden continu zijn), Voldoende voor een maximum is 3% 0 en H nega-
tief definiet,
ELEL = |X|X-1 (X regulier ondersteld) .

pewijs: x| = [ x %], dus alxl . ¥l Nuis 7D = /%] dus
1 1
1
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3 3
z = 2(y(X)) geeft % = ﬁl—;s% ,
Een voorbeeld:
- &3 N
3loglX| _ 1 B
5% X] | x]x . | (|| » 0 ondersteld).

Door uitschrijven ziet men eenvoudig in dat
d(X + 2Z) = dX + dZ2 ; d(XZ) = (dX)Z + XdZ ;

dX' = (dX)' = dX indien X symmetrisch; d sp X = sp dX .

ax’! = - x Yanx !,

Bewijs:

0=dl = dxx Yy = @Ox ! + xax h .

Stel v = x'Ax met A symmetrisch, dan is %%1= 2Ax%, nl.

dy = dx'Ax + x'Adx = dx'Ax + dx"A'x = 2dx'Ax = sp(2Axdx") .

Toepassingen in de multivariate analyse.

Zij x ~ Np(u,zz) en anp een steekproef van x ter grootte n.

Gevraagd maximum likelihoodschatters voor p en 2 (> 0 ondersteld).

Oplossing: De likelihoodfunktie (simultane kansdichtheid van X) is volgens

3.1
2(~40 py~np 7 2
L= |E [ (21) expl- 1 z (xi* -u)z (xi* - u)]
l -
ofwel met A := 2_2
a L
y = logl = const + inlogl|A| - { z (xi* - u) A(xi* - ) .
|
(1) schatter voor u:
5 logL 2 t .
ST s )]: 2A(x;, - u) = A % (e, = w) =0 (zie. B8)

en daar A > 0, is




B9.

B10.

Bil.

Bi2.

_B3..

3

o
T ; Ei*/n =

Dit geeft inderdaad een maximum, nl.

dy = sﬁ{(AEIxi* - nAu)du'}~

dzy = sp(- nAdpdu') = - n sp(du'Adu) < 0 .

(2) schatter voor IL2:

Nu wordt

e
0l
]

n
+ %nloglA[ -4 E (Xi* - ;)'A(xi* - x) = 2
1

I
¢]
o3

+ Inlog|A| - | sp I(xi* - i)(xi* - x)'A

oftewel met

n
) (xi¥ - ;)(xi* -x)'/n
1

g2

I

wordt dit

y = logL = ¢ + £n108|A| - in sp(s2a) .

Dit geeft: dy = Sp@g% da) oftewel

dy = n sp(A”'dA - 52dA) = fn spL(s”! - s%)aa)
(A symmetrischj Bl, B5, B6).

d?y = - In sp(A—ldAAhldA) .

Het maximum van L (van logL) wordt bereikt voor gﬁl = 532 = 2, P AP - nakton
Dit geeft inderdaad een maximum, daar d?y < O volgens 1.68 en 1.69.

Het maximum wordt dan:

-~ - 1 .
_ |p2| %0 2np |

Samengevat: de maximun likelihoodschatters voor u en 52 zijn resp.:




Bi3.

Bi4.

Bl5.

~ B4 -

22 ¢ -
= = ¥ I - '
X, /n enE” = §" := % (%, — 0, - 0"/n.

=
li
| %1
I
— 1

In de faktoranalyse moet dezelfde funktie y uit B9 gemaximaliseerd worden,
doch nu naar ¥ en V2. Daar is nl. A“I 1= 22(5) = FF' + Vz; V2 is een p % p
diagonaalmatrix, F is een p x k matrix.

Nu is dA = dZ 2 = - 52z 2)1" % (zie BY).

En 622 = d(FF') + de = (dF)F' + ¥ dF' + dV2.

B10 wordt nu:

dy = 4o sp (282 (-2 2@y =

= dnosp [27%8%572 - 570y45%] =
= in spl(z 28% 7% - 72yarF") + (5 %% - £™%yav?]
Nu is
sp [(27%5%27% ~ 172y ((@F)F' + F aF')] =
= sp [(F'2 2s%72 - F'E72)ar + dF' (5 2s% % - 17%5)7 =
= gp [2¢p's 25%72 - F'z‘z)dF]
ofwel
dy = in sp[2(F'z'2322'2 - P 8yar + (2 %s%72 - z'z)dvzj
Dus maximaal voor F’Z-ZSZZ"Z - F'E—z = 0, ofwel
F'1 %% = F
en
(%% oy =0 (i=1,...,p)

11

. 2 . ..
alieen voor diagonaalelementen, omdat V' een diagonaalmatrix is.
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Appendix C: OQverzicht van het verband tussen &&n- en meerdimensionale analyse

) 1
ix’ Z’p

a X, U ws X X X x', n', p;, x', x

b x. » £, N!swlsu],BISV]s X

VOOV X

. , t N,W, o, B,V :
\)1 > TV, P _VQP, P’ P’ P, 'P’ ‘P’ va

Ce X5 Wi S 5 s o,w, var, cov, a,% X,M,S , R ,Z(|Z|),W(|W|), VAR,COV, A,D

d, exp, 2 ' exptr, 2 (if necessary)
e. 2, t,0,v,¥Y,¥.su sE(x),q (t),P,Pl invariant
. 17y X
A One-dimensional X B  p-dimensional x':= (31""’§p)
1 u :=EX 'ul :=E-x' = (]_]1,-10,1,[')
x _ = P
; 2
2 Uz i ﬁ(g_c—p)z = £§2 - uz 2"2‘ 1= E(g_:'-u')g = <€(35')"2' - (p"h=
62 = 62(3) = var x 2 0 Eg = 22(5) =VARx=20
2 2 2 2
£ (ax”) = a(o”+®) € raEn?y = A5+ O
3 cov(y,x) = £ [(y—u)x-u )} COV(y,x) i= f[(z-u YD1
¥y X y X
= ’2. | B 1 1 1 2
4 %=yt yo~ N, (uso") >0 x''= '+ gpz ~ Np(u ,25) | > 0
EI NN.I(ODI) _)_(I')NNP(O':I)
5 f(x) = — exp[—i(xmu)zc—zj f(x)= ! exptrf—i(x'—ﬁ')gi_g]
%a.] lo . .
o(2m) ‘E‘(Zﬂ) P
. 2 . 2
6 ¢, (£) = expliut - i(ot)”] o (t) = explin't = $(Et)=1
1
(Kl)} (Xp)l
7 X, = . mutually independent X, o 1= . mutually independent
. . .
L}
(Zl)v (Zp)v
8 (x )2~ (v,00) vzl . DE~:u wrfH) vz
v S I = A, p : ’ =P
2 2
X P H (1) X5, P W (v,T)
2 2 2 . f _
€ (x 0% =vo® 5 Lx2 = E(x, DE=vif; Lx5 =V




9

10

b

12

13

14

15

17

18

exptrE—ﬁwz_%]

v v
2 2 2
X &= ; £ =1 O
=V f (Zl)l VP 1 (Zp)l
2 2 : 2
(PX Q)= = (X 0)= r{P) = BX )= = (X )=
L (_q ) (P) = g { %, ) (*q .)

2 2y = 2 2 2 __ - 2 2
t := + =
£5 () eyl /Hvai _U,p(u ) v"u+xp" /Nxvg

(indep.) (indep.)

2 = 2 2 ¢~ wl 2 .= 2 2 vp P
t = wllx 12/ e (= EX ) £ := oy N2/hg e (== E )
= 21 v -V = v =V

2 fv, =1 9 %vp-l
X5, =9 B.w expl—-iw] Z;;p =W~ Bp|Wl exptr[~iW]

fv, -1 iv -1
(X 6)Y< =w~ 8 ki 1 ex [—5w0"2] (X Z)g = W~f w7
v -2z 1 v P =V,p - P
o |2
Sample of order n

X] " i ; X;* uf _ ;{\'

x, 1= T E 3 x,3= . X = |. ;M= E 3 X = E
= ] T

X U x X u' X

a— n bt - - -

1 o= ¥ LI ~ ! =

with x ? xi/n with x' ? xi*/n (xl,...,xp)
= + =M+ L
X, T He T XSO £ X,p
- 2 - ¢ o2
x ~ N, (1,0 /n) x' ™ Np(u »E=/n}
x = Px_ P = (l/n) X =PX
2 - .2 - 2 2 =.2 = 2
(x,-1, )= = (x,=x )= + (-0 )= (X-M)= = (X-X)% + (X-M)=
2 2 .2 2 2 2
£~ £~ TZ
(b, *x,%) W, (n,07,6 ) (Mfgn,pE) wp(n, D7)
n ' n
2 T2 - 2, _ 2y L o=y 2
v~ 3= f (xi-x) = (x, = X )~ v8= = ? (xi* x')= = (X-X)
n n
- o2 2 _ = 2 — v N2 L 2 _ g2 _ %
= ? x,onx = x5 e = f (xi*) n(x')= =X~ - X

2



20

21

22

23

v§2 .= (Plg*)g
2 2
- (ZUG) WI(U,G )
£s? = o

I = ug) @™%=y it
G - g e/ % =
v §2 e
2 t v
b-p
2
var (Xi[x) = (l-p7) var,zi

Ef(x) = log o + %allog(Zﬂe)

I
el
jal
ol
n
2
1l

Opmerking: ap

PJ.

0
—~
i
-

<
[192]
1

1]

I

Test—~statistics

0(x'-
I (x'-

Y

.l var (zi|x') = (1—R2) var y. .

Ef(x)

v - pt

oL
2 2
(x,, 07 ~ W (0,5%)
= 52

. -1, 2 _ 2
uo)(EIVE) 1= =iyl

' 1,2 .2
uo)(§/Vﬁ3 e = LI

= log|z| + %uplog(Zne)

1 dus v, = v

(Entropy).
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Appendix E: Het Kronecker— of directproduct van matrices

a. Definitie: A ® B := {a,.B}. Is A__ , B dan is A ® B een matrix van de
ittt 13 X rXs ! .
de pr x ¢s.

Elk element aij van A wordt met de gehele B vermenigvuldigd.

Opmerking: In het algemeen'is A®B¢#Be®A,

Al = {aijI} maar

I 1 =1 1 =1 .
p q q P Pq ‘ .
Voor vectoren geldt: a' @ b = b ® a' = ba'.

b. Eigenschappen:

El. Partitioneren: (A A_A )®IS=(A1 ® B, A

18,85 ® B, A

® B}.

2 3

E2. (A ® B)(C @ D)
(A ® BY(C ® D)

(AC) ® (BD) indien de producten AC en BD bestaan, nl.:
= 1 =
{aikB}{cij} ‘{ai*c*jBD} (AC) ® (BD).

Gevolg 2a: A, B idempotent => A ® B idempotent.

E3. A® (B+C) =A®B+ A®C, Deze volgen direct uit de definitie.
{(B+C)®@A=B8BA+C@eA.
(A®B) @ C=A® (B®C) (associatief).

(| ' t o 1ty = at '
E4. (A ® B) A" ® B', nl. {aijB} {ajiB } EA ® B .

Gevolg 4a: A, B symmetrigsch <=> A ® B symmetrisch.
4b: A, B orthogonale projecties = A ® B orthogonale projectie (met
2a en 4a).

4c: A, B orthogonaal == A ® B orthogonaal.
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E5. Zij Apxp met eigenwaarden Ai en eigenvectoren X i=1,...,p.
En quq met eigenwaarden uj en eigenvectoren ¥i J = tyaaesd.
Dah heeft A ® B als eigenwaarden Aiuj-met eigenvectoren X ® yj, nl.:

(A ® B)(xi ® yj) = Axi ® Byj = Ai“j(xi.g yj) .

E6. |[A__@®B | = I Au, =
pXp  q%q

- =

Ag il u? = [A|q|B|p (pas op, p en q wisselen!).

. @ = B = . . = .
E7 sp(Apxp quq) .Z AlpJ Z ll § i sp A sp B

E8. r(a ® B) = r{A)r(B).

Bewijs: De grootste reguliere submatrix van A, stel A, heeft de afmeting
r(A). '
Analoog van B, stel B, de afmeting r(B). Nu is A © B submatrix van A ® B en
deze is regulier daar |A ® B| = |A|T®Y 5T 4.

. . . * *
Elke grotere submatrix van A @ B is singulier, nl. stel deze Akk en B dus

nn
IA* ® B*| = |A*|n|B*|k = 0 voor k > r(B) of n*> r(A). De afmeting van A ® B
is juist r{A)r(B).

Gevolg 8a: A ® B regulier <== A, B regulier (en dus vierkant!).
Bewijs <=t Triviaal.
Bewijs =>: Stel qu ® st regulier. Dan is dus pr = gs = r{A)r(B).
Stel r(A) = p (< p uitgesloten anders r(B) > r). Dus
r(B) = r. Als q > pof s > r is pr # qs, dus p = q en
r = s.
8b: A,B > 0 = A ® B > 0 {(met E4a, E5 en 1,63).

1 =1

E9. (A®B) =A @ 3!

. Uit 8a volgt dat A en B regulier moeten zijn. Even~

ecens geldt veoor een gegeneraliseerde inverse (4 @ B) . =A ®B .
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c. De vec—notatie

Definitie: A 1= (a:ci a;q)' , d.w.z. de kolommen van A achtereeﬁvoigeﬂs
onder elkaar genoteerd. Is A van de orde p x q, dan is A (ook, wel vée A ge-
noteerd) een kolomvector met pq componenten. In het bijzonder is 3 =3 = a.
E10. Stelling: A + B = X + B. Triviaal (ga na).
. — . >
Ell. Stelling: ABC = (C' @ A)B.
Bewljs: (A.BC)_*j = (b, ... Ab*S)C*j = é S Ab - ER
R | b*l .
! = . = . .e.d.
€' ® 8B = {o A} ¢ L o 58 q.e
b koo,
%8 X
> >
Gevolg lla: Y = AX geeft Y = (I @ A)X en
Y = XA geeft ¥ = (o' ® DX.

&,B) zodat ||a]| = ||Z|| en (A,B) = &, B) (zie

*1 %1

E12. Stelling: sp(A'B) = ] a'.b
i
1.8 en 1.9).

d., Enkele toepassingen

» L . +
Definitie: VAR X := VAR X (pas op: VAR X # VAR X').

1}
It

AX geeft: VAR Y
XA geeft: VAR Y

(I ® A)VAR X(I & A")

Ei3. Stelling: ¥
Y (A" & I)VAR X(A ® 1), (met 2.37 en Ella).

It
)

El4. Voorbeeld 1: Zij y = XB + e met e = pay dus E__e_ =0 en var e = ozln. We weten
nu:

b= XK

X'y en var b = 02(X'X) .

Beschouwen we nu simultaan q vergelijkingen, dan ontstaat:

Y =XB + E met E~ ¥ dus[f._E_-=O.

b
n,q 4q




El5.

El6.

—El\‘—

)

Nu blijkt?

2 z

B= (XX) 'X'Y met VARB = 1" @ % ' en VARE =37 6T .

Bewijs:

1 = ' 3 = 2 .
i) VARE = (' el )(Iq eI ) eI) =i &1 (met E2, E13).

dus B=[(rex)(Tex] (Tex)-
I

=}

|

i) Y= (e XE+

—

[1e X% 'MIex' ¥ =[Ie (XX 'X'IT oftevel met El}

1

B = (X'K) X'Y.

1

2 1

iii) VAR B = (I @ (X'X) ® (X'X) .

2

X'z ® IJIe x(x'0) 1 =1

1

Volgens E8b is £ & (X'X) ' > 0.

Voorbeeld 2: Beschouw het volgende variantie-analyse model:

Yis Mot Y; +e.., , 1= l,0easps 3= lheeenq -

3 =ij
Dit is te schrijven als:

T

Y = uU o+ uué +uy' +E.

Dus

It

? u + (u 1 + (I ®u + ﬁ
=+ (@oellat (I 8u)y*kE

ft 1Y = Xp + £ met 1= so'.v')! X := u 11 @ 4 .
oftewel Y g + E met B (usa',vy")' en (upq q plg up)

Voorbeeld 3: Zij Ax = y consistent, dan worden alle oplossingen
= A—y + (I ~ A A)z. Beschouw nu simultaan het consistente stelsel AX = Y.
Wat zijn nu alle oplossingen?

(ToA)F =7 geeft X = (10 A + (L - (I1ea)(ToalZ-

= (I1e AN +[I-(Ia AAIZ

oftewel
o - -
X =AY+ (I - AAZ.
Opmerking: Dit kan natuurlijk ook direct, daar AX = Y betekent Ax_. =y

voor alle j.
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