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1. Literatuur

W.G.

0.L.

R.A.

c.C.

Cochran and G.M. Cox, Experimental Designs, Wiley, 1957.
Een systematische verzameling van proefopzetten met formules voor de

analyse.

Cox, The planning of experiments, Wiley, 1958.
Duidelijke behandeling van de principes die aan statistische proefop-
zetten ten grondslag liggen. Toegelicht met praktische voorbeelden,

meestal zonder numerieke uitwerking,

bDavies en anderen, The design and analysis of industrial experiments,
Oliver and Boyd, 1956.
Uitstekend boek met veel praktijkvoorbeelden, voornamelijk uit de che-

mische industrie.

Fisher, The design of experiments, Oliver and Boyd, sinds 1935 vele
malen herdrukt,
Dit boek legde de grondslag voor de ontwikkeling van de theorie van

proefopzetten. Nog steeds boeiend om te lezen, niet eenvoudig.

Li, Introduction to experimental statistics, McGraw-Hill, 1964.

Duidelijk boek op elementair niveau met veel eenvoudige voorbeelden.

W. Mendenhall, Introduction to linear models and the design and analysis of

experiments, Wadsworth, 1968.

Een eenvoudige inleiding in theorie en toepassing van lineaire modellen.

Veel vraagstukken.




2.

Inleiding

Het opzetten en organiseren van proeven vormt een essentieel onderdeel van
experimenteel wetenschappelijk onderzoek. In een wetenschappelijk onderzoek

kunnen de volgende fasen worden onderscheiden:

1. Theorie, veronderstelling, hypothese
2. Voorspelling

3. Waarneming
4

. Analyse,

waarna de theorie wordt gewijzigd of verfijnd, m.a.w, nieuwe hypothesen wor-
den geformuleerd.

Als de waarnemingen een stochastisch karakter hebben, wat in meerdere of
mindere mate bijna altijd het geval is, speelt de statistiek uiteraard een
rol bij de analyse.

Als de experimenten niet zorgvuldig zijn opgezet kunnen vaak geen of slechts
triviale conclusies worden getrokken. Toen de grondlegger van de statisti-
sche proefopzetten R.A, Fisher in 1919 benocemd werd tot statisticus bij het
landbouwkundig proefstation te Rothamsted lagen daar waarnemingen van 70 ja-
ren experimenteren. '"Raking over the muck heap" bracht hem tot de slotsom
dat er bijna geen betrouwbare conclusies uit vielen te trekken. Vervolgens
ontwikkelde hij de principes waarop moderne proefopzetten zijn gebaseerd.

Toepassing van deze principes kan veel teleurstellingen voorkomen.

Enkele eenvoudige voorbeelden

Wij houden ons bezig met situaties waarbij de invloed van verschillende fac-
toren op een afhankelijke variabele moet worden onderzocht. Het gaat er
daarbij in de eerste plaats om om vast te stellen welke factoren van belang
zijn en verder om de grootte van hun invloed te bepalen. De experimenten
moeten daarbij zo worden opgezet dat factoren die niet in het plan zijn op-
genomen (bv. omdat ze aan de onderzoeker niet bekend zijin) de geldigheid van

de conclusies niet kunnen aantasten,

Voorbeeld 2.1.1

Men wil de invloed onderzoeken van het alcoholgehalte van het bloed op de
reactietijd van automobilisten. De proefpersonmen krijgen verschillende doses
alcohol en na een vaste tijd wordt een bloedproef genomen en een gestandaar—

diseerde test voor de reactietijd uitgevoerd. De bedoeling is na te gaan hoe




de reactiesnelheid (y) afhangt van het alcoholpercentage (x). Nu is .de hoog-
te van x niet rechtstreeks te regelen, maar wel de dosis alcohol (z). Daar z
en X nauw samenhangen kan men de z-waarden zo kiezen dat de bijbehorende x-—
waarden groepen vormen die elkaar niet overlappen. Hoe moeten nu de alcohol-
doses over de automobilisten worden verdeeld? De deelnemers zelf laten kie-—
zen 1s misschien wel een benadering van de reele situatie maar voor de juis-
te beantwoording van de gestelde vraag niet bevorderlijk. Het is bv. goed
denkbaar dat habituele drinkers een grotere dosis zullen nemen en minder be-
invloed worden dan anderen. De enige manier om dergelijke systematische en
ongewenste invloeden onschadelijk te maken is verloting. Hiermee wordt be-
doeld dat we door het lot laten bepalen welke dosis alcohol iedere deelnewmer
krijgt toegewezen. Daarbij kan er eventueel tegelijkertijd voor worden ge-
zorgd dat de doses in gelijke aantallen over de proefpersonen worden ver-—
deeld.

Op de praktische uitvoering van het verlotingsprincipe wordt in de volgende

paragraaf nader ingegaan.

Voorbeeld 2.1.2

Klassiek is het voorbeeld van "The lady tasting tea" uit Fisher's "Design of
Experiments'. Lezing van het oorspronkelijke stuk (hoofdstuk II van het
boek) wordt van harte aanbevolen, Een dame beweert dat ze aan een kop thee
met melk kan proeven of de melk of de thee het eerst is ingeschonken. Om dit
op de proef te stellen wordt de volgende proef genomen. Er worden acht kop-
pen thee ingeschonken, vier op elke manier, en deze acht koppen worden in
een willekeurige volgorde aan de dame aangeboden. Het is de proefpersoon be-
kend dat ze acht koppen krijgt voorgezet, van elke soort vier, en dat de
volgorde willekeurig zal zijn, d.w.z. door loting zal worden bepaald.

Bij dit experiment is een eenvoudige statistische toets aan te geven voor de
nulhypothese HO dat de dame niet in staat is tussen de twee scorten thee te
onderscheiden. Er zijn in totaal (2) = 70 manieren om vier objecten uit acht
te kiezen en dat komt overeen met alle mogelijke uitkomsten van onze proef.
Onder de nulhypothese hebben de 70 groepen van 4 een even grote kans om ge-
kozen te worden. Als we de nulhypothese verwerpen als al de uitspraken juist

zijn, is de kans H, ten onrechte te verwerpen gelijk aan 1/70 = 0,014, Er

0
zijn 16 manieren om van iedere soort 3 juist en | fout aan te wijzen. Als we
ook in dit geval H, verwerpen wordt de onbetrouwbaarheid van de toets dus

17/70 = 0,243. Dit resultaat is dus onvoldoende overtuigend.



De verloting van de volgorde van aanbieding dient ervoor om te zorgen dat de
proefpersoon niet door een bepaald systeem in de volgorde op het spoor wordt
gebracht. Om er zeker van te kunnen zijn dat onder de nulhypothese alle mo-—
gelijke uitkomsten even waarschijnlijk zijn moet er bovendien voor worden
gezorgd dat storende factoren zoals verschillen in temperatuur, verschillen-
de kopjes en verschillende hoeveelheden suiker de zaak niet in de war kunnen
sturen, Ook dit kan door verloting worden bereikt, bv. door nadat de suiker
is gedoseerd door loting vast te stellen in welke 4 kopjes eerst melk zal
worden geschonken. Daarnaast zal uiteraard binnen redelijke grenzen worden
geprobeerd de storende factoren te elimineren door gelijke kopjes, gelijke
hoeveelheden suiker e.d. te nemen. De verloting garandeert nl. wel dat de
toets geldig blijft in die zin dat de onbetrouwbaarheid bekend is, maar wan-
neer het te onderzoeken effect verdwijnt in de "ruis" van verstorende effec-
ten is het onderscheidingsvermogen te klein geworden.

Als de dame in kwestie niet pretendeert altijd het verschil tussen eerst
melk of eerst thee te kunnen proeven, maar wel met een kans groter dan 0,5,
is het aantal van 8 koppen te klein. Bij 12 koppen is de kans op alles goed
onder Hy 1/924 = 0,001 en de kans op 5 goed van elk soort 36/924 = 0,039.
Verwerpen we Hy bij 5 of meer goed dan is de onbetrouwbaarheid dus 37/924 =
= 0,04, dus nu kan bij een onbetrouwbaarheidsdrempel van 57 &&n foute uit-
spraak worden geaccepteerd. Een andere mogelijkheid om het onderscheidings-
vermogen te vergroten is te bereiken door een andere proefopzet. In plaats
van van tevoren vast te stellen dat van elke soort 4 koppen worden genomen
loten we nu per kop of eerst thee of eerst melk wordt geschonken. De kans

op 8 correcte uitspraken is dan (1/2)8= 1/256, de kans op 7 juiste is 8/256.

Verwerpen we Hy in beide gevallen dan is de onbetrouwbaarheid 0,035.

Voorbeeld 2.1.3

Stel dat wij twee wasmiddelen willen vergelijken om na te gaan of het ene
middel wollen® stoffen meer doet krimpen dan het andere. Het ligt voor de
hand dat wij ons niet tot &&n soort stof zullen beperken omdat dit niet tot
algemeen geldige resultaten zou leiden. Stel dat elk wasmiddel op 10 lappen
stof wordt toegepast, zodat in totaal 20 waarnemingen worden gedaan. Wij be-
schouwen nu twee mogelijke proefopzetten.

Neem eerst een reeks proevem waarbij 20 stukken stof aselect over de twee

wasmiddelen worden verdeeld. De analyse zal dan uitgaan van het verschil van




2.2,

twee gemiddelden, elk van 10 waarnemingen. De gemiddelden zijn weinig nauw-
keurig tengevolge van de verschillen tussen de stoffen.

Een tweede mogelijkheid is om 10 soorten stof te kiezen en van elke soort
een lap doormidden te delen waarna de ene helft met het ene en de andere
helft met het andere wasmiddel wordt gewassen. Nu gaan we bij de analyse uit
van het gemiddelde van 10 verschillen dat waarschijnlijk nauwkeuriger is om-
dat de verschillen tussen de 10 stoffen het resultaat niet beinvloeden.

(Welke veronderstelling wordt hier impliciet gemaakt?)

Blokvorming, vrijheidsgraden en verloting

in deze paragraaf worden op een niet formele manier een aantal begrippen in-—
gevoerd en toegelicht terwijl bovendien een aantal veel gebruikte termen met
het Engelse equivalent worden geintroduceerd.

Een proef bestaat uit waarnemingen die worden uitgevoerd aan (experimentele)

e¢enheden (experimental units) die een behandeling (treatment) ondergaan.
Zo'n behandeling wordt verkregen door voor een aantal factoren, die de uit-
komst beinvloeden en die systematisch kunnen worden gevarieerd, bepaalde ni-
veaus (levels) te kiezen. Wanneer de experimentele eerheden een homogene
groep vormen, d.w.z. dat er geen aanleiding is ze op grond van é&&n of meer-
dere kenmerken te onderscheiden, kumnen de behandelingen door loting aselect
over de eenheden worden verdeeld. Bij voorbeeld 2.1.1 is een situatie be-
schreven waarbij dit is gebeurd. We kunnen ons echter goed voorstellen dat
verschillende automobilisten verschillend op alcohol reageren. Als deze ver-
schillen groot zijn kan worden overwogen om elke automobilist op een aantal
verschillende dagen de verschillende doses te geven en de reactiesnelheid te
meten. De experimentele eenheid is dan &én automobilist op &&n bepaalde dag.
Bij voorbeeld 2.1.3 is in het tweede geval iets dergelijks gebeurd. Fen ex-
perimentele eenheid is daar de helft van een bepaalde lap stof.

De experimentele eenheden zijn nu in blokken verdeeld. Bij voorbeeld 2.1.1
wordt een blok bepaald door E&n persoon en bestaat het uit evenveel eenheden
als er verschillende doses zijn. In voorbeeld 2.1.3 bestaat een blok uit 2
eenheden, nl, de helften van &&n lap stof, Deze methode noemt men blokvor-
ming. De bedoeling is om de variabiliteit tengevolge van storende factoren
binnen de blokken zo klein mogelijk te maken om de inviced van de te onder-
zoeken factoren zo nauwkeurig mogelijk te kunnen beoordelen. We hebben daar—
toe als het ware een extra factor, nl. die van de blokken toegevoegd waarin

we op zichzelf niet geinteresseerd zijn.




We kunnen dit principe ook beschrijven met behulp van het begrip vrijheids-
graden {(degrees of freedom). We zullen dit begrip later weer ontmoeten als
parameter van steekproefverdelingen maar hier wordt het alvast informeel in-
gevoerd. Het aantal vrijheidsgraden van een aantal waarnemingen (onderworpen
aan stochastische invloeden) is het aantal waarden dat vrij kan worden geko-—
zen. Als bv. van 3 waarnemingen X, X, en X, vastligt dat de som gelijk 1is
aan 25 (3 soorten balletjes uit een bak geschept met een schep met 25 gaat—
jes) dan is het aantal vrijheidsgraden 2. In het algemeen hebben n waarne-
mingen, mits deze niet lineair afhankelijk zijn, n vrijheidsgraden. Maar de
afwijkingen van het steekproefgemiddelde X - x (i=1,...,n) hebben n - 1
vrijheidsgraden en x heeft | vrijheidsgraad. We kunnen ook zeggen dat met x
het algemene niveau wordt gemeten (E&n vrijheidsgraad voor het gemiddelde,
of voor het totaal) en dat er verder nog n - 1 onafhankelijke verschillen,
ook wel vergelijkingen of contrasten, kunnen worden gemeten. Dat kunnen ver-—
schillen tussen individuele waarnemingen zijn, maar ook verschillen tussen
gemiddelden van groepen e.d.

We zullen dit toelichten aan de hand van voorbeeld 2.1.3. Daar hebben we te
maken met 20 waarnemingen, dus 19 vrijheidsgraden + 1 voor het totaal (of
gemiddelde}. Bij de eerste proefopzet worden deze 19 vrijheidsgraden op de

volgende manier benut:

19 vrijheidsgraden
{

I ! 1
tussen gemiddelden tussen waarnemingen tussen waarnemingen
wasmiddelen eerste wasmiddel tweede wasmiddel
| vrijheidsgraad 9 vrijheidsgraden 9 vrijheidsgraden
L J
4
{restvariantie)

Eén vrijheidsgraad dient om het verschil tussen de 2 wasmiddelen te meten.
Om te kunnen beocordelenm of dit verschil alleen aan toevallige oorzaken kan
worden toegeschreven hebben wij een maat nodig voor de variabiliteit tussen
de waarnemingen bij &&n wasmiddel. Hiervoor zijn bij ieder wasmiddel 10
waarnemingen en 9 vrijheidsgraden beschikbaar. In totaal dus 18 vrijheids-

raden veor het bepalen van de "meetfout" of restvariantie.
g

Bij de tweede proefopzet zijn er weer 19 vrijheidsgraden beschikbaar voor
het meten van verschillen, maar nu worden er ¢ benut voor het meten van ver—

schillen tussen de 10 soorten stof:
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19 vrijheidsgraden
|
I | ]

tussen gemiddelden tussen 10 stoffen tussen de 10 verschillen ge~

wasmiddelen 9 vrijheidsgraden vonden in paren waarnemingen

1 vrijheidsgraad 9 vrijheidsgraden
(restvariantie)

In de restvariantie zitten nu niet meer de verschillen tussen de stoffen en
daardoor zal een klein verschil tussen de wasmiddelen beter gevonden worden
als tenminste de verschillen tussen de stoffen belangrijk genceg zijn om het
verlies in vrijheidsgraden (9 i.p.v. 18) te compenseren,

Door blokvorming wordt bereikt dat de waarnemingen binmen een blok betrek-
king hebben op meer homogene groepen van experimentele eenheden. De fluctua-
ties binnen de blokken kunnen dan als toevallige fouten worden beschouwd
mits de behandelingen door verloting over de eenheden zijn verdeeld.

Hoe kan deze verloting nu in de praktijk worden uitgevoerd? Men kan briefjes
nummeren, schudden en dan trekken of mechanische hulpmiddelen voor het gene-
reren van aselecte getallen toepassen, zoals de kanskolf en de "10-zijdige"
dobbelsteen. De meest gebruikte methode is het gebruik van tabellen van ase-
lecte getallen (bv, tabel 8.4 van het Statistisch Compendium). Ook kunnen a-
selecte getallen door de computer werden gegenereerd. Er zijn ook tabellen
van aselecte permutaties van de getallen 1-9 en I-16 (Cochran en Cox) en van
I-10, 1-25, 1-50 en 1-100 (tabel 8.5 Statistisch Compendium).

Om nu bv, in voorbeeld 2,1.2 een volgorde te kiezen om de 8 koppen-thee aan
de dame aan te bieden nemen we een aselecte permutatie van 10 uit tabel 8.5
en laten de getallen 9 en 0 weg. We kunnen bv. aan het begin van de tabel
beginnen en bij een volgende toepassing verder gaan waar de vorige ophield.
Verdere methoden van verloting zullen in latere hoofdstukken bij de betref-

fende toepassingen aan de orde komen.




3.

Lineaire modellen

Bij de theorie van proefopzetten hebben wij te maken met situaties waarin
een variabele y (de afhankelijke of te verklaren variabele) afhangt van een
aantal onafhankelijke of verklarende variabelen EIPRRRYS Wij beperken ons

tot situaties waarbij het verband lineair is, dus

y = BO + lel + Bzxz LN kak .
Het doel van de proeven is het toetsen van dit model en het schatten van de
parameters BO’BI"“’Bk' Dit impliceert dat aangenomen wordt dat er een sto-
chastisch element in de waarnemingen zit., Verondersteld wordt dat deze toe-
valsfout alleen voorkomt in de responsie y en niet in de variabelen
XisesesXy . Dat wil zeggen sy kunnen ofwel precies worden waargenomen

of willekeurig worden gekozen. Het model is dus in feite:
1=BO+le1+...+kak+9_,

waarin e de toevallige fout voorstelt, met 83 = 0.

Een paar voorbeelden

Voorbeeld 3.1.1

In voorbeeld 2.1.1 is gesproken over de reactiesmelheid y van automobilisten
afhankelijk van het alcoholpercentage x. Het eenvoudigste lineaire model

voor dit geval is
1=80+8]x+9_.

Als wij bereid zijn aannamen te doen over de kansverdeling van e is het mo-
gelijk op grond van waarnemingen van Y bij verschillende waarden van x de
parameters BO en Bl te schatten en bv. te toetsen of g, = 0.

Er zijn allerlei andere modellen denkbaar zoals

¥ =Byt Bx + 82x2 e

of

y = BO + B log x + e .

Ock deze modellen zijn lineair! Lineair slaat namelijk op de onbekende para-
meters en daarin zijn ook de beide laatstgenoemde modellen lineair. Door te

definiaren:
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X, 1= X
X, i= x2
respectievelijk

X = log x ,

zijn deze modellen ook uiterlijk weer tot de algemene vorm teruggebracht.
In paragraaf 2.2 is een andere proefopzet voor hetzelfde probleem besproken
waarbij een aantal, bv. p, proefpersonen elk een aantal doses hebben gekre-

gen, Het model zou nu kunnen zijn:

y; = BOi + B]ix tes (L= 1,00s,p) -

Interessante hypothesen zijn nu
S]j_=81 (1= 1y0005p) »

dus de invloed van de hoeveelheid alcchol op de reactiesnelheid is voor alle

proefperscnen gelijk, of zelfs:

B,. =B
i 1 .
Bl‘s } (l'_'],"':p)
01 0

Opmerking. De aandachtige lezer ziet dat het model met de p proefpersonen
zoals hierboven weergegeven niet past in de algemene formulering aan het be-
gin van dit hoofdstuk. Met soortgelijke methoden als in het volgende voor-
beeld worden toegepast is dit toch goed mogelijk, maar daarop wordt op dit

moment niet ingegaan.

Voorbeeld 3.1.2

Bij de vergelijking van de twee wasmiddelen van voorbeeld 2,1.3 is het model

behorend bij de eerste proefopzet
y=8y+Bx+e,

waarin x een hulpvariabele (dummy variable) is die als volgt is gedefini-

eerd:

0 als wasmiddel A wordt gebruikt;

"
1§

1 als wasmiddel B wordt gebruikt.

]
I



Als we de verwachte krimp bij gebruik van A en B respectievelijk met u, en

U aangeven, dan zien we dat geldt

B

uA=BO

Mg = By * By s
of

By = ¥y

B1=“B"“A'

Het lijkt meer voor de hand te liggen een modelformulering te kiezen die

symmetrisch is in A en B. Gebruikelijk is bv. in dit geval

zi=|—l+\’i+_e_i (l=]:2)s
met als bijvoorwaarde: vy * vy, =0, dus Vi TV, vy = oy, waaruit volgt:
IJA=U+V

Mp = U= v
Ook dit is als een lineair model te schrijven, nl,

¥y = U+ v,x + Vux

y i 2%y T 2

2

als we afspreken dat

S i en X, = 0 als A wordt gebruikt,

x, 0 en X, = | als B wordt gebruikt,

Analyse van dit model levert echter wat meer complicaties op en daarom kie-
zen wij voor het eerste model.

Toetsen van de hypothese Mp = My is dan hetzelfde als toetsen dat BI = 0,

Bij de tweede proefopzet, waarbij we 10 stoffen, genummerd 1,2,...,10, heh-

ben, luidt het model
Y= B ¥ Byxp ¥ e ¥ BgRg * BppXg t e

Hierin 1is




3.

2.
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X, = 1 als de 2e stof wordt gebruikt;

x, =0 als niet de 2e stof wordt gebruikt;
X = | als de 10e stof wordt gebruikt;

Xy = 0 als niet de 10e stof wordt gebruikt;
X, = 0 als wasmiddel A wordt gebruikt;

X o= ! als wasmiddel B wordt gebruikt.

Op deze wijze geven Bl""’BQ het krimpgedrag van de stoffen 2,...,I0 t.o.v.
stof 1 aan en BIO is weer het versghil in krimp tussen wasmiddel B enm was-
middel 4,

De keuze van stof 1 als vergelijkingsmaatstaf is uiteraard niet van belang,

hiervoor zou ook é&n van de andere stoffen genomen kunnen worden.

Schatting van de parameters

Om in het model

y=60+51xl+...+8kxk+_e_

de parameters 80’81”“’Bk te kunnen schatten hebben we waarnemingen van y
nodig bij verschillende x-waarden. Stel dat er n van deze waarnemingen wor-—

den verricht:

Ly T B T BT o TR T g
Ly = Bg ¥ ByXp e T BXo Y 8y
Iy = BO * lenl P # kank * &n
We nemen aan dat Cgi =0 (1 =1,...,0), Uz(gi) = 0% en c0v(gi,gj) = 0, dus

ongecorreleerde storingstermen met dezelfde variantie.
Om de notatie nog wat compacter te kunnen maken voeren we de variabele X, in

die identiek gelijk is aan 1, zodat
Y; = Bg¥ig * ByxXgy foeee P BLX e (i =1,...,n)
In matrixnotatie:

y=X 8 +te,




waarin y en e kolomvectoren zijn met n elementen, B een kolomvector met k+l
clementen en X een matrix met n rijen en k+l kolommen. De veronderstellingen
over e kunnen nu worden samengevat als: Eg'= 0 en EEE' = 081, als I den *n
eenheidsmatrix is.

De klassieke schattingsmethode is die der kleinste kwadraten: Kies bij gere-

aliseerde waarden YyseresYy, de parameters BO,...,Bk zo dat

n
- - _ 2 _ 2 o
iZI (Yi Boxio LR kaik) Z ei e e

minimaal is, of:

(y - XB)"(y - XB)

minimaal. De resulterende schattingen geven wij aan met bO’bl""’bk°
Differentieren van de kwadratische vorm naar BO’BI""’Bk en gelijk aam O

stellen van de afgeleiden geeft:

-2 g ®i0Wi =~ Bg¥jg T ere T b)) =0

[ | LI Y T CRY . L L T T | « & . .

-2 g Xi(¥; = bgXig = 00 T DXy = 0

In matrixnotatie:
- 2X"(y - Xb) = 0

We krijgen dus k+! zogenaamde ''mormaalvergelijkingen'

of

b= (@0 xy e @l x@sre) =g+ @0 xe

Van de op deze wijze verkregen schatters kunnen we direkt inzien dat ze

zuiver zijn:

&b = fx'07 ! xty = @x)”!

X' = B .

De variantie-covariantiematrix van b, d.w.z., de matrix waarvan het element

op de i—~de rij en de j~de kolom cov(gi,gj) is, 1is
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Eb - 8)(0 - B = ELD ! Kee'x®0TI = x'0)e? |

Men kan bewijzen dat b de beste lineaire zuivere schatter van § is, d.w.z.
onder alle schatters die zuiver zijn en bovendien lineaire functies van y is
b degene die voor elke lineaire combinatie van BO,...,Bk de schatter met de
kleinste variantie oplevert. Dus BO,...,Bk worden elk afzonderlijk zo nauw-
keurig mogelijk geschat, maar ook bv. By — B

ete.
o

Voorbeeld 3.2.1

Wij zullen een stel waarnemingen analyseren die we hebben verkregen door uit
te gaan van een model waarin de parameters bekend zijn, Deze situatie doet
zich in de praktijk uiteraard niet voor.

Het medel is
y =50 - 2x + 0,04};2 +e .

De toevalsfout e is normaal verdeeld met gemiddelde 0 en standaardafwijking
2, dus oé = 4. Uit een tabel hebben wij 7 realisaties van een dergelijke
stochastische variabele genomen., Verder kiezen we voor x de waarden
20,25,(5),...,50.

Het resultaat is dan als volgt:

SEN R A e; yi

20 | 26 0,2 | 25,8
25 | 25 3,1 | 28,1
3 | 26 “1,4 | 24,6
35 | 29 3,4 | 32,4
40 | 34 2,8 | 36,8
45 | 4 0,3 | 41,3
50 | 50 4,0 | 46,0

In een reéel experiment zijn uiteraard alleen de eerste kolom (ingesteld) en
de laatste kolom (waargenomen) bekend.

Eerst worden nu de variabelen als volgt gecodeerd:
b4
Xq = 1, x) = {(x - 20)/5, Xo = X[s 25y - 20 ,

dit om het rekenwerk te vergemakkelijken. Dit geeft:
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Zi %0 X Xi2
5,8 1 0 0
8,1 | 1 1
4,6 { 2 4
12,4 ! 3
16,8 1 4 16
21,3 1 5 25
26,0 | 6 36
| 3 13 64 =39 5
X'x =703 13 63, ('R =4z -39 39 -6
13 63 325 5 -6 1]
95,0 473,2 5,633
X'z = | 38,2] , b=[x'x1"!%x'z-= éz 26,4| = 10,314
1875,4 45,2 0,538
De geschatte relatie is dus
z = 5,633 + 0,314 x| + 0,538 xf ,
terwijl de oorspronkelijke, omgerekend in z en x,, luidt

l’
2+ 20 = 50 - 2(5x; + 20) + 0,04 (5%, + 20)2
of

- - 2
z =6 2x] + X7

Voorbeeld 3.2.2

In het geval van de wasmiddelen (zie de voorbeelden 2.1.3 en 3.1.2) ziet bij

de eerste proefopzet de matrix X er bij passende rangschikking der waarnemingen

als volgt uit:
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o]
10 rijen .
0 20 i0 2 ]
= X'X = = 10
1 10 10 1 1
10 rijen
1
Dus
E% -
y.
T i=1 ©
(X'X) = 'i"6 ’ X'Y = 3
-1 2 20
v,
ECIRI
(10 "
E yi
- | i=]
b= (XX X'y=p .
20 10
.z Yi ~ .z. yl
}=11 1=] ]

Noemen we de eerste 10 waarnemingen Y14 (i =

(1 = 1,...,10}, verder
10 10
Yy, T Z Yyg 2 Y2, 7 .Z Y.
i=1 i=]
T S I
Yi. *T 10 1. Y2 o Y2,
dan is blijkbaar
by = V1.
by =¥, TV,

. v .
conform de intuitie.
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Als we blj de 2e proefopzet de volgorde van de elementen van y opnieuw zo
kiezen dat eerst 10 uitkomsten van behandeling met A en daarna de overeen—
komstige uitkomsten met B worden genomen, dan is de X-matrix (zie vecor de

codering pag. 14 ):

hn o ... 0 0
It ... 0 0 ~ :
; .o .. 20 2 ... 2 10
S . 2 2 0 1
1
X20x11 = 0 ! 0 en X'X = . . .
10 . i S .
. | 2 00 ... 2 1
c . 10 1 1 10]
10 ... 1 1]
(11 =10 -10 2] v ]
<10 20 ... 10 0 y
ven=1 1 . . . "2
XX S =gy : e XY S0
-10 10 20 '
0 a0
-2 0
i 0 J Yo, |

als yij de waarneming is aan de j-de stof behandeld met het i-de wasmiddel

(1 =1,2; 7= 1,...,10).
We ziem bv. dat

N
b1 = 29 (- 10y, + 2037.2 + lOy.3 + ...+ 10y,

I -
= E (]Oy.z - loy,l) = %(y.z - Y.I) = y.z - y-l

Algemeen:

1]
%]

b. = ; . -y (j
.1

Verder 1is

Tenslotte:
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bo =35 iy, - 10(y_2 + .. F y.lo) - 2y2.] =

l — — — —
57 (]OY,I Yz. + Yl.) Y.l z(yz, yl') y,l zb]O

3.3. Betrouwbaarheidsintervallen en toetsen

.1,

In de vorige paragraaf vonden wij bij het algemene lineaire model

y=X%8+e

als kleinste kwadraten schatters voor B:

1 1

b= (X'X)  X'y=8+ (X'X) " X'e

Onder de aanname fe = 0 werd bewezen dat b een zuivere schatter is voor g:

EE = B. Verder zagen wij nog dat, als Egg' = IGS, geldt:

var b = (X'X)_] OS .
Om betrouwbaarheidsintervallen te kunnen opstellen voor de Bi €N Om aannamen
over het model te kunnen toetsen moeten we veronderstellingen over de verde-
ling van de elementen van e maken. De gebruikelijke veronderstelling is dat
de e normaal verdeeld zijn.
In Wiskunde 31 en 49 is bewezendat lineaire combinaties vandeze onderling onafhanke-
Lijke e dan ook normaal ver&eeld zijn. Dit geldt dus met name voor de elementen Ei vanb.
Verder geldt (hier niet bewezen) dat de simultane verdeling van EO""’Ek
multinormaal is. Men zegt dan ook wel dat b multinormaal verdeeld is. Deze
verdeling is door de verwachting £b = 8 en var(b) = (X'X)_lcé valledig vast-

gelegd.

Het schatten van G%

De volgende stap is nu dat 08

de som van de kwadraten van de afwijkingen van de waarnemingen van het aan-

geschat moet worden. Hiervoor wordt gebruikt

gepaste model, de zogenaamde restkwadratensom KSr.

De volgens het aangepaste model geschatte waarde van y noemen we $. De rest-

kwadratensom is dan

KRS, =y -9y -9 .
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Nu is § = Xb, dus
KSr = {y-¥Xb)'(y - ¥Xb) = y'y - y'Xb - b'X'y + b'X'Xb

We bedenken dat y'Xb = b'X'y en verder dat b'X'Xb = b'X"X(X'X) " X'y =

= b'X'y. Dus is
K§ = v'y = b'X'y = v'y - (¥b)'(XDb)

y'y heet de te verklaren kwadratensom KS_, (Xb)"(Xb) = b'X'y heet de ver-

klaarde kwadratensom KSV. Samengevat:

y'y = (Xb)'(Xb) + (y - Xb)"(y - Xb)

KS Ks_+ KS§
t v r

Meetkundig beschouwd is y ontbonden in twee componenten Xb en (y - Xb) die
loodrecht op elkaar staan: (Xb)'(y - Xb) = b'X'y -~ b'X'Xb = 0. De vectoren
¥s Xb en y - Xb hebben respectievelijk n, k+l en n-k-1 vrijheidsgraden. De n
componenten van y zijn lineair onafhankelijk, Xb wordt bepaald door de k+l
componenten van b en y - Xb voldoet aan k+! lineaire vergelijkingen, nl.
X'(y - Xb) = 0, en is dus door n—k-1 componenten bepaald.

De kwadraatsommen kunmen als realisaties van stochastische grootheden worden
opgevat.

Men kan bewiljzen dat
€Ks, = &y - Xb)'(y - Xb) = (n ~ k - 1)02

2
0

len door het bijbehorende aantal vrijheidsgraden (n-k-1). Dit aantal vrij-

Een zuivere schatter voor ¢f krijgen we dus door de restkwadratensom te de-

heidsgraden is gelijk aan het aantal waarnemingen n verminderd met het aan-

tal aangepaste parameters k+1.

s,
62 S2 =

e

It

Verder heeft Eg{/aé een x2- (chi-kwadraat) verdeling met (n-k-1) vrijheids-
graden.

Met behulp van het Statistisch Compendium, tabel 3.1 of 3.2, kan dan, uit-

gaande van 52, een betrouwbaarheidsinterval voor o2 of o worden bepaald.

0 0
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In voorbeeld 3.2.2 wordt voor de restkwadratensom voor de beide gevallen het

volgende gevonden. Bij de eerste proefopzet (notatie pag. 18 onderaan) geldt

¥
p - - - e
Ty — Wlyle — _ — -
y'y - b'X'y iz' vis T . v - y)l3
2] yz.
= 2 2 - v v v —_ v - - =
§ vy * § Y55 = 10V LG+ ) S 100, < )Y,

Il

2 _ ipoz 2 9032 -
§ iy~ 10yt § yo; = 10¥3,

§ ()5 — v 02+ g (yy; = ;.07
In woorden: de restkwadratensom iz de som van de beide kwadratensommen bin-
nen de beide steekproeven. Deze hebben elk 9 vrijheidsgraden, in totaal
18 = 20 - 2 vrijheidsgraden.
Bij de tweede proefopzet kan worden aangetoond dat de restkwadratensom ge-
11jk is aan

b7 (e -dn%,

i

waarin

d (i =1,...,10) .

i T Y2 T Y4
In voorbeeld 3.2.1 kunnen we op twee manieren de restkwadratensom berekenen.
In de eerste plaats met de formule

z'z - b'X'z

en de op pag. 17 gevonden waarden

z'z = ) zi = 1686,10
b'X'z = éz (473,2 x 95,0 + 26,4 x 384,2 + 45,2 x 1875,4) = 1665,06

. . . . 1
(Voor het verkrijgen van een nauwkeurigere ultkomst is de factor 7A apart
gehouden. )

Dus

KSr = 1686,10 ~ 1665,06 = 21,04
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Verder kunnen we berekenen:

~

§y = Xb = 5,63 xqg + 0,31 x; + 0,54 X,

1

en vervolgens de residuen: (y-l - ?i) =:r;. Het resultaat is: r'r = 21,04.
Deze berekening is uitgevoerd ter controle.

De schatting van c% ig:

21,04
4

= 5,26 , 9, = 2,29 .

a2
°0
(Het aantal vrijheidsgraden bedraagt n - (k + 1) =7 - 3 = 4.)
Een betrouwbaarheidsinterval wvoor e vinden we met tabel 3.2 van het compen-

dium (onbetrouwbaarhied 57, 2-zijdig):

0,60 x 2,29 < g, < 2,87 x 2,29

0
of

1,37 < g, < 6,57 .

0

Betrouwbaarheidsintervallen en toetsen voor de Bi

Van de schatter b. voor B, weten we dat hij zuiver is: Ebi = B8,. Verder is

de variantie van by gelijk aan het i-de element van de hoofddiagonaal van de

1

matrix (X'X) 08, waarvoor we na het voorafgaande nu een schatting hebben

die we 32(b,) zullen noemen, Er geldt dus:

~ - vy ~ 2
62(by) = ('Y, 8

We weten dat bi normaal verdeeld is en dus heeft

b, - Bi

-1

o{b;)
een N(0,1) verdeling. Wanneer o(b;) wordt vervangen door een schatter gﬁpi)
die berust op een xz—verdeling met v vrijheidsgraden, dan heeft het quotisnt
a(b;)

een Student's t-verdeling met v vrijheidsgraden.
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De Student-verdeling is getabelleerd in tabel 2.1 van het Statistisch Com-
pendium. Het gebruik van deze tabel zullen we nog toelichten aan de hand van
voorbeeld 3.2,1.

In de vorige paragraaf vonden wij 58 = 5,26, berustend op 4 vrijheidsgraden.

62(90) x 64 x 5,26 = 4,01 ,  §(by)

1 .
7 2,00

6%(b,) 2,44 ,  8(b))

QOf —
3

x 39 x 5,26

1,56

52 (b,) lcT x 1% 5,26 = 0,063, &(b,) = 0,25 .

Het betrouwbaarheidsinterval met 957 betrouwbaarheid (P(-2,78 < t < 2,78) =

= 0,95} voor BO is

5,633 - 2,78 % 2,00 < BO < 5,633 + 2,78 x 2,00

of
0,07 < BO < 11,19 (BO = 6,00)
Evenzo:
- 4,02 < B, < 4,65 (B, = - 2,00)
- 0,16 < 82 < 1,23 (52 = 1,00) .

Het toetsen van een bepaalde B-waarde gaat weer analoog aan het toetsen met

de normale verdeling als 9 bekend is, maar nu met de t-verdeling. Stel bwv.

dat de hypothese HO: BO = 10 moet worden getoetst. Wij berekenen
co0 M0 se3 -0,
S(bo) 2,00 ! )

Uit tabel 2.1 (4 vrijheidsgraden) volgt dat de tweezijdige overschrijdings-
kans dicht bij 10% ligt. Bij een onbetrouwbaarheidsniveau van 5% kunnen we
Hy niet verwerpen (vergelijk het betrouwbaarheidsinterval) maar enige twij-
fel is gerechtvaardigd.

Om nauwere betrouwbaarheidsintervallen te verkrijgen moeten meerdere waarne-
mingen worden uitgevoerd. Het heeft het dubbele effect dat de élementen van

de (X'X)_1 matrix kleiner worden en het aantal vrijheidsgraden groter,
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De schatters hl en §2 zijn hoog gecorreleerd met een negatieve correlatieco-

efficiént. Deze is af te lezen uit de (X'X)_1 matrix (pag. 17)

O(E]sbg) -6 . 0,961 .

V39 x 1
Dit komt omdat de vectoren X, en x, sterk afhankelijk zijn. Dit verschijnsel
heet verstrengeling (confounding) en is inherent aan de proefopzet. Wanneer
men b, iets kleiner en b2 iets groter maakt blijft de aanpassing vrijwel
hetzelfde. Eigenlijk zou men daarvan het gebied waarin (BI’BZ) waarden kun-
nen voorkomen in het 8y,8,7vlak moeten bekijken. Men verkrijgt dan een be-

trouwbaarheidsellips.

Toetsen en schatten van een lineaire functie van de Bi

Vaak is een lineaire functie van de parameters van groot belang voor de on-—
derzoeker. Als bv, in een bepaald model Bl het verschil tussen de behande-
lingen B en A voorstelt en Bz het verschil tussen C en A, dan komt By = B
met het verschil tussen de behandelingen C en B overeen. Als het verschil
tussen C en B van belang is moet dus een uitspraak worden gedaan over

By - B+

In het algemeen beschouwen we een lineaire combinatie

£

i
Iiv]
™

aOBO + aIB + ... + a

! wPr =

De schatter

B
]
jat)
o
+
il
o
+

— 1
020 * # Byt - oyl = 2ah

heeft als verwachting & zoals direct is in te zien.

De variantie van % is:
var(1) = a' var(p)a = a' (x'X)"" ao?
Tmmers:
var(2) = £(a'b - a'8)? = £(a'b - a'B)(b'a - 8'a) =
=fa'(b - BY(b - B)'a = a' var(b)a .

Bij bekende 08 zouden weer betrouwbaarheidsintervallen en toetsen op de nor-

male verdelingen gebaseerd kunnen worden. Vervanging van c% door éé betekent

dat de Student-verdeling moet worden gebruikt.
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Als voorbeeld beschouwen wij b, en 22 uit voorbeeld 3.2.1. Wij zagen dat b,

i
en b, sterk negatief gecorreleerd zijn. Hoe goed is nu b, *+ b, als schatter

voor B, + B, 7 Wij beschouwen dus

=0 BO + 1 B1 + 1 82 .

De schatter b, + b, heeft dus als variantie:

0

o 1 13(x'x)" 1o

1

2
0

64 -39 510

- [ - 228 o _ 1 o
=[0 1 114 (-39 39 6[|19p =32 % =3 % *
5 -6 {11
Dit was ook eenvoudiger in te zien:
var(h1 + 92) = var(bl) + 2 cov(hl,hz) + var(hz) =
=1 _ 2.1 2
-7 (39 12 + ])UO 3 ag -
Dus
“ 1 -
0%(by, + by) =g % 5,26 = 1,75 5 3(b; + by) = 1,32

Het betrouwbaarheidsinterval voor Bl + 82 is dus:

0,852 - 2,78 = 1,32 < Bl + 82 < 0,852 + 2,78 x 1,32
of

- 2,82 < B+ 8, < 452 (B + By == 1,00)

Voorbeeld 3.3.1.

Men wil de invloed van de viscositeit van olie en van de temperatuur op de
slijtage van de cilinderwand van een dieselmotor nagaan. Men neemt beide
factoren (viscositeit en temperatuur) op 2 niveaus en beproeft de 4 combina-

ties bij 2 motoren. Dit heet een 2 % 2 factorieel schema met 2 herhalingen

(replicates) in 2 blokken.

Het resultaat is weergegeven in de volgende tabel:
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Motor (blok) Viscositeit % temperatuur X, slijtage
1 5 -1 10 -1 3
5 -1 20 1 5
10 I 10 -1 7
0 l 20 1 4
2 5 -1 10 -1 5
5 -1 20 ] 8
10 1 10 -1 9
10 1 20 1 5

De gekozen codering, nl.

_ viscositeit - 7,5

* T 7,5
_ temperatuur - 15
*2 5

is de handigste wanneer we met factoren op 2 niveaus te maken hebben. Dit
vereenvoudigt namelijk de (X'X) matrix zoals straks zal blijken. Wij nemen
als model

y = BO + B]x] + 82x2 + B3xlx2 + Buxg toe .
Zoals in paragraaf 3.1 1s uiteengezet zouden wij BO met de gemiddelde res-—
ponsie in blok | kummen laten corresponderen. Als dan Xq = 0 in blok | en
X3 = 1 in blok 2, dan is 84 het verschil tussen blok 1 en blok 2. Nu er

slechts 2 blokken zijn is het eenvoudiger om X5 = -1 te nemen in blok | en
Xy =+l in blok 2, dus overeenkomstig de codering voor de beide factoren.

Dan is BO het algemene gemiddelde en 84 het halve wverschil tussen de blok-
ken. Als we de meest rechtse kolom van de tabel als y-vector nemen, dan is

de X-matrix:
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We berekenen verder:

8 0 0 0 o0
O 8 0 0 0
XX=10 0 8 0 0| =1.8= @x)"} = % 1.
O 0 0 8 0
o o o 0o s
[ 46] " 46 5,75
4 4 0,50
Xy = -2/, b=4]|-2]=-0,2
12 -12 ~1,50
8] 8] 1,00

De X'X matrix en dientengevolge ook (X'X)_1 zijn zo eenvoudig omdat door de
codering de kolommen van X onderling orthogonaél zijn. De schattingen b zijn
dientengevolge ook zeer eenvoudig van structuur. Zo is bv. b1 é—maal(de som
van alle waarnemingen bij de hoge viscositeit verminderd met de som van alle
waarnemingen bij de lage viscositeit).

De restkwadratensom 1s

KS = y'y - b'X'y = 294 - 293

3.Du58%=%,3

Het aantal vrijheidsgraden is 8 - 4 - 1 = 0,577.

0
Alle elementen van b hebben dezelfde variantie, nl. %—GS.
De betrouwbaarheidsintervallen voor de Bi hebben daarom allemaal dezelfde

lengte (o = 0,05)
b, - 3,18 x Yhx L cp <b. +3,18x \Ext  (G=0,1,...,8)
i H 3 8 i i L4 3 8 3 b b

b, = 0,65 < B, < b, + 0,65 .

We zien dus onmiddellijk dat b1 en bzniet significant van 0 verschillen,

maar de interactieterm b, wel,
Het teken van b3 is negatief, lage slijtage treedt dus op als x;x, positief
is, dus x| en x, beide negatief (lage viscositeit en lage temperatuur) of

beide positief (hoge viscositeit en hoge temperatuur).
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3.4, Variantie-analyse en toetsen voor meerdere parameters

In voorbeeld 3.2.1 gingen wij uit van het model
z =B, + B x + B,x>+e.
= 0 171 271 =

Wij zagen in paragraaf 3.3 hoe de hypothesen Bl =0 en B, = 0 apart kunnen
worden getoetst, Wanneer we veel van dergelijke toetsen voor afzonderlijke
parameters uitvoeren duiken er twee problemen op. Wanneer bij elke toets een
onbetrouwbaarheid van bv. 0,05 wordt aangehouden, wat is dan de kans dat van
de 10 hypothesen er &&n of meer ten onrechte worden verworpen? Deze kans kan
wel eens onaanvaardbaar hoog worden. De zaak wordt gecompliceerd door het
feit dat de toetsingsgrootheden alle dezelfde noemer hebben en daardoor af-
hankelijk zijn,

Wanneer we nu willen toetsen of z van X, afhangt (lineair of eventueel kwa-
dratisch) dan kan dat in E&n keer gebeuren door het toetsen van de hypothese

H.: B, = 82 = .

0 1

Uitgaande van de veronderstelling van normaal verdeelde e zoals ook in 3.3

werd gedaan kan worden bewezen dat de volgende toetsingsmethode kan worden

toegepast. '

We vonden als restkwadratensom 21,04 met 4 vrijheidsgraden. Onder de nulhy-

pothese is het model:

z = 80 + e .

De schatting voor By is z en de restkwadratensom in dit gereduceerde model
is

= N2 _ 2 _ 972 _
KS =1 (z; = 2)% = [ 2 - 72% = 1686,10 ~ 1289,29 = 396,81

Het aantal vrijheidsgraden is nu 6.
Het aanpassen van BI en 82 levert dus nog een reductie in de kwadratensom op

varn

KS_., = KS_ = 396,81 - 21,04 = 375,77

tHet kan worden bewezen dat onder HO het volgende geldt:
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KSr/U% is trekking uit y2-verdeling met 4 vrijheidsgraden.

(KSrO - KSr)/Ué is trekking uit x2-verdeling met 2 vrijheidsgraden.
KSrO/Ué is trekking uit xz—verdeling met 6 vrijheidsgraden.

Verder zijn,nog steeds onder Hyy KS_en (E§r0 - E§r) onafhankelijk van el-
kaar. Dit heeft tot gevolg dat

(5§r0 - Eér)/z

k5,74

een F-verdeling heeft met 2 en 4 vrijheidsgraden.
In ons geval is

375,717

g
¥ =5 =702

= 35,72 .

In tabel 4.1 van het compendium zien we dat de kritieke waarde (o = 0,05)
gelijk is aan 6,94. Dit resultaat is dus sterk significant, m.a.w. de hypo-
these Bl =B, = 0 moet worden verworpen, terwijl in paragraaf 3.3 bleek dat
de hypothesen By =0en 8, =0 afzonderlijk niet konden worden verworpen.

Dit hangt samen met de eerder genocemde negatieve correlatie tussen 91 en b,.

Nu het algemene geval. Wij gaan nu weer uit van het algemene lineaire model

(1) y = BO + le] + Bzxz + ... kak + e

en we willen de hypothese toetsen dat een aantal f's nul zijn., Zonder ver-

lies van algemeenheid kunnen we hiervoor B B vaesfB

gr1°Pg42 nemen (g < k). De

k
hypothese luidt dus:

Onder H0 is het model dus:

(2) l=80+81x1+82x2+._,+8gxg+_e_,

Wanneer zowel met model (1) als met model (2) de restkwadratensom wordt uit-
gerekend, dan vinden we respectievelijk KS. en KS . Het is duidelijk dat de
restkwadratensom kleiner wordt naarmate het aantal aangepaste parameters

groter is, dus geldt KS,. = KSrO'
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Als Hy waar is hebben zowel §§I/GS als Egro/oé xz—verdelingenlnetrespectievelijk
(n-k-1) en {(n-g-1) vrijheidsgraden. Ook het verschil (EErO._Eér)/Gé heeft een
xz—verdeling en wel met (n-g-1) - (n—k-1) = k~-g vrijheidsgraden. Nog steeds
onder H0 geldt dus
€XS_ = (n - k - 1)05
_ _ 2
E(EETO E.S_r) = (k g)do -

Verder kan worden bewezen dat, onder HO’ deze twee stochastische variabelen

onafhankelijk zijn {(met elk een xz—verdeling). Dan is het quotient

kS, - KS)/(k - p)
-~ K /a-k- 1D

verdeeld volgens een F-verdeling met (k-g) en (n-k-1) vrijheidsgraden.

Als de nulhypothese niet juist is, als van Bg+1’8g+2""’8k minstens é&n van
nul verschilt, dan is het model (2) niet meer juist en dan zal de verwach-
ting van EE{O groter zijn dan (n—g-l)oé. Dan wordt ock de verwachting van de
teller van F groter en dus zullen grote F-waarden leiden tot verwerping van

HO. De F-toets is dus bij deze toepassing altijd rechtseenzijdig.

Opmerking. We vermelden zonder bewijs dat de hiervoor beschreven F-toets
voor het geval g = k-1, dus HO: Bk = 0, equivalent is met de eerder hespro-

ken t-toets voor de hypothese Hys Bk = 0, waarbij geldt F = t?2,

In veel gevallen kunnen eenvoudige regels worden toegepast om het verschil
KSrO - KSr af te leiden, zonder dat de kleinste kwadraten aanpassing twee

keer uitgevoerd hoeft te worden,

Stel we willen bij het voorbeeld van de twee wasmiddelen (voorbeeldan 2.1.3,
3.1.2 en 3.2.2) bij de eerste proefopzet de hypothese HO: B] = () toetsen
(geen verschil tussen de wasmiddelen).

We zagen (pag. 22) dat

il

- - 2 - = 2 2 _ o2 -2
KS_ JZ(ylj i) +§(y2j v 0% = 1 viy - 10v3, - 052,

Onder de hypothese Bl = 0 wordt het model (vgl. pag. 12)




L= Bo

t e .
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We vinden als schatter EO = ;__ en

Dus

KS - KS
r

r0

- ) _
i - y.0% = 1 ¥i5 ~ 2052, .
i,]
2
- 1052+ 1052 - 2032 = o Y. - ..
Yi. Y2. V.. 5 710 10~ 20

De teller van het F-quotient, waarmee wordt getoetst dat de factor wasmidde-

len geen invloed heeft, wordt dus als volgt gevonden: per niveau van de fac-

tor worden de waarmemingengesommeerd en elke som wordt gekwadrateerd en ge-

deeld door het aantal waarnemingen, Deze resultaten worden opgeteld en ver-

minderd met de correctiefactor y% /20, Deze correctiefactor bestaat uit het

kwadraat van de som van alle waarnemingen gedeeld door het totale aantal

waarnemingen. De correctiefactor wordt ook wel kwadratensom voor het gemid-

delde genocemd.

Het resultaat kan in cen zogenaamde variantie-analyse-~tabel worden samenge-

vat:

Bron van variatie Vr.gr. K.S. G.K. F
correctiefactor 1 y?./ZO (1) -
wasmiddelen 1 y?_/lO + y%_/lD - y%. /20 (2) (2)/(3)
rest 18 ) y%j - y%_/lO - yg./lo (3) -

totaal 20 z yij - -
Toelichting. G.K. = "gemiddelde kwadratensom"; in de G.K.-kolom staan op de

regels (1}, (2) en (3) de kwadratensommen van de vorige kolom (K.S.) elk ge-

deeld door het bijbehorende aantal wrijheidsgraden.

Opmerking. Vaak wordt de correctiefactor weggelaten. Op de laatste regel

(totaal) staat dan de K.S. (Z yfj - y%./ZO) met 19 vrijheidsgraden.
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3.5, Variantie-analyse voor orthogonale proefschema's

Een proefopzet heet orthogonaal als de kleinste kwadratenschatters voor

de parameters bij een factor ongecorreleerd zijn met de parameterschatters
van een andere factor. Men kan bewijzen, dat proefopzetten waarbij voor

elk paar factoren geldt dat ieder univeau van de ene factor even vaak voor-
komt met alle niveaus van de tweede factor, orthogonaal zijn. Dit wil zeg-
gen, dat er een codering te vinden is 28, dat de bijbehorende parameter-
schatters aan bovenstaande eis voldoen.

Het reeds behandelde voorbeeld 3.3.1 (pag. Zb e.v.) vormt hiervan een i1illus—
tratie. In feite zijn de meeste eenvoudige proefopzetten, waarvan wij ver-
schillende in de volgende hoofdstukken zullen behandelen, orthogonaal, Ook
de eerder besproken tweede proefopzet voor het vergelijken van twee wasmid-
delen is orthogonaal met twee factoren (wasmiddelen en blokken).
Orthogonaliteit van een proefopzet heeft een aantal gevolgen die het toetsen
sterk vereenvoudigen. In de eerste plaats is het niet nodig om, zoals voor
het algemene geval in paragraaf 3.4 werd beschreven, twee keer een lineair
model aan te passen als we willen toetsen of het hoofdeffect van een factor
van nul verschilt. De reductie in de restkwadratensom KS 4 - KSr door het
aanpassen van een ultgebreid model waarin de betreffende factor is opgenonen

is'nl, gelijk aan

Hierin is p het aantal niveaus van de factor, Ti is de som van de waarnemin-
gen bij het i-de niveau en k is het aantal waarnemingen per niveau (dus

kp = n = het totale aantal waarnemingen). Verder isKSO de correctiefactor =
= (Z alle waarnemingen)z/n.

Verder kan de totale kwadratensom geschreven worden als de som van de kwa—
dratensommen behorend bij de verschillende factoren plus de restkwadraten—
som. In de volgende hoofdstukken wordt dit voor verschillende klassen van

proefschema's uitgewerkt,
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4. Proefopzetten met verloting binnen blokken

In paragraaf 2.2 werd het principe van de blokvorming besproken. Het doel
was om de doeltreffendheid van een experiment te verhogen door vergelijkin=-
gen te maken binnen een betrekkelijk homogene groep van experimentele een-—
heden. Bij het voorbeeld van de wasmiddelen (tweede proefopzet) waren er
twee behandelingen die binnen tien blokken werden vergeleken.

In het algemene geval kunnen meerdere behandelingen binnen een blok worden
vergeleken. De enige praktische beperking is dat bij een groot aantal behan-
delingen de blokken groot en dus waarschijnlijk minder homogeen worden. Bin-
nen de blokken worden de behandelingen door loting over de experimentele
eenheden verdeeld. Als we het aantal blokken b noemen en het aantal behande-

lingen p, dan is het model

y = BO + B.x. + Bzxz + ... + B +

11 b——lxb—1l

(b - 1) blok verschillen

A T By S (bery Tt 8(b+p—2)x(b+p—2)l+ e
1

(p - 1) behandeling verschillen.

met b.v. de volgende codering

X, = 1 voor een waarneming in blok 2, anders 0O

Xy = 1 voor een waarneming in blok 3, anders 0

etc.

%y = 1 voor een waarneming met behandeling 2, anders 0
x(b+1) = | voor een waarneming met behandeling 3, anders O
etc.

Voorbeeld 4.1.

Vier chemicalién A, B, C en D hebben de eigenschap textiel waterafstotend te

maken. Men wil de chemicalien op deze eigenschap vergelijken. Daartoe worden
3 repen textiel afkomstig van verschillende rollen in 4 stukken gesneden en
door loting wordt vastgesteld welke behandeling elk stuk zal ondergaan. Het

resultaat is als volgt (laag getal = welnlg opname van water):




Blokken (rollen)
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1 2 3
c 9,9 D 13,4 B 12,7
A 10,1 B 12,9 D 12,9
B 11,4 A 12,2 C 11,4
D 12,1 C 12,3 A 11,9

Een overzichtelijkere samenvatting geeft de volgende tabel:

—>]
Behandeling A B C D Totaal | Gemiddeld
i i 10,1 11,4 9,9 12,1 | 43,5 10,875
Blokken 2 12,2 12,9 12,3 |13,4 | s0,8 12,700
3 11,9 12,7 11,4 12,9 | 48,9 12,225
Totaal 34,2 |37,0 33,6 |38,4 |143,2
Gemiddeld 11,400 | 12,333 § 11,200 [ 12,800
i=1,2,3; 3= 1,2,3,4
Het model is
YT B ¥ Byxp o Byxy b ByEy v Bux, o+ Boxg +oe .

BO is het gemiddelde voor blok | en behandeling A4, Bl en 62 geven de ver-

schillen tussen de blokken 2 en 1, respectievelijk 3 en 1, 83, 84 en 85 zijn

de gemiddelde verschillen van de behandelingen B, C en D met A.

De matrices (vectoren) y, X, X'X en X'y zien er als volgt uit (let op de ge-

kozen volgorde voor de waarnemingen y):
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[10.1] i 0o 0o o0 0 O]
12.2 1 1 0 0 0 O
11.9 ! 0 1 0 0 O
1.4 i 0 0 1 0 0
12.9 1 1 0 1 0 O
12.7 1 0 1 1 0 o0
y = . X =
9.9 tf 0 0 0 1 0O
12.3 1 1 0 0 1 0
11.4 i 0 1 0 1 0
12,1 1 0 0 0 0 1
13.4 1 1 0 0 0 1
[12.9] 1 0o 1 0 0 1]
2 & 4 3 3 3 [143,2]
4 4 0 1 1 1 50,8
gx= |4 0 4 v Xty = | 489
31 1 3 0 0 37,0
3 1 1 0 3 0 33,6
(3 &+ 1 0 0 3] | 38,4
De inverse van X'X blijkt te zijn
U R R B R
2 4 1A 3 3 3
1 1 1
r T % ¢ 0o 0
1 I 1
AP A S 0 0 0
t -
x'x)”" = B ; . ) | e
3 3 K 3
1 1 2 1
~ 3 0 0 T 07 03
I 1 [ 2
-y 0 0 5 3 3

We zien dat, zoals in paragraaf 3.5 werd opgemerkt, de schatters ‘g] en 92
enerzijds en 133, b, en 135 anderzijds ongecorreleerd zijn. De inversie van de

matrix X'X is tamelijk vervelend, maar bij een schemavan deze structuur ook niet
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noodzakelijk. De schattingen voor de B's kunnen nl. wel eenvoudiger worden
gevenden. Zo geeft ) het gemiddelde verschil weer tussen de blokken 1 en 2.
Het ligt daarom voor de hand dat de schatting b] wordt gevonden door de

waargenomen blokgemiddelden voor de betreffende blokken van elkaar af te

trekken:

T Y. T 12,700 - 10,875 1,825

ern

by

12,225 - 10,875 = 1,350 .

]
!
W
.
I
g
n

Voor de schattingen van de verschillen tussen de behandelingen geldt het-

zelfde:

by =y, -y, = 12,33 - 11,400 = 0,933
b, = 5.3 - §_1 = 11,200 - 11,400 = - 0,200
bg =¥, - ¥, = 12,800 = 11,400 = 1,400

Om tenslotte bO te kunnen berekenen bedenken wij dat b de oplossing is van

de vergelijkingen

De laatste van deze vergelijkingen is dus

3bg + by + by + 3bo = 38,4 .

Hieruit volgt

b0 = 10,3417

Om de restvariantie redelijk nauwkeurig te kunnen berekenen moeten nog meer

decimalen worden meegenomen:

[ 10,341667 " 31,025

1,825000 5,475

b = 1,350000 o of % 4,050

0,933333 . 2,800

- 0,200000 - 0,600
1,400000 | . 4,200
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In ons voorbeeld kunnen we controleren dat alles inderdaad in overeenstem—

ming is met formule b = (X'X)_1

X'y, door gebruik te maken van de formule
X'Xb = X'y,

De restkwadratensom wordt dan
KSr =y'y - b'X'y = 1721,7600 - 1721,2250 = 0,535 .

Dus

~2 _ 0,535 _ _ . S
00 IV 0,0892 (v = 6) ; S 0,299 .

De varianties en covarianties van biseensbe (ho is minder interessant!) kun-
nen ook worden afgeleid zonder inversie van de X'X-matrix. Zo is b] het ver-
schil van twee gemiddelden van 4 waarnemingen die alle de variantie Ué heb-

ben, dus

var () = (} + Dog = }og -

Nl—

Hetzelfde geldt voor 22. Verder is analoog

var(h3) = var(§4) = var(bs) = (%-+ %)Gé = %—oé .

De covarianties kunnen op scortgelijke wijze worden afgeleid. Bv,

dus

I
~
bi—

+
i—
—

Q

]

ni—
(=]

var(lg2 - Ql) =

Maar ook geldt

var(b2 - bl) = var(yz) -2 cov(hz,gl) + var(bl) =

= %Gé = 2 covib,sb)) + %05 .

Dus

2 2
2 COV(DZ,DI) %00 = Cov(b.zsb.l) = %GO .

n

Toetsen en betrouwbaarheidsintervallen voor individuele B's en voor lineaire

combinaties staan ons dus nu ter beschikking.
Een interessante hypothese is

HO: 83 = 84 = 85 =0 (o = 0,05)
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(Dat wil zeggen: geen verschillen tussen chemicalien.)

Aanpassing van het gereduceerde model

y = f$, + B]x

¥ 0 + 82X2 + e

1
leidt tot de restkwadratensom

KS_, = 5,735 (% vrijheidsgraden).

rQ

Dit resultaat kan worden gevonden door de procedure schatten van b en bere-
kenen van y'y - b'Xy te herhalen, maar ook door te bedenken dat KSrO is op-
gebouwd uit drie kwadratensommen binnen blokken ieder met 3 vrijheidsgraden

(ga dit zelf na). De F-toets (vgl. paragraaf 3.4) is dus

_ (5,735 =~ 0,535)/(9 - 6) _ 1,733

F (0,535)/6 T 70,0892

19,4 .

De kritieke waarde voor o = 0,05 en v, = 3, Vo 6 is 4,76. De gevonden
waarde ligt onder de kritieke waarde voor o = 0,005 (12,9). Er is dus vol-

doende reden om aan te nemen dat de behandelingen verschillen.

De methode van de variantie—analyse geeft dit resultaat veel sneller. De be-

rekening loopt als volgt:

2
Correctiefactor = ﬁli%%gl— = 1708,8533
2 _

} yZ = 1721,7600
KS, = 1721,7600 - 1708,8533 = 12,907

_(63,5)% (50,82 | 48,9% (143,02
g =ttt T s N2

_ (34,2)% | (37,00% | (33,6)% . (38,4)% _ (143,2)% _
KSgeh ¢ ey e e 7 = 3,200

KS, = K8, ~ (KSg, + KS = 0,535

Beh)

De Variantie—analyse-tabel is:
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Bron van variatie vr.gr. KS GK F
blokken 2 7,172 3,586 40,2
behandelingen 3 5,200 1,733 19,4
rest 6 0,535 0,0892

totaal 11 12,907

Ook de verschillenm tussen blokken zijn dus sterk significant

(FO,OOS (vl = 2, vy = 6) = 14,5).
Op pag. 38 werd afgeleid dat

var(bB) = var(ba) = var(hs) =

I
w2
Q
oNn

Ook geldt

var(‘p_3 - 94) = var(‘g3 - §5)

wi

- = 2
var(h4 QS) G5

omdat we in elk van deze gevallen te maken hebben met het verschil van twee
gemiddelden per behandeling, gemiddelden dus van 3 waarnemingen.
We zouden dus met de t-toets voor elk paar behandelimgen kunnen toetsen of

ée verschillen. De kritieke waarde voor elk van deze verschillem (a = 0,05)

2,45 x \/% x 0,0892 = 0,598 .

Vergelijking met de tabel op pag. 35 leert dat A en C niet significant ver—

is

schillen en B en D evenmin, maar dat er wel verschillen zijn tussen A en B,
AenD, Cen Ben C en D,

Er moet echter wel met nadruk op worden gewezen dat dit vergelijken van pa-
ren behandelingen niet mag worden uitgevoerd in plaats van een variantie-ana-
lyse-toets voor de hypothese HO: 83 = 84 = 65==0, maar alleen in aansluiting
op de variantie-analyse als de globale hypothese dat alle behandelingen ge-
lijk zijn is verworpen. Anders bestaat het gevaar dat te vaak ten onrechte
zal worden geconcludeerd dat behandelingen verschillen, vooral als het aan—
tal behandelingen vrij groot is. In dat geval zal namelijk al gauw worden
geconcludeerd dat het grootste en het kleinste van een reeks gemiddelden

significant van elkaar verschillen.
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Er bestaan nog verschillende andere methoden om simultaan uitspraken over
paarsgewijze vergelijkingen en algemenere lineaire combinaties te doen. Deze

zogenaamde "multiple comparisons'" methoden worden hier niet verder besproken.

Latijnse vierkanten

Twee—dimensionale blokvorming

Het principe van de blokvorming om de heterogeniteit van de experimentele
eenheden uit te schakelen kan verder worden verfijnd door een principe toe
te passen dat twee—dimensionale blokvorming genoemd kan worden.

Men kan zich voorstellen dat een proefveld een systematisch verloop in
vruchtbaarheid vertoont in twee richtingen of dat een rol textiel systemati-
sche verschillen in treksterkte heeft in de lengte van de rol, maar ook in
de dwarsrichting.

Door nu blokken te vormen in beide richtingen kunnen verschillen tussen be-
handelingen worden gemeten vrij van beide soorten heterogeniteit. Het schema
dat op deze wijze ontstaat heet een Latijns vierkant. Een Latijns vierkant
met de afmetingen p x p is een rangschikking van p letters in een p x p
vierkant, zodat elke letter precies &&n keer in elke rij en precies &&n keer
in elke kolom voorkomt,

Stel dat we dit principe toepassen op de probleemstelling beschreven in
voorbeeld 4.1. Vier repen textiel worden nu dwars op de rol in 4 stukken ge-

sneden en we krijgen het volgende schema:

Kolommen

(positie dwars op de rol)

1 2 3 4

Rijen ]

(rollen)

o O =
b= = N T
W o g 0

[ B I S |

We hebben nu te maken met 3 factoren, elk op 4 niveaus die onderling ortho-~

gonaal zijn, volgens de definitie van paragraaf 3.5.
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Het schema dat hier is gekozen, namelijk in de eerste rij A B C D en de vol-
gende rijen cyclisch gepermuteerd over &én positie, is &&n van de 576 moge-
lijke 4 x 4 Latijnse vierkanten. Dit aantal wordt al vlug heel groot; voor

p = 6 is het 812 851 200. Uitgaande van een schema kunnen we andere vinden
door kolommen, rijen of behandelingen te permuteren. Bij toepassing moet een
schema aselect worden gekozen, bij de analyse van voorbeelden gaan we voor
het gemak vaak uit van een standaardvorm, zoals hierboven.

Het model voor ons voorbeeld luidt:

L= Bo t Byxy  Byxg v Byxy ¥ Bt BoRs T Bexg + By¥y * Bgrg * Bgxg b
L

rijverschillen kolom verschillen behandeling verschillen

Belangrijk hierbij is, dat kan worden aangenomen dat de drie groepen effecten
voor rijen, kolommen en behandelingen geen interacties hebben. Dit¥wil bv,
zeggen dat als we aannemen dat er verschillen in wateropnamecapaciteit voor—
komen in de dwarsrichting van de rol, dat deze verschillen voor alle rollen
netzelfde zijn. De juistheid van deze aanname is met de gebruikte proefopzet
niet te toetsen. Zouden we dit willen doen dan moeten er herhalingen worden
uitgevoerd.

De belangrijkste hypothese om te toetsen is die dat de behandelingen niet

verschillen. In ons voorbeeld dus

Daarnaast kunnen we ook de hypothese toetsen dat de rijparameters nul zijn
{geen verschillen tussen rollen) en de hypothese dat er geen verschillen
tussen kolommen zijn. Daarvoor is het nodig dat we telkens de kwadratensom-—
men KSro - KSr, de afname van de restkwadratensom door aanpassing van de te
toetsen parameters, kennen (vgl. pag. 31). Noem yijk de waarneming in de
i-de rij, de j-de kolom en bij behandeling k (i,j,k = l,...,p). We merken op
dat i, j en k niet vrij van elkaar kunnen varieren, maar dat k vastligt zo-
dra i en j gegeven zijn. De kwadratensommen voor rijen, kolommen en behande-
lingen geven we respectievelijk met KSRij’ KsKol en KSBeh aan. Dan kan wor-

den bewezen dat geldt:



_43_

KSRij = ——-b———'- KSO
P
I y2s,
_j=m U
KSKol = 3 KSO
: 2
| E y--k
| = k2l ks
KSpeh = D 0
-3 2 =
.Z.(yijk v...) KSpij * KSKol * KSpep * K5,
1s]
als weer
P 2
| KSq = y7, . /p° .
Uitgewerkt voorbeeld,
Stel de waarnmemingen zijn in ons geval van p = 4 als volgt:
Kolommen
1 2 3 4 Rij totaal
| A B c D
19,5 16,8 19,8 19,2 75,3
2 B C D A
Rijen 18,0 17,9 17,9 17,7 71,5
3 c D A B
18,1 21,0 17,5 17,2 73,8
4 D A B cC
20,1 19,2 17,0 18,5 74,8
Kolom totaal 75,7 74,9 72,2 72,6 295,4
Behandeling totaal A B ¢ D
73,9 69,0 74,3 78,2 295,4
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2
ks, = 295,807 _ 5459 8205

0 16

_ (5,32 . (71,52, (73,82 (74,8)2

KSpiy =4 vt T T K8y = 2,133
(75,10 | (74,92 | (72,2)2 | (72,6)2 _ _

KSKol = 2 + A + A + % KSO = 2,203
_ (73,97 (69,002 | (74,3)2 | (78,2)2 ~

KSBeh = z + A + A + Z - KS0 = 10,663

= 2- =
KS, Ty RS, = 22,058
kS = KSt - (KSRij + KSKol + KSBeh) = 7,059
Dit resulteert in de volgende variantie-analyse tabel:
Bron van variatie VE.ET. KS GK F

Rijen 3 2,133 | 0,711 | 0,60

Kolommen 3 2,203 0,734 0,62

Behandelingen 3 10,663 3,554 3,02
6

Rest 7,059 1,177

Totaal 15 22,058

De kritieke waarde voor a = 0,05 voor een F-quotiént met 3 en 6 vrijheids~
graden is 4,76. Het gevonden resultaat is op dit niveau dus niet signifi-
cant. De F-waarden voor rijen en kolommen zijn zelfs kleiner dan 1. Dit sug-
gereert dat de blokvorming in dit geval niet veel zin heeft gehad. Er is
geen enkele aanwijzing dat de rij—- en kolomparameters Bl, 82 en 63 respec—

tievelijk 84, B. en 86 van nul verschillen. We zouden dus een veel eenvoudi-

5
ger model kunnen nemen:

T 7 Bg ¥ ByXy v BgXg T Bgxg * 2 .

We krijgen dan een variantie-analyse waarbij de kwadratensommen voor rijen

en kolommen in de restkwadratensom zijn opgenomen:

Bron van variatie | vr.gr. XS GK F
Behandelingen 3 10,663 3,554 3,74
Rest 12 11,395 0,950

Totaal 15 22,058




De kritieke waarde (a2 = 0,05) bij 3 en 12 vrijheidsgraden is 3,49, dus nu
vinden we wel een significant resultaat.

De conclusie dat de behandelingen toch van invloed zijn moet met enig voor-
behoud worden getrokken. Het opnemen van kwadratensommen in de restkwadra-
tensom volgens de &&n of andere regel (bv. als het F-quotient < | is of niet
significant op &&n of ander niveau) heeft namelijk een niet exact bekende

invlced op de ombetrouwbaarheid van de uiteindelijk toegepaste toets.

Grieks-Latijnse vierkanten

Het idee van de dubbele blokvorming en de rangschikking van de behandelingen
in een Latijns vierkant kan nog een stap verder worden doorgevoerd. Na de
blokvorming volgens rijen en kolommen kunnen nog blokken worden gevormd vol-
gens een derde kenmmerk, aangegeven met Griekse letters. Ook kunnen de Griekse
letters betrekking hebben op de niveaus van een tweede factor die we willen
onderzoeken. Voor de analyse is het nodig dat deze nieuwe factor weer ortho—

gonaal is met de andere.

Voorbeeld:

A o B B C v D 4§
B vy AS Do Ce8
C3s Dy A B B a
D 8 Ca B & Ay

Het is gemakkelijk te controleren dat ieder paar niveaus van twee factoren
(rijen, kolommen, Latijnse letters, Griekse letters) precies é&n keer voor-
komt. We hebben nu eigenlijk twee orthogonale Latijnse vierkanten gesuperpo-
neerd. We kunnen nog een stap verder gaan en een derde vierkant op deze twee
superponeren, zodat we een 'Hebreeuws"-Crieks-Latijns of "Chinees'-Griekg-
Latijns vierkant krijgen. Meer zijn er ook niet, er zijn maximaal (p - 1)
orthogonale p x p vierkanten, Voor p = 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11 en 13 zijn er
ook inderdaad {(p - !) bekend.

Voor p = 6 is bewezen dat er geen Grieks-Latijns vierkant bestaat (dus zelfs
geen tweetal orthogonale Latijnse vierkanten). Voor p = 10 is eerst in 1959
een paar orthogonale vierkanten gevonden en het is niet bekend of er meer
dan 2 bestaan. Voor p = 12 is het aantal bekende orthogonale vierkanten on-

langs uitgebreid van 2 tot 5.
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6. Factorieéle proefopzetten.

In voorbeeld 3.3.1 (pag. 26) hebben we reeds kennisgemaakt met een eenvoudig
factorieel schema, nl. van twee kwantitatieve factoren op 2 niveaus met 2
herhalingen in blokken. Hetzelfde principe kan worden toegepast op elk wil-
lekeurig aantal factoren, elk op een willekeurig aantal niveaus. Wil het
schema orthogonaal zijn, dan moet het aantal herhalingen per behandeling
hetzelfde zijn. De factoren kunnen kwantitatief zijn (temperatuur, druk,
viscositeit) of kwalitatief (4 chemicalién, 3 types autobanden, 2 laborato-
ria).

In het lineaire model voor een factoriéle proefopzet komen effecten en in-

teracties voor. Het model in voorbeeld 3.3.1 was
Y= By Bpxyp o+ Boxy + Baxyxy 4 Buxgtoe

De twee blokken vormen de niveaus van een derde kwalitatieve factor, die
verondersteld wordt geen interactie met de beide andere factoren te hebben.
Komt een kwantitatieve factor op meer dan twee niveaus voor, dan kan het mo-

del kwadratische en eventueel hogere termen voor het betreffende hoofdeffect

. .. 3
bevatten. Als er bv. 4 niveaus zijn dan kuunnen we de termen X, x? en . op~—

ir *T0 A
nemen. Dit is niet persé noodzakelijk. Als we er van overtuigd zijn dat een

effect, als het bestaat, alleen lineair kan zijn of zeer goed lineair kan

worden benaderd in het gebied dat wordt onderzocht, dan kunnen de termen x%
3
i
Voor een kwalitatieve factor op p niveaus worden p — | dummy variabelen

en x: worden weggelaten.

K. X, PR 4
171+ *T14p-2

Voor interacties tussen 2 of meer factoren geldt hetzelfde als voor kwanti-

in het model opgenomen.

tatieve factoren. In de meest uitgebreide vorm worden interactietermen opge—
nomen waarin alle producten van termen van de betreffende factoren voorkomen.
We laten nu een aantal voorbeelden volgen van volledige modellen, waarin dus
het maximale aantal termen voorkomt. We duiden de factorenm aan met de hoofd-

letters A,B,...

Voorbeeld 6.1.

Twee factoren A en B, de tweede kwantitatief, op 2 resp. 3 niveaus (2 x 3
schema) .

Model:
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- 2 2z
L= o b Byxp v Byxy + Bgmy + Buxixy ¥ Bgxyx) toe
e ————— —_ v -
A B AB
hoofdeffecten interactie

Voorbeeld 6.2,

Drie factoren A, B en C, elk op 2 niveaus (23 schema).
Model:

y = Byt x4+ BrX, + Byxy (hoofdeffecten)
——t et

A B C

+ 64x1x2 + B5x1x3 + B6x2x3 (2-factor interacties)
AB AC BC

+

B7x]X2x3 {3-factor interactie) + e .

ABC

Voorbeeld 6.3.

3 x 2 x 3 schema, le factor kwalitatief, 2e en 3e kwantitatief:

y=8y+ By * Box, ¥ B3x3 *Bx, v BSX§ {(hoofdeffecten)
— [S— ——
A B C
*oBgx Xy * Byxoxg +
——
AB
2
+ Bsxlx4 + ng!x4 + 8. x + R

2
X XnX
© 107274 117274

-

AC

+ E}2x3x4 + Bl3x3x2 (2-factor interacties)

BC

2
+ Bmxlex4 + Blsxlx3x4 + g
L

—

ABC

2
1652% 3%y * 617X2x3x5

(3-factor interactie) + e .
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Op verschillende methoden van codering en het effect daarvan op de analyse

wordt in een volgend hoofdstuk ingegaan.

Als de codering zodanig is dat kolommen van de X-matrix die horen bij ver-
schillende effecten orthogonaal zijn, dan geldt de volgende globale varian-
tie-analyse. Stel weer dat we de factoren aanduiden met hoofdletters

A,B,C,... en dat

Ag = gom van alle waarnemingen met factor A op niveau i,
(AB)ij = gom van alle waarnemingen met factor A op niveau i
en factor B op niveau j;

etc.

Voor elk van de hoofdeffecten en de interacties kan weer de hypothese worden
gesteld dat alle betreffende parameters = { zijn. Bv. in het 3e voorbeeld

hierboven komt

H.: 812 = 813 =0

overeen met de hypothese dat de BC—interactie gelijk is aan nul. Bij elk van

deze hypothesen hoort een vermindering van de restkwadratensom KSro - K8 .
r

Deze kwadratensommen duiden we aan met KS,, KSB, KSAB etc. We definieren

verder
n, = aantal waarnemingen op elk niveau van A,
Mg = aantal waarnemingen op elke combinatie van niveaus van A en B;
etc,

Omdat het schema orthogonaal is zijn dit allemaal constanten.

Dan geldt
K8y = o E A T K5
A1
RS, =-—— 7 (aB)2, - KS, - KS_ - KS
a8 T n L i3 A B 0

AB 1,]

KS, o0 = 13 (AE.(:)?l.k - KS,, = KS,. - KS, . - KS,
PaBC 1,7,k ]

ete.,
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waarin KSO weer de correctiefactor is, dus het kwadraat van de som van alle
waarnemingen gedeeld door het totale aantal waarnemingen.
De variantie-analyse tabel wvoor het derde van de boven vermelde voorbeelden

(3 x 2 x 3) is dan

Bron van variatie | vr.gr. KS GK
A 2 XS, KS,/2
1 KSB KSB
C 2 KSC KSC/2
AB 2 KSAB KSAB/Z
AC 4 KSAC KSAC/4
BC 2 KSBC KSBC/2
ABC 4 KSABC KSABC/4
= PE—
totaal 17 KSt z (yijk v)

Er zijn nu geen vrijheidsgraden voor de restkwadratensom overgebleven., Wil-
len we om te kunnen toetsen toch een schatting van de restvariantie hebben,

dan zijn er verschillende mogelijkheden:

- We nemen aan dat de ABC interactie nul is. De kwadratensom KSABC gaat dan
over in KSr met 4 vrijheidsgraden., Dit wil zeggen dat we aannemen dat in-
teracties minder belangrijk worden naarmate er meer factoren in voorkomen.
Bij veel responsiefuncties is dit een redelijke veronderstelling.

- We kunnen per niveau 2 herhalingen uitvoeren en alle 2 % 18 = 36 behande-
lingen verloten over de 36 experimentele eenheden. Aan de variantie-—analy-
se tabel wordt dan €én regel toepgevoegd, nl. eern restkwadratensom met 18
vrijheidsgraden, die als noemer voor de F-toetsen kan worden gebruikt.

- Per niveau kunnen 2 herhalingen worden uitgevoerd, maar de 2 groepen van
18 behandelingen worden over 2 blckken verdeeld. We krijgen dan twee nieuwe
regels in de tabel, nl. een kwadratensom voor blokken met 1 vrijheidsgraad

en een restkwadratensom met 17 vrijheidsgraden.

Voorbeeld 6.4.

Een 3 x 3 factorieel experiment werd in 4 blokken uitgevoerd. De resultaten

warens:
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A Ay Ag
B1 32 B3 B] BZ B3 Bl BZ B3 Totaal
blokken I 26 33 28 | 14 18 21 | 28 10 1 189
11 30 28 26 | 24 31 18 | 20 16 14 207
11T 200 26 17 | 24 23 13 8 11 13 153
Iy o 27 17 | 22 12 8 | 24 19 18 171
Totaal | 100 112 88 | 84 8 60 | 80 56 56 720

De totalen per behandeling kunnen als

volgt worden samengevat:

A ] 2 3
B
1 100 84 80 264
2 112 84 56 252
3 88 60 56 204
300 228 192 720

De berekening

KS

KS

KS

KS

AB

KS

BL ~

van de kwadratensommen gaat aldus:

2
=262 + 332 + ..., + 182 - Z%%—-= 1628
_ 3002 2282 1922 7207 _
) 17 12 36 504
_ 2647 2527 204% 7207 _ o
12 12 12 36
2 2 2
100 84 562 _ _ -
= A + —4—-' + L, * —z—-— KSA KSB KSG 96
1892 | 2077 1532 171% _ ~
5 + 3 + 5 + 3 KS0 = 180
KS_ = KS,_ - (KS, + KSp + KS,p + KS; ) = 680 .

De variantie-analyse tabel is nu:
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Bron van variatie VE. 8T, KS GK F
Blokken 3 180 60
A 2 504 | 252 8,89
B 2 168 84 2,96
AB 4 96 24 © < 1
Rest 24 680 28,33
Totaal 35 1628

Kritieke waarden voor een F-quotient met 2 en 24 vrijheidsgraden zijn:

o F
0,05 3,40
0,01 5,61

0,005 6,66 .

Het hoofdeffect A is dus significant, B en AB niet.

Codering en orthogonale polynomen

. De invloed van verschillende coderingen op het resultaat

In voorbeeld 3.3.1 (pag. 26) en in verschillende vraagstukken hebben we ken—
nis gemaakt met coderingen die een diagonale X'X matrix tot gevolg hadden.
Dit vereenvoudigt de berekening van (X'X)_l aanzienlijk evenals de daarop
gebaseerde analyse. Dat de gebruikte codering ook invloed kan hebben op de
interpretatie van de modelparameters kan aan de hand van hetzelfde voorbeeld
3.3.1 worden toegelicht,

Wij vonden met de codering x = -1 op het ene en x = +1 op het andere niveau

van elke factor voor de 8's in het model

y= By le] + Box, + 83xlx2 + Buxg toe

de schattingen
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o
en de betrouwbaarheidsintervallen (a = 0,05)

b; = 0,65 < B; < by + 0,65 .

Dus bO’ b3 en b4 verschillen significant van 0 (pag. 28). Stel nu dat we van
hetzelfde model uitgaan, maar dat de volgende codering wordt gekozen (vgl.
pag. 27):
* viscositeit - 5
x —
1 5
* _ temperatuur - 10
*2 10
*
x3 = (} voor motor |
*
x3 = ] woor motor 2.

De X-matrix wordt nu:;

h o o o 0

1 1 0 0

! 1 0 0 0

. 1 1 1 1 0
=1 o0 0o o 1
1 0o 1 0 1

1 1 0 0 1

R N R N §

Hieruit worden afgeleid
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8 4 4 2 4] 5 =4 -4 4 =2
46 4 2 2 2 4 8 4 -8 O
¥R = e 2 4 2 2, &7V - sl 4 8 -8 0
2 2 2 2 1 4L -8 -8 16 O
4 2 2 1 4 -2 0 0 o0 4
3 3 ]
25 4
X'y = (220, 8" = | 2,5
9 -6
27] 2]

KS_ = y'y - b 'K 'y = 294 - 293 = I

De restkwadratensom is dus hetzelfde als bij de andere codering. Men kan ge-

makkelijk controleren dat ook de afzonderlijke residuen voor beide modellen

overeenstemmen.

*
Het betrouwbaarheidsinterval (o = 0,05) voor BD is:

3 - 3,18 x

ool us
wW|—
X
ool

] *
-:—3->< <BO<3+3,18X
of

*
1355 < By < 4,45
Op overeenkomstige wijze vindt men

2,16 < B < 5,84
*
0,66 < By < 4,34
-8,60 < By < ~3,40
0,70 < B, < 3,30 .
Nu zijn dus alle effecten 51gn1f1cant Voor wat betreft B en 84 stemmen de
conclusies overeen, want b4 = 2b4 en de lengte van het betrouwbaarhe1d51nter-

val wvoor 84 is ook het dubbele van de lengte in het geval van 84. Voor B

*
83 geldt iets dergelijks, alleen b3 4b3 en het interval wvoor 63 is ook 4x
zo lang.
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Maar van de factoren viscositeit en temperatuur zijn behalve de interactie

nu ook de hoofdeffecten significant. De conclusie is echter weer hetzelfde

zoals blijkt uit de volgende tabelletjes, waarin de significante effecten

afgezien van BO en 84, resp. B; en BZ Zijn opgenomen:

* * * % * * ok &
X x2 b3x]x2 X X, blxl + b2x2 + b3x]x2
-1 -1 -1,50 0 O
-1 1 1,50 1 2,5
1 -1 1,50 1 0 4
1 1 -1,50 1 1 0,5

In beide gevallen dus weinig slijtage bij lage viscositeit en lage tempera-

tuur

en bij hoge viscositeit en hoge temperatuur.

De geschatte verwachting van y bij een bepaalde combinatie van factorniveaus

is onafhankelijk van de codering evenals de variantie van deze schatting.

Neem bijvoorbeeld de volgende niveaus:

le model:

2e model:

viscositeit

temperatuur

mnot

X

v}

var

)

or

b

g

3,

&

*
= 0,4, Xy =

* * X * *
by * byxy + byx,

3

7
15
l.

0,2, x, = 0, Xy = -1

2

+ b.x + b,x,x, + b, x

1% 2 3*1%2 4¥3 °
- 0,50 x 0,2 + 1,00 x -1 = 4,65

+ b2x

75

var(by) + (0,2)% var(b) + (1,0)* var(p,) =

2,04
8

2
0

o4 = 0,255 cé

*

3 =0

0,5, x

+ 4 x 0,4 +2,5%x0,5-6x0,2=24,65
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var(y) = var(bg) + (0,4)2 var(h?) + (0,5)2 var(hS) + (0,2)2 var(bg) +
*
+ 2 % 0,4 cov(by,b]) + 2 x 0,5 cov(gg,g;) + 2 x 0,2 covl(hy,by) +

+2 % 0,4 x 0,5 cov(b),by) + 2 x 0,4 x 0,2 covlb],by) + 2 x 0,5 x 0,2 cov(by,b3) =

1
8
2,

(5 + 1,28 + 2,00 + 0,64 - 3,20 - 4,00 + 1,60 + 1,60 — 1,28 - 1,60)08 =

04 5
g 00 = (Q,255 ¢

2
0"

Het verband tussen b en b~ kan als volgt worden afgeleid uit de relatie tus-—

*
sen X; en x.. Er geldt:

., _
x, = 2x; = | (i =1,2,3) ,

zoals eenvoudig is te controleren. Dit substitueren we in het model
y = BO + le] + BZXZ + 83x]x2 + BAXS +e
Het resultaat is, na enige herleiding:
Y= (By = By = By + By = By) + (2B, = 2B)x] + (2B, - 2B,)xy +
+ 4Bx|x) + 28,x; + e .
Dus moet gelden:

*

80 = BO - B] - 82 + 63 - B

4
*-.-
B = 28, - 28,
¥ o 2p
52 = 9~ 283
*_
By = 48,
*_.
B, = 28,

en er bestaat precies dezelfde relatie tussen de elementen van b~ en die van
b, zoals gemakkelijk kan worden geverifieerd.
Dus een toets voor de hypothese HO: BT = 0 in het 2e model is hetzelfde als

een toets voor HO: 25l - 283 = (0 in het le model,
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Tenslotte nog een andere manier om het verband tussen de parameters in de

beide modellen te bekijken. In het eerste model geldt

BEZ
o, T By + 83Xy s
dus
Bgy_ .
Bl = als Xy = 0 {(temperatuur 15 ).

€y . .
= Byt Bg%y s
oxX
1
dus
. BE_y_ 881 dxl ny_ - o
Bl = — = — =2 T als Xy = 0 {(temperatuur 10 ).
Bxl 1 dxl |

dus zowel Bl als BT geven aan hoe 91 afhangt van de viscositeit maar bij een
verschillende temperatuur. Omdat er tussen viscositeit en temperatuur inter-
actie bestaat zijn de beide parameters 8, en B: (afgezien van de factor 2)
niet hetzelfde, want het zijn afgeleiden in verschillende punten.

In het algemeen geven de parameters in een lineair model partiele afgeleiden
in het punt X, = 0, resp. x: =0 (1=1,...,k). In ons voorbeeld is dat in
het eerste model het midden van het experimentele gebied en in het tweede

*

model bevindt het punt X, = x; = %x. = 0 zich azn de rand van dit gebied.

3

Orthogonale contrasten

Het blijkt duidelijk uit de vergelijking van de twee coderingen in paragraaf
7.1 dat het grote voordelen biedt als de kolommen van de X-matrix twee aan
twee orthogonaal zijn. X'X is dan diagonaal, de inversie wordt triviaal en
de resulterende schatters zijn ongecorreleerd omdat (X'X)_l weer een diago~
nale matrix is.

Als we de kolommen van X aangeven met LI IR dan houdt bovenstaan-—

de eis dus in dat

x;ix*j = 0 (i = 0,...,k; j = 0,.00-5k; 1 #3) .
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Zoals opgemerkt zijn X'X en (X'X) = beide diagonaal en er geldt

1 1
(X X)ii X! .x ’

*1 k1
x'x)T} = e,
IS R
Uit
b= (x'x)" ! X'y
en
vy~ 1.2
var(b) = (X'X) S
volgt dan dat
x!.y
*
b, = ——
i WL
%
var(b.} = —/———— .
* %31 k1

Toetsen van de hypothese HO: Bi = 0 is dus al erg eenvoudig. Om deze hypo-
these te kunnen toetsen zou het dus niet nodig zijn om de bijbehorende kwa-
dratensom te bepalen. We hebben echter een schatting van US nodig en daar-
voor moet de restkwadratensom KSr worden bepaald. En dit kan meestal het
eenvoudigst gebeuren door van de totale kwadratensom KS_  de kwadratensommen
af te trekken die horen bij elk van de hypothesen HO: Bi =0 (i=0,1,...,k).

En voor deze kwadratensommen is een eenvoudige formule af te leiden. We we-

ten dat
KS. =y'y - b'X'y .

In ons geval is

1 !

X0V x;]y XY

b' = [

1 [] [
X*OX*O ’ x*]X*l x*kx*k

en
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x;Oy
1
] x*]y
Xy= . .
xl
L *kY
Dus
k (x'.y)?
*
bX'y = E x'.i )
J=0 T#3iT¥]

Wordt nu onder de hypothese Hyyt Bi = 0 de kleinste kwadraten aanpassing op-
nieuw uitgevoerd, dan scheelt dat in de verklaarde kwadratensom KS, = b'X'y

juist de i-de term. Dus

' 1‘5 (x;'y)z

K5 =y'y - 7

r j=0 Fxj%+j

lf (x;jy)z

KS . =y'y - y

rQ 520 X*jX*J

en Jj#i
(x);¥)?
RS iy = K8, o = KS_ = o .
Tr x*ix*i

Omdat X0 altijd een kolomvector is die alleen uit enen bestaat en omdat we

H 1
elisen dat X 0%
1lijk moeten zijn aan nul. De elementen x;iy van de vector X'y zijn dus line-

= 0 geldt voor de kolommen 1,2,...,k dat de kolomsommen ge-

aire combinaties van de waarnemingen met de eigenschap dat de som van de coef-

ficienten gelijk is aannul, i #0. Dit heten lineaire contrasten tussen de waar-—

. ' ' e e
nemingen. Van twee van deze contrasten, X .y en %57 vormen de coefficien—

ten orthogonale vectoren, want X

X = 0, we zeggen dan dat de contrasten

*J
orthogonaal zij=n.

Men gaat nu meestal van orthogonale contrasten tussen de y's uit. Dat bete-
kent in feite dat er een overgang heeft plaats gevonden van de oorspronke-

lijke parameters BO,B],...,B naar een nieuw stel BS,BT,...,B;, als in het

k
voorbeeld in paragraaf 7.1, dit wordt in paragraaf 7.4 nader uitgewerkt.
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Voorbeeld 7.2.1.

We gaan uit van de gegevens van voorbeeld 4.1 op pagina 34 e.v. We construe~
ren 3 orthogonale lineaire contrasten die overeenkomen met de 4 behandelin-—

gen. Een mogelijkheid is (er zijn er wvele):

Yo - ¥.2

De eerste en de 3 laatste kolommen van de X-matrix zijn dan (bij dezelfde

volgorde voor de y-vector):

X*O X*3 X*q x*s

1 1 0] 1

1 1 0 1

1 1 0 1

1 -1 0 1

1 -1 0 1

! -1 0 1

1 0 1 -1

1 0 ] -1

1 0] 1 -1

i 0] =1 -1

1 0 -1 -1

1 0 -1 =1
x;3v = 34,2 - 37,0 = - 2,8
X1,y = 33,6 ~ 38,4 = - 4,8
Xlsy = 34,2 + 37,0 - 33,6 - 38,4 = - 0,8

Xea¥a3 = 00 X X0 = 6, xiox, o = 12

De bijbehorende kwadratensommen zijn
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x30)% o, av2
*3 %3
(xL y)? 2
—4,8
RS ) = 3 i - £ : ) - 3,840
*4 *4
1 2
s, = o 082 o
] 1]
(5) X*SX*S 12 .
5,200

Het totaal van de drie kwadratensommen is gelijk aan de eerder gevonden kwa-
dratensom voor behandelingen (pag. 40). Soms hebben bepaalde contrasten
praktisch belang, in andere gevallen is het slechts een hulpmiddel om de to-
tale kwadratensom gemakkelijk in componenten met &&n vrijheidsgraad te

splitsen.

Orthogonale polynomen

Voor een kwantitatieve factor op p niveaus worden orthogonale contrasten

voor de hoofdeffect—termen gevonden door de oorspronkelijke variabelen

-1 . . .
X =X, Xy = X2, 0ay Xp~1 = xP te transformeren in nieuwe variabelen
ul,uz,...,upwl. Voor het geval de niveaus van x equidistant zijn met onder-

linge afstand d wordt dit bereikt door toepassing van orthogonale polynomen

die de volgende gedaante hebben:

u, = Xn = |

0 0
_ X - X
L S T
= 2
_ x - x.2_ p°~ -1
uy = MHIEFD 7
u _)‘{(x'—g) (X—;C) 3p2—7}
3 3 d d 20

Voor p = 3,...,15 worden de eerste drie orthogonale polynomen gegeven in ta-

bel 9.6 van het Statistisch Compendium.
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Voorbeeld 7.3.1.

We gaan uit van de gegevens van voorbeeld 3.2.]1 op pagina 16 e.v. We hebben
hier het geval p = 7 en het model is van de 2Ze graad.

De polyncomwaarden zijn:

ug = 1 ] i 1 ] 1 1, uéuo = 7
u =-3 -2 -1 0 1 2 3, u;u] = 28
u, = 5 0 -3 -4 -3 0 5, uéu2 = 84
uéz = 95,0
uiz = 99,2
uéz = 45,2

De kwadratensommen worden nu:

_ (95,002 _
KS0 7 = 1289,286
ks, = LD o
(1) 28 ?
ks, .= BT Lo,
(2) B4 ? +
1665,059
Zoals te verwachten klopt dit met de verklaarde kwadratensom KSv = 1665,06

(onderaan pag. 22), die hier dus volgens 3 orthogonale contrasten is ge-
splitst.

In plaats van het model

_ 2
z = BO + lel + Bzx] + e

is nu gekomen

£=a0+alu1+a2u2+2,

De hypothesen ay = 0 en a, = 0 behoeven we niet te toetsen gezien de grote
kwadratensommen KS0 en KS<1). De hypothese HO: o, = 0 wordt getoetst met
(vgl. pag. 23):
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oo Sy 24,32
KSrM 5,25

4,62

De kritieke waarde {(a = 0,05) is 7,71, de hypothese kan dus niet worden ver-
worpen, Dus een lineair verband is aanwezig, de kwadratische term is niet
significant. Omdat u, en u, orthogonaal zijn, treden de complicaties die we

in paragraaf 3.3 voor Bl en 82 aantroffen niet op bij @, en a,.

Het verband tussen twee coderingssystemen

Stel we gaan over van een model

y=XB +e

op een equivalent model

y=X8 +e.

Dit kan worden bereikt door X en B gelijketijdig te transformeren met behulp
van een reguliere matrix A:
X" = xa”!

*

B = AB .

Dezelfde relatie als tussen B en B moet gelden tussen b" en b. Nu is

1

or
U

(X'x)” " X'y

(X*'X*)_] X*'y .

o
n

Dus voor alle y moet gelden

T Ky = A

X'y .
Dus
oy xR - AT x

Door beide leden rechts met X te vermenigvuldigen zien we dat

A= T
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Als de nieuwe codering nu zo is dat (X*'X*) diagonaal is, dan is A gemakke-

lijk te berekenen.

Neem als voorbeeld nog eens voorbeeld 3.2.1.

N -3 5] I 0
1 -2 0 I 1
I -1 -3 i 2
*
X o= |1 0 -4, x={I 3
1 1 -3 ] 4
1 2 0 i 5
i 3 3 i 6
7 0 0
x*'x*) = o 28 ol ,  *'xH”
0 0 84
7 21 9y]
(x*'x) = [0 28 168] .
0 0 84
Dus
12 0 ol[7 21 o1
1
A=gr |0 3 ollo 28 168
0 0 1 lo 0 84
*
Controle: b = Ab
12 0
* LT | =J_
b (X''x) Xy 5 | O
0 0
| 3 13 473,2
_ L =1
Ab = |0 1 6l a7 | 26,4| = &7
0 0 | 45,2

0][95,0]
0l1{99,2
1] (45,2,

1140,0]
297,6

45,2]

1140,0
297,6
45,2




- 64 -

8. ZHIro even

8.1. Algemeen

Faktoriéle proeven met n faktoren, ieder op 2 niveau's heten 2" schema's

of 2" proefopzetten,

We beschouwen een experiment met 2 faktoren, die we evenals in hoofdstuk 6
aanduiden met de hoofdletters A en B, Er zijn 4 verschillende experimentele
kondities of niveau-kombinaties: A laag, B laag; A hoog, B laag; A laag,

B hoog; A hoog, B hoog. De Engelse statistikus Yates duidde deze niveau-
kombinaties aan met (1), a, b en ab; als A op het lage niveau is ontbreekt

de letter a in de notatie.

Het gebruik van de woorden "hoog" en "laag" is arbitrair enm voor de analyse
van ondergeschikt belang. Bij een kwantitatieve faktor is het duidelijk,

welk niveau het hoge is. Bij een kwalitatieve faktor noemen we het ene niveau
hoog, het andere laag,

De notatie (1), a, b, ab wordt ook gebruikt om de responsie bij de betreffende
niveau-kombinatie aan te geven (voorlopig nemen we aan dat bij iedere niveau-
kombinatie &&n waarneming wordt verricht).

Deze notatie kan eenvoudig worden uitgebreid voor meerdere faktoren. De
niveau-kombinatie voor 3 faktoren A, B en C zijn: (1), a, b, ab, ¢, ac, be

en abc.

Het gebruikelijke model luidt:

L Byt Byxp v Byt Bxyx, e

Hierin kiezen we: X, = -1, als A op het lage niveau is
;= 1 , als A op het hoge niveau is

X, T -1, als B op het lage niveau is

X, = 1 , als B op het hoge niveau is,

Als de waarnemingen staan in de volgorde (1), a, b, ab is de matrix X:
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Verder is
11 v 1) (1) +a+b+ ab
-1 1 -1 1f} a -(1) +a-b+ ab
X' = =
A P B T I -(1) —a+b+ abd
1 -1 -1 1j|ab_ (1) ~a=~b+ab
en
4 0 0 0
o 4 0 0
'=
X¥X=1o 0o 4 o
0 0 0 4]
zodat
1 0 0
- 1 0 1 0
1 = =
(X'%) zlo o 1 o
0 0 1
Merk op dat X'X een diagonaalmatrix is, immers de 4 vektoren Xos Xp» X, en

X%, zijn onderling orthogonaal.

De schattingen voor B vinden we uit:

(1) +a+b + ab

-1 1 -{1) + a~Db + ab

b = (X'X) X'y=z ~(1) —a+b + ab
(1) —a-Db + ab| .

De parameters Bl t/m ;83 worden in dit verband ook effecten
genoemd, Het is verder gebruikelijk om de schattingen van deze effekten aan
te duiden met hoofdletters: A voor b‘, B voor b2 en AB voor b3. Bovendien
vervangen we bO door I. De hoofdletters hebben dus evenals de kleine letters
een dubbele betekenis,

We zien nu dat

{(-(1) + a-b + ab) = (a*ab) - ((1)+b) .

A=b = A

1

-

Dus het (hoofd)effekt A is het verschil van de som der waarnemingen, waarbij
de faktor A op het hoge, en de som der waarnemingen, waarbij de faktor A op

het lage niveau is, gedeelddoor het aantal niveau-kembinaties.
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De kwadratensommen die horen bhij de verschillende effekten vinden we uit:

' 2
(x*iY)
Ks,., = —vp———
(1) i ¥ui
dus 5
_ _ L{(1)+a+b+ab)
KS(O) = KSI A ’
s o gs o L(Dyracbiab)?
(1) A 4 ’
KS . KS _ = ((1)—a-b+ab)2
{3) AR 4 :

Verder geldt GK(i) = KS(i) voor iedere i, want iedere faktor heeft 2 ni-
veau's en bij ieder effekt hoort derhalve | vrijheidsgraad. Merk op, dat

KSI de korrektieterm is,

Omdat de elementen van de matrix X alleen -l en +1 zijn laten we de enen weg.
Als we bovendien boven de kolommen aangeven bij welk effekt iedere kolom

hoort krijgen we het volgende schema voor een 2?-proefopzet.

I A B AB

1+ - -+

+ + - -
b + - + -
ab + + + +

We lezen hieruit af, hoe we de waarnemingen samen moeten memen om de schat-
ting van een effekt te berekenen. Het effekt A bijv. schatten we door de
waarnemingen (1) en (b) voorzien van min-teken op te tellen bij a en ab,
waarna het resultaat nog gedeeld moet worden door 22,

Een andere manier om direkt op te kunnen schrijven hoe een effekt berekend
wordt is die van de symbolische vermenigvuldiging. Als in het algemeen ¥

cen effekt is in een 2" schema dan geldt:

v=-L atDbt)ctl) ...
n
2
waarbij we -1 schrijven als de bijbehorende hoofdletter voorkomt in de
letterkombinatie van het effekt. We vinden dus voor het effekt A in een

22-proef:
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A = Fa-1) (1) = F(abmbra=(1)).

Het is gebruikelijk om in het symbolisch produkt | te schrijven i.p.v. {(1).
We merken nog op dat we uit 4 waarnemingen behalve T nog 3 effekten schatten
(4 parameters). Dit betekent dat we de totale kwadratensom y'y splitsen in

4 stukken met ieder | vrijheidsgraad. We houden dus geen restkwadratensom
over en kunnen dus ook 0% niet schatten. Als we 06 niet weten moeten we per
niveau~kombinatie meerdere waarnemingen doen, zodat 08 geschat kan worden
uit de verschillen binnen de niveau~kombinaties.

We zullen een en ander toelichten aan een eenvoudig voorbeeld.

Stel we hebben een 22 proef met (1) = 2; a = 12; b = 8; ab = 20,

Dan is
I = (2+12+8+20)/4 = 42/4 = 10}
= (~2+12-8+20)/4 = 22/4 = 5}
B = (-2-12+8+20)/4 = 14/4 = 3}
AB = ( 2-12-8+20)/4 = 2/4 = }
met
Ks. = (423274 = 441
Ks, = (22)%/4 =121
KS, = (14)2/4 = 49
KS,5 = ()26 = 1,
Verder is
y'y = 22 + 12?7 + 82 + 202 = 612,

Inderdaad is

- t
KSI + KSA + KSB + KSAB ¥ V.

We beschouwen nu het geval dat we per niveau-kombinatie 2 waarnemingen hebben:
(1) = 1,3; a = 14,10; b = 9,7; ab = 23,17,

We passen nu dezelfde formules toe op de som der waarnemingen per niveau-

kombinatie, waarbij we nu delen door 2x22 = 8,
Dan is
I = (4+24+16+40)/8 = 84/8 = 10}
= (-4+24-16+40)/8 = 44/8 = 5}
B = (~4-24+16+40)/8 = 28/8 = 3}
AB = ( 4-24-16+40)/8 = 4/8 = |
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met
RS, = (84)%/8 = 882
K, = (44)2/8 = 242
RS, = (28)2/8 = 98
= 2 =
KSAB (4)=/8 2.
Voor de kwadratensom voor de effekten KSeff geldt:
Kseff = KSA + KSB + KSAB = 342,

Verder is

KSt = y'y - KSI = 1254 -~ 882 = 372
dus

KSr = KSt - KSeff = 372 - 342 = 30 ,
zodat

8% = %? = 7} met v = 4 ,

Bij toetsen blijken A en B signifikant te zijn (Fé (o = 0,03) = 7.71).

Het Yates—algorithme

We hebben gezien, hoe we de effekten van een 2n-experiment kunnen berekenen
met behulp van de symbolische produktregel als we de niveau's koderen met
-1 en +!. We geven nog een voorbeeld van de interaktie ABD in een 24 —ex-

periment:

ABD

L (a=1)(b=1)(c+1) (d-1)
21-!

%E {-(1)+a+b=ab~c+ac+bc—abe+d-ad~bd+abd+cd-acd=bed+abed).

Op grond nu van deze produktregel ontwikkelde Yates een algorithme voor het
berekenen van de effekten in een 2n—proefopzet. We zullen dit algorithme

eerst uitvoeren voor het 22-gchema van de vorige paragraaf (zonder herhalin-

gen).
5, 5, 5, 5,74 XS = 7%
(1) 2 |a+(1) =14 | ab+b+a+ (1) =42 | 10} | T 441
a 12 | ab+b =28} ab=b+a-(1) =22 | 54 | A 121
8 | a-(1) =101 ab+b-a-(1) =14 | 34 | B 49
ab 20 | ab-b =12 | ab-b-a+ (1) = 2 b |aB 1
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In bovenstaande tabel staan in de kolom S0 de waarnemingen in de zogenaamde
standaardvolgorde. De standaardvolgorde voor een 23-proef krijgen we door
dezelfde letterkombinaties aangevuld met de letter ¢ toe te voegen. We
krijgen dan (1), a, b, ab, ¢, ac, be, abc. Voor een 2%-proef moeten we deze
B8 letterkombinaties aangevuld met de letter 4 toevoegen, enz. Deze stan—
daardvolgorde is van essentieel belang voor het algorithme,

De bovenste helft van kolom Si (i = 1,2) bevat de sommen van opeenvolgende

paren van kolom Si_ In de onderste helft van kolom Si staan de verschillen

van opeenvolgende p;ren van kolom Si—l’ waarbij het bovenste getal wordt af-
getrokken van het onderste, De kolom 82/4 bevat de effekren en wel in stan-
daardvolgorde; de kolom S%/& bevat de bijbehorende kwadratensommen.,

In het algemene geval (n faktoren) is 1 = 0,...,n.

We vinden de effekten en kwadratensommen uit Sn/2n resp. S§/2n in sfandaard-
volgorde., Kolom Sn is de X'y-vektor uit de oorspronkelijke notatie.

Ter illustratie beschouwen we een getallenvoorbeeld van een 23-proef met 3
herhalingen in blokken, waarbij de waarnemingen binnen een blok in verlote

volgorde zijn uitgevoerd.

¥i3 Yi.
3 _ a2

Hl Hz H3 s0 sl 82 83 53/3.2 KS s3/24

(1] 8 10 18} 36| 87 | 228 | 480 | 20.00 I (9600,00)
al 16 16 19| 51 | 141 252 42 1,75 A 73,50

b 26 28 20| 721114 12 78 3,25 B 253,50

abl 28 18 234 69 | 138 30 -12 | -0,50 AB 6,00
cl 19 16 16| 51 15 54 24 1,00 o 24,00

ac| 16 25 221 63| -3 24 18 0,75 AC 13,50
beci 27 16 17| 60| 12| =18 | =30 | -1,25 BC 37,50
abel 30 23 25| 78 18 6 24 1,00 ABC 24,00
168 152 160 KS_¢e =T 432,00

De totale kwadratensom is

KSt = y'y - Ks; = 10324 -~ 9600 = 724,
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De kwadratensom voor herhalingen (= blokken) is

ks = L168)% + (1_;;2)2 + (160)2

- - 9600 = 9616~ 9600 = 16,

De variantieanalyse tabel wordt dan

Bron vr.gr.l K5 GK F
herhalingen 2 16 8 <1
7 effekten 7 432 61,7 3,13
rest 14 276 19,7
totaal 23 724

De 7 effekten samen zijn signifikant (o = 0,05) want de kritieke waarde

is FZA = 2,76, De effekten kunnen ook afzonderlijk worden getoetst,
th (e = 0,05) = 4,60 dus alleen effekt B met
_ 253,50 _
F 15.7 12,9

is signifikant.

Bij een 2%-proef moet men minstens 2 x 2% = 32 waarnemingen doen om o% uit

herhalingen te kunnen schatten. Omdat men in de regel aanneemt dat inter-

2
0

te schatten door de kwadratensommen, die horen bij deze interakties samen

akties van 3 en meer faktoren te verwaarlozen zijn is het ook mogelijk o

te voegen, Bij een 24-proef {zonder herhalingen) wordt dan een schatting

2
0

BCD en ABCD.

van g4 met 5 vrijheidsgraden verkregen uit de interakties ABC, ABD, ACD,

Blokvorming

In het getallenvoorbeeld van de vorige paragraaf werd blokvorming toegepast
bij een 23-proef en wel zo dat in ieder blok alle niveaukombinaties voor-
komen, We gaan ons nu bezig houden met de situatie dat de niveaukombinaties
verdeeld worden in een aantal (even grote) blokken.

Als we een 22-proefschema in 2 blokken willen verdelen dan kunnen we dat op

3 manieren doen:




I. (1), a en b, ab
2. (1), b en a, ab
3. (1), ab en a, b.

Het blokeffekt (Bl) is in het eerste geval

B = %(bi-ab-(l)-a) - B.

Het blokeffect Bl valt dus samen met het effekt B:

Bl en B zijn verstrengeld (confounded). Dit betekent dat we bij signifikantie

niet weten of het gevonden effekt moet worden toegeschreven aan verschillen
tussen blokken of aan de faktor B.

Bij de tweede manier is Bl verstrengeld met A, in de laatste situatie met AB.
De eerste 2 manieren van blokvorming zijn niet verstandig want men kan dan
g&n van beide hoofdeffekten niet meer schatten. De derde manier is verstandig
als men weet, dat de interaktie tussen de faktoren A en B te verwaarlozen is.
Bij blokvorming willen we zo weinig mogelijk informatie over effekten en
interakties verloren laten gaan. Bij verdeling in 2 blokken zorgen we er
daarom altijd voor dat het blokeffekt verstrengeld is met de hoogste-orde~
interaktie. Een 23-schema verdelen we dus zo in 2 blokken dat Bl verstrengeld
is met ABC, Het ene blok bestaat dan uit de niveaukombinaties die voor ABC
het plus-teken hebben (a, b, c en abe), het andere blok uit de niveaukombina-
ties met min-teken voor ABC ( (i), ab, ac en bec). Merk op dat de andere ef-
fekten orthogonaal zijn met ABC en dus ook met Bl, zodat ze niet worden be-
invloed door de blokvorming.

Bij een indeling in 4 blokken heeft het blokeffekt 3 vrijheidsgraden en 1is
daarom verstrengeld met 3 effekten. De indeling in 4 blokken ligt vast met
het geven van 2 verstrengelde effekten.

We beschouwen een verdeling in 4 blokken van een 2%-proef, waarbij bijv. ABC
en BCD verstrengeld zijn met Bl. De blokken kunnen we dan vinden door de 16
niveaukombinaties eerst te splitsen in 8 kombinaties die voor ABC het plus-—
teken hebben en 8 kombinaties die voor ABC het min-teken hebben. We kunnen
deze kombinaties vinden met behulp van een schema als van pag. 66 of met

symbolische vermenigvuldiging:

ABC

(a=1)(b-1)(c~1)(d+1)}

{ab~a—-b+1) (cd+c—d-1)}

{(ab+1) (cd+c) + (a+b) (d+1) - (ab+1)(d+1) = (a+b) (cd+c)
{atb+c+ad+bd+cd+abe+abed) - ((1)+d+ab+ac+be+abd+acd+bed).
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Elk van deze groepen bevat 4 kombinaties met plus-teken voor BCD &n 4
kombinaties met min-teken voor BCD (immers ABC en BCD zijn onderling
orthogonaal). Zo ontstaan dan uit de eerste groep (+ voor ABC) de blokken
(b, ¢, ad, abed) en (a, bd, cd, abc); uwit de andere groep (d, ab, ac, bcd)
en ((l), bc, abd, acd).

Samenvattend:

Blok ABC BCD
1 + + b, ¢, ad, abcd
2 + - a, bd, cd, abc
3 - + d, ab, ac, bcd
4 - - (1), bc, abd, acd.

De verschillen tussen de 4 blokken korresponderen met 3 vrijheidsgraden.
Daarbij horen 3 orthogonmale kontrasten:
blok 1 + blok 2 = blok 3 - blok 4, verstrengeld met ABC
blok 1 - blok 2 + blok 3 - blok 4, verstrengeld met BCD &n
blok 1 - blok 2 - blok 3 + blok 4,

Dit laatste kontrast valt samen met effekt AD, zoals bij uitschrijven blijke:

AD (a=1) (b+1)(c+1)(d=-1)
(ad—a~d+1) (bctb+c+1)
(ad+1) (bc+b+e+l) = (a+d) (be+b+c+l)

abcd +abd+acd+ad+bc+b+e+ (1)+

1l

13

-~ (abe+ab+ac+a+bed+bd+cd+d)
(b+c+ad+abed) ~ (a+bd+cd+abe) = (d+ab+ac+bed) +
+ {{1)+bc+abd+acd)}

blok I ~ blok 2 - blok 3 + blok 4,

Dit kunnen we ook vinden met een symbolische vermenigvuldiging, waarbij

kwadratische termen wegvallen:
ABC * BCD = AB%C?D = AD.

Behalve ABC en BCD is dus ook AD met Bl verstrengeld.

We kompleteren onu de opstelling hierboven:

Blok  ABC BCD AD

1 + + + b, ¢, ad, abed
2 + - - a, bd, ecd, abc
3 - + - d, ab, ac, bed
4 - - + (1), bc, abd, acd.



- 73 -

De symbolische vermenigvuldiging geldt uiteraard ook voor de plus~ en min-
tekens in de kolommen der verstrengelde effekten,

Het blok dat (1) bevat wordt hoofdblok gencemd. Het hoofdblok heeft min-
tekens in de ("oneven'") kolommen ABC en BCD en een plus—teken in de ("even')

kolom AD (waarom?). Dit leidt tot de volgende belangrijke betrekking.

Iedere lettercombinatie van het hoofdblok heeft met iedere lettercombinatie

uit de verzameling van verstrengelde contrasten een even aantal letters
gt AL UL LY

gemeen.

Dit betekent dat we het hoofdblok snel kunnen vinden als de verstrengelde

kontrasten bekend zijn:

ABC BCD AD

+ (1) 0 0 0
i 0 1

1 1 0

ab 2 1 i

c 1 1 0

ac 2 1 i

- be 2 2 0
abe 3 2 i

d 0 1 1

ad 1 1 2

bd 1 2 1

+  abd 2 2 2
cd 1 2 1

+> acd 2 2 2
bed 2 3 1
abed 3 3 2

(Omgekeerd kunnen de verstrengelde kontrasten worden gevonden als het hoofd-
blok gegeven is.)

Vermenigvuldigen we nu elk der elementen van het hoofdblok met een niet tot
het hoofdblok behorende letterkombinatie, bijv.a , dan ontstaat een viertal
niveaukombinaties dat met ABC &&n letter meer of minder,dus een oneven aan-
tal letters gemeen heeft, dat verder met BCD een even aantal letters gemeen
heeft en dat tenslotte met AD ook weer &&n letter meer of minder, dus een
oneven aantal letter gemeen heeft, De serie tekens - - + voor het hoofdblok
(blok 4) leidt tot + = = voor het nieuwe viertal niveaukombinaties. Dit vier-

tal vormt dus juist &&n der overige blokken en wel blok 2.
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Door vermenigvuldiging met een letterkombinatie die noch in het hoofdblok
noch in blok 2 voorkomt vinden we dan blok | of blok 3,

Ook bij vorming van meerdere blokken laten we liefst zo weinig mogelijk
informatie over de effekten verloren gaan. Dit betekent niet dat we altijd
de hoogste-orde-interaktie moeten laten samenvallen met het hoofdblokeffekt.
Als we in een 2“-schema bijv. ABCD en BCD kiezen als verstrengelde kon-
trasten dan is daarmee ook A met Bl verstrengeld en we kunnen A niet meer

schatten., Keuze van ABC, BCD en AD is daarem verstandiger.

. n
Fraktionele 2 -proeven

Als het aantal faktoren in een 2n—proef toeneemt wordt het aantal waarne-
mingen al gauw te groot, omdat de voor een experiment beschikbare hoeveel-
heid tijd en geld beperkt zijn. Een 28-proef omvat 256 waarnemingen. Er zijn
slechts 8 vrijheidsgraden voor de hoofdeffekten en 28 voor de 2-faktor inter-

akties. De overige 219 vrijheidsgraden zijn voor de interakties van 3 en meer

2

faktoren en derhalve (meestal) voor 9%

en dit is meer dan nodig is voor een
bruikbare schatting,

Daarem wordt vaak maar een gedeelte van een 2n-proef uitgevoerd. We verdelen
daartoe een Zn-proef weer in (even grote) blokken en beperken ons tot de
waarnemingen van &&n blok. Uiteraard levert het fraktionele experiment minder

informatie over de effekten dan het volledige.

We zullen de konsekwenties onderzoeken aan de hand van een simpel voorbeeld.
We beschouwen daartoe een 23-proef verdeeld in 2 blokken:

blok 1 : (1), ab, ac, bec (hoofdblok)

blok 2 : a, b, ¢, abec,
De kombinaties van blok | hebben voor ABC het min-teken, die van blok 2 het
plus-teken., Als we alleen de waarnemingen van blok 2 uitvoeren kunnen we

ABC niet meer schatten. We geven dit symbolisch weer met
I = ABC.

Bepérken we ons tot blok 1 dan geldt
I = -ABC

omdat dan de waarnemingen worden uitgevoerd die voor ABC het min-teken hebben.
Het effekt ABC bepaalt hier welke niveaukombinaties tot het experiment behoren

en wordt daarom definiérend kontrast genoemd,
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Als we &&n blok waarnemen hebben we 3 vrijheidsgraden om de effekten A, B, C,
AB, AC en BC te bepalen. Dit betekent dat de effekten paarsgewijze moeten
samenvallen: voor ieder effekt zijn er 2 niveaukombinaties met plus-teken en
2 kombinateis met min-teken.

Uit onderstaand schema van een 23-proef kunnen we afleiden hoe de effekten

verstrengeld zijn.

I A B AB C AC BC ABC

(1 + - - + - + + -
g a + + - - - - + +
- b + - + - - + - +
ab .+ + + + - - - -
> c + - - + + - - +
ac + + - - + + - -
be ¥ - + - + - + -
-> abc + + + + + + + +

Nemen we blok 2 voor het experiment dan is uiteraard I verstrengeld met ARC,
want de 4 niveaukombinaties van blok 2 hebben zowel voor I als ABC alle het
plus-teken,

We beschouwen het gedeelte van bovenstaand schema dat betrekking heeft op
blok 2 dus:

I A B AB C . AC BC ABC

a + + - - - - + +
b + - + - - + - +
[ + - - + + - - +

abc + + + + + + + +

We zien dat de kolommen van A en BC geliik zijn. Dit betekent dat A en BC
verstrengeld zijn: ze worden samen geschat door a-b-c+abc. Verder is B met

AC en C met AB verstrengeld.

" Deze verstrengeling kunnen we veel vlugger vinden door symbolische ver-

menigvuldiging, waarbij we uitgaan van
I = ABC.
Immers dan geldt bijv.

AI = A?BC
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dus

A = BC,

Bij een 23-proef heeft uitvoeren van het halve experiment alleen zin als

de interakties te verwaarlozen zijn., (Ga na, dat we de proef dan op kunnen
vatten als een 2x2 Latijns vierkant.) Dit is een onderstelling, die vaak
niet verantwoord is. Fraktionele proeven worden dan ook voornamelijk uit—
gevoerd bij grotere aantallen faktoren, zoals reeds eerder is opgemerkt.
Het is vooral in dergelijke situaties een heel werk om uit te zoeken, hoe
men de definiérende kontrasten moet kiezen om zoveel mogelijk informatie
over hoofdeffekten en 2-faktor-interakties te behouden.

In het boek van Cochran en Cox en in de publikatie nr 48 in de Applied
Mathematics Series van het National Bureau of Standards: Fractional Factional
Designs for Factors at two Levels zijn tabellen gegeven van fraktionele 2"
proeven gekombineerd met blokvorming.

Een voorbeeld uit deze laatste verzameling (die proeven tot 16 faktoren
bevat) is een 27-proef, waarvan } fraktie wordt uitgevoerd in 4 blokken van

8 waarnemingen (plan 4.7.8). De definierende kontrasten zijn
ABCE , ABDFG en CDEFG .

Dit is afgezien van het teken: dat hangt af van de fraktie, die men kiest.
De kontrasten, die verstrengeld worden met blokken zijn: ACD, BEF, ABCDEF.

De 32 waarnemingen bestaat dan uit de volgende 4 blokken:

I (hoofdblok) 2=1*acd | 3 =1 * bef | 4 = 1 * abcdef

(1) ! acd 14 bef 19 | abcedef 32

abce 8 bde 11 act 22 | df 25

abdf 28 bef 23 ade 10 | ce

cdef 29 aef 18 bed 15 ab

acg 6 | dg ‘9 | abcefg 24 | bdefg 27 )
beg 3 abcdeg 16 fg 17 acdfg 30
bedfg 31 abfg 20 cdeg 13 | aeg 2
adefg 26 cefg 21 abdg 12 I beg 7

De 32 waarnemingen vormen samen het hoofdblok, dat verkregen wordt met behulp
van de definiérende kontrasten: merk op, dat elke niveaukombinatie een even

aantal letters gemeen heeft met elk der kontrasten ABCE, ABDFG en CDEFG.
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Deze 32 waarnemingen zijn op hun beurt weer in 4 blokken verdeeld.

Blok 1 (hoofdblok) vindt men uit de kontrasten ACD, BEF en ABCDEF, die elk
een even aantal letters gemeen hebben met de niveaukombinaties van blok 1.

De analyse geschiedt volgens de methode van Yates. We hebben op systematische
wijze een keuze gedaan van 25-niveaukombinaties uit het volledige 27-experi-
ment. Dit betekent dat het } x 27-experiment (we schrijven ook 2772 of alge-

meen 2n—k) kan worden opgevat als een volledi§725—experiment in een geschikt

vijftal faktoren. Geschikt nu is elk vijftal faktoren dat niet &&n van de

definiérende kontrasten omvat: gé€én van de niveaukombinaties behorende bij

het vijftal faktoren mag bestaan uit dezelfde letters als de definitrende
kontrasten. Kiezen we in het onderhavige voorbeeld de faktoren A, B, C, D

en E dan is dit geen juiste keuze: &én der niveaukombinaties is abce, terwijl
ABCE &En der definieérende kontrasten is.

Met een geschikt vijftal wordt bereikt dat tot elk der 2° groepen van 4 ver-
strengelde effekten precies &&n der 2° effekten behoort, die door het gekozen
vijftal worden voortgebracht,

We kiezen een geschikt vijftal faktoren, bijv. A, B, C, Den F en we gaan
voor de Yates-analyse de 32 niveaukombinaties voor dit vijftal in de stan-
daardvolgorde zetten; de letters e en g in de niveaucombinaties worden een—
voudig genegeerd.

Na uitvoering van het Yates-algorithme staat op de eerste regel I, dat ver-
strengeld is met ABCE, -ABDFG en ~CDEFG (ga de tekens na!). Op de tweede re-
gel komt A, dat verstrengeld is met BCE, -BDFG en -ACDEFG.

Als we aannemen dat de iﬁterakties van 3 en meer faktoren te verwaarlozen zijn
staat op de tweede regel een schatting voor het hoofdeffekt A, Het blijkt
dat ook de andere hoofdeffekten te bepalen zijn. Van de 2-faktor-interakties
zijn AB met CE, AC met BE en AE met BC verstrengeld. Bovendien is DF ver—
strengeld met ABCDEF en dus met blokken, In totaal zijn er (;) = 21 2-faktor-

interakties. Hiervoor blijven dus 21 - 4 = 17 vrijheidsgraden over,

De variantie-analyse is dan als volgt opgebouwd:
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Bron van variatie vrijheidsgraden

Blokken 3

Hoofdeffekten 7
2-faktor-interakties 17 (waarvan 3 paren)
Hogere interakties 4

Totaal 31

Het aantal vrijheidsgraden 4 voor de restvariantie (als hogere inter-
akties te verwaarlozen zijn) is vrij klein.

Het onderscheidingsvermogen zal dus niet erg groot zijn.

Dit betekent, dat de hoofdeffekten en 2-faktorinterakties tameliik

groot moeten zijn om ontdekt te worden.

Verder moeten de faktoren zo met de letters worden geldentificeerd,

dat van de interakties, die niet kunnen worden gemeten veilig kan worden

aangenomen, dat ze niet bestaan.

9. Roteerbare proefopzetten

9.1. Een aanvulling op een 2" experiment

Het algemene model voor een 2° proef is

y = BO + lel + 82x2 + B3x3 + 64x1x2 + BSXIXB +

+ +

B6x2x3 B7x|x2x3 te.

Er komen geen termen x%, x% en x% in voor en er kan ook niet worden getoetst
of deze termen terecht zijn weggelaten. Dit wordt wel mogelijk wanneer &én
of meer proeven worden gedaan in het midden van het experimentele gebied.
Wanneer x|, Xy €n X, zijn gecodeerd als -1, +1, dan worden dus een aantal

extra waarnemingen verricht in het punt (0,0,0).
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Dit principe kan bij elke 20 proef worden toegepast, ook voor fractionele

schema's.,

Het eenvoudigste geval is dat van een 22 proef met &8n waarneming in het
midden. We hebben dan 5 waarnemingen, waarmee 5 orthogonale contrasten kun-
nen worden gevormd. Vier daarvan kennen we al uit het 22 geval, nl. het to-
taal, het A effect, het B effect en de AB interactie. Het vijfde correspon-
deert met een vergelijking tussen de waarnemingen in de hoekpunten en die in

het midden:
VPt Y2t Y3V, T s
Stel dat het model zou moeten zijn:
2

= 2
L= B+ By b By ¥ BaxXyx, + Buxp 4 Boxy + e

De verwachting van het laatste contrast is dan:
E(z] t Y, Y, +j_74—425) =454+ 485 .

We kunnen dus (B4 + BS) schatten of de hypothese toetsen dat B4 + 85 =
Een andere schrijfwijze voor het model is
*
y =By Bix, 4 Byxy + Baxixy + Byx, + e .

De X- matrix is dan:

Zoals in paragraaf 7.2 werd afgeleid is

1 -
By Y TV Y Y3 Yy, T s
; 70 ;

x;ax*4

(84 + 85). Verder is

9,1

Dus blijkbaar is BZ =
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i
o
* 8] 1 )
var(b,) = wep——— = = g5,
4 X, 1% 20 70

*
De nypothese H: B, = 0 kan dus met een t-toets, of als deel van de variantie-
analyse met een F-toets, worden getoetst. Nodig hiervoor is dat een schatting

van GS beschikbaar is uit herhalingen of uit voorgaande experimenten.

Proefopzetten van de tweede orde

Met de methode van paragraaf 9.1 kan eventueel slechts worden geconcludeerd
dat €&n of meer termen xi ten onrechte uit het model zijn weggelaten, zonder
dat deze termen afzonderlijk goed kunnen worden bepaald.

Als men van meet af aan uitgaat van een kwadratisch model, d.w.z. een model
dat lineaire termen X;, kwadratische termen xi en producttermen X% bevat,
dan zijn andere proefopzetten nedig.

Door Box en Hunter zijn proefopzetten ontwikkeld die voldoen aan de eigen—
schap dat de variantie van de geschatte verwachting van ¥ var(ﬁ), bij bena-
dering constant is in het onderzochte gebied. Als men dus zoekt naar een op-
timum in de responsie dan gebeurt dat overal in het experimentele gebied

even intensief. Dit zijn de zogenaamde roteerbare proefopzetten (rotatable

designs).

Roteerbare proefopzetten bevattenaltijd een aantal waarnemingen in het midden
van het gebied. De andere punten vormen de hoekpunten van é&n of meer regel-
matige figuren. Vaak vormt een deel van de punten een 2k factorieel schema.

Een aantal schema's zijn! te vinden in hoofdstuk 8A van Cochran en Cox.

Voorbeeld 9.2.1.

Roteerbare proefopzet voor 2 variabelen.,

De 8 waarnemingen zijn in de volgende tabel weergegeven.

X -2 -1 0 1 2

X 1

2

-v3 y2 Y3
yl y7sY8 Y4

-1
0

I

3 Y s -




- 8] -

Het model is:
= 2 2
Y= By + Byxy b Byxy + Baxyxy + Bx) + Buxy +oe

De X-matrix is dan:

1 -2 0 0 4 0
1 o-1 =3 3 3
| 1 =/3 -/3 1 3
« o | 2 0 0 4 0
1 I 3 Y3 3
1 -1 3 -/3 1 3
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0]
8 0 12 12]
0 12
Wy |0 0 12 .
0 0 12 0 0
120 0 36 12
12 0 12 36i -

De contrasten die B], 82 en 83 schatten zijn orthogonaal t.o.v. alle andere.

Dit geeft meteen

N - _
%y =73 0y Tty Iyt Ys T )
V3
by =35 ¢ ¥, - Y3+ V5 * ¥e)
/3 .
by =77 Wy = Y3 +¥5 = ¥g)

Voor de resterende 3 contrasten vinden we

8 12 12 24 -6 -6
- -1 _ 1
X'Xx= 112 3 12|, @X'X) =gz|-6 3 1,
12 12 36 -6 i 3

TPt YT Y3t Yt Y5t Vgt ¥yt
X'y = 4y] + Yo + Y, + 4y4 + Vs + y6 .
L 3y2 + 3Y3 + 3Y5 + 3YG
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Hieruit volgt

(Y7 + Y8)

o
o] —

(y; *+y, — ¥y ~ 9g)

F ol
o] —

1
bs =g UYLt Wyt Iy Tyt g g T 3yy - 3vg)

Verschillende modellen voor orthogonale proeven met kwalitatieve factoren

In dit hoofdstuk worden factoriéle proeven besproken met kwalitatieve fac-
toren. De niveaus van een kwalitatieve factor kunnen op verschillende manie-
ren tot stand komen. Ze kunnen bv. corresponderen met twee wasmiddelen, vier
merken autobanden of drie verschillende meststoffen. In zo'n geval is de
proef opgezet om (ondere andere) eventuele verschillen tussen deze wasmidde-
len, autobanden of meststoffen op te sporen. Zou de proef worden herhaald
omdat de uitkomsten nog niet duidelijk zijn, dan worden dezelfde niveaus ge-

kozen. In zo'n geval spreekt men van vaste niveaus. De niveaus kunnen echter

ook worden gevormd door vijf verschillende partijen grondstoffen, drie ver-
schillende monsters uit een zak veevoer, vier arbeiders in een fabriek, enz.
Men is nu niet in de niveaus geinteresseerd die in deze ene proef zijn geko-
zen maar. de vraag is nu of er in het algemeen verschillen tussen partijen
grondstoffen, tussen monsters uit &&n zak, respectievelijk tussen arbeiders
bestaan en zo ja hoe groot de bijdrage van deze factor in de variantie van
het eindresultaat is. Kenmerkend voor deze situatie is dat bij een eventuele
herhaling van de proef andere niveaus gekozen zullen worden voor eenzelfde

factor. Nu hebben we te maken met stochastische niveaus, immers we kunnen de

niveaus opvatten als trekkingen uit een populatie.

Een nieuwe modelformulering voor factoren met vaste niveaus

Een proef met twee factoren A en B op resp. a en b niveaus wordt uitgevoerd

met n herhalingen. Het model schrijven we als volgt:

i

lyenaya

1,.0.,b

zljk =y o+ oi.i + Bj + (aB)lj + gljk s 1

.
I

k= 1,4,




- 83 -

Het aantal parameters bij het hoofdeffect A kan slechts (a - 1) bedragen.
Vandaar dat aan de parameters o, (i =1,...,a) nog een betrekking wordt op-

gelegd, nl,

Z a, =0 .
“o Ty
i
Evenzo wordt geéist dat
JB.= ) (aB)., = ) (aB).. =0 .
j 1 i 1] 3 1]

We zouden dus in het model bw, s Bb, (aB)aj {(J=1,...,b) en (uB)ib

(i =1,...,a) weg kunnen laten.

De dummy variabelen x en de matrix X die in het algemene lineaire model
voorkomen laten we hier niet expliciet zien.

We vermelden zonder bewijs dat de schattingen van de parameters op de vol-

gende wijze worden gevonden:

m=w=y,,

a;, = §i-- -y

l LR ]

b, =y...- 7

[E 25 T O

(@b)is = ¥i5.7 Vi TV P YL

Het is gemakkelijk te verifiéren dat deze schatters zuiver zijn en dat ze
voldoen aan de relaties die aan de corresponderende parameters zijn opgelegd.

Er geldt nu

Yije = Yoo F y;o, = v,.0 * (y_j_ B S
M (yij' - ylo- - ycj. + Y...) + (yijk - yij‘) =
=m + a; + bj + (ab)ij + (yijk - yij-)
Omdat
Jag=[b. =7 (ab), ;=5 (ab),. =] (yisp = 5220 = 0
it 53 1 o 3R ijk ij
is
2 = 2 2 2 9
Z yi_]k nabm* + nb Z ai + na Z bj +n Z (ab)l' +

i i i,]
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+ z {y::p — ;._..)2 .
B M T
of
} y2., - nabm? =nb J a? + na ] b% +n ] (ab)?, +
ijk Pt L g . ij

D T
.k 1jk 1+
i,j,k ]
We hebben nu dezelfde splitsing in kwadratensommen verkregen die we eerder

bij de variantie-analyse tegenkwamen, nl.:

KSt = KSA + KSB + KSAB + KSr

We gaan vervolgens de verwachtingen afleiden van deze kwadratensommen uitge-~

drukt in de nieuwe modelparameters.

Ks, =mb Z é% = nb g (Ei-- - X...)z = nb g (ai + Ei- - é )2

Dus 52
_ - 2 -9
fKS! = nbe'g (ai toes., e, ..} nb g ol + nb (a 1) el

Tmmers Ei-- is het gemiddelde van bn termen ¢15x &0 heeft dus een variantie

Oé/bn. Verder 1s de uit Wiskunde 31-49 bekende regel

toegepast. Het dubbele produkt valt tenslotte weg omdat Ekéi.

Het aantal vrijheidsgraden wvan KSA bedraagt (a - 1), dus

_ 1
GKA = T KSA

£n

I a
£GK, = nb -

SR

+ 0

Op soortgelijke wijze kan worden afgeleid dat

T
EGKy = na g * 9

en
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= i,j + o2
€Ky = 0 G-Do-D %"

Tenslotte de restkwadratensom. Voor elke i en j geldt

- 2 _ _ 2
£ E (zijk -y..0°= (n 1)00 .

1]
Dus
EEg = ab(n - I)GS
en
_ a2
Eglgr— ag .

Als we nu definiéren (hoewel het geen echte varianties zijn):

2 . ] 2
°y T ET Z &5
1
o2 o y B2
B Tb -1 t"
J
g2 .= ! 2
AR T @ - Dk - D L (aB)f: >

i,]

dan kan de volgende tabel worden opgesteld

Bron van variatie vr.gr. KS§ GK £ (GK)
- 2 2
a 1 KSA GKA anA + 00
- 2 2
B b 1 KSB GKB naGB + (IO
- - 2 2
AB (a 1) (b 1) KSAB GKAB no, . + 9
t - 2
res ab(n 1) KSr GKr a5
totaal abn - 1 KSt
De hypothese H: R 0, of GE = 0 wordt getoetst met

F = GKA/GKr.
Evenzo worden de hypothesen H: cﬁ = (0 en H: GiB = 0 getoetst met resp.
F = GK,/GK en F = GK, /GK .
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Voorbeeld 10.1.1.

B
A 1 2 3 4 5 totalen

1 17,20 19,67 19,09 18,21 17,57 188,45
19,62 21,19 18,87 19,03 18,00

5 24,24 32,95 26,50 26,65 23,72 268,08
23,56 33,39 27,83 25,47 23,77

| 19,52 | 22,99 | 22,46 | 12,38 | 19,80 | g, o0
19, 44 23,07 21,49 12,09 21,38

o | 1520 | 2079 | 16,05 | 14,98 | 23,46 | g o,
13,91 21,37 17,37 15,34 | 21,98

totalen 152,78 196,42 169,74 144,15 169,68 832,77

Bron van variatie | vr.gr. KS GK E(GK) ¥
A 3 486,61 | 162,20 100§ + 08 290
B 4 200,45 50,11 80% + af 89,5
AB 12 182,59 15,22 ZGiB + cé 27,2
rest 20 1,14 0,56 og
totaal 39 880,78
Uit de £(GK) kolom is het mogelijk Gi, G% en OiB te schatten, bv.
~2 1 _ _
g, = 75 (162,20 - 0,56) = 16,16 .

10.2. Factoren met Stochastische niveaus

We beschouwen opnieuw de situatie van paragraaf 10.1, dus 2 factoren met
herhalingen. Nu echter nemen we aan dat de niveaus van beide factoren sto-

chastisch zijn. Het model is dan

Yije ~ M AT Ej + (gg)ij ek

1
O

891 = gﬁj = E(Qﬁ)ij = Egijk =

= g2 =
var(gi) = Ui . Var(éj) = G% » var(gﬁ)ij = UAB s Var(gijk) = UO B
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Tenslotte veronderstellen we dat alle in het model voorkomende stochastische
variabelen onafhankelijk van elkaar zijn.

We kunnen nu dezelfde splitsing in kwadratensommen uitvoeren als in het mo-
del met vaste niveaus. De verwachtingen van de gemiddelde kwadratensommen

gaan er nu echter anders uitzien. Nu is

= ” - v 2 4

EEEA € nb g (Xi.. y...)
= b€ (g -3, + @), - @, +e. -2, 1=

i
_ _ 2 .a-1 2 a-1 2
= nb{(a o + v Tap * oL 00}.
Dus
fok, = nbcﬁ + nGiB + oé .

In de variantie-analysetabel wordt de kolom g(gg) dus anders:

Bron van variatie VL. gL, KS GK f(Eﬁ)
A a-1 KSA GKA nbci + noiB + 0%
b -1 KSy GKp nac% + nody + of
AB (a-1D® -1 ks, | CK,, nol, + 0(2)
rest ab(n - 1) KS CK_ od
totaal abn - 1 KSt

Als we nu de hypothese H: oi = 0 willen toetsen dan zijn onder deze hypothe-

se £(CK,) en E(EEI) niet langer aan elkaar gelijk. Hieruit blijkt dat de
juiste F-toets niet meer F = GKA/GKr kan zijn. De tabel suggereert tegelij-

kertijd welke toets hiervoor in de plaats komt, nl.

GKA
GKAB

F =

Er kan inderdaad worden bewezen dat deze toetsingsgrootheid, onder de hypo-

these H: Ui = 0, een F-verdeling met (a - 1) en (a ~ 1)(b - 1) vrijheidsgra-

den bezit,

In het voorbeeld 10.1.1 is de F-waarde voor de hypothese H: 0% = 0

50,11

F=137

= 3,29 ,

De kritieke waarde (a = 0,05) bij 4 en 12 vrijheidsgraden is 3,26. Dus nog

juist significant,
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10.3. Gemengde modellen

Het kan voorkomen dat één factor vaste niveaus heeft en de andere stochasti-
sche niveaus. Zo kan in voorbeeld 10.1.1 de factor A corresponderen met 4
analysemethoden om het eiwitgehalte van veevoer te bepalen terwijl de 5 ni-
veaus van B met 5 zakken overeenkomen die aselect uit een grote partij zijn

getrokken. In het model wordt dus o, niet en Ej wel stochastisch, met

g 4, =0 en Egj =0 .

Voor wat de interactieterm betreft zijn er twee mogelijkheden. De interactie
zal in ieder geval een stochastisch karakter hebben, maar er kunmen verschil-
lende aannamen over de verdeling, in het bijzonder over de variantie-covari-

antiematrix, worden gedaan. We zullen twee modellen achtereenvolgens bespre-

ken.
Model 1
Xijk = 1 + oy + Ej + (a@)ij + gijk
Z a; =0, Eﬁj =0, ?(a@)ij =0, Sgijk =0
i
var(gj) = oé . var(a@)ij = oiB s var(gijk) = U% .

Alle stochastische variabelen zijn onafhankelijk.

De variantie-analysetabel, met inbegrip van de kolom E(QE), ziet er nu pre-

cies zo uit als in het volledig stochastische model van paragraaf 10.2.

Model 2

Tige ~ Wt oyt Byt (Bt ey

Lo, =0, Egj =0, E(u@)ij =0, ; (aB);; =0, £gijk = 0
var(gj) = 0% s var(aﬁ)ij =2 ; l UiB . var(gijk) = GS .

Behalve de (ug)ij, die bij eenzelfde index j afhankelijk zijn vanwege de eis

) (uﬁ)ij = 0, zijn weer alle stochastische variabelen onafhankelijk van el-
i ’ L

kaar.




10.4.

- 89 -

De variantie-analysetabel wordt nu:

Bron van variatie Vr.ZT. KS GK Q(EE)
A a - 1 KSA GKA nbci + noiB + OS
b -1 Ks, GKy nacg + o%
AB (a -1 -1) KS, 5 GK,p nciB + 05
rest ab(n - 1) KS GK_ 0[2)
totaal abn - 1 KSt

Uit de laatste kolom blijkt dat het hoofdeffect A moet worden getoetst tegen

de interactie en het hoofdeffect B en de interactie tegen de restkwadraten-

SOm.

Model 2 wordt het meest toegepast, pas vrij recent wordt ook aandacht aan
model 1 besteed. We zullen ons in het volgende tot model 2 beperken, hoewel

de regels voor het berekenen van £(GK) ingewikkelder zijn.

Geneste factoren

Veronderstel dat in voorbeeld 10.1.1 A opnieuw 4 analysemethoden voorstelt.
In plaats van 5 zakken worden er nu echter 20 zakken aselect getrokken uit
een grote partij, zodat voor elke methode 5 duplo-monsters uit een ander
vijftal zakken worden getrokken. De factor B heeft nu niet meer 5 miveaus

die bij elk van de niveaus van A voorkomen. Men zegt nu dat B ondergeschikt

is aan A of dat B genest is binnen A, We noteren dit met B:A. In de eerst

besproken situatie spreekt men van nevengeschikte factoren. Een geneste fac-

tor zal vrijwel altijd een stochastisch karakter hebben. Het model wordt nu

Tige "W P oy P By e

€8y.; = ey = O

Z“i
1

o a2 )
var(By ;) = Op.p > varle o) = 9 -
Alle stochastische variabelen zijn onafhankelijk,
De splitsing in kwadratensommen kan formeel nog steeds op dezelfde manier

gebeuren, maar KSy heeft nu op zich geen betekenis meer. We definigren nu
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KSB:A i= KSB + K8

AB °
Voor de vrijheidsgraden geldt

v =Vt v s b=t @- k-1 =akb- 1)

De variantie-analysetabel is:

Bron van variatie vr.gr, KS GK fYEE)
- 2 2 2
A a 1 KSA GKA nboA + nUB:A + o5
. - 2 2
B:A a{b 1} KSB:A GKB:A mOg ., + %
- 2
rest ab(n 1) KSr GKr %
totaal abn - 1 KSt

We toetsen het hoofdeffect A dus tegen B:A en B:A tegen de rest.

Opmerking. Herhalingen zoals ze in voorbeeld 10.1.1 voorkomen vormen een
factor die genest is binnen alle andere factoren. We zouden er dus voor kun-
nen schrijven: C:AB met zantal niveaus ¢ = n., Voor de restkwadratensom geldt

dan

KS, = KSi.ap = K8 * K8y * KSp + KSype

v, = (c = 1)+ (a=-1(c-1)+ (b - 1)c-1) +

+ (a - 1)Y@®b - 1(c-1) =ablc - 1) = ab{n - 1)

10.5. Rekenregels voor gemengde modellen.

We besluiten met het geven van algemene rekenregels voor gemengde modellen
waarin zowel nevengeschikte als ondergeschikte factoren voorkomen. Ter ver—
eenvoudiging van de formules geven we deze voor drie factoren, maar de re-
gels zijn algemeen geldig.

We gaan uit van een aantal factoren waarbij is aangegeven hoe ze in de
proefopzet genest voorkomen. Bv. A, B:A, C:A. De eerste fase bestaat nu uit
het vinden van de mogelijke effecten (hoofdeffecten en interacties), elk met
een kwadratensom en een variantiecomponent. We beginnen met een lijst van
effecten en interacties door achtereenvolgens alle factoren, combinaties van
twee factoren, combinaties van 3 factoren e.d. op te schrijven. In het bo-

vengenoemde voorbeeld wordt dit:
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A

B:A
C:A
AB:A
AC:A
BC:AA
ABC:AA

Dus eventuele letters na de dubbele punt worden apart vermenigvuldigd en
weer achter de dubbele punt geplaatst. Vervolgens worden herhaalde letters
achter de dubbele punt door &&n letter vervangen. Daarna worden die interac-
ties verwijderd waarbij dezelfde letter voor en na de dubbele punt komt. Er

blijven dan over:
A, B:A, C:A, BC:A .
We hebben dus de volgende regel:

Regel 1

ledere interactie is van de vorm ABC...:XYZ..., waarbij XYZ het produkt is
van alle letters rechts van de dubbele punt en ABC het produkt van de overi-
ge letters,

Herhaalde letters worden door eéfi letter vervangen.

Interacties waarbij dezelfde letter aan weerszijden van de dubbele punt
voorkomt bestaan niet.

Bij elke interactie hoort een variantiecomponent en een kwadratensom.

Dit geeft voor diverse modellen met drie factoren het volgende resultaat.

Modellen Variantiecomponenten en kwadratensommen”
A, B, C A, B, C, AB, AC, BC, ABC

A, B, C:A A, B, C:A, AB, BC:A

A, B:aA, C:A A, B:A, C:A, BC:A

A, B, C:AB A, B, C:AB, AB

A, B:A, C:AB A, B:A, C:AB

Regel 2
Het aantal vrijheidsgraden van een kwadratensom is het produkt van de aan-—

tallen niveaus van de factoren rechts van de dubbele punt en de aantallen
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niveaus verminderd met &&n voor de factoren links van de dubbele punt en

voor alle factorem in combinaties waarin geen dubbele punt voorkomt,

Voorbeelden:
KS vrijheidsgraden
A a-1
AB (a-Dm-D
C:A alc = 1)
C:AB ab(c - 1)
BC:A atb - 1N(c - 1)

Als controlemiddel hebben we nu de som van de vrijheidsgraden die moet klop-

pen met het totale aantal waarnemingen minus &&n.

Voorbeeld: Model A, B:A, C:A

Effect vrijheidsgraden
A (a-1)

B:A a(b - 1)

C:A a(c = 1)

BC:A a(b - (e -1)
Totaal abe - 1

We voeren nu symbolen in voor de bruto-kwadratensommen

_ 7 - 2
Sapc = . L i Sy = lyi.lbe
1,1,k 1
= 2 = 2 -
Sup = L Yij.les 8= lylyllac
1,1 J

it

- 2
Se = L via/b . Sg= Lyl Jab
1,k k

w
I
o
[
.
s
)
o
o

5 = Z y2‘ /a ,
BC ik jk 0

Regel 3

De kwadratensom voor een interactie wordt gevonden door de volgens regel 2
gevonden formule voor de vrijheidsgraden uit te werken en daarna ab te ver=

vangen door S b door 5, enz. en 1 door SO.

AB? B
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Voorbeelden:
KS vrijheidsgraden KS
A a-1 SA - S0
AB ab-a-b +1 SAB - SA - SB + S0
C:A ac - a SAC - SA
C:AB abe - ab SABC - SAB
BC:A abc - ab - ac + a SABC - SAB - SAC + SA

Alvorens de regels te geven voor het bepalen van de verwachtingen van de ge-

middelde kwadratensommen geven we eerst een voorbeeld,

Model A, B, C:A.

Variantiecomponenten

2 2 2 2 2 2
GK °a | B | %c:a | °aB | “Bc:a| 0
A be 0 bc* b*c b*c* 1
B 0 ac 0 a*c c* 1
C:A 0 0 b 0 b* !
AB 0 0 c c* 1
BC:A 0 0 0 0 | 1

Dus bijvoorbeeld
e - 2 4 3 X 2 L pk 2, ok ko9 2
(GK,) bccA be OC:A b CGAB b e IBCEA + 00 .

Regel 4

De factor voor een variantiecomponent 1s
= 0, wanneer de G.K. een letter bevat die niet bij de variantiecomponent

voorkomt

= 1, voor Gé en voor de combinatie van GK en c? die beide alle letters be-

vattep.d

De overige termen bestaan uit het product van ongesterde kleine letters voor
. . , L. 2
die factoren die niet bij ¢” voorkomen en gesterde kleine letters voor die

. .. 2
factoren die bij o” wé€l voorkomen (maar niet achter een dubbele punt) en
bij de GK niet.
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Regel 5
Bij een proef met n zuivere herhalingen binnen de factorcombinaties worden
alle termen behalve die in de kolom van cé met n vermenigvuldigd. Verder

komt er in dat geval op de laatste regel een restkwadratensom met als ver-

2

wachting alleen ¢y

Regel 6
Voor factoren met vaste niveaus zijn de pesterde letters = 0 en voor facto-

ren met stochastische niveaus zijn ze gelijk aan 1,

Voor het model A, B, C:A tenslotte de uitwerking in 4 gevallen.

Gk Ui 0% G?]:A giB cZBC:A GS

A be | 0O b c 1 I a* =1

B 0 ac | 0 ¢ ! 1 b* = 1

C:A 0 0 b 0 1 1 =1

AB 0 0 0 c i | A, B, C
BC:A | 0 0 0 g I I

A be | 0 b 0 0 1 a* = |

B 0 ac | 0 c 1 1 b* =0

CiA 0 b 0 0 i ¥ =i

AB 0 0 c [ 1 A, B, C
BC:A | 0 0 1 1

A be 0 b c 1 I a” =0

B 0 ac | 0 0 1 i b* = 1

C:A 0 0 b 0 1 1 e’ =1

AB 0 0 0 c 1 1 A, B, C
BC:A | O 0 0 0 [ 1

A be | 0 b 0 0 1 a® =0

B 0 ac | 0 0 1 1 b =0

C:A 0 0 b 0 0 ! c* =1

AB 0 0 0 ¢ I i A, B, C
BC:A | O 0 0 0 i 1
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Alternatieve uitwerking van voorbeeld 3.2.1, pag.16 e.v.

y = 50 - 2x + 0,04:{2 + e , e N(0,4) .

Codering: Xy = 1, x = (x-35)/5, %, = x2

2 l,z=y-20.

_z_=9+4x1+x +e .

2

De waarnemingen zijn:

W ol o oo [ a]s
2 l 5,8 } 8,1 | 4,6 ‘ 12,4 ] 16,8 ‘ 21,3 \ 26,0
(1 -3 )
1 -2 ,
1 -1 1 7 0 28 I 0 4
X=,1 0 0 X'k=|0 28 0|=7]0 4 o
111 28 0 196 4 0 28
] 4
1 3 9
J
28 0 -4
r_]__]
@0 = g 0 3 o
4 0 1
95,0 959,2 111,42
X'z = | 99,2 b= x'0 X'z = §%" 297,6 | = | 3,54 |.
425, 2 l 45,2 0,538

De geschatte relatie is dus

2 = 11,42 + 3,54x, + 0,538x




De overeenstemming met de ware vergelijking is tamelijk slecht. Dit wordt
veroorzaakt door de vrij grote negatieve waarde wvan eys nl, -4,0. Als we

o, = 2 bekend veronderstellen, kunnen we, op grond wvan de geschatte waar-

0
den, betrouwbaarheidsintervallen voor de B's opstellen.

11,42 + 1,96¢%% .2

By = = 11,42 % 2.26 (8, = 9) .
B, = 3,50 % 1,96V . 2 = 3,5 £ 0,74 (8, =4) .
B, = 0.538 + 1,96V, . 2 = 0,538 + 0.428 (8, = 1)

Alleen het interval voor Bl bevat dus de ware waarde.

Uit (X'X)"] kunnen we ook de correlatie tussen de schatters EO en EZ afleiden.

Deze is

4

plbysby) = — =-0,76 .
/28
Hiermee in overeenstemming is het feit dat B, te hoog en 8, te laag wordt
geschat.
Pag.22

De restkwadratensom wordt als volgt berekend:
2'z = ) z% = 1686,10
1 b ]
b'X'z = éﬂ%gﬂxgio+w7ﬁx9%2+4&ZXMLZ)=1%5ﬂ6.
. . . 1
(Voor het verkrijgen van een nauwkeurigere ujitkomst 1s de factor gz-apart
gehouden.)

Dus

KS_ = 1686,10 - 1665,06 = 21,04
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Het aantal vrijheidsgraden is n - (k+1) = 7 -3 = 4, dus de schatting van 85 is

A2 21,04

% A

= 5,26 ; &5 = 2,29 .

Pag.24

Hieruit volgt:

-2

- - -
g (EO) = 5 x 28 x5,26 1,75 U(EO) = 1,32 ,
Bz(b ) = —l-x3 x5,26 = 0,188 ath.) = 0,433
= | 84 ’ » s a =1 ] »
02(b ) = —l-XS 26 = 0,0626 g(b,) = 0,250
=2’ T8 "7 ’ » 92 2 e .

Het betrouwbaarheidsinterval met 957 betrouwbaarheid voor BO is (té(0,0S) =2,78):
11,42 -2,78 x1,32 <BO <11,42+2,78 x1,32

of

7,75 <BO <15,09 (ware waarde: B 9)

0

Evenzo:

]

2,34 <B) <4,74  (ware waarde: B, = 4) ,

n

-0,16 <62 <1,23 (ware waarde: 82 1)

Alle drie de betrouwbaarheidsintervallen bevatten dus de ware waarde, maar
ze zijn tamelijk ruim. Om nauwere betrouwbaarheidsintervallen te krijgen
moeten meerdere waarnemingen worden uitgevoerd, of waarnemingen bij x-waarden

die verder uit elkaar liggen,




Pag.26

Als illustratie nemen we wvoorbeeld 3.2.1,

Het aangepaste model is:

Wat is de variantie van Z in het punt x, = 1?

We beschouwen dus
L= I.BO + 1.81 + 1.62 .

De schatter Z heeft als variantie:

o1 11 @o’! | US -
1
28 0 -4 (1
| 2 2
(01 1lg =% 3 ol|1je = &

~3iro

QN
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