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1.1.

Inleiding

Een proefopzet had ten doel de axiale kracht op een boor te bepalen als
functie van de omwentelingssnelheid S, de voedingssnelheid V en het materi-

aal M.

Factoren en niveau's

1) Omwentelingssnelheid S: 100, 220, 475, 715, 850 omw./min.
2) Voedingssnelheid V: 0,04, 0,08, 0,14 mm/sec.

3) Materiaal: Ml’ MZ' '

4) Herhalingen Hi, H,.

Responsie: de axiale kracht in eenheden van 10 gr.

Codering : alle waarnemingen zijn met 200 verminderd.

Resultaat:
5
v 100 220 475 715 870
122 108 108 66 89
0.04 1 179 8 60 50 60
332 276 248 248 276
M| 0.08 355 330 295 275 310
o1s | 640 612 543 612 696
: 500 500 450 610 610
192 136 122 108 136
0.0 1 4120 130 8 75 75
386 333 318 472 499
My | 008 | 365 330 330 350 390
o014 | 810 779 810 893 1820
’ 725 670 750 890 890

Volgens opgaaf was de proef volledig verloot.
Iedere waarneming werd uitgevoerd met een apart proefstuk uit het betreffen-

de materiaal.

a) Geef de waarnemingen weer in een nette overzichtelijke grafiek, Denk daar-
bij aan schaal, eenheden, onderschrift.

b) Door verloting toe te passen kan men de invlced van 2 (niet gencemde) fac-
toren beschouwen als toevallige fouten, Welke factorem zijn dat?

¢) De waarnemingen doen twijfelen adn de juiste uitvoering van volledige ver-

loting. Waarom?




1.2, Geef een omschrijving of definitie van de

1.3,

1.4,

1.5.

a)
b)
¢}
d)
e)
£)
g)
h)
3)
k)

a)

experimentele eenheid;
factor;

niveau;

behandeling;
verloting;
blokvorming;
vrijheidsgraden;
contrasty
restvariantie;

lineair model.

Wat is het doel wan

1) verloting,

2) blokvorming.
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volgende statistische begrippen:

b) Wat zijn de onderstellingen bij een lineair model?

Er moeten drie werkmethoden worden vergeleken. Voor elke methode worden 8

metingen van de opbrengst van &&n manuur verricht,

Splits het totale aantal vrijheidsgraden in overeenstemming met de opzet van

het experiment:

a)
b)

zonder blokvorming,

met blokvorming.

Er moeten 4 methoden A, B, C en D worden vergeleken. Met elke methode worden

9 monsters gemeten.

Geef de splitsing van het totale aantal vrijheidsgraden bij een opzet van

het experiment:

a)
b)

zonder blokvorming,

met blokvorming.



l1.¢. Een fabrikant wil graag 2 methoden, A en B, vergelijken die de enzymengroei

in

I

II

a)

b)

c)

d)

een fermentatieproces meten. Daartoe kan hij kiezen uit 2 proefopzetten:

Neem aselect 18 monsters uit het vat met goed geroerde vloeistof en ver-
loot deze over de methoden A en B (elk 9 monsters).

Neem aselect 9 monsters uit het vat, deel ieder van deze monsters in 2
delen en meet in het ene m.b.v. methode A en in het andere m.b.v. methode
B.

Geef van beide proefopzetten het model.

Welke opzet zou U de fabrikant aanraden? Waarom?'(Het kostenverschil tus-
sen het nemen van 18 monsters en het nemen van 9 monsters is verwaarloos-
baar.) -

De fabrikant volgt Uw raad op en past de door U gekozen opzet toe. De ma-

trix der (gecodeerde) waarnemingen is:

Methode A 6 7 7 9 4 7 8 8 4
Methode B 6 7 6 8 4 6 8 7 3

Toets m.b.v. de t-toets de nulhypothese H,, dat de methoden A en B gelijk
zijn, tegen de alternatieve hypothese dat ze verschillen (a = 0.05).

Wat moet U in Uw model aannemen, opdat U met recht de t-toets mag gebrui-

ken?

N.B. Degenen die het college Toegepaste Statistiek niet hebben gevolgd kun-

nen de u-toets toepassen en daarbij gebruik maken van het volgende ge-

geven:
proefopzet 1 : var Xy =var x, =3 (i1=1,...,9)
i i
proefopzet II: var(gA' - X y = 0,3 (i =1,...,9) .

i i
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1.7. Een psychologisch experiment bestaat uit het vergelijken van responsietijden
(in sec.) van 2 verschillende stimuli A en B. Daartoe kregen 9 personen
eerst stimulus A en later stimulus B toegediend.

De waarnemingen zijn

Personen

stimulus A 9.4 7.8 5.6 12.1 6.9 4,2 8.8 7.7 6.4
stimulus B 10.3 8.9 4.1 14.7 8.7 7.1 11.3 5.2 7.8

a) Geef het model.

b) Ga na of er verschil is tussen de gemiddelde responsietijden van de 2
stimuli (o = 0.05).

c) Geef een 957 betrouwbaarheidsinterval voor het gemiddelde verschil in
responsietijden.

d) Geef kritiek op de opzet van dit experiment.

N.B. Voor degenen die geen Toegepaste Statistiek hebben gedaan:

var(i_:A - EB) = 0,36,

1.8. In zeker bedrijf dienen twee werkmethoden te worden vergeleken. De bedrijfs-—
leiding stelt zich voor bij elk der methoden 8 maal de opbrengst van &&n

manuur te bepalen. Er zijn 50 personeelsleden aanwezig.
a) Beschrijf hoe U het experiment denkt uit te voeren.

De matrix van waarnemingen die behoort bij de door U gekozen opzet van het

experiment, luidt:
methode A: 277 240 253 299 324 322 310 353

methode B: 295 233 305 309 354 353 305 367

b) Toets H.: Hy = M tegen Ha

B PMy # Mg (met o = 0,05).

0 1t

N.B. Voor deze toets dient gebruik te worden gemaakt van de t-verdeling; zij
die het college Toegepaste Statistiek niet hebben gevolgd mogen gebruik
maken van het volgende gegeven:

var(gA_) = var(xg ) = 1600 (voor 1,] = 1,...,8)
1 ]

en/of van

var(g_cA‘1 - §Bi) = 400 (voor 1 = 1l,...,8)

(zodat het mogelijk is in plaats van de t-verdeling de normale verde-

ling te benutten).



1.9. Om twee rekenmachines te vergelijken werd aan zes gecefende rekenaars ge-
vraagd op beide machines een bepaald type berekening uit te voeren. In on-

derstaande tabel staan de waargenomen tijden.

Rekenmachine

Rekenaar A B
1 22 13

2 12 17

3 12 9

4 15 10

5 23 5

6 24 12

Benodigde tijden (aantal seconden
verminderd met 100) voor het uit-
voeren van een berekening op ma-
machines A en B door zes rekenaars.

a) Geef het model.

b) Ga na of er verschil is tussen de gemiddelde rekentijden van de twee re-

kenmachines (g = 0.05).

c) Geef een 957 betrouwbaarheidsinterval voor het gemiddelde verschil in re-

kentijd,

N.B. Voor degenen die geen Toegepaste Statistiek hebben gedaan:

var(gA - §B) = 13,
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LA

2.1,

2,2,

2l3l

Lineaire modellen

Een variabele y is een functie van 3 onafhankelijke variabelen X, X, €N Xj.

2
De functie luidrt:

y = BO + lel + 82x2 + B3x3 + e .

a) Pas dit model aan bij de volgende waarnemingen (d.w.z. geef schattingen

voor Bo’ Bl’ 82 en 83):

Xy = -3 - =1 0 ] 3
X, = 5 0 -3 -4 -3 0 3
xq = -1 ] 1 0 -l =1 1
y = |1 0 0 1 2 3 3

b} Geef een 957-betrouwbaarheidsinterval voor oé.

Gegeven is de volgende serie waarnemingen
i
X,
i

We beschouwen het model
Y =Byt Bxtpx?te.

a) Geef schattingen van de parameters van bovenstaand model,

b) Wat is de schatting voor o2 en wat is het aantal vrijheidsgraden bij deze

0
schatting?

¢) Geef een 957 betrouwbaarheidsinterval voor ag*

We beschouwen nog eens de serie waarnemingen van opgave 2.2, maar nu het model
L=t ogxy faxy +e
waarin
X, = X
l

x2 -4 ,

*2
s 2
a) Geef schattingen van Gys G s Oy €N Ope
b) Wat is het effeét van dezé codering?”
¢) Wat is het verband tussen o en B (o en B zijn hier de kolomvectoren met

elementen Gy, @ en a, resp. BO’ B, en 62)




2.4. Pas een rechte lijn aan aan de volgende vijf gegeven punten:

a)

b)

c)

d)

2.5. We

a)

b)

Teken de punten en de grafiek van de aangepaste rechte.

Bereken 8 = y - Xb en verifieer X'€ = 0 (dat is: @ staat loodrecht op de
door de verklarende vectoren opgespannen ruimte).

-~

Verifieer y'y = (¥b)'Xb + 8'8 (dat is totale kwadr.som = door regressie
verklaarde kwadr.som + restkwadr.som)

Met welke aantallen vrijheidsgraden corresponderen de 3 kwadratensommen?

Pas eveneens een rechte 1lijn aan aan de volgende 5 gegeven punten:
L -2 -1 0 1
¥ 3 2 1 1 0,5

Wat is het effect vande codering X = x - 1 ?

beschouwen de volgende waarnemingen

yiit 12, 81, 37, 15;
v,; ¢ 35, 82, 51, 3.

Onderstel dat de waarnemingen afkomstig zijn uit normaal verdeelde popu-
laties met dezelfde variantie,

1)  Geef een schatting voor 02.

ii) Toets met de t-toets de hypothese My = H (x = 0.05).

iii) Geef een geschikt lineair model.

iv) Bereken schattingen voor de parameters van het model (g en cg).

Onderstel dat de waarnemingen Yy; €0 You gepaard zijn (blokvorming).

i) Wat wordt nu de schatting voor 02?
Koy (¢ = 0.05).

iii) Geef een geschikt lineair model.

ii) Toets de hypothese up =

iv) Wat zijn de schattingen voor de modelparameters § en cg ?

c) Vergelijk de verschillende resultaten.



2.6,

2.7,
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Ter vergelijking van drie werkmethoden worden voor elke methode 4 waarnemin-
gen van de opbrengst van &&n manuur uitgevoerd:

I zonder blokvorming, totaal verloot,

IT met blokvorming, en verloting binnen blokken.

a) Detailleer voor elk der beide beschreven experimenten het model y = X8 + e.

b) Stel de matrix X op en bereken X'X (voor I én ll).

-1 - .
c) Bepaal voor het experiment onder I (X'X) = £« bereken b uit de volgende

waarnemingen:
]
meth. A 307 23 270 312 j=1,2,3,4
B _ 28 306 303 325 ?l i=1,2,3
“ 317 287 274 303

r selijk b met Uw schatting van de parameters in het model

zij = U+ oo+ 91j (met g a; =0 en Egij = 0, dus ook E§ Eij = {)
d) Geef de splitsing van het totale aantal ter beschikking gestelde vrij-

heidsgraden voor beide modellen.

De opbrengst van een chemisch produktieproces is bepaald bij twee concentra-
ties van een katalysator en bij twee temperaturen,

De resultaten waren

Concentratie
0,2 | 0,4
60° || 66 50
Temperatuur s
80 H 72 61

Het bijbehorende model luidt:

1=BO+B]x]+32x2+E.

Hierin is
x, = -1 als de concentratie = 0,2
X, = +1 als de concentratie = 0,4
Xy = =1 als de temperatuur = 60

il
x©
=]

X, = +1 als de temperatuur




2.8,

a)
b)
¢)

d)
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Bereken £ en 68.
Bereken r en verifieer dat r'r = KSr'

. . , 2
Uit vroegere bepalingen van opbrengsten is een schatting bekend van 05+

63 =4, v=5,

Toets of de schatting uit a) significant verschilt van de schatting uit
vroegere bepalingen.

Geef het 95% betrouwbaarheidsinterval wvoor B] als 82

0= 4y, v =5,

Om het effect van 4 factoren (temperatuur Tl; druk P; katalysator K; tempe-

ratuur Tz) op de opbrengst van een chemisch produkt te onderzoeken werd een

zogeheten 24-factoriee1 experiment (een proefopzet met 4 factoren elk op 2

niveaus) uitgevoerd. De niveaus van de factoren worden als volgt gecodeerd:

a)

b)

Geef voor iedere factor de relatie tussen originele en gecodeerde varia-
bele.

. . . 2
Bereken uit de volgende waarnemingen schattingen voor f en 9 als het mo-
del luidt:

L= By Byxp ¥ Byxy * o Baxg + Bx, toe .

o1 b | o1 22.2 | 2405 | 24.4 | 25.9
2 +1] 19.4 24.1 25.2 [8.4
*1
-1 22.1 19.6 23.5 16.5
+1 x2
+1 14.2 12.7 19.3 16.0

-1 +1 ~1 +1

-1 +1

c) Wat is de schatting van y ?

d) Bereken r'r (r = y—-9) en vergelijk dit met KS_ (restkwadratensom).



2.9.

2.10,
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e) Toets met de t~toets (o = 0.05) de nulhypothese dat T, geen invlced heeft.
Geef ook een 95Z-betrouwbaarheidsinterval voor Bl, de parameter behorende
bij T].

f) Geef een 90%Z-betrouwbaarheidsinterval voor de verwachting van § als
T] =50, P= 20, K=1 en T2 = 200, Merk op, dat 2 een lineaire functie

is van de bi')

Een experiment om 3 werkmethoden te vergelijken leverde de volgende gegevens

op (zie ook vraagstuk 2.6):

methode A: 307 271 270 312
methode B: 318 306 303 325
methode C: 317 287 274 303 .

We beschouwen een model zonder blokvorming

y = BO + lel + 82x2 + e

met de matrices:

y' = [307, 271, 270, 312, 318, 306, 303, 325, 317, 287, 274, 303]
en
] 1 1 1 1 1 1 I l 1 1 1
Xt = {-1 -1 -1 -1 0 0] 0 0 1 1 1 1) .
1 ] 1 I -2 -2 =2 =2 1 ] 1 1

1

a) Bepaal (X'X), (X'X)_ y X'y, b, 88-

b) Bepaal het 957 betrouwbaarheidsinterval voor 9g°

c) X, en X, bepalen samen de verschillen tussen de 3 methoden.
Bereken het gemiddelde kwadraat (GK) voor de verschillen tussen de metho-
den.

(GK = KS/v, v = het aantal vrijheidsgraden.)

d) Vergelijk het onder ¢) berekende GK met 36.

Als het experiment van opgaven 2.6 en 2,9 zouzijn uitgevoerd met blokvorming,
dan moeten we in het model nog 3 variabelen toevoegen om de verschillen tus-—

sen blokken te kunnen beschrijven:

y = BO + lel + Bzx2 + 63x3 + Bax4 + B5x5 + e .

De "design-matrix" wordt dan bv.:




2.11,

B ] ! 1 ] 1 i I 1 ! ] 1]

-1 -1 -1 -1 0 05 0 o0 I 1 1

g oo | l 11 -2 =2 =2 =2 1 1
-1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 o 1

0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0

IS T T R RS BRSS B 11 -1 I

I

a) Bepaal (X'X), (X'X) ', X'y, b, 88.

2

b) Bereken de GK's voor methoden en voor blokken en vergelijk beide met 80.

c) Vergelijk het resultaat met dat van opgave 2.9.

Bij een veresteringsproces werd het omzettingspercentage gemeten bij 6 com—

binaties van temperatuur en concentratie van een katalysator.,

T{emperatuuyr) in °c C(oncentratie) in mol/gr xlO-4 Omzettiqggpercentage

175 4 58
175 8 63
200 4 72
200 12 §2
225 8 85
225 12 90

We beschouwen het model
y = BO *Bx) tBox, t e

Hierin is x, i= een geschikte codering voor de temperatuurniveaus
X, " " " " " concentratieniveaus

y := omzettingspercentage.

it

a) Bepaal schattingen voor de onbekende parameters en voor og.
b) Toets de hypothese: By = 0 (o = 0,05).

c) Welke onderstellingen liggen aan deze toets ten grondslag?

d) Ceef een 95% betrouwbaarheidsinterval voor het verwachte omzettingspercentage

o . -3
bij een temperatuur van 200 C en een concentratie van 10 ~ mol/gr.
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2.12, Gegeven zijn de volgende (gemakshalve reeds gecodeerde) waarnemingen (aantal

bakterién per mm3) voor 2 typen bacterién Aj en 4, op tijdstippen t = 10,
20, 30, 40, 50.

t
10 20 30 40 50
A, 8.0 9.0 9.1 | 10.2 | 10.4
—9:2 10.0 | 10.3 | 12.2 | 12.6 | 13.9

I. Uitgangspunt: de toename van het aantal bacterién per tijdseenheid is voor

beide typen gelijk.

a)

b)

Pas het volgende lineaire model aan:
y = Boxo + B]xl + BZXZ + e
waarin:

X, voor het type bacterien

!
X, voor de tijd.

Codeer liefst zo, dat X'X een diagonaalmatrix wordt.

Teken de punten in het platte vlak, teken de grafiecken van de aangepaste
rechten en geef de componenten van Uw schatting b in de figuur aan.
Hoeveel vrijheidsgraden zijn beschikbaar voor de schatting van de restva-

riantie?

II. Uitgangspunt: we willen nu de groeisnelheden van de bacteriescorten verge-

lijken.

a)

Pas daartoe het volgende model aan:
L= Bp¥p ¥ Byxp * Boxy +Byxy t e
waarin:

X, Vvoor het type bacterien
x, voor de tijd

Xy = XX, de interactie van de (kwalitatieve) factor type
bacterie en de (kwantitatieve) factor tijd.




2,13,

b) Teken in een tweede figuur de punten, de aangepaste rechten en de compo-

nenten van Uw schatting b,

Hoeveel vrijheidsgraden zijn nu beschikbaar voor de restvariantie?

Opmerking. Het experiment is een volledig factorieel experiment (er zijn
waarnemingen verricht bij elk der mogelijke niveaucombinaties der in het ge-

ding zijnde factoren).

Bij een bepaald type radiobuis heeft men de verzadigingsemissie onderzocht
als functie van de gewichtshoeveelheid Ba Sr(003)2 op de kathode., De uit-

koms ten waren:

¥ = hoeveelheid
Ba Sr(C03)2 in mg 2.0 2.2 2.4, 2.6 | 2.8 | 3.0 3.2 3.4

y = I inmA 0 | 13 |16 |18 |19 | 21 19 | 17

Iedere waarneming is het gemiddelde van 10 buizen.,

We beschouwen het model:
I= 4 toux +e.
a) Door een geschikte codering krijgt men het model
y = BOXO + le] + e
waarbi] X, Z1en (xo,xl) = 0.

~2
Bepaal b, KSt, st’ KSr, %y

Wat is de schatting voor de variantie tussen buizen (voor buizen-met een-—

zelfde hoeveelheid Ba Sr(COa)Q)?

s var(b).

b) Bepaal ook v3r(a) als a de schatter is van a.

Geef een 95Z-betrouwbaarheidsinterval voor Gy

c) Bereken § en r en verifieer r'r = Ks_..

d) Geven de gevonden resultaten aanleiding tot het verwerpen van het be-
schouwde model?

Motiveer Uw antwoord.
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2.14. De opbrengst van een chemisch proces hangt af van reactietijd en temperatuur.

De niveaus van de factoren worden gegeven door

x, = tijdlo— 90
x. = remperatuur - 205

2 10 '

De waarnemingen zijn:

X, 0 0 -1 +1 -1 +1 0 0 Y2, /2 0 0
X, 0 0 -1 -1 +] +1 0 0 0 0 V2  =V2
y 88 87 79 84 91 77 90 85 81 83 80 8

Men wil het volgende model aanpassen:
L= Bg T Byxp T Bgxy tBgxy Y BuXy t Bgxyxy t e

a) Bereken é en ag.

b) Toets de hypothese: 83 = 84 = 85 = 0.

2,15, In een electrisch apparaat wilde men op een gegeven plaats de spanning meten
onder twee omstandigheden A en B. Men organiseerde daartoe de volgende
proefopzet,

Men koos uit de aanwezige voorraad aselect 10 apparaten. Vervolgens werd van
ieder apparaat eerst de spanning gemeten onder omstandigheid A; daarna werd

gemeten onder omstandigheid B,

Het omschakelen van A naar B vergde nogal wat tijd zodat het hele experiment
2 dagen duurde.

Bij het toepassen van de t—toets op de gemiddelde spanningen onder A en B

bleek: t8 = 3,07.

Men besloot toen de nulhypothese: omstandigheden A en B verschillen niet, te

verwerpen.
a) Wat is Uw commentaar op deze proefopzet en op de conclusies?

b) Geef een alternatieve proefopzet en maak daarbij een schema in welke

volgorde de metingen worden verricht,
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2.16. Gegeven zijn de volgende waarnemingen, verkregen uit een factorieel experi-

ment met 2 factoren:

e
Bl 32 33 34
A1 5.2 5.9 7.7 7.9
A, 8.2 9.0 9.1 10.5
A3 10.0 i0.3 12.1 12.7

a) Bereken de variantie-analyse-tabel.
b) Toets welke effecten significant zijn als gegeven is dat er geen interac-
tie is tussen A en B.

c¢) Zij nu B een kwantitatieve factor:

Bl: t = 10 sec 33: t = 40 sec
Bz: t = 25 gec BA: t = 55 sec.
De onderstelling is dat
E (t) =q +at+at2
Za, A, 1 2°
i i
Codeer:
* t - 32.5
t 7.5
en
xo |
xp = -1 voor AI H X, = 1 wvoor Al
X, = 0 wvoor A2 ; X, = -2 voor A2
X, = 1 wvoor A3 H X, = 1 wvoor A3
- " - t*2 ~ 3
*3 = O A

Bepaal schattingen voor B en var E_bij het model EZ.= XB.
d) Toets Hy: B, = 0 (o = 0.05).
e} Teets Hyt 83 = B4 = 0 (o = 0.05).
f) Hoe zou U de resultaten van deze analyse overzichtelijk kunnen samenvat-

ten?
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2.17. Twee rattendiéten, A en B, bevatten elk eenzelfde hoeveelheid gegeven' chemi-
calie, Men weet dat de opname van dit chemisch product in het organisme van
een rat lineair afhangt van het gewicht van de rat. Beide diéten werden door
verloting aan vier ratten toegewezen en het begingewicht van iedere rat werd
bepaald.

(Het begingewicht is een medeveranderlijke (engels: covariate) naast de
dieetveranderlijke. De vergelijking van de dieten rekening houdend met de

medeveranderlijke heet een covariantie-analyse.)

Na verloop van tijd werd het gewicht van de ratten opnieuw gemeten.

De gegevens zijn

1
Begingewicht 12 10 13 16 15 1 11 14 13
Dieet A A A A B B B B
Responsie 14,1 [12,5] 14.1 17.3l 14,81 10.0 [ 15.1 | 3.4

a) Geef het model (codeer de dieten op (=1,1)).

b) Pas het model aan bij de waarnemingen,

¢} Bepaal een 95Z-betrouwbaarheidsinterval voor 8, als x, de veranderlijke
is die het verschil in de dieten aangeeft. Welke conclusie kunt U hieruit
trekken t,a.v, de nulhypothese By = 07

d) Toets de hypothese dat het begingewicht geen invloed heeft op de respon-
sie (a = 0.05).

e) Geef een 90%7-betrouwbaarheidsinterval voor de verwachte responsie bij een
rat met begingewicht 12 en dieet B.

f) Stel dat we geen rekening houden met het begingewicht. Is er nu een ver-
schil in responsie tussen dieet A en dieet B (o = 0.05)? Geef ook het mo-
del.

g) Het is ook denkbaar dat iemand U als waarnemingen de gewichtstoenamen
overhandigt, maar verder niets weet van de lineaire afhankelijkheid tus-
sen opnamecapaciteit en gewicht. Welke conclusie trekt U nu t.a.v. het
verschil tussen dieet A en dieet B (a = 0,05)?

h) Vergelijk de verschillende resultaten en geef Uw commentaar.




2,18, a)

b}

c)
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Pas een lineair model
Yy = ao + a]x + e

aan bij de volgende waarnemingen

Geef schattingen voor de parameters @y en o, en voor de restvariantie cé.
Doe hetzelfde voor het model
y=PBptBxte

bij de waarnemingen

Neem aan dat de toevallige fouten e in beide gevallen dezelfde normale
verdeling hebben.

Toets de hypothese HO: a, = Bl (o = (0,05). .

Er zijn wasproeven verricht met 3 dogeringen van een wasmiddel en bij 3 tem-
peraturen. De resultaten zijn in de volgende tabel samengevat (het effect y
is gemeten in een maat die verder niet ter zake doet). Twee proeven zijn

misluke.

Temperatuur

o o Q

70 80 90

Dosering 35g } 56 60 -
40g | 59 60 61
45g - 60 64




a)

b)

2.20. In
en
De
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Pas een lineair model aan van de vorm

L= By Byxyp ¥ Byxy e

waarin X, met de temperatuur en Xy met de hoeveelheid wasmiddel overeen-
komt. -
Denk aan een verstandige codering!

Toets de volgende hypothesen (onbetrouwbaarheid « = 0,05):

i) H. : 82 =0

ii) H, :8 =§8,=20

een landbouwkundige proef werd het effect onderzocht van de rijafstand
van de bemesting op de opbrengst van suikerbieten.

rijafstand d werd op 30, 40 en 50 cm. genomen en bemest werd met de mest-

stoffen A,B en C.

De

opbrengsten waren:

Rijafstand (cm)
30 40 30

A 23 24 22

Meststof B 18 20 25

¢ 22 | 25 | 28

Het model is:

waarin x, =

a)

b)

o)

L= Byt R X *Byx  HBgxy e,

3

als meststof B werd toegepast,

——

al »
[ ]

2 [

5 = 1 anders,
{x3 = | als meststof C werd.toegepast,
¥, = 0 anders.

. 2
Bereken schattingen voor de parameters en voor var e =: 9y

Toets de hypothese dat de meststoffen A en B dezelfde invloed hebben

op de opbrengst.

Idem veor B en C.




- 2,14 -

2.21., Gegeven het lineaire model

y = bo + lel + 62x2 + 83}{1}(2 + e,

Om de parameters te schatten beschouwen we twee proefopzetten, 1 en II,

waarvan de waarnemingen in de volgende tabellen zijn weergegeven

. -1 | o | \;\xl -1 0 1
2 2
-1 Y1 Yy Yy -1 Y 19 V¥,
| 0 Yy Y Ye 0 Ve
! Y7 | Yg 1 Yg | ! YerYs Yar¥g
Proefopzet 1 Proefopzet II

Aangenomen mag worden dat in beide gevallen de fouten e onafhankelijk

zijn en dezelfde variantie Ué hebben.

Vraag a: Welke van de twee proefopzetten verdient de voorkeur o rond
o4 P p P B
van het criterium dat de som van de varianties van de schatters

van dJde parameters:

(var b, + var b, + var b, + var 93)

0 ) 2

zo klein mogelijk moet zijn ?

Vraag b: Een van beide proefopzetten is niet geschikt om een uitgebreider
model:

2 2
+B&x + 6.X% + @

y = BO +le[-+8 X +83x X | 5%y e

272 172

aan te passen. Welke proefopzet is dit? Motiveer Uw antwoord.
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Latijnse vierkanten

In een electronisch systeem moest de spanning worden gemeten onder 4 ver-
schillende omstandigheden A, B, C en D. De metingen werden echter belinviced
door de netspanning in het laboratorium. Omdat werd aangenomen dat de net-—
spanning gedurende iedere dag hetzelfde patroon volgde (door het verbruik
van nabijgelegen industrieen) en omdat de gemiddelde netspanning van dag tot
dag varieerde, werd een Latijns vierkant toegepast.

De gegevens (in Volts) waren:

Dagen

| 2 3 4
& A B C D
o |
o 104 | 108 | 126 | 112
Q
o
v C D A B
g 2
o 111§ 124 {110 | 121
3
o B o D A
80 3
: 120 | 115 | 126 97
s |
5 A D A B c |
4 118 {113 | 116 | 127

a) Geef het meest volledige model bij deze proefopzet,

b) Pas variantie—analyse toe op deze gegevens (codeer eerst!).

¢) Toets of er verschillen zijn tussen de omstandigheden en geef Uw conclu-
sies overzichtelijk weer,

d) Indien gevraagd wordt of de drie factoren samen (dagen, perioden, omstan-

digheden) van invloed zijn, formuleer dan Hy, toets Hy en geef het aange-

0
paste model.




3.2, We willen de slijtage van 4 typen (A, B, C en D) autcbanden vergelijken
d.m.v. een rijtest. Hiervoor nemen we 16 banden (van elke socort 4) en 4
auto's van verschillend type om een grotere geldigheid voor onze conclusies

te verkrijgen.

a) Hoe kan men het beste de 16 banden over de 4 auto's verdelen zodat het
"auto~effect" geen systematische invloed op de conclusies heeft,

Schiijf ook het (lineaire) model voor de waarnemingsresultaten op.

b) Omdat we echter vermoeden dat de bandenslijtage i:iet alleen per auto ver-
schilt maar ook van de wielpositie afhangt, gebruiker we zen Latijns
vierkant als proefopzet. Aan welke voorwaarde moet dan worden voldaan?

Geef het bijpassende volledige model.

c) We trekken een (willekeurig) & x 4 Latijns vierkant, monteren ve¢- olgens
de banden op de wijze voorgeschreven door het vierkant en na de i test

krijgen we de volgende resultaten:

auto 1 2 3 4
wielpositl
links voor C: 4 A 5 D:6 B: 2
rechts voor B : 2 D7 Az 4 C: 4
links achter A3 C:8 B: 6 D:5
rechts achter D :7 B : 4 c:9 A 3

Toets de hypothese dat er geen verschil tussen de 4 bandensoorten be-
staat. Zijn er ook redenen aan te nemen dat er "auto-effect” enfof "wiel-

positie-effecten” zijn?

3.3. Om gaten te maken in stripmateriaal doet men een electrische ontlading
plaats vinden tussen een electrode en het materiaal.
Men wil meten met welke van 5 verschillende vormen (A, B, C, D en E) van
electroden het snelst gaten kunnen worden gemaakt.
Om deze vraag te kunnen beantwoorden worden in 5 verschillende strips 5 ga-
ten gemaakt, zodanig dat bij dezelfde positie op ieder van de 5 strips
slechts &&n electrode vorm wordt gebruikt.
We hebben dus te maken met een Latijns vierkant, waarbij de strips en de po-
sities op de strips de blokken vormen.

De resultaten van de proef zijn gegeven in onderstaande tabel.
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positie
strip 1 2 3 4 5
1 A 3.5 B 2.1 c 2.5 D 3.5 E 2.4
E 2.6 A 3.3 B 2.1 C 2.5 D 2.7

D2.9 E2.6 A35 B27 C2.9
C2.5 D29 EB3.0 A3.3 B23
B2,1 C€2.3 D3.7 E3.2 A3.5

b B~ W o

a) Geef de variantie-analyse en toets met een betrouwbaarheid van 957 welke
effecten significant zijn.
b) Als proefopzet is hier gekozen voor een Latijns vierkant. Welke veronder-

stellingen moet men maken om deze keuze te rechtvaardigen?

3.4, Vier tarwerassen, aangeduid met A, B, C, D en vier meststoffen a, B, v, &
zijn met elkaar vergeleken op 16 proefvelden. De proefopzet bestond uit het

volgende Grieks-Latijns vierkant

Kolommen

Rijen |Aw | BB Cy | DS
By | AS Da | CB
Cé Dy AB Ba
DR Co BS§ Ay

De opbrengsten waren als volgt:

26 | 20 18 | 24

14 | 20 | 20 18

10 18 | 24 | 20

22 18 | 22 | 26

Toets met onbetrouwbaarheid van 0,05 welke effecten significant zijm.
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3.5. In een electronisch systeemmoest de spanning worden gemeten onder 4 verschil-
lende omstandigheden A, B, C en D. De metingen werden echter onafhankelijk
van de omstandigheden beInvloed door de netspanning.

Aangencmen werd dat de netspanning gedurende iedere dag hetzelfde patroon’
volgde wegens het verbruik van nabij gelegen industrieén; de gemiddelde net-
spanning varieerde bovendien van dag tot dag.

Er werd ddarom gekozen voor een Latijns vierkant: De resultaten in Volts wa-

ren de volgende:

Dagen
1 2 3 4
I A B C D
e | 120 122 123 123
g =
g 2 B A D C
35 8 .
5 121 125 120 126
-
® o
& g 3 s D A B
§ 126 124 123 123
-bb

4 r D C B A
121 125 122 124

a) Geef het meest volledige model dat bij dit schema mogelijk is.
b) Voer een variantie-analyse uit.

¢) Wat zijn Uw conclusies?



3.6. De kwaliteit van een beschermingslaag hangt af van 4 factoren: vernisconcen-
tratie, acryleidconcentratie, acetonconcentratie en dompeltijd. Om de invloced

vast te stellen werd een Grieks-Latijns vierkant toegepast met de volgende

resultaten.
vernisconcentratie
dompeltijd 4 ] 14 2
30 CR(10) By (6) DS(11) Ax(5)
20 Ba(8) C8(8) Ay (1) DB (8)
10 A3 (6) D (1) BR(8) Cy(7)
5 Dy (4) AB(3) Ca(2) B6 (3)

A, B, C en D zijn de 4 niveau's van de concentratie acryloid, a, B, ¥ en &
van de concentratie aceton.
Gebruiken we voor de factoren tijd, vernis, aceton en acryloid resp. de in-

dices i, j, k en & dan geldt:

2 2 -

I g = 762 Ix,,, /4 = 652}
ixl,, /4 = 702 1x%, /4 = 626}
I, /4 = 649} Ix*,. /16 = 625 .

a) Analyseer deze gegevens en toets welke effecten significant zijn (a=0.05).
b) Aan welke onderstellingen moet voldaan zijn voor het toepassen van
een Grieks-Latijns vierkant?
c) Aan welke onderstelling moet voldaan zijn voor de onder a) gebruikte
toets? ' '
d) Waarom is een 3 * 3-Grieks-Latijns vierkant een weinig geschikte proefop-
zet?




4.

4.1,

4.2,

Factoriele proefopzetten

Voor de bestudering van graasgewoonten van vee zijn er waarnemers nodig. Om
na te gaan of er grote verschillen zijn tussen waarnemers werd het volgende
experiment opgezet., Op een middag werden in een afgesloten wei 10 stuks vee
gezet. Aan 5 waarnemers werd gevraagd de dieren gedurende anderhalf uur te
observeren en te noteren hoeveel minuten elk dier aan het grazen was.

Om het rekenwerk te beperken volgt hieronder slechts een gedeelte van de

waarnemingsuitkomsten.

waarnemer dier

] 2 3 4
34 76 75 31
33 76 72 29
C 35 78 76 30

a) Hoe luidt het bijbehorende model?
b) Toets met een onbetrouwbaarheid van 57 of er verschillen zijn tussen de

waarnemers.

Er werd een experiment uitgevoerd om het effect van 3 kwaliteiten fosfor en
2 typen glas op de lichtopbrengst (in yA) van een TV-buis te bepalen. Per

. , . . . 2
niveaucombinatie werden 3 waarnemingen verricht om oy te kunnen schatten.

Bovendien werd volledige verloting toegepast. De gecodeerde resultaten waren:

fosfor

A B C

8

I 10
7 6

Glas

-6 0 -8
II -5 -4 -7
-4 =5 -6

a) Geef de variantie-analyse-tabel.

b) Toets welke effecten significant zijn.
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4.3, Een onderzoeker verzamelde onderstaande gegevens over gemiddelde uurlonen
die in verschillende bedrijfstakken in verschillende steden van de Verenigde

Staten werden uitbetaald.

Stad u Handel Industrie Dienstensector
4,17 3.92 4.51
San Francisco 2.87 9,85 6.50"
3.93 7.51 6.55
4.12 8.61 5.66
5.99 9.23 6.20
Chicago 6.38 9.84 5.20
3.72 8.69 3.75
3.85 9.78 4.16
9.65 6.96 4.59
New York 9.39 6.54 5.38
9.02 6.57 5.68
“ 8.90 5.90 5.42

Analyseer deze gegevens en geef de resultaten en conclusies overzichtelijk

weer.

4,4, Er is een experiment uitgevoerd om schimmelgroei op houten afwerkingen van
buitenmuren van huizen te vergelijken voor drie soorten verf (Vl, Vos V3),
twee soorten zonbelichting (Zl’ Zy3 denk hierbij aan noord- en zuidmuur) en
op drie verschillende plaatsen (P,, P,, P3) in de Amerikaanse staat Florida.
Voor ieder der niveaucombinaties der factoren werden 4 experimentele opper-
vlakken genomen waarop de schimmelgroei na een jaar werd gemeten.

De waarnemingen zijn:



Z) 29
v v, v, | v, v, v,
sl 6 5| 1412 9
b, 71 6! 81 12111 s
o 71 7] 14|11} 8
sl 81 71 15|11/ 7
6l s 1| 1410 7
71 7t 21 15|10 6
Py
70 75286 13101 7
sl 61 1] 12) 9 8
wlio) 71 23120 {10
11110 5 | 2221
P,
13012 4] 20|21
i1l al 2119 8

a) Analyseer deze gegevens en geef Uw conclusies samenvattend weer.

b) Geef een schatter van het verschil in gemiddelde schimmelgroei van twee
plaats-verf-combinaties en bepaal de variantie van deze schatter (de twee

combinaties zijn willekeurig te kiezen).

c) Veronderstel nu, dat de waarnemingen zijn uitgevoerd in blokken. Van bo-
ven naar beneden gerekend behoren de waarnemingen van iedere niveaucombi-

natie van Z, P en V bij blok | t/m blok 4. Is het blokeffect significant?

4.5, Er werd een experiment uitgevoerd om te bepalen hoe de levensduur van shij-
gereedschap afhangt van metaalsoort en snijsnelheid. De waarnemingen werden
volledig verloot. De resultaten van het experiment staan in de volgende ta-

bel (levensduur in eenheden van honderd uren):




snijsnelheid

laag | matig| hoog

14 14
metaal I 8 15 12
10 13 {0

13 17 12
metaal II 12 15 14
11 16 13

a) Hoe luidt het volledige model?
b) Geef de variantie-analyse tabel.
c¢) Toets welke effecten significant zijn.

d) Geeft kort en overzichtelijk het resultaat van de analyse.

4.6. Er worden 2 soorten lijm voor glasverbindingen beproefd. Daarbij zijn 3 me-
thoden te onderscheiden, Omdat er wellicht een interactie bestaat tussen de
methode van lijmen en de lijmsoort worden herhalingen uitgeveerd.

De gecodeerde resultaten van de sterkteproeven zijn:

Me thode
i 2 3
047 | 3
2 6
Soort lijm
00 T 10 11 10
5 7

a) Hoe luidt het model voor deze proefopzet? (Inclusief onderstellingen!)
b) Voer een variantie-analyse uit.

c) Toets welke effecten significant zijn (a = 0.05).



5. Codering en orthogonale polynomen

5 1. Van 3 verschillende typen radiobuizen werd de opwarmti]
¢ e

d T van de kathode

bepaald in seconden.

De volgorde der waarnemingen is door loting bepaald.

De resultaten van de metingen wareni

a)

b)

c)

d)

e)

b)

Type T in gec.
A 26, 19, 23, 35
B 40, 24, 20
C 16, 18, 19, 17, 19, 26

Geef 2 onderling orthogonale contrasten voor de verschillen tussen de 3

typen.

Bereken de 2 bijbehorende kwadratensommenﬁ

Bereken uit de 3 series waarnemingen een schatting voor 08 met bijbeho-

rend aantal vrijheidsgraden.

Bereken de totale kwadratensom en de kwadratensom voor de typen buizen

(rijen). Vergelijk het resultaat met de uitkomsten bij b).

Geef de variantie-analyse en toets of er verschil is tussen de 3 typen

buizen.

Pas met behulp van orthogonale polynomen een geschikt lineair model aan

bij de volgende serie waarnemingen:

fl

X,

i 25; 30; 35; 40; 45; 50; 55; 60

i 1.20; 1.265 1.30; 1.30; 1.32; 1.36; 1.34; 1.28 .

Geef een 957-betrouwbaarheidsinterval voor de restvariantie US.




5.30

5.4.

Voor verschillende snelheden is de gemiddelde afstand bepaald waarbinnen een

auto tot stilstand komt bij plotseling hard remmen:

x = snelheid (mijlen/uur) 20 30 40 50 60 70

y = afstand (voet) 34 90 138 206 292 396

a) Bepaal m.b.v. SC-tabel 9.6 een polynoom y=£(1,%,..,x") van zo laag moge-
1ijke graad, dat in statistische zin voldoende goed past bij deze waarne-
mingen (zie voorbeeld polynocomaanpassing, SC pag. 23).

b) Voor welke waarde(n) van x is var § minimaal?

Er werd een 2 * 3-factoriele proefopzet uitgevoerd om de invloced van tempe-
ratuur en druk te bepalen op de opbrengst van een chemikalie. De druk werd
ingesteld op 50 resp. 80 eenheden, de temperatuur op 100, 200 en 300 °F.

Het is bekend dat er geen interactie is tussen deze twee factoren. De opbreng-

sten waren.

Temperatuur (OF)

1006 200 300

50 21! 23 26
Druk
80 22 23 28

a) Geef het meest uitgebreide lineaire model voor deze proefopzet met bij-
behorende coderingen en onderstellingen.

b) Bereken schattingen voor de parameters en voor cg.

c) Ga na welke parameters op statistische gronden uit het model verwijderd
kunnen worden (a = 0,05).
Hoe luidt nu het gereduceerde aangepaste model?

d) Geef een 957~ betrouwbaarheidsinterval voor de opbrengst bij een druk
van 60 eenheden en een temperatuur van }50 °F. Ga daarbij uit van het

gereduceerde model.
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5.5, Om het effect van de concentratie van een katalysator (C) en van de tempera-
tuur (T) op de conversie van veresteringsproces te onderzoeken werd de vol-
gende proef uitgevoerd. De temperatuur werd ingesteld op 180, 200 en 220
graden Celcius. De coﬁcentratie werd gekozen op 4 niveau's: 0.5, 0.6, 0.7
en 0.8 mmol/gr.

Beschouwd wordt het volgende model:

T +a CT +a 02 .

Ez_= ao + alC + 02 3 4

Om tijd en kosten te sparen werd geen volledige proef uitgevoerd. De (geco-

deerde) waarnemingen zijn:

Temperatuur in °C
180 200 220
0.5 3 -5
concentratie 0.6 . 836
in mmol/gr. 0.7 7 10;8
0.8 11 39

a) Kies met behulp van orthogonale polynomen een codering van X|» Xy, X, en

3
X, voor het aequivalente model:

Ey = 8y + 8% + Byx, + Byxy + B,x,

zodanig dat X'X een diagonale matrix wordt.
b) Bepaal B en 68 . : _
c) Uit andere proeven is een schatting bekend van de toevallige fout bij het
bepalen van de conversie: 65 =13, v =17, ) |
Bereken uit de beide schattingen een nieuwe schatting voor 0y en toets de
hypothese dat de concentratie geen kwadratisch verband heeft met de con-
versie (o = 0.05).
d) Bepaal, uitgaande van het eventueel gereduceerde model een 95Z-betrouw-

. . . .. o
baarheidsinterval voor de conversie bij een temperatuur van 220 C en een

concentratie van 0,7 mmol/gr.
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5.6, Onderzocht werd het effect van de concentratie van een katalysator en van de
temperatuur op de conversie van een veresteringsproces.

Bij elke niveaucombinatie werden 2 bepalingen verricht. De gecodeerde waar-

nemingen zijn:

Temperatuur in C

175 200 225

Concentratie in | 4 230 163 20 | 253 27

1074 mol/gr 8 63 8 19; 21 | 283 32

Beschouwd wordt het model

y = uO + alC + azT + a3T2 +e.

a) Bepaal voor het equivalente model
Y= By v ByX; + Boxg * Baxg e

het verband tussen C, T resp. Xi» X, en Xq, als gegeven is dat de con-

trasten X, X, e€n X, onderling orthogonaal zijn,

b) Bepaal schattingen van B en cg.
¢) Toets met een onbetrouwbaarheid van 5% de hypothesen By = 0, By = 0 en

63 = 0,

d) Geef een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de verwachte responsie bij een

. - =]
concentratie van 5 x 10 4 mol/gr en een temperatuur van 200 C.
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6, 2n—proefopzetten

6.1. Gegeven zijn in verlote volgorde de uitkomsten van een 23-experiment:

a)

b)

c)

6.2, We
De

a)
b)

c)

a 22 ac 30
(n 12 be 24
abc 40 b 18
ab 30 c 20

Bereken met behulp van de algoritme van Yates de effecten en kwadraten-
sommen.

Toets welke effecten significant zijn en geef een schatting van de rest-
variantie als aangenomen mag worden dat interacties verwaarloosbaar

zijn,.

Geef een 957-betrouwbaarheidsinterval vande verwachte responsie inde situatie dat

A en B op het hoge niveau zijn en C op het lage niveau is.

beschouwen nog eens het 2%-factorieel experiment van opgave 2.8.

waarnemingen waren

—

10 22.2 | 24,5 24.4 } 25.9
50 P
20 19.4 | 24,1 25.2 18.4

. 10 || 22.1 | 19.6 | 23.5| 16.5
70°| »
20 || 14.2 | 12.7 | 19.3 | 16.0

Analyseer deze gegevens m.b.v. het algoritme van Yates.

We nemen aan dat interacties van 3 of meer factoren te verwaarlozen zijn.
Toets welke effecten (zowel hoofdeffecten als interacties) significant
zijn.

Vergelijk de resultaten met die van opgave 2.8.
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6.3, Gegeven zijn de resultaten van een 23—experiment met 2 herhalingen in blok-

ken. Binnen elk blok zijn de waarnemingen verloot.

blok I | blok II
(1) 39 40
27 29
37 39
ab 27 30
c 45 47
ac 30 34
be 45 47
abc 33 35

Interacties van 3 en meer factoren zijn verwaarloosbaar.

a)
b)
c)
d)

e)

6-40 In
De

a)

b)
c)

Hoe luidt het meest unitgebreide lineaire model?
Bereken de effecten met bijbehorende kwadratensommen.
Toets welke effecten significant zijn.

Hoe luidt het gereduceerde aangepaste model?

Bereken de schatting van de variantie van de geschatte parameters.

een factorieel 3-factoren experiment zijn 16 waarmemingen uitgevoerd,

resultaten zijn:

niveaucombinatie H, H,
(1) 74 78

111 118

89 86

ab 101 129

c 78 100

ac 116 138

bc 69 86

abce 98 131

Voer een Yates analyse uit voor het geval elk tweetal bepalingen bij de-
zelfde niveaucombinaties van A,B,C als duplo'’s zijn op te vatten,

Idem voor het geval de herhaling in 2 blokken heeft plaatsgevonden.

Idem voor het geval H, en H, twee niveaus vertegenwoordigen van een fac-

tor H, die ook interacties met A, B en C kan hebben.



d) Vergelijk de drie analysen., Welk model 1lijkt U juist? Waarom?
e) Wat is nu de schatting van de restvariantie?

Welke effecten zijn significant?

~

f) Geef het aangepaste model; geef de schatting voor de variantie van EA'

6.5. Een 23-factorieel experiment werd tweemaal in zijn geheel uitgevoerd

6.6.

(herhaling in 2 blokken)., Analyse van de resultaten leverde het volgende

aangepaste model

y=2+ 3xl + 0.3 Xo * 4.1 xq + 0.3 X%, + 2.3 XoXg + X X4 + 0.5 X, s

waarbij X|s Xp en Xy de niveaus van de 3 factoren (gecodeerd op -1, +1) weer—
geven, Verder is x, = =1 voor het eerste experiment en x, = +1 voor het
tweede,

fer s .. . 2
a) Hoeveel vrijheidsgraden zijn beschikbaar voor het schatten van %G ?
b) Is er aanleiding om aan te nemen dat er een xlxz-interactie is, als

66 = 1 ? (Toets met onbetrouwbaarheid wvan 53%.)

c) Stel een 957Z-betrouwbaarheidsinterval op voor B! (i.e. de coefficiént van
xl).

d) Als het 2%-experiment wordt uitgevoerd in k blokken, dan coderen we de
k-1 contrasten voor blokken zodanig dat deze orthogonaal zijn t.o.v. de anderen.
i) Hoeveel vrijheidsgraden zijn nu beschikbaar voor de schatting van cé ?
ii) Als 5% = 1, hoe groot moet k dan minstens zijn opdat B, geschat kan

worden met een nauwkeurigheid van * 0.2 of minder?

(Nauwkeurigheid = tv(ia)sgl » o = 0,05.)

Een 25-factorieel experiment wordt uitgevoerd in 4 blokken van 8 experimen-
tele eenheden. Twee van de met blokken verstrengelde contrasten zijn gege-
ven, nl. ABC en ADE,

a) Geef aan hoe de waarnemingen over de 4 blokken zijn verdeeld.

b) Hoe wordt de kwadratensom voor blokken berekend en hoeveel vrijheidsgra-
den behoren daarbij?

c) Als interacties van 3 en meer factoren te verwaarlozen zijn, hoeveel

vrijheidsgraden zijn dan beschikbaar voor de restvariantie?




6.7. Een 25-experiment wordt uitgevoerd in 4 blokken van 8 niveaucombinaties. De

met blokken verstrengelde contrasten zijn ABD, ACE en BCDE.

a) Hoe zijn de waarnemingen over de blokken verdeeld?

b) Geef voor elk van de contrasten ABD, ACE en BCDE aan met welk orthogonaal
contrast tussen blokken zij verstrengeld zijn.

¢) Hoeveel vrijheidsgraden zijn beschikbaar voor het schatten van hoofdef-
fecten, interacties, blokeffect en restvariantie, als interacties van 3

en meer factoren verwaarloosbaar zijn?

6.8. Onderstaande tabel geeft het resultaat van een { fractie van een 26'proefop-

zet, in de verlote volgorde waarin de waarnemingen werden uitgevoerd.

Waarn. nr. Comb. Y Waarn. nr. Comb. Y
1 df 78 5 (1) 74
2 abedef 129 10 bde 86
3 cde 110 11 ae 111
4 adef 118 12 be 69
5 cef 78 13 abd 131
6 acf 116 14 bedf 86
7 acd 138 15 abf 101
8 bef 89 16 abce 98

a) Wat zijn de definiérende contrasten?

b) Analyseer deze gegevens, ervan uitgaande dat alle interacties

te verwaarlozen zijn.

c) Vat het resultaat van deze proef kort samen.



6.9. a) Geef aan hoe de waarnemingen in 2 blokken zijn gedeeld voor een | fractie
van een 2°-experiment met als definiérende contrasten I = ABC = — CDE =

= — ABDE, terwijl ABCDE met blokken is verstrengeld.

b) Hieronder volgen de gegevens van een halve fractie van een 2°-experiment

in verlote volgorde:

(1) 11 ac 11 acd 18 abce 14
cde 15 d 19 ce 17 ab 17
ae 14 abd 19 bed 18 ade 14
be 20 be 21 abede 18 bde 20

(i) Bepaal het definiérende contrast.
(ii) Toets welke effecten significant zijn, indien interacties van 3 en

meer factoren te verwaarlozen zijn. Geef daarbij aan welke effecten

verstrengeld zijn,

6.10. Voor een 27-3-proefopzet zijn de definiérende contrasten:
I = ABEG = ACFG = BCEF = ABCD = CDEG = BDFG = ADEF .
Bovendien is EG verstrengeld met blokken.

a) Bij welke niveaucombinaties moeten waarnemingen worden gedaan en hoe zijn
de niveaucombinaties verdeeld over de twee blokken?

b) Hoeveel 2-factoren interacties Kkunnen worden bepaald? (Een effect kan
worden bepaald als het alleen verstrengeld is met interacties van 3 of

meer factoren.)

6.11. De uitkomsten van een fractionele 2%-proef uitgevoerd in twee blokken zijn:

Blok 1 Blok 2
cd 15.8 bd 8.9
(1) 9.9 ad 12.1
abed 13.5 ac 15.6
ab 7.9 be 13.0

a) Wat is het definierend contrast?

b) Welk effect is verstrengeld met het blokeffect?

c) Zet de niveaucombinaties in een standaardvolgorde en voer een Yates—ana-
lyse uit.
Geef daarbij aan welke effecten verstrengeld zijn.

d) Toets welke van de hoofdeffecten significant zijn (@ = 0.05).

Neem daarbij aan dat er geen interacties zijn.
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. . 5=2 ,
6.12, Bij een 2° "-experiment werden de volgende (gecodeerde) waarnemingen gevonden.

(1) = -2 de = -4
ab = 18 abde = 24
bed = 10 acd = 2
ace = 4 bce = 12 ,

Interacties tussen de factoren zijn te verwaarlozen.

a) Wat zijn de definierende contrasten?
b) Voer een Yates—analyse uit.

c) Ga na welke hoofdeffecten significant zijn (a = 0.05).

6.13. Een proef werd opgezet om de invloed van een drietal factoren op de vereiste
kracht (in p.k's) bij het draaien van een werkstuk te bepalen. De factoren
waren: T = type beitel (2 types), M = manier van draaien (2 manieren: conti-
nu en onderbroken) en H = hoek van de beiteltop met het werkstuk (2 hoeken:
15° en 30°). Men besloot 3 metingen te doen bij iedere niveaucombinatie en
het experiment werd volledig verloot.

De resultaten waren: (reeds gecodeerd)

T = type beitel
1 2

H = hoek beitel hoek
15° 30° | 15° 1 30°
M= 5 4 4 6
manier Continu 2 4 4 8
van 6 b 4 5
draaien 4 3 0 4
Onderbroken 1 5 1 4
2 4 4 3

a) Voer de Yates—analyse uit,

b) Welk(e) effectf{en) is (zijn) significant? (a = 0,05)

¢) Geef het aangepaste model (met weglating van eventuele niet-significante
effecten).

” [+]
d) Wat is de geschatte responsie bij continu draaien onder een hoek van 25 7
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6.14. In zekere situatie (5 factoren, 2 niveaus) wenst men een experiment in 4

6.15,

blokken 3 4 waarnemingen uit te voeren. De 3e orde effecten (ABC etc.) kunnen
bij voorbaat afwezig worden geacht. Ten aanzien van de keuze der met contras=-
ten tussen blokken te verstrengelen effecten bestaat geen voorkeur. Als zoda-

nig zijn aangewezen AB en AC.

De waarnemingen zijn:

blok 1 blok 2 blok 3 blok 4

(1) 45 abde 71 acde 85 bc 51

abed 85 ce 59 be 45 ad 47

abce 73 cd 59 bd 41 ae 63

de 45 ab 67 ac 69 bede 55

Lo~ = 248 L ~= 256 L ~= 240 ~= 216 T~ = 960

a) Welk(e) definierend(e) contrast(en)'is (zijn) gekozen?
b} Laat zien dat bij het in deze opzet resulterende model geen restkwadra-
tensom ter beschikking staat, '
Uit vroegere waarnemingen 1s echter een schatting van EEfesidu bekend,
~2

nl. oy = 15 met v = 8,

c) Voer vervolgens het algoritme van Yates uit en beoordeel de diverse ef-
fecten op hun significantie,

d) Bereken rechtstreeks de KS die behaort bij verschillen tussen blokken en
vergelijk deze KS met de juiste combinatie van KS'en, verkregen via het
Yates-algoritme.

e) Geef het aangepaste model met de bijbehorende parameterschattingen.

De (gecodeerde) waarnemingen van een 24-experiment in 4 blokken zijn:
blok 1] blok 2 blok 3 blok 4
(n -2 d 2 b ] bd 1
cd 8 c 7 bed 6 be 5
ab O abd 4 a 4 ad 4
abcd 6 abe 4 acd 10 ac 8

a) Bereken met behulp van het Yates-algorithme de effecten en kwadratensom
men.

b) Welke effecten zijn verstrengeld met het blokeffect.

c) Het is bekend dat de met het blokeffect verstrengelde effecten en boven-
dien alle interacties van 3 en meer factoren verwaarloosbaar klein zijn.
Geef de variantie-analysetabel en toets welke effecten significant zijn
(a = 0.05).
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4 . . .
De meetresultaten van de helft van een 2 -experiment zijn

bed 4.9 aed 5.2
c 5.0 abd 4.7
d 4.8 a 5.0
b 4.8 abe 5.4

a) Bereken met behulp van het Yates—algorithme de effecten en bijbehorende
kwadratensommen.
Geef daarbij] aan hoe de effecten verstrengeld zijn.
b} Uit vroegere metingen is een schatting bekend van 02:

0
)

JO = (.01 met v = 10 .

Toets welke effecten significant zijn (o = 0,05).

c) Als alleen rekening wordt gehouden met de significante effecten, wat zijn

dan de schattingen van de hoogste en van de laagste responsie?

Van een 26-proefopzet is een kwart uitgevoerd in twee blokken. Het betrof de

volgende niveau-combinaties:

blok 1 blok 2
(1) ab
bdf adf
acf bef
abed cd
ade bde
cdef ace
bce ef

abef abcdef

a) Wat zijn de definiérende contrasten en welk contrast is verstrengeld met

blokken?

b) Zet de waarnemingen in een standaardvolgorde. Geef vervolgens hierbij de

groepen van verstrengelde effecten in de juiste volgorde.

c) Hoeveel vrijheidsgraden zijn beschikbaar voor hoofdeffecten, interacties,
blokeffect en restvariantie?
(Opmerking: Interacties van 3 en meer factoren worden verondersteld van

geen betekenis te zijn.)
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6.18. Op 3 achtereenvolgende dagen is een halve fractie van een 24~proefopzet uit-

gevoerd., Elke dag is de volgorde der waarnemingen opnieuw door loting vast-
gesteld.

De resultaten van de proef waren:

niveau- combinatie |1° dag |2° dag [3° dag

a 6 11 7

abd 5 I0 15

acd -1 2 -1

d -2 O 2

b 18 24 12

c 9 10 5

bed 11 9 i0

abce 10 6 14

56 72 64

&) Wat is het definierend contrast?
b) Ga na welke effecten significant zijn (a = 0,05).

¢) Geef, uitgaande van het gereduceerde model, een 95%-betrouwbaarheids~

interval voor de responsie bij niveaucombinatie bd,

(Gebruik de variantieschatting die verkregen wordt na samenvoegen van

de niet-significante effecten).

6.19. Een proef met 6 factoren, ieder op 2 niveau's,wenst men te beperken tot 16
P ’ P

waarnemingen.

a) Hoe moet de proef worden ingericht, opdat geen enkel hoofdeffect met een
2-factor interactie samenvalt?

b) Geef een groep van 16 ~ombinaties voor een dergelijk éxperiment in een
standaardvolgorde en geef hierbij ook de juiste volgorde aan van de

groepen verstrengelde effecten.
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6.20, i) Een fractionele 26—proef wordt uitgevoerd in blokken.
De definiérende contrasten zijn: I= -ABCD = - CDEF = ABEF.
Het contrast ADF is met blokken verstrengeld.
Bi} welke niveaucombinaties moeten waarnemingen worden gedaan en hoe

zijn deze waarnemingen over de blokken verdeeld?

ii)Om het effect van een kwalitatieve factor A en twee kwantitatieve
factoren p en C op de responsie y na te gaan werd een 23;proef uit-
gevoerd. De volgende effecten bleken significant te zijn: A = 5,
B =3, C=4en AB = 6. '
Het gemiddelde van alle 8 waarnemingen was: § = 40. De meetfout werd
uit voorafgaande proefmetingen bepaald: 802 = 14.4, v = 20.
Geef een 95 I-betrouwbaarheidsinterval voor de verwachting van de

geschatte responsie voor A op het hoge, B en C op het lage niveau.

6.21. De gemiddelde maandtemperatuur op een willekeurige plaats in Nederland hangt
af van verschillende factoren, waarvan we de volgende drie factoren het meest

relevant achten:

A ligging van de plaats al dan niet aan zee,
B ligging in noord-, midden~ of zuid-Nederland,

C de maand waarin de temperatuur gemeten wordt.
We onderzoeken de invloed van deze factoren elk op twee niveau's:

A: wel -~ niet aan zee,

B: Noord-Nederland -~ Zuid-Nederland,

G: januari-juli.

De waarnemingen van de jaren 1974 en 1975 (blokken!) staan in de volgende

tabel uitgedrukt in °c.

aan zee niet aan zee

noord Den Helder Eelde
2.5 3.0 0.5 i.5 |januari
16,0 16.5 17.5 18,5 |juli
Viissingen Eindhoven

zuid 4.0 4.0 1.5 2.0 {januari
17.0 18.0 18.0 19.5 |[juli
1974 1975 1974 1975
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a)
b)

¢)
d)
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Geef het volledig lineaire model (met de kodering!).

Bepaal de kleinste kwadraten schattingen van de modelparameters en geef
een schatting van de restvariantie.

Toets welke effecten significant zijn (¢ = 0.05).

Geef de schattingen van de verwachte gemiddelde maandtemperaturen voor de

8 niveaucombinaties van de factoren A, B en C volgens het gereduceerde model.

De volgende tabel geeft 8 waarnemingen van een roteerbare proefopzet van 2

variabelen.
xr -2 -1 0] | 2
*)
-3 Y2 Y3
-1
0 Yy Yps¥g Yy,
|
%] v Y
We beschouwen het model

a)

b)

c)

. 2 2
Y= Byt Byxp ot Byxy + Baxyxy) + B X + Box, 4 e

Laat zien dat var(jy) constant is in punten op gelijke afstand van het
midden van het experimenteergebied.

Wat is de maximale waarde wvan var(y) in het experimentele gebied en waar
wordt dat maximum bereike?

Wat is de minimale waarde van var(¥) en waar wordt dit minimum bereikt?
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6.23. Cegeven is het lineaire model

_ , 2 2
Y= By T ORE Y ByXy P B Ep B Xy Byux, +oe

We beschouwen een proefopzet met 12 waarnemingen, 4 in het punt (0,0) en 8

op de hoekpunten van een regelmatige 8-hoek:

] 2 4 5 6 7 8
X, Y2 |1 0| =1 | ~V/Z [ -1 0 1
X, 0|1 V2 1 1] -1 { =2} -1

- .. . . 2
De fouten e zijn onafhankelijk en normaal verdeeld met bekende variantie 9y

a) Bepaal de variantie-covariantie matrix van de schatter b van de parameter-

vector.

Hierbij kan de volgende matrix-inversie worden gebruikt:

3 2 2 8 -4 -4
-1

2 3 1 =gl 5 1.

2 1 3 -4 15

b} Bepaal var(y), de variantie van de geschatte verwachting van y in de

volgende drie punten:

L 1|2 3‘

X 4] 1 1y .
N |
E To_ 0 L’ |

¢) Laat zien dat var(y) constant is op cirkels om de vorsprong:
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Gemengde modellen met gekruiste en geneste factoren

In zeker land met 30 provincies is een onderzoek uitgevoerd naar variaties
in de tarwe-opbrengst. Voor elk der provincies is in 5 gemeenten, telkens op
10 boerderijen per gemeente, door loting &&n hectare aangewezen, waarvan de

opbrengst werd bepaald. De rekenaar heeft berekend XS met 1499, en verder

tot
7 kwadratensommen met resp. 29, 4, 9, 116, 261, 36 en 1044 vrijheidsgraden.
a) Stel het model op; geef daarbij ook aan, aan welke factoren U stochasti-

sche niveaus toekent en geef de bijbehorende modelvoorwaarden.

b) Stel de variantie—analysetabel op (waarbij U beschikt over de 8 bovenge-

noemde kwadratensommen).

¢) Geef voor twee situaties aan hoe getoetst dient te worden:
I de provincies omvatten een groot aantal gemeenten;

I1 de provincies omvatten elk slechts vijf gemeenten.

Uit 3 partijen (P) van een grondstof worden telkens 3 monsters (M) genomen
en aan ieder monster werd een analyse in duplo (H) uitgevoerd. We onder-

stellen dat H een hoofdeffect geeft, maar dat interacties waar H in vodr-

komt te verwaarlozen zijn.

De uitkomsten zijn

Pl P2 P3
M] M2 M3 M1 M2 M3 M1 M2 M3
H] 20,2 | 26.2 | 23.8 | 22.0 | 22.6 | 22.9 | 23.1 22,9 21.8
H2 24.1 26.9 | 24.9 | 23.5 24.6 | 25,0 | 22.9 ¢ 23,7}t 23.5

a) Geef het model waar U vanuit gaat,
b) Geef de variantie componenten, die bij dit model horen.
¢) Hoe luidt de variantie-analyse-tabel?
{(Vermeld ook de tussenresultaten.)
d) Wat zijn de verwachtingen der GK-en?
Wat onderstelt U daarbij omtrent vaste en stochastische niveau's?
e) Toets welke effecten significant zijn en geef Uw conclusies samen-

vattend weer.
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7.3. De uitzettingscoéfficient van glas wordt in de practijk bepaald door een
plaatje van het te onderzoeken glas en een plaatje standaardglas aan elkaar
te smelten en onder een polarisatiemicroscoop de spanning op het scheidings~
vlak te meten.

De foutenbronnen zijn o.a.:
1. de nauwkeurigheid van het aan elkaar smelten;

2. De nauwkeurigheid van de waarneming.
Een onderzoek naar de grootte der fouten werd uitgevoerd als volgt:

Vier glasblazers vervaardigen ieder 3 plaatjes en deze werden alle door 3
verschillende waarnemers gemeten.

De resultaten zijn gegeven in de volgende tabel.

waarnemer

glasblazer plaatje I 11 I11
1 60 56 56
A 2 58 55 53
58 56 55
4 58 57 55
B 5 . 62 65 60
6 58 61 59
7 55 52 52
C 8 56 59 60
9 62 62 55
10 57 57 52
D 11 63 63 64
12 53 48 48

a) Stel het model op (beschouw blazers en waarnemers als vaste niveaus).
b) Voer de nodige berekeningen overzichtelijk uit (denk aan coderen!).

c) Geef de variantie-analysetabel, onderzoek hoe moet worden getoetst en

toets. Geef schattingen van de modelparameters.
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op houten afwerkingen van buitenmuren van huizen} luidt:

Bron K8 v GK
v 539.6 2 269.8
P 377.1 2 188.5
Z 550.0 i 550.0
VP 108.6 4 27.2
Vi 55.0 2 27.5
PZ 55.4 2 27.7
VPZ 35.0 4 B.7
Rest 61.25 54 1.13
Totaal 1781.9 71

a) Bereken de verwachtingen van de GK-en als P een factor is met stochas-

.~ tische niveau's en V en Z factoren zijn met vaste niyeau's,

b) Toets welke effecten significant zijn en vergelijk de konklusies met

die van opgave 4.4, waar alle factoren vaste niveau's hadden.

7.5. Met 4 ongeijkte thermometers werd door 3 analisten het smeltpunt T be-
paald van hydrochinon aan monsters uit een homogene partij. Iedere be-
paling werd tweemaal uitgevoerd en wel op verschillende dagen.

De gecodeerde waarnemingen zijn:

Analist | Dag Thermometer
A B C D
I - 4.0 3.5 1.5 3.5
- 3.5 3.5 2.5 3.5
I B 3.0 2,0 1.0 1.0
- 3.0 3.5 2.0 2.0
III - 3.5 3.0 3.0 2.5
- 3.0 3.5 3.0 3.0




_7015-

De variantie-analyse-tabel hierbij is

a)

b)

c)

Bron K38 v GK
Thermometers, Th 5.20 3 1.73
Analisten , A 4,75 2 2.38
Interactie , ThxA 2.83 6 - 0.47
Dagen » D 3.13 12 0.26
Totaal 15.91 23

Al naar de wijze waarop de waarﬁemingen worden georganiseerd moeten
dagen, D, worden opgevat als

1. ondergeschikt aan Th en A,

2. ondergeschikt aan A, doch nevengeschikt aan Th,

3. nevengeschikt aan Th en A beide.

Beschrijf de experimentele omstandigheden waaronder deze 3 modellen van
toepassing zijn.

Op welke van deze modellen slaat de variantie—-analyse als boven gegeven?

Stel A heeft vaste niveau's en Th heeft stochastische niveau's.
Is D een factor met vaste dan wel met stochastische niveau's? Motiveer
Uw keuze!

Geef bij bovenstaande variantie-analyse de verwachtingen van de GK-en.

De KS tussen dagen met v = 12 omvat de effecten D*A en DT+*A met resp.
3 en 9 vrijheidsgraden. Bereken de KS voor D+A en voer de splitsing uit,
Toets of D+A significant groter is dan DT+A. Geeft dit U reden aan het

toegepaste model te twijfelen?

d) Vat de belangrijkste resultaten samen.



- 7.5 -

7.6, VUit 4 verschillende balen kunstmest zijn telkens aselect 3 monsters genomen.
-Aan ieder monster zijn twee bepalingen uitgevoerd van het gehalte ammonium-

sulfaat (xi. in Z: 1= 1,2,3,4; j = 1,2,3; k= 1,2)

ik

monsters 1 2 3

7.30 | 7.41 | 7.37
7.30 | 7.35 | 7.37
7.25 | 7.30 | 7.29
baal 7.25 | 7.24 | 7.32
7.40 | 7,43 ) 7.3
i 7.381 7.48 | 7.40
7.26 | 7.37 | 7.24
f 7.26] .30 0 7.34

1

Als we de wasrnemingen coderen yijk = 100 (xijk = 7.20) krijgen we de vol-
gende kwadratensommen:

2 2 2

Iy = 5066 BYL. % 48690 oyl = 17142
Iys,, = 27774 Zyij. -~ 9792 2., = 97344
xy?j_ - 33600  5y? = 13986

a) Geef het bijbehorende statistische model (met onderstellingen).

b) Geef de variantieanalysetabel met de verwachte gemiddelde kwadraten en
toets of er verschil is tussen de balen en tussen de monsters (a = 0.05).

c) Geef puntschattingen van de statistisch relevante modelparameters (alge-

meen gemiddelde, variantiecomponenten).
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7.7. Een fabricant heeft uit ieder van 4 partijen grondstoffen 3 monsters geno-

ment en deze deoor 3 analisten laten analyseren.

De

We

a)

b)

cl

d)

reeds gecodeerde waarnemingen zijn:

Partij

! 2 31 4

A 4 | 0 8 | 2

Analist | B 315 10 | 4

c 5 1 9 3

gaan ervan uit dat er geen interactie is tussen partijen en analisten,
Ceef het bijbehorende model als

I. het alleen om deze 4 partijen gaat
I1I. de 4 partijen worden opgevat als een steekproef uit een veel grotere

populatie van partijen.

Voer een varliantie-analyse ult voor deze gepgevens en toets welke effecten
significant zijn (o = 0,05).

Geef (eventueel na vereenvoudiging van het model) een schatting van de
variantie van de toevallige fouten in de waarnemingen en (alleen voor
model II) van de variantie tussen partijem.

Bereken de schatting voor de variantie van het gemiddelde van de 12 waar-

nemingen:

(i) voor model I

(ii) voor model II,



8.2.

8.3.

8.4,

Gemengde opgaven

a)
b)
c)

a)

b)

c)
d)

a)
b)

c)

a)

b)

Wat is het doel van verloting? (Antwoord in maximaal 4 regels.)

Wat is het doel van blokvorming? (Antwoord in maximaal 4 regels.)
Waarom is het zinvol onderscheid te maken tussen kwalitatieve en kwanti-
tatieve factoren?

In welke situatie is dit onderscheid niet relevant?

Welke criteria spelen een rol bij de keuze tussen een proefopzet met vol-
ledige verloting (zonder blokken) en een met blokvorming (met verloting
binnen blokken)?

Wat zijn de onderstellingen bij toepassing van de F-toets in de variantie-
analyse?

Wat zijn lineaire contrasten?

Wat is interactie?

Wat zijn de onderstellingen bij toepassing van de t-toets?

Bij iedere niveaukombinatie van een Zn-proef worden m metingen gedaan. De
restvariantie 03 wordt enkel geschat uit deze herhalingen (dus niet uit
mogelijk te verwaarlozen hogere orde interacties).

Wat is het aantal vrijheidsgraden bij deze schatting?

Wanneer heet een proefopzet orthogonaal?

Wat zijn de gevolgen van orthogonaliteit?

i) Onder welke voorwaarde(n) mag een Grieks-Latijns vierkant worden toe-
gepast?
ii) Beschouw een model met 2 factoren (A en B).
Geef een voorbeeld waarbij de tweede factor genmest is binnen de eer-
ste (B:A) en een voorbeeld waarbij A en B nevengeschikt zijn.
Hoe toetst men of het effect B:A significant is?
De helft van een 25-proefschema wordt uitgevoerd in twee blokken. Het de-
finiérende contrast is I = +ABCDE en verstrengeld met blokken is BDE.

Geef aan hoe de waarnemingen over de twee blokken verdeeld zijn.
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8.5. Vier patienten (1), (2), (3) en (4) krijgen in twee opvolgende perioden I en
1I de behandelingen a en b, twee patieénten in de volgorde ab en twee patiénten
in de volgorde ba.

De response is weergegeven in de volgende tabel:

Patienten
Periode ) (2) (3) (%)
1 a 24 b 9 a 33 b 14
II b 21 a 12 b 28 a 27

a) Formuleer een lineair model zonder interacties, met bijbehorende coderingen

Aanwijzing: gebruik voor de factoren op 2 niveau's de codering (-1,+1),

. 2

b) Bereken schattingen van de parameters en van Uo.
U kunt desgewenst gebruik maken van de volgende matrixinversie:

-1

g8 2 2 2 I -1 -1 -1
2 2 0 0 1 -1 2 1 1
2 0 2 0 2]-1 1 2 1
2 0 0 2 -1 1 1 2

c) Toets de hypothese dat de behandelingen niet verschillen,

8.6. Wij hebben de 3 volgende groepen waarnemingen:

1. X l 341 2 L,z | 5

y 121305l
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a) Het model luidt:

z=qi+Bix+E.

waarbij i = 1,2,3 al naargelang het groep 1, 2 of 3 betreft. De toevallige

fouten e 2ijn onafhankelijk normaal verdeeld met gemiddelde 0 en (onbekende)
variantie 02.

Toets de h : = = =
e hypothese HO B1 82 83 (a = 0,05).

b) Beschouw nu het model

Y=o, +Bx+e G=1,2,3) .

De veronderstellingen over de verdeling van e zijn dezelfde als onder a).

Toets de hypothese HO : B=290 (a = 0,05).

8.7. Bij een factoriéel experiment zijn de volgende reeds gecodeerde waarnemingen

verkregen,
X
" ! -1 0 1
2
-1 1 3
0 4:6
i | 9
(Bij de niveaucombinatie X, = o, X, =0 zijn dus 2 waarnemingen gedaan),.

Voor de analyse van deze gegevens gaan we uit van het model

L=Bp By Bpxp * Bgxg B e

.. _ 2 _
Hierin is X3 = xIx2 en x Bxl 2,

4

» X'y, b, ¥'y, b'x'y, KS_en ag.

b) Uit vroegere metingen is een schatting bekend van cé, nl. 83 = 4/3, v=9,

a) Bereken (X'X)

Bereken uit deze schatting en uit de onder a) verkregen schatting een

nieuwe schatting van GS.

¢) Toets dan welke effecten significant zijn (a = 0.05) en geef het aange-
paste model na weglating van de niet-significante effecten,

d) Geef een 957-betrouwbaarheidsinterval voor de verwachte responsie bij de

niveaucombinatie X, = o, X, = 1 (gebruik het gereduceerde model).
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8,8. a) De opbrengst van een proces hangt vermoedelijk af van omwentelingssnel-

b)

heid (S), concentratie (C) en temperatuur (T). Om dit na te gaan wordt

een experiment uitgevoerd, waarbij voor elke factor twee niveaus worden

genomen.

De resultaten (gecodeerd) zijn:

$ in omw/min 200 400
¢ in 7 2 4 2 4
T in C
30 4 14 4 10
40 20 18 12 14

Aangenamen mag worden dat er tussen de 3 factoren geen belangrijke inter-

acties te verwachten zijn,

i) Ga na welke effecten significant zijn (o = 0.05)
ii) Als er geen interacties zijn tussen de factoren kan men om de effec—
ten te schatten volstaan met 4 waarnemingen. Bij welke niveaucombina-

ties zou U dan de opbrengst willen bepalen?

i) Wat is de kleinste fractie van een 25—experiment waarbij de hoofd-
effecten nog geschat kunnen worden, als interacties te verwaarlozen
zijn?

1i)} Geef definierende contrasten voor zo'n fractie.

i1ii) Uit welke niveaucombinaties bestaat zo'n fractie?
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8.9. Drie patienten (1), (2) en (3) krijgen elk gedurende de perioden I en II

twee van de drie verschillende behandelingen a, b en ¢ volgens het schema:

Patient

Periode (1) (2) (3)

I a b c

II b c a

Het model voor de response y luidt:

=y + g, tp. o+ . L = 1
m oy BJ e + e i 1,2 (periodes),

zijk -ijk

1,2,3 (patienten),
1,2,3 (behandelingen),

[

= L.
Lo

met als bijvoorwaarden Zai = sz = EYk = 0.

a) Laat zien dat, als Egi. = 0,

jk

i
Wy T Y3 T Y2gp T Yag )y

een zulvere schatter is voor y) en geef overeenkomstige schatters

VOOr Y, en y,..

2 3
b) Zijlverder gegeven dat de gijk onafhankelijk normaal verdeeld zijn
met variantie Ué = 4 en onderstel dat de volgende waarnemingen zijn

verricht:

Patiénten

Periode (1) (2) (3

I 19 21 14 N

1I 27 26 13

Tocets de hypothese HO I 0 (¢ = 0,05).

¢) Toets de hypothese H0 Yy Ty, S Yy = Q (a = 0,05),

Aanwijzing: Denk eraan dat

gegeven is. .

;0 onder HO een inverdeling heeft en dat gé



ANTWOORDEN
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Antwoorden

1, Inleiding.

1.1, b)
c)

b)

c)

d)

e)

£)
g)

h)

i)

k)

1.3. a)

slijtage van de boor, inhomogeniteit van de materialen.

bij slechts van 5 van de 30 paren waarnemingen is de eerste kleiner dan
de tweede, Vergelijk

P(x < 5|£ ~BN (p=1},n-= 30)) = 0,0003 met ja.

basisgenheid waaraan of waarover waarnemingen worden gedaan.

te onderzoeken kwantiteit of kwaliteit, die mogelijk oorzaak van variaties
kan zijn.

instelling (kwantitatieve faktor) of kwaliteit (kwalitatieve faktor).
stimulus die wordt toegepast met het doel het effect op de onderzoeksitu-
atie waar te nemen of het effect te vergelijken met die van andere behan-
delingen.

het aselect toewijzen vanniveaucombinaties cqbehandelingen aan de experi-
mentele eenheden.,

het verdelen van experimentele eenheden in homogene groepen,

het aantal waarnemingen dat binnen de specificaties van het systeem cq.
model vrij kan worden gekozen,

lineaire functie met bekende constante coéfficiénten, waarvan de som nul
is.

het deel van de variantie van een serie waarnemingen dat overblijft na
aftrek van het effect van systematische elementen,

model, waarbij de afhankelijk variabele een lineaire combinatie is van

de verklarende variabelen,

Q - Ll LN}
1 het opnemen van alle variaties als gevolg van onbekende, onvermijd-
bare en niet-meetbare factoren in de restvariantie: men voorkomt

verstrengeling.

a . . .
2 het isoleren van bronnen van heterogeniteit van de experimentele een-
heden: onbeheerste variaties in het waarnemingsmateriaal worden buiten

de restvariantie gehouden,



b) y; = IB.x. +e. of y=X8+e

b)

1.5, a)

b)

1.6, a)

b)
c)

d)

e =0 Cg_g'=021
1 vr. gr. voor het gemiddelde
2 " n vVverschillen tussen methoden
21 " w Verschillen tussen personen binnen methoden.
1 vr. gr. voor het gemiddelde
2 n " n verschillen tussen methoden
" " n verschillen tussen perscnen
14 " w Vverschillen binnen methoden en binnen personen,
1 vr. gr. voor het gemiddelde
3 " w Vverschillen tussen methoden
32 " w verschillen binnen methoden,
1 vr. gr. voor het gemiddelde
" " n verschillen tussen methoden
S w verschillen tussen monsters
24 " w Vverschillen binnen methoden en binnen monsters.
2
I y= Bo + B]x +e e ~ N(0, o7 I)

x =0 bij A of x ==} bij A
x =1 bij B x= 1bij B
L y= 8+ 8%, + ByXy + ceues + Boxg + e e ~N(O, 07 1)
X, = 0bij A x, = ! voor monster i } i=2, ...
X, = } bij B X, = 0 voor andere monsters

II ; de methoden worden binnen elk monster vergeleken,

I: t ., =-0,69 of u=-0.68
16
II : tg = -3.16 of u = =-3,04
de waarnemingen zijn onafhankelijke aselecte steekproeven uit normale

verdelingen met dezelfde (onbekende) variantie.



117.

1l8.

1'9-

- ]'3_

a =B+ B X +B,X, t ii.e0 * BX, t e
)y o D1t T 2 979 © 2
stimuli personen
met geschikte codering en de nodige onderstellingen.

b) tg = - 1.64 of u=-1,70

c) (- 2,45, 0.41) of (- 2,20, 0.16)

d) De factor stimulus is verstrengeld met de factor tijd; beter is het de
volgorde van toedienen te verloten.

a) Om verschillen tussen personen buiten de beocordelingsmaatstaf (rest-
variantie) te houden, verdient een proefopzet met blokvorming (en ver-
loting binnen de blokken) de voorkeur.

b) t, = - 2.57 of u=- 2,53

a) y =8+ B x + B,x + +B8.x. +e e ~ N(C 021)

L7 Py T R T FpXg Toereen T BE T E & ’
machines rekenaars
X = 0 of -1 voor A x; = 1 voor rekenaar i i=2,...,6
X, = 1 voor B x, = 0 voor andere rekenaars
b) ts = -2.16 of u = -1.94

c)

(-15.3, 1.3) of (-14.1, 0.1)
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2'3.

2.4.

2.5,

Lineaire modellen

a)

b)

a)

b)

c)

aj

b)
c)

a)

b)

c)

d)

a)

b’ = o= (120, 42, 10, -42)

(0.003, 0,110)

b = g% (-60, -12, 12)
A2 .
00 —-7—, v =4

(0.23, 1.08)

—

- l
'= EZ-(-xz, =12, 12) ; §6." = T V=4

X'X is een diagonaalmatrix,

a

é' = (0.3, -0.1, -0.5, 0.1, 0.2) X'@ = [

y'y=1525, v=25; (i)'¥%b=>b'X'y=14.85, v=2; &
v

X'X diagonaalmatrix.
. 2
i) 8°=1048.58, v =6

ii) t6 = ~0,28

2
iii) y= BO+ lel +e , & ~N(O, % 1)
X, = 1 voor eerste serie
X, = -] voor tweede serie
iv) b' = (316, -26) ; 8,° = 1048.58 ,

|

vegh

'@ = 0,40 ,

3



b) i) 8%
11) t3
iii) y

X
*
iv) b’

2.6, Matrix van

a)sb) I y=

11 ¥y =

- 2,2 -

= 116,83 , ve=3
= -0-85
- N 2
Bo * ByXy * BpXy * Bgxy * Bx, ve , e~ N, 0p" )
series paren
=], 1% serie %, = 1, 1° paar Xy = 1, 3¢ paar
e =], 2% gerie X, = -1, 2® paar X, = -1, 4 paar
X, = o, 3® en 4° paar Xy = 0o, 1% en 2% paar
x, = 1, 1 en 2° paar
e e
x, = -}, 3”7 en 4~ paar
- %»(316, -26, -232, 140, 104) ; 302 = 116,83, v =3
waarnemingen rijgewijs lezen,
2
BO + lel + Bzxz +e , e~N(, % I)
methoden
xl = |1 voor B x2 = | voor C
X, = 0 anders x, = 0 anders
1111 1111 1111
X' = (0000 1111 0000
{000 0000 1111
2
BO + lel + Bzx2I+.63x3 + 84x4 + 85x5l+ e , e~ N(O, 95 I
methoden kolommen
X, en X, coderen als bij I
Xy = 1, 2% kolom x, = 1, 3% xolom xg = 4%%kolom
Xg = 0, anders X, = 0, anders Xy = 0, anders
(1111 1111 1111
0000 1111 0000
%' = |0000 0000 1111

0100 0100 0100
0010 0010 0010
(0001 0001 0001} \




2.7.

2.8.

c)

d)

a)

b)

c)
d)

a)

b)

d)

£)

I b' =1} (1160, 92, 21)
i = 299,42
b0 = i + a, g, = -9,42
bI =8, - &, &, = 13.58
b2 =ay - a Gy = =-4,17
II b = T% (3655, 276, 63, ~312, -380, -8)
I 1 vr. gr. voor gemiddelde
2 " n methoden
1 " 1t rest
II l vr. gr. voor gemiddelde
2 . " I methoden
3 4 " n  kolommen
6 " n " rest
' - 2
b' =} (249, -27, 17) ; 8y = 6t , v=1
ouf-5 5 5 _s
4 ' 4 4§ ? 4
1 25
Fs = 16
(-9.32, -4.18)
X, == (T, - 60) ; %, === (P - 15) ; x, = - (T
] 10 1 ’ 2 5 ' 4 50 2
Xy = ~]1 wvoor K] ’ Xy = 1 voor K2
b' = (20.5000, -2,5125, -1.8375, -0,7875, 0.6500)
802 = 7.5284 , v = 11
r'r = 82.8125
T -3.66 ; (-4.02, -1.00)
§=by-b *b,- by +b, 5 ¥=22.6125; var § =

£§ ¢ (19.85, 25.37)

- 150) ;



- 2.4 -

2.9. a) b’ = 5% (7186, 63, -163) 9

Q)

=17.97 , v

b) (12.4, 32.9)

¢) GK = 581,08 , v =2
2

d) Fy = 1.80

I
2,10, a) b' = CTA (7186, 63, -163, -8, -68, 342)

§%=-69.86, ve=6

0
b) Methoden: GK = 581,08 , v = 2 ; Fz = 8,32
Blokken : CK = 828,53 , v=13; F, = 11.9
- -l (T -
2,11, Codering: X, = 758 (T - 200)
1
xz-'z-(C— 8)
a) b' = (75, 11, 5) 3 802 =4, v=3
1
b) ty = 4,33 of F3 18.75

¢) De waarnemingen zijn onderling onafhankelijk en normaal verdeeld met de-
zelfde variantie.

- ~ 2
d) X = 0, x,= b ;3 vir § = 180 = |

€9 € (74.32, 80.68)

I
X, = 1, A2
] .2
b' = (21104, 24,6, 16.1) ; 8" =022, v=7
b) ¥y = 9.34 + 0.805 x,
5y = 11.80 + 0,805 x,
IT a) b' = 3% (211.4, 26.6, 16,1, 4.1)

w 2
8y = 0,122 , v =26
b) S;A. = 9.34 + 006 X2

§g = 11.80 + 1.01 x,
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2,13, a) x, = X2 2.7

2.14,

2.15.

2.]6'

b)

c)
d)

a)

b)

a)

a)

b)

c)

0.1
b = —e (2793, 95) ; 8.2 = 6.026 , v = 6
168 : * o ¢ '
varp = (0753 0
0 0.036
802 = 5-2 = 6.026 = 5.2 =10 % 6.026 = 60.26
X x
var a = [27:0 %70, a, € (0,99, 10.31)
-9a7 3'6
p'p = 36,155

Het systematische tekenverloop van de residuén wijst erop dat een kwadra-

tische term in het model ontbreekt.

b' = = (2800, - 36 - 8/Z, 20 - 4/2, 76, ~100, ~152)

602 4,57, v=6

3 - .
F6 = 12,64
i) Als de A-metingen de eerste dag en de B-metingen de tweede dag zijn

uitgevoerd, dan is de factor "omstandigheden" verstrengeld met de
factor "dagen".

ii) De toetsprocedureis niet correct: v = 9

oK, 21,23, v =2
CK, = 4.06, v=23

CK ¢ = 0:20, v=6
2 3
At Fo = 5.14 ; B: F, = 4.76
b' = (9.05, 2.30, -0.075, 0,447, 0.033) ; 602 =0.196 , v =7
(0.016 0 0 0 0 )
0 0.0245 0 0 0
vir b= | 0 0 0.0082 0 0
0 0 0 0.00327 ©
[ © 0 0 0 0.0186
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d) F

< 1

bt I ST I

e) F_ = 30.5

£) §,, = 447 * 0,06 ¢ 8,7 = 0,196 , v=7

YAZ = 702 + 0006 t

YAB = 903 + 0-06 t

2

a) 0 1)

pat
n
w0
<
+

By *Bxyve , e~ N0, 0

-]
]

begingewicht ~ 10
< = { -1, A
2 1, B
b) b’ (11.057, 0.952, -0.825)
g 2.362 + 0.952 x (x = begingewicht)

#

§p = 0.712 + 0.952 x
e) 8. ° =0.7268, v=35

52 € (-1.607, -0,043)
d) t5 = 5.86

e) vir § = %%% 802 = (.2230

& ¢ (11.18, 13.09)

£) y = oy tax, te , e~ N(0, o

- ~l, A
= { i, B

2

0 1)

a' = (13,9125, -0.5875) ; 802 = 4,7583 , v =6
te = -0.76
2
g) z = YotV X, te » e~ N(O, 04" I)
X, = { _:’ g z, = gewichtstoename = responsie - begingewicht
»

¢' = (0.9125, ~0.8375) ; §,” = 0.6162 , v =6

= =-3,02

e



2.18. a)

2.19,

2.20.

2,21,

b)

c)

a)

b)

a)
b)

c)

b}

_2.-7-'

a' = (1.6, 0.8) ; 802 = 1.2, v=3
b' = (2.4, 2.2) ; 802 =1.2, ve=3
ty = 2.86

-~

¥ =60+ 2x, +x H x=T%(temp.

1 2 1
1 .
X, =3 (dosis
602 = 105 » Vo= ll-
. 1
i) t, = V2 of F4 = 2
ii) . = 9,33
' 2
b' = (23, 2, -2, 2) ; 80 = 4,4 , v
ts = _].]7
ts = -2.34
25 2
proefopzet 1: E var Ei =3% %
2
proefopzet IIL: Z var hi = ;%-co

1

proefopzet II, want X'X is singulier,

80)

40)



3, Latijnse vierkanten

30]. a)

b)

c)

d)

3.2. a)

b)

c)

y=8;* lel + By, B3x3.+ F4x4 * B X + Box, + Box, 4 Boxg + BgX

6 7.7 “8*8 T Fo¥g

dagen perioden omstandigheden

met geschikte codering!!

of Xijk = U o+ a. + Bj + Yy + gijk ’ Zai = Zsj = Eyk = 0

Bron v GK F
Omstandigheden 3 172% 2.62
Dagen 3 30 % <]
Perioden 3 26 % <1
Rest 6 65 2
3
- ~ 2 2
¥y = 115.5 ; 8y = 65 T V= 6
H B} ® eaan 69 = 0 of a, = bj =c = 0, Vi,j,k
F9 - 688/9 1.17
6 652
3
§='3‘O=ﬁ=§=115.5
0p elke auto van iedere soort @én band.
=g + B x +Rx, +B.x_ +B,Xx, +B.x_+ X, + e
L7 P T A% pXy * ByXy * B X, * BoXg * Boxp t e

auto's banden

+ e

y = 30 +'le1 + 32x2 + 83x3’+ F4x4 + B_x_ + B6x + B x7 + 68x8 + B9x9.+ e

575 7

6

auto's banden posities

Voorwaarde: geen interacties

Voordeel: orthogonale proefopzet met 16 waarnemingen i.p.v. 64,

Bron v _(_;E _If_
auto's 3 7.73 7.29
banden 3 9,23 8.71
posities 3 2,56 2,42
rest 6 1.06

Er is verschil tussen auto's en tussen banden.
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3.3, a) Brom v _G_K F
Posities 4 0,142 2.09
Strip 4 0.078 1.15
Electrode 4 1.072 15.8
Rest 12 0.068

De elektroden verschillen significant.

b) Geen interacties.

3.4. Bron v GK F
Rijen 35 -_;- 8
Kolommen 3 3 %- 5
Meststoffen 3 1 %- 2
Tarwerassen | 3 11 %- 17
Rest 3 -%-

Er is verschil tussen tarwerassen,

3.5, a) y =8y + ,lel *+ By, + ByX, + ,BAxA + Bgxg * B6x6. + ,B'Ix? + BgXg * 89x2.+ &

dagen perioden omstandigheden

met geschikte codering!

of zijk=u+ai+8j+\rk+gijk , zai=28j=zyk=0
b)  Brom » & E

Dagen 3 5 % 4

Perioden 3 2% 2

Omstandigheden 3 8 6

Rest 6 1 %

¢) Omstandigheden verschillen significant.



3.6, a) Bron

I<
(2]
=

=

[a*]
5, ]

O
o= = o — ] — W
B~
:
[ %]

Tijd 3

—
—
.

oo

w
(9}
oo

Vernis 3
Aceton 3

Acryl 3

A
—

[oS ]

Rest 3

Alleen dompeltijd is significant.

b) Er zijn geen interacties.

¢) De waarnemingen zijn onderling onafhankelijk en normaal verdeeld met

dezelfde variantie.

d) Er zijn geen vrijheidsgraden beschikbaar voor de restvariantie.




4, Faktoriele proefopzetten

—4.1_

4.1, a)zij = U +oa, + Bj + &5 Lo, = ZBj =0 &5 ™ N(0, 9y )
_ij 0.0
2
of y=Byt .lel + Bzle + ‘B3x3 *Bx, * 85x§, +e e~ N, 04" 1)
waarnemers dieren
{ ~1, A 1, &
X, = 1, B X, = { 1, B
1 0’ C 2 -2' C
-1, 1% dier 0, 1° aier -1, 1% dier
1, 2% dier 0, 2% dier -1, 2% dier
*3 7 e 4 = e *5 = e
0, 3~ dier -I, 3~ dier 1, 37 dier
0, 4% dier 1, 4% dier 1, 4% dier
b) Bron Y GK_ F
waarnemers 2 5.25 6.52
dieren 3 1902.97
rest 6 0.805
HO: 8] = 62 =0 of a, = 0, Vi wordt verworpen
4.2, a) Bron v GK_
8
fosfor 2 24 )
glas 1 533 %
fosfor * glas 2 -g
rest 12 2 %
b) Fosfor en glas significant,
4.3. Bron v GK F
stad 2 2.521 3.66
bedrijfstak 2 27.485 39.9
interactie 4 20.301 29.5
rest 27 0.688




4.4, a)

b)

c)

4,5, a)

- 4.2 -

De gemiddelde lonen per stad en per bedrijfstak zijn:

H I D
SF 3,77 8.72 5.80
c 4,98 9.38 4,83

NY 9.24 6.49 5.27

0.688

De standaardafwijking van deze gemiddelden is 0.41 (nl. -—z—-)

Bron ¢ & E
v 2 269.79 238

P 2 188.54 166

z I 550.01 485
VP 4 27,15 23,9
\}/ 2 27.51 24.3
PZ 2 27.68 24,4
VPZ 4 8.74 7.71
Rest 54 1.13

Opmerking: zie ook opgave 7.4.

d=y _ -7%
—pivj -pi'j'
var d = var ; + var ¥ -4 o 2 + L o 2.1 g Z
- -pivj *pi|j| 8 0 8 0 4 0
GK = =
Blokken 0.72, v= 3 3
2 -> FS] < 1
K = § = =
GRoer = 0y = 1416, v =51
3 2 3
Zijk =y + Ui + Bj + (as)ij + gijk ,.Z Gi =.I Bj =.Z (aB)iJ
i=] j=1 i=]
Of = Byt ByX) + ByXy ¥ By¥y * BXyXy v BoxpXyt e
snelheid metaal interactie

met geschikte codering.!

2
= .. =0
jzl @85
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b) Bron ¥y Gk ¥
snelheid 2 30.5 20.3
metaal 1 18,0 12
interactie 2 1.5 I
rest 12 1.5

¢) Snelheid en metaal zijn significant,

d) laag matig hoog 602 =1,5, v=12
I 9 14 12
I1 12 16 13

De standaardafwijking van de gemiddelde levensduren in bovenstaande tabel

is 0.7 .
4.6, a) Zijk = u + ai + Bj + (O‘-B)ij + gijk
methoden i=1, 2,3 E a, = E BJ. = )1: (c:ﬁ)ij = z (o:ﬁ)ij =90
lijm j=1,2 1
. 2
herhalingen k =1, 2 &k N(O, 9 ) &ijx OO
b) Bron vy GK F
methoden 2 9 1.38
lijm 1 48  7.38
interactie 2 3 < 1
rest 6 63}

c) De lijmsoorten verschillen significant.




5, Codering en orthogonale polynomen

5.1. a) Bv. x; =(0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, =1, =1, =1, =1, =1, -1)
Xy = (=9, =9, =9, =9, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4)
b) - 23.23
Y.
b = %. G, - s) = | 2.94
'1'13" (m. - ;-}.) -0,28

b'X'y = 7015.69 + 156.06 + 36,67
192,73 = KS

tussen
2
c) 80 = 42,558 , v =10
d - . -
) Kstotaal 618.31 ; Kstussen 192,73
e) Bron v 6K F

tussen typen 2 96.36 2,26
rest 10 42,56

5.2. a) § = 0.7310 + 0.0254 x - 0.000267 x°

of 50(§ - 1.20) = 4.75 + 0.345 9, - 0.333 9,
2

8,” = 0.000385 , v =75
b)Y (1.5 * 1072, 23.1 » 1074
5.3, 2) § =196 + 34,1 9, + 5.86 9, ; 602 =202, v=3
x - x| _ fI11

b)

10 =Yy % =314, X, = 58.6;voor x = X relatief maximum.

Sebe @)y = By ¥ ByX) v ByXy t Xy v e
2

X, = 7z (druk - 65) e~ N0, o, 1)

x2=ﬁ(temp. - 200)

xy = 3%, = 2
b) b' = (23.83, 0.50, 2.75, 0.42) ; 802 = 0.5, v=2
c)§=23.83+2.75x2; 802=0.5, v =2 of 602=1.15, v =4

d) &F ¢ (21.00, 23.92) (v = 2) of &§ € (21.04, 23.88) (v = 4)




5.5 a) x = .9._:-..9'—65 + ¥ o= T - 200 s X = X X ¢
o 1 0.05 * “2 200 ' 73 172
' , - 2 2

b)b=(10,4,5,3,2);00=143-,v=3
- 2 I
d) £§ ¢ (16.64, 27.36)
C-6 T - 200 2
5.6, a) X, 5 3%, = e ; x3 = 3::2 -2
by b' = (17, 2, 12, -1) ; 602 =4, v=28
¢) Alle nulhypothesen worden verworpen.

d)

_5.2-

£F € (15,6, 20.4)
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6, Zn-Eroeven

6.1, a) I A B AB C AC BC ABC
Effect 24} 6 34 1 4 ! 0
KS 4802 288 98 8 128 2 0 2
b) 602 =3, v=4,; significant als KS > 23.1 (o = 0,05) dus A, B en C.

c) (26.6, 33.4)

6.2, A=T , B=P, C=K, D=T

1 2
a) I A B AB C AC BC ABC
Effect 20.50 -2.51 -1.84 -0.60 -0.79 -1.00 -0.08 0.66
KS 6724,0 101,0 54,0 5.8 9.9 16.0 0.1 7.0
D AD BD ABD CD ACD BCD ABCD
Effect 0.65 0.19 0.4] 0.85 -1.16 0.38 -0.50 0.84
KS 6.8 0.6 2.7 11.6 21.6 2.2 4.0 11,2
b) 602 =7.21 , v =053; sgignificant als KS > 47.7 (a = 0.05) dus T] en P,
6.3. a) y = By * Byx; ¥ ByX) + BgXg ok Bux;xy ¥ B Xy + BeX Xy ¥ BoX X X, 4
o+ 88x4 + e
x. = -1, A laag < 4 ~1, B laag x = -}, C laag
1 +1, A hoog 2 +1, B hoog 3 +1, € hoog
« o[ -1, blok T
4 +1, blok II
2
e ~ N(0, Y% I)
b) 1 A B AB C AC BC ABC Blokken
| 7 1 1 5 3 1
Effect 36 5 5 ] g '2— 3 T § 0 I -g
1 } 1 1 i
KS 21316 552 T I 4 144 6 I 2 7 C 20 A
e) 802 = l% y Vv =28 ; significant als KS > 1,83 (a = 0.05) dus B, ABC niet.
d) ¥ = 36 i S5=x, +3x, +=xx, - 3 XX, + = X X, - I-L X
y 7 8 "1 3 172 "8 173 T 8 273 8 4

-~ -~ — 1 — —
e) var(Ei) =15 9% * 0.021 , v =28




6.4, a)

b)

c)
d)

e)

£)

6.5, a)

b)

c)
d)

6.6. a)

b)

c)

6.7. a)

- 6.2 -

I A B AB c

1 S 1 ] 7
Effect 100 '8— 17 -8- ]-:,2- ""1-5 | -8-

1 1 1
KS 160400 A 4970 z 36 36 56 T
8 % = 200 + =8 ; ignifi

o - Zs+ V= 8 ; A significant,
1 2

KSH = 1056.2" v=1; 80 = 77.96 , v=17

A en H significant,

Volledige 24-analyse: 3.2 35.85, v=15;

0

Kies model volgens b)

80 =78, v=17}; AenH significant,
§ = 100 %'+ 17 g-xA + 8 %-XH
-1, A laag . -1, Hl

" { +1I, A hoog b { +1, H2
- - 1 . 2
var (§A) = 3 00 = 4.9
v=2_§
t8 = 1.2
{2.42, 3.58)
i) v=7k -7
ii) k¥ = 13
hoofdblok: (1), bc, de, bcde, abd, acd, abe, ace
blok 2 : a, abc, ade, abede, bd, cd, be, ce
blok 3 : b, c, bde, cde, ad, abcd, ae, abce
blok 4 : d, bed, e, bce, ab, ac, abde, acde
Ksb1 = KSABC + KSADE + KSBCDE sy v =213
v =13

hoofdblok : (1), bd, ce, bede, abc, ade, acd, abe

blok 2 : a, abd, ace, abecde, bec, de, cd, be
blok 3 : b, d, bce, cde, ac, abde, abed, ae
blok 4 i ¢y bed, e, bde, ab, acde, ad, abce

AC BC  ABC
| | 1
20 % 3264 25

A, H en BC significant.



b) ABD ACE  BCDE
hoofdblok - -
blok 2 + +
blok 3 + - -
blok 4 - + -
c) Bron v
hoofdeffecten 5
interacties 10
blokken 3
rest 13
6.8, a) I = ABCE = BCDF = ADEF
») 3§i2§£de z::zng effect
(1) (1) 100.75
ae 17.00
b bef -2,125
ab abf ~-0.875
c cef 2.25
ac act 0.25
be be -5.375
abc abce 1.625
d df 8.75
ad adef 2,5
bd bde 0.625
abd abd 3.375
cd cde 4
acd acd -2
bed bedf -1,375
abed . abecdef -0.375

- 6.3 -

KS

162409
4624
72.25
12,25
81
1
462,25
42,25
1225
100
6.25
182,25
256
64
30,25
2.25

. , 2
Samenvoegen van interacties geeft §.° =

A en D zijn significant.

0

verstrengelde effecten

I (=
A (=
B (=
AB =
C (=
AC =
BC =
E (=
D (=
AD =
BD =

DE =

121 ,

ABCE = BCDF = ADEF)
BCE = ABCDF = DEF)
ACE = CDF = ABDEF)

CE (= ACDF = BDEF)
ABE = BDF = ACDEF)
BE (= ABDF = CDEF)
AE = DF (= ABCDEF)
ABC = BCDEF = ADF)
ABCDE = BCF = AEF)
EF (= BCDE = ABCF)
CF (= ACDE = ABEF)
= CDE = ACF = BEF)
BF (= ABDE = ACEF)
= BDE = ABF = CEF)
ABCEF = BCD = ADE)
AF (= ABCD = BCEF)

v =29
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c) § = 1001 + 17xA + 8% X

|

= 121

.2
9%

, v= 9

-1, A laag -
+1, A hoog

6.9, a) blok 1: a, b, ade, bde
blok 2: cd, abed, ce, abce

b)

6.10. a)

b)

6.11. a)
b)

~1, D laag
+1, D hoog

ks

verstrengelde effecten

4422}
16
49

24
1
!
64
0
16
6
6
4

1
e

25
1
124

I (= ABCE)
A (= BCE)

B (= ACE)
AB = CE

C (= ABE)
AC = BE

BC = AE

E (= ABC)

D (= ABCDE)
AD (= BCDE)
BD (= ACDE)
(ABD = CDE)
CD (= ABDE)
(ACD = BDE)
(BCD = ADE)
DE (= ABCD)

geen significante effecten.

i) I = ABCE
ii) stand. volgorde waarneming
(1 (1)
ae
be
ab ab
c ce
ac ac
be be
abe abece
d d
ad ade
bd bde
abd abd
cd cde
acd acd
bed bed
abed abede
802 =10, v=3;

blok 1: (1), abed, abeg, cdeg, abf, cdf, efg, abcdefg

blok 2: bcef, adef, acfg, bdfg, adg, beg, bde, ace.

Geen,

I = ABCD
AB = CD

Blokken
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c) stand. volgorde waarneming Ks verstrengelde effecten
(1) (N 1168.86 I (= ABCD)
a ab 0,28 A (= BCD)
c be 45,60 C (= ABD)
ac ac 0.10 AC = BD
d bd 1.90 D (= ABC)
ad ad 0.01 AD = BC
cd cd 0.78 CD = AB = Blokken
acd abced 12,75 B (= ACD)
4)8,° =005 , v=2; B, CenD significant.

6.12, a) I = -ABC = -CDE = ABDE

b) stand. volgorde waarneming ks verstrengelde effecten
') (1) 512 I (= -ABC = -CDE = ABDE)
a ace 128 A (= -BC = =ACDE = BDE)
b bce 512 B (= -AC = -BCDE = ADE)
ab ab 8 -C (= AB = —-ABCDE = DE)
d de 0 D (= ~ABCD = -CE = ABE)
ad acd 8 (AD = -BCD = ~-ACE = BE)
bd bed 8 (BD = -ACD = -BCE = AE)
abd abde 8 E (= ABD = —-CD = -ABCE)
c) 302 =8, v=23; B is significant, A bijna significant.
6.13. a) I M T MT H MH TH MTH
3 1 1 1 1 3 1 1
K8 360 8 22 7% T 2 57 15 5k 7 2 % 1 ETA
602 =2, v=16
b) M en H zijn significant (KS > 8.98)
a _ o1 _ 23 19
VY=3F T ™MTH M
_ _ ] -1, continu _a - 22.5
™M +|, onderbroken * 7.5

dy ¥ = 5.10

-t




_616_

6.14. a) T = ABCDE
b) hoofdeffecten 5 wvr. gr,

interacties 7 vr. gr.
blokeffect 3 vr. gr.
totaal 15 wr. gr.

Er zijn dus geen vrijheidsgraden over voor de restvariantie.

c) A, C, CD en Blokken zijn significant,

d) Ksbl = KSAB + KSBC + KSAC = 224

e) ¥ =60 + 10x, + 7xc + 3xCD

6,15, b) AB, CD en ABCD

c) Bron v GK
A 1 4 B, C en D zijn significant
1
B i 20 A
C 1 81
1
D 1 6 A
AC 1 1
BC 1 2 l
4
1
AD 1 2 A
BD 1 1

Blokken 3 1

Rest 4

ool oy

6.16, a) stand. volgorde waarneming KS -102 verstrengelde effecten

(D d 60} 1 (= -ABCD)
a a 8 A (= =-BCD)
b ) B (= -ACD)
ab abd 0 AB = -CD
c c 18 C (= =ABD)
ac acd 4% AC = -BD
be bed 2 EC = -AD
abc abe 4} ~D (= ABG)

bij codering v = (x - 4.7).10



6,17,

6.19.

6.20,

6.21 -

_607_

b) A en C zijn significant (KS > 0.0496)
¢) Ynax = 5.225 ; Ymin = 4,725
a) I = ABCD = CDEF = ABEF
ACE (= BDE = ADF = BCF) is met blokken verstrengeld,
¢} hoofdeffecten 6 vr. gr.
interacties 7 wvr. gr. '
blokken 1 wr. gr.
rest 1 wvr. gr.
totaal 15 wvr, gr.
a) I = - ABCD
b) BenD
~ 2 C'\
¢) 00 = 15,14 , v =21 ; (bd) ¢ (6.1, 11.9)
a) Bv. I = ABCD = ABEF = CDEF
i) blok 1: ¢, abd, abcef, def, be, bedf, af, acde
blok 2: abc, d, cef, abdef, aze, acdf, bf, bcde
ii) &% ¢ (25.7, 38.3)
a) ¥ = By ¥ Byxy * Boxg ¥ BoXe * BuXxp * BoXEo + BeXgXo *
2
+ B7xAxBxC + BBxH v e, e ~ N(O, % I)
x = -1, aan zee x = -1, Noord
A +1, niet aan zee B +1, Zuid
x = -1, januari _ 1 -1, 1974
c +1, juli *u +1, 1975
1 1 5 1 7 3
b)b'=(]0|"'§p'§':7'8-’_‘§l'§‘!0303§):
~ 2 3
00 —-5-8-,\) 7

¢c) B, C, AC en H zijn significant (KS > 0.60)

d)

aan zee niet aan zee
Noord jan, 23 1
juli 16l 18
Zuid jan, 33 2
juli 1714 19
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6.22. a) (24 0 0 0 =6 =6)
4 ¢ 0o 0 O
var Bl:zl_g o 4 0 0 O 002
o 0 4 0 O
6 0 0 0 3 1
-6 0 0 0 1 3]

In een punt (xl, xz) geldt:

171 =37172 =572

2 .
- Z]g{ 24 - 8(x]2 + x22) " 3(x] + xzz)z } 002 1s constant voor

punten op gelijke afstand van het midden.

va‘r?:var(l_)oﬁ'bx +bx + b,X,X +b4K12+bK2)

b) min (var y) = f% 002 voor x12 + x22 = %
¢) max (var §) = % 002 voor :A:l2 + 1:22 = 4
6.23, a) (8 0 0 -4 0 —4]
4 0 0 0
1 0 0 4 0 0 2
var b = 35 %
-4 0 0 5 0 1
8] 4] 0 0 8 0
| -4 0 0 1 0 J
b) var ¥ =2 o 2, var ¥ - o z, var § -2 o 2
ar Yeo,0) - % % ¢ V¥ I,0) 3770 a1, T8 %
c) var z(x],x -éf (8 - hr + 5r4) 002 , waarbi] r2 = xlz + x22

2
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7. Gemengde modellen met gekruiste en geneste factoren

7.1, a) provincie A 30

el
|}

]
wn

gemeente B:A b
boerderij C:AB c =10

Vi o
TRk S ey B Y Yyt g

=fe.,. =0

_ 2 2
Var Biii T OB 0 VAT Yiigy T Ociap ¢ VAT &54y =

Alle stochasten onderling onafhankelijk.

b) Bron v

A a -1
B:A a{b - 1)
1)

50 ¢ + 10 ¢

[} [
— N
B W
(=]

e
.
b
m
o
~
[
1
1
W
v
o

0
o
H
[
D
|53

-

L

1]

)

11 £(§,K_A) 50 o, +o

™
~—
[}
[%=
v~}
b3
p
1]

100, , +0

7e2o @) Wi TH Yy b Bt Yt e

of Zijw - M eyt E] * T Si.jk
*
i=1, 2 (") = a =0 of |
ij=1,2,3(®) b= b o=

=
1
.
[\*]
-
(9%
~~~
=
N
[ r]
i
(g}
]




b)

¢)

d)

e)

7.3, a)

met de nodige onderstellingen.

. 2
onderstellingen: £§ijk =0, 2var Eijk =04 alle stochasten 0.0.
Za,
(20'.- =} 1 = 02) of Ea =0 = 2)
i ’a—l A 2 "i ,Vargi‘-’UA
£§j =0, var gj = 0y
2
£Ik:j =0, var Xk:j = %:B
g 2 g 2 02
A % » % M %
Bron v GK._]()2
1 1027.6
B 2 291.0
C:B 6 355.1
Rest 8 66.2
s 2 o 2 02 o 2
A B C:B 0
9 0 1
B 2 1
C:B 2 1
1
A @ F8 = 15,52
B : Fg < 1
B« F° =
CiB : Ty 5.36
Conclusies: analysefout 602 = 0.66 v=_8
monsternemingsfout 85'3 = 1,44
a* =0 H =22.83 H,=24.34
of a” = 1 8A2 = 1.07
*
glasblazer A , a=4, a =0
waarnemer B , b=3, b" =0
plaatje CiA , ¢c=3, =1
Tige "W % Y Byt Y T OBy ek



¢) Bron ¥ GK £(GK)
2 2
A 3 21,04 90A +3°C:A
2 2
B 2 21.20 12 “a * 0,
. 2 2
C:A 8 51,47 3 Teea * %
2 2
AB 6 3.12 3 95 * %
Rest 16 4,39 002
B o=57.22 8 =439, v=16
B, = 1.1 32 = 15.7
I C:A
82 = (.36
83 = _I|47
7.4.a)v=p=3,z=2,v*=z*=0,
. _ 2 2 2
&(E-IS(V)) = 24 GV + 8 OVP +0
vy o 2 2
&GK(P)) = 24 op” + 04
_ 2 2 2
E(GK(Z)) = 36 0,” + 12 05, + 0
2 2
~ 2 2 2
E(GK(VZ)) = 12 Oyp * b 0gp, * %
2 2
E(GR(PZ)) = 12 95z * %
2 2
£(GK(VPZ)) = 4 9%pz * %
b) V tegen VP Fi = 9.92
2 2
P tegen % F54 = 166.8
Z tegen PZ F; = 19.9
2 4
VP tegen % F54 = 24.1
VZ tegen VPZ Fi = 3,16
2 2
PZ tegen % F54 = 24,5
2 4
VPZ tegen % F54 = 7.70

- 7.3 -
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a)

b)

c)

d)

7.6. a)

b)

thermometer T, t = 4

analisten A, a = 3

dagen D, d=2

1° D:TA ; de waarnemingen zijn uitgevoerd op 24 verschillende dagen
=]

2 DiA ; de waarnemingen zijn uitgevoerd op 6 verschillende dagen

3 D ; de waarnemingen zijn uitgevoerd op 2 verschillende dagen

De variantie-analyse slaat op de eerste situatie,

t =1, a =0, d4d =1
2 2 2
K -
E(ER(T)) = 6 o + 0p.qu *+ 9y
2 2 2 2
K =
F(GK(AY) 8 o, * 2 Ora * p:7A + 9,
2 2 2
GK -
E(CK(TAY) = 2 o5, * opipy + 9
2 2
E(GK(D:TA)) = o5.ta * %

KS(p.ay = 1059 5 v =33 KSppy=1.54, v=9
3

F9 = 3,10

analist T : T = 3.19
analist II : T = 2,19

analist III: T = 3.06

Ook vanuit practisch standpunt lijkt een interactie TA erg onwaarschijn-

lijk, zodat GK en GK samengevoegd kunnen worden.

(TA) (D:TA) 9
De schatting voor de meetfout wordt dan: 80 =0,33, v=18

. , . - 2
De schatting voor de variantie tussen thermometers wordt: Op = 0.23

Yije = %% % * Biap Y8
fa, =0 (B) var @, =0,2 var e, = 9.’
-i =i B ~ijk 0
2 2
Eﬁj:i = 0 (M:B) var Ej:i = 0y.p & N(0, 9, I) @, Bene 0.0,
Bron v &K {ER
2 2 2
B 3191 6 o * 2 Yv:g ¥ %
2 2
M:B 8 33.4 2 9. ¥ %0
H:MB 12 14.2 002

Alleen B is significant.
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Q) §=7.33; 802 =142 %1074, vei2
7.7, a) 1 Zij =W to. o+ Bj + Eij ;) 1=1, 2,
A: analisten Zai = LB,
B: partijen
II Xij =y + ui + Ej + Eij ;i i=1, 2,
A: analisten Zai = &8
B: partijen var B, =
b) Bron vy GK E(GK)
Analisten & 2 4 002 + 4 UA2
. 2 2
Partijen B 3 29 9 * 3 g
Rest 6 2 002
B is significant,
2 2
c) 30 =2, v=6563; GB =9
= 1 a2 1
d) I: vir I =73 80 =3z
_— = 1 2 1 ~ 2 _ 5
II: var y =-l-2-8‘0 +-ZUB—-2-17

%

2

(=8
L

-
o

e
n

-»
L]

= 26.3 % 1074,

1, 2, 3, 4

2
~ N(O, % I)

1, 2, 3, 4

2

~ N(0, S, 1)



8. Gemengde opgaven

8.1, a) Doel is te bereiken dat de eventuele effecten van niet-interessante of

onbeheerste factoren optreden als toevallige fouten in de waarnemingen.

b) Eventuele verschillen tussen blokken worden verwijderd uit de restvari-
antie om een scherper criterium te krijgen bij de beocordeling van de
interessante factoren.

c) Alleen bij kwantitatieve factoren is het mogelijk het effect van de fac-
tor te splitsen in lineaire, kwadratische, etc., bijdragen (bij voldoende
niveau's). Hierin ligt opgesloten dat bij 2 niveau's het onderscheid weg-

valt.

8.2, a) Als de experimentele eenheden niet (voldoende) homogeen zijn tengevolge
van onvermijdelijke factoren, wordt een proefopzet met blokvorming geko-
zen, Het afsplitsen van blokeffecten leidt tot een scherpere beoordeling
van de interessante factoren,

b) De waarnemingen vormen onderling onafhankelijke aselecte steekproeven
uit normaal verdeelde populaties met gelijke varianties.
¢) Een lineair contrast is een lineaire combinatie van waarnemingen,

zo datde som der coefficienten nul is. -Keuze van orthogonale contrasten
leidt tot gemakkelijke splitsing van de totale kwadratensom, waarbij

tevens de schatters der modelparameters onderling onafhankelijk zijn.
d) Interactie van 2 (of meer) factoren: het effect van &3n der factoren is
afhankelijk van het niveau van de andere factor (resp. niveaucombinatie

der andere factoren).

8.3. a) De waarnemingen vormen onderling onafhankelijke aselecte steekproeven uit

normaal verdeelde populaties met gelijke (onbekende) varianties.

b) 2%(m - 1)

c) Als voor ieder paar factoren geldt dat de parameterschatters van de
ene factor ongecorreleerd zijn met de parameterschatters van de andere factor.
Gevolg: voor het toetsen of een effect van nul verschilt is het niet nodig
een tweede lineair model aan te passen. De totale kwadratensom kan worden
gesplitst in een aantal kwadratensommen, elk behorend bij &én der factoren

of factorencombinaties, en een restkwadratensom.




8.4, a) i) Als er geen interacties zijn. Daarnaast gelden uiteraard voor-

waarden als normaliteit, enz,
ii) A: werkmethoden ; B: arbeiders

B is gekruist met A (A, B, AB) als iedere arbeider volgens elke
methode werkt,

B is genest (A, B:A) als voor iedere werkmethode andere arbeiders

worden genomen,
B : A moet worden getoetst tegen 002.
b) blok 1: a, ¢, abd, abe, ade, bed, bece, cde

blok 2: b, 4, e, abc, acd, ace, bde, abcde

8,5, a) y = 8

ot ByXp t BoEy + BaXy ¥ Bux, 4 BoXg + g
per. beh, pat.
< = -1, periode I X = -1, behandeling a
1 +1, periode II 2 +1, behandeling b
Xy = 1 voor patient (2), anders 0
x, = 1 voor patient (3), anders 0
Xg = 1 voor patieént (4), anders 0
e~ N(O, 002 I)
B) b’ = (224, 1, =3, =12, 8,-2); 85" =13, v =2
1 7
¢) t, = -2,35 of F, =573
2 33
8.6. a) F6 - 38
1
b) F8 = 22,0
1 - 2
8,7. a) b' = (4, 24, 14, 14, =D ; G, = 2, v=1
b) 302 = 1,4, v=10

c) =4+ 2} X+ 14 X, + 14 X X,

d) €5 ¢ (3.8, 7.2)



_8.3..

8.8, a) I C S8 € T CT ST CST
Ks: 1152 32 32 0 128 32 8 8

i) T is significant (KS > 92.52)

ii) L= C8T :t ¢, 5, t, cst
of I = -C8T : (1), es, ct, st

b) i) ;
ii) Bv. I = ABCD = -ABE = ~CDE

iii) Bij de definierende contrasten van ii) horen de volgende waar-

nemingen: (1), ab, cd, abcd, ace, bce, ade, bde.

1
2 3122 = ¥yt T Y223 * Yo12)

=)
]

+

1-<»
1]

1
3 3223 T Y122 T Y231 * Y133

=..1.§§.’ u=—2-1.

b) wvar i A

1

c)x2=5-1-, v =2
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Alternatieve uitwerking van voorbeeld 3.2.1, pag.l6 e.v.

y=50-2x+0,06x’+e , e N4

Codering: X = 1, X, = {(x-35/5, X, = x? , 2 =vy-20

z = 9 + Ax] + x2 + e

De waarnemingen zijn:

Wl Lo |a J o] o | 2] s
z [ 5,8 I 8,1 [ 4,6 ‘ 12,4 l 16,8 [ 21,3 | 26,0
(1 -3 9 )
1 -2 4
|- 7 0 28 I
X=11 0 0 X'X=]0 28 0[=7{0 4 0
ror 28 0 196 4 0 28
12 4
I3
28 0 -4
N
(X'X) TA 0 3 0
4 0 1
95,0 959, 2 111,42
X'z = | 99,2 b= 07Kz = | 207,6 | = | 3,54
425,72 l 45,2 0,538

De geschatte relatie is dus

z = 11,62 + 3,54, + o,saaxf




De overeenstemming met de ware vergelijking is tamelijk slecht, Dit wordt
veroorzaakt door de vrij grote negatieve waarde van ey, nl. -4,0, Als we
6. = 2 bekend veronderstellen, kunnen we, op grond van de geschatte waar-

0
den, betrouwbaarheidsintervallen voor de B's opstellen,

8
Bo = 11,42 * 1,96¢§; . 2= 11,42 + 2,26 (BO = 9)
B| = 3,54 1,96¢§§ .2 = 3,54+ 0,74 (31 = 4)
82 = (0,538 + l,96¢%§r. 2 = 0,538 + 0.428 (52 = 1)

Alleen het interval voor Bl bevat dus de ware waarde.

Uit (X'X)'—l kunnen we ook de correlatie tussen de schatters by en b, afleiden.

Deze is

D(EO'EZ) = _-5"' = _0,76 .
/28

Hiermee in overeenstemming is het feit dat B, te hoog en B, te laag wordt
g o 2 g

geschat,

Pag.22

De restkwadratensom wordt als volgt berekend:
z'z = Z 22 = 1686,10
i ’ s
b'X'z = 8—'4-(959,2><95,0 #297,6 99,2 +45,2 x425,2) = 1665,06 .

‘s . . . 1
{(Voor het verkrijgen van een nauwkeurigere uitkomst is de factor A apart

gehouden.)
Dus

KS_ = 1686,10 ~ 1665,06 = 21,04



_3....
Het aantal vrijheidsgraden is n- (k+1) = 7~3 = 4, dus de schatting van Gg is

2 _ 21,04
4

Q)
o

= 5,26 ; B8y =2,29 .
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Hieruit volgt:

52 (b

_0)_=_1._x28x5,26= 1,75 a(b)=]s32 ’

84 0

32, = S *x3%5,26 = 0,188 5(b,) = 0,433 ,

2 1
o (b,) 8% X5,26 = 0,0626 3(b,) = 0,250 .

Het betrouwbaarheidsinterval met 957 betrouwbaarheid voor BO is (tA(O,OS) =2,78):
11,62-2,78 x1,32 <, <11,42 +2,78 x 1,32

of
7,75 <By<15,09 (ware waarde: By = 9)

Evenzo:

2,34 <B] <4,74 (ware waarde: B] = 4) ,
-0,16 <32 <1,23 {(ware waarde: 82 =1} ,

Alle drie de betrouwbaarheidsintervallen bevatten dus de ware waarde, maar
ze zijn tamelijk ruim. Om nauwere betrouwbaarheidsintervallen te krijgen
moeten meerdere waarnemingen worden uitgevoerd, of waarnemingen bij x-waarden

die verder uit elkaar liggen,
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Als illustratie nemen we voorbeeld 3.2.1,

Het aangepaste model is:

- 2
2 = By *byx *byx -
Wat is de variantie van 2 in het punt x, = 17

We beschouwen dus

=

= ]_BO + 1.81 + 1.82 .

De schatter Z heeft als variantie:
o1 o’ |1 -

{1 1 1757 -4 3 0 1
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