- LI

i B
-~ _“I-J\J' H {"i‘l"‘ ‘
b g

[
-

Technische Hogeschool Eindhoven

Onderafdeling der Wiskunde

Lineaire modellen

naar het college van prof.dr. R, Doornbos

samengesteld door:
drs. A,J. Bosch en ir. W.L.M.M. Senden

Dictaatnr, 2.221  Prijs f 4,50




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Afdeling Algemene Wetenschappen

Onderafdeling der Wiskunde

LINEAIRE MODELLEN

naar het college van

Prof. Dr. R. Doornbos

samengesteld door

Drs. A.J. Bosch

(S

Ir. W.L.M.M. Senden

Najaarssemester 1976




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Onderafdeling der Wiskunde

LINEATRE MODELLEN

naar het college van prof. Dr. R. Doornbos

sdmengesteld door:
Drs. A.J., Bosch en Ir, W.L.M.M. Senden

Najaarssemester 1976




§0

81

§2

§3

84

§5

86

87

§8

§9

§10
§11
§12
App A
App B
App D
App E

Inhoudsbeschrijving
LINEAIRE MODELLEN
R. Doornbos, A.J. Bosch en W.L.M.M. Senden

Najaarssemester 1976

Onderwerp
Inleiding

Enkele punten uit de matrixrekening

Enkele begrippen uit de mathematische statistiek

De multinormale verdeling

De verdeling van kwadratische vormen
Regressie, het model van volle rang
Verdelingen in het regressiemodel

De algemene lineaire hypothese

Modellen niet van volle rang (d.w.z. X2 singulier)

Schatbare functies

De algemene lineaire hypothese in het model niet van volle rang

Beperkingen op het model of op de oplossingen

Het algemene Gauss-Markoff model

Normaal verdeelde, doch niet simultaan normaal verdeelde variabelen

Differentiatie van scalaire functies van de elementen van een matrix

De gegeneraliseerde inverse
Het Kronecker- of directproduct van matrices
Vraagstukken bij Appendix D
Vraagstukken bij §1
Vraagstukken bij §2
Vraagstukken bij §3
Vraagstukken bij §4
Vraagstukken bij §5
Vraagstukken bij §6
Vraagstukken bij §7
Vraagstukken bij §8

JdG, 25 Juli 2005

blz

0.0
1.1-1.20
2.1-26
3.1-36
41-46
5.1-5.10
6.1-6.5
71-75
8.1-8.11
9.1-95

10.1 - 10.5
11.1-11.10
12.1-12.5
Al-A2
Bl- B4
D1- D10

El - E4
VD1
V11-V14
V2l
V31-V32
V4l
V51-V5.2
V6.1

V71
V81-V82




it

- 0.0 -

Inhoud

Inleiding § 0 Inleiding

1 Enkele punten uit.de matrixrekening -

Basis Enkele begrippen uit de mathematische statistiek

De multinormale verdeling

De verdeling van kwadratische vormen

Regressie, het model van volle rang

- T S R N

§
§
§
5
§
§ Verdelingen in het regressiemodel
§ 7 De algemene lineaire hypothese
Lineaire § 8 Modellen niet van volle rang
modellen § 9 Scthatbare functies

§ 10 De algemene lineaire hypothese in het model niet van volle

rang

T AT N
.

§ 11 Beperkingen op het model of op de oplossingen
§ 12 Het algemene Gauss—Markoff model

Normaal verdeelde, doch niet simultaan normaal verdeelde

varlabelen
aEEendix B Differentiatie van scalaire functies van de elementen van een
matrix

De gegeneraliseerde inverse

v Vraagétukken

Literatuur:

{11 Rao, C.R., Linear statistical inference and its applications, Wiley
1965,

[2] searle, S:.R., Linear models, Wiley 1971.

[3] Seber, G.A.F., The linear hypothesis, A general theory, Griffin 1966,




o L =

¥

TY. T T e TR

\,i:,'i"
Wi

)

- 0.1 -

§ 0. Inleiding

De stof van § 4 t/m 11 en appendix D is ontleend aan Searle [2], zij het
in een andere volgorde en met enigszins andere notaties.

Om deze stof goed te kunnen behandelen is een zekere basiskennis nodig

£ 1 t/m 4; tevens is appendix D van groot belang.

Voor het Bestuderen van dit dictaat kan men de volgende punten overslaan:
uit § 1 : 1.5; 1.65 1.23; 1.59; 1.69; 1.70; 1.78;
1.79; 1.98; 1.99; 1.100;
uit § 2 1 2.17; 2.45; 2.46;
Uit appendix B : B3; B5; B7; geheel Be.




§ 1. Enkele punten uit de matrixrekening

Voor de behandeling van de multivariate analyse, lineaire modellen e.d. is
de theorie der lineaire vectorruimten en de matrixrekening van fundamenteel
belang. Met behulp van matrices worden de nbtaties veel overzichtelijker en
voor vele problemen geeft een vectormodel een beter inzicht.

Vooral de orthogonale projectie blijkt een belangrijke rol te spelen.

Definities, notaties

Anxp = {aij} is een matrix van de orde nxp met n rijen, p kolommen en elemen~
ten aij; (A)ij = aij' _ |
A is een vierkante matrix; A is een diagonaalmatrix als a,, = 0 voor
nxn nxn ij
i# 3.
Anxn = dlag(all,...,ann) d.w.z. A is een diagonaalmatrix met diagonaal-
elementen a pseeesd o Zo ook A = dlag(l],...,ln). |
I =t I ={6..} is de eenheidsmatrix, §,, het Kronecker-symbool.
nxn n ij i3 _

A = al is een scalaire matrix.

A' is de getransponeerde matrix van A d.,w.z. (A')ij = a,, voor alle i,j.
In het bijzonder is a' een rijvector en a de bijbehorende kolomvector.
Anxn heet symmetrisch als A' = A (ook wel AT i.p.v. A' geschreven).

A . heet antisymmetrigch als A' = -A,

u={l,...,1)" 3 U= {1} (in de literatuur vaak J, matrix van enen).

a.. is de i-de rij wvan A als kolom geschreven,

a: 1is de i-de rij van A als rij geschreven,

1%

. is de j-de kolom van A als kolom geschreven
*j '
a;j is de j-de kolom van A als rij geschreven.

Zo 1is (AB)ij = ai*b*j.

Ao = (Bap e 3,0 5 T = Gy e 8 ).

Ip 1= (G*il . G*ip) d.w.2z. de kolommen van Ip in andere volgorde.

Deze matrix heet een permutatiematrix.
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1.6.

l.?!

' Opmerking: Daar we gericht zijn op de statistiek, worden alle gegeven groot-

heden reeel ondersteld. Ook zullen we geen onderscheid maken in notatie tus-
sen een lineaire afbeelding ¢4 en de bijbehbrende_matrix A, daar we steeds

met €&n basis werken die bovendien orthonormaal ondersteld. is.

Y
I

det A is de determinant van A; abs|A| is de absolute waarde van det A.

|A|.j is de cofactor van a5 dat is (~1)*"J x de onderdeterminant van a4

A ' is de Znverse van Anxn zo deze bestaat.

(A)lJ 1= (Aql)ij, ook wel als a'J genoteerd.

sp A i=

nxn 11

— e

a,. heet het spoor van A (Engels: trace).

r(A) is de rang van A, dat is het maximum aantal onafhankelijke rijen van A.

Anxp heet van volle rang als r(a) = min(n,p).
Anxp heet van volle rijrang als r(A) =n (dus n < p).
Anxp heet van volle kolomrang als r(A) = p (dus p £ n).

A eﬁ”L; q d.w.z. A is een matrix van de orde pxq met rang r.
]

Het direct- of Kronecker product van twee willekeurige matrices A en B is

A ®B ;= {aijB}’ d.w.z. elk element van A wordt met B vermenigvuldigd.

2 = (a;I . a;q)', d.w.z. de kolommen van A achtereenvolgens onder elkaar
-
genoteerd (ook wel vec A gencemd). Als A van de orde Pxq is, is A dus een

vector met pq componenten,

We definiéren voor elke matrix A een "pseudokwadraat", nl. Ag 1= A'A,
Analoog ag 1= a'a ; A-g t= (Ag)—l.

Als het geen verwarring schept, schrijven we vaak A2 i.p.v. Ag (bijv. als
A niet vierkant is bestaat het gewone kwadraat A2 niet).

In de multivariate-statistiek komt het pseﬁdodwadraaﬁ echter veel vaker
voor, het gewone vrijwel niet, Zoals we zullen zien biedt het nog meer

voordelen,




Het tnwendig product van de vectoren a en b wordt genoteerd als (a,b).

Daar we steeds (vanaf nu stilzwijgend) een orthonormale basis veronderstel~-
len, is (a,b) = a'b = b'a = Zaibi. Opmerking: vectoren onderstrepen we niet,
Analoog voor matrices A en B van dezelfde orde:

(A,B) := sp(A'B). Eenvoudig is na te gaan dat dit in&erdaad een inproduct
definigert., ' '

Via het inproduct worden gedefiniéerd:
. 2
De norm van een vector a is llall 1= v(a,a) = V£—1; analoog

de norm van een matrix A is llAll 1= ¥(A,A) = VspaA=- .

De hoek Y tussen 2 vectoren a en b (beide # Q) : cos ¢ := WL%LE%H H
a

a en b heten orthogonaal, notatie a L b, als (a,b) = 0.

Een reéle vectorruimte met inproduct wordt Euclidische ruimte E genoemd .,

Lim A_ = A, d.,w.z. HAn—AH < e voor m > N,
n +» o

Zij a € V, B < V; d[a,B] := inf {lla~bll; b ¢ B} heet de afstand van a tot B,
b .

Opmerking: dat deze norm gekozen is hangt samen met een metriek, waarbij de

methode der kleinste kwadraten wordt toegepast, Er zijn andere normen mogelijk,

A, . heet regulier als |a] # 0, anders singulien,
x

A, o heet idempotent als AA = A (dus ook als A% = A),

Een reguliere matrix A heet orthogonaal als A% =1 oftewel A' = A-J.

x'Ax is een kwadratische vorm in x. Hierbij wordt A symmetrisch ondersteld
(zie 1.56).

Een symmetrische matrix A heet positief definiet (afgekort p.d. of A > 0)
als Yx # 0 (Ax,x) = x'Ax > 0.

Is x'Ax > 0 voor alle x en 3x # 0 met x'Ax = 0, dan heet A semipositief
definiet. Is x'Ax 2z 0 voor alle x, dan is A niet negatief definiet (A = 0).
A > B d.w.z2. A-B > 0.
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115,

1.17,

1.21,

Zij V een reéle vectorruimte, Als &/ x = Ax voor x # 0 ¢ V en A reéel, dan
heet x eigenvector en A de bijbehorende eigemwaarde van de afbeelding /o ;
de eigenwaarden van /@ zijn de EEELE wortels van de karakteristieke ver—
gelijking [A-)1| = 0. De eigenwaarden van de matrix A zijn alle wortels,

die dus complex kunnen zijn,

Een matrix A heet defect als er gé&n reguliere matrix B bestaat zodat
B-lAB = A= diag(ll,...,AP); B en A mogen complexe elementen bevatten.

Zijn B en A reéel, dan heet A redel diagonaliseerbaar.

Het stelsel lineaire vergelijkingen Ax = b heet consistent als er minstens

een oplossing is.
N(A) := {x € V[Ax = 0} heet de nulruimte of kerm van A.

<A> = <a_ . ... a_ > is de kolommenruimte van A, dat is de lineaire deel-
*1 *q pxq - '

ruimte in RP opgespannen door de kolommen van A.

Analoog is <A'> de rijenruimte van A, dat is de lineaire deelruimte in RY

opgespannen door de rijen van A,

EA(J@) i= {x € V|ggx = Ax} is de etgenruimte van J& behorende bij de eigen-
waarde XA; dim E, heet de meetkundige multipliciteit van A.

Zij D < V een lineaire deelruimte van V en a € V.

S = a+D heet een lineaire varidteit em dim § := dim D.

Zij D een lineaire deelruimte van de Euclldlsche ruimte E n? dan is

D' i= {x ¢ E |x L D} het orthogonale complement (orthoplement) van D in E .

Het spectrwn o(A) van A is de verzameling van alle eigenwaarden van A.




b. Eigenschappen

1.30. Een belangrijk hulpmiddel is het partitioneren van matrices:

A B{|E F AE + BG AF + BH
c DJIG H CE + DG CF + DH

De afmetingen zijn zodanig dat alle produkten bestaan.

In het bijzonder is: AB = E a*j bé*; Ax = b geeft Z a*j X, = b,
3 i

3 aa-a-Ta LA em. )
P e R

DA = (A2 = b, a
Analoog: AA' (A") 1 a*j a*j.

1.31. In het algemeen is AB # BA (dus ook A'A # AA'). Is echter B = BI, dan is
AB = BA; tevens is B' = B.

1,32, sp is een lineaire operator, nl. sp(sA + BB) = o sp A + B sp B.

Tevens geldt sp(AB) = gp(BA). Bewijs:

= = . = . B = = BA
sp (AB) _g (AB),; igk a5y Dui kgi byi 2k E (BA) (. = sp(BA)

In het bijzonder geldt: sp(ABC) = sp(CAB) = sp(BCA)
P ' sp(ab'} = sp(b'a) = b'a; sp A = sp A';

g 9 2 . _ 2
. FAl™ = gsp A= = s‘p L a;, al, sp ).:31* % g ix = z a,. .

Oftewel:

De norm van een matrix is de wortel uit de som van de kwadraten der elemen-

ten. Bovendien is sp A = Eki (som der etgerwaarden van A).

-1 -1,-1

1.33. (AB) =B A (A,B nxn matrices en regulier)
—-— - -l — . —
[a] = § aij|A|ij = § aijIAlij |4 | = 1/]a] ; |AB] = |A||B’
[ ij = -l =
a (A )ij |A|ji/|A[.
Bovendien is |A| = M, (product der eigemwaarden van A).

; Daar |A-AII = H(Ai-A) is, neem X = 1: fA—I] = H(Ai-l) = ]A-II.
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1,35,

AB, lalfc] (a,C vierkante matrices) nl.
B - L Ol A B - IC|1Al .
0 C 0
Ay Al
Is A = (All’ A.22 vierkant, A22 regulier), dan geldt:
Ay Ay
A Al Tk 0 Az Ap | T
Al = -1, | Al Aljegtlhg,
Ayr Bgall=Byp A5 Ty 22
. -1
waarin A“_2 : AII - A12 A22 AZI'
Analoog geldt |A| = [A22.11|A11| (nu alleen A, regulier ondersteld).

Deze enigszins vreemde eigenschap wordt gebruikt bij het afleiden van toet-

singsgrootheden via het likelihood-ratio-criterium.

Zij A efnb; q en gepartitioneerd als in 1.35 met r(AJI) =T,
1

Dan 1s A22.l = (,

Bewijs:

Daar r(A) = r(A]l)1s(A21A22) e K(AI!A12); oftewel A21 = KAI] dus
— -1 _ o =1 =

K= Ag)Ayp en byy = KAy = Ay A P41, (dus 4y, | = 0).

Is A orthogonaal, dan is {(Ax,Ay) = (x,y) nl. (Ax,Ay) =x'A'Ay = x'y = (x,y).
In het bijzonder is llAxll = Il x|,

FOLIF eveneens orthogonaal daar (A_l)' = (A')_1 = (A-l)_] (zie 1.51).
~ 2 ~2 '

I -=1, dus orthogonaal, nl, (I=),, =68 ! & . =35,,.

p P 13 *1i *lj 1]

~

Zo is Apxq Iq een matrix met dezelfde kolommen als van A, alleen gepermuteerd,

En I A " " n 1] ri 'en 1] n i " 1"

P “pxq ? ’
Wil men de kolommen vanNA als volgt hebben: A = (a*3 a4 3 a*z) dan moet men
navermenigvuldigen met I4 = (6*3 6*4 6*] 6*2).




1.39, Zij A € L(V,W), d.w.z. een lineaire afbeelding van V in W, dan geldt:
dim N(A) + r{A) = dim V.
Hieruit volgt:

Zij A eUOn; q &0 Ax = b consistent, dan is dim. oplossingsvariéteit §
’

dim § = gq-r . (Zie Wsk 20.)
1.40. Zij D een lineaire deelruimte c En’ dan geldt:

dim D + dim D* = g (Zie Wsk 30.)
1.41. N(A') = <a>* ., ' (zie Wsk 30.)

1,42, 2i] A €M Y™ = 3p e M™  pet 4D = 0 nl.
Psd q,m

dim N(A) = m dus N(A) = <d*1 ‘e d*m> en A(d*l e d*m) =: AD = 0,
Tevens geldt:

Stel B Emrnr: q 3 BD regulier <= <B'> n <A'> = {§},
’

oftewel rijen van B onafhankelijk rijen van A.

2 Bewijs:
i => Stel ﬂbi* € <A'>, duw.z. 3t met A't = bi* dus D'bi* =D'A't = g, _
i Nu is BD, dus D'B' regulier en D'b,, = (D'B')*i = 0 strijdig. |
<= Nu is (g) E-Wzg+m,q « Volgens 1.80 is er een linkerinverse (VW) |
zodat VA + WB = Iq' Dus VAD + WBD = D oftewel WBD = D,
Analoog is er een linkerinverse E zodat ED = EWBD = Im.

Nu is m = r(EWBD) < r{(BD) < m dus r(BD) = m oftewel
BD regulier.

1.43, Zij yqx] ¥ o, szI gegeven vectoren. Dan is er een X «q met Xy = 2z,

nl. Stel Vi # o. Neem X,; = o vaor j #ken X = z/yk, dan is




~ 1.8 -

De rang van een matrix

Nu volgen enkele eigenschappen betreffende de rang van een produkt van ma-
trices. Dit is belangrijk o.a. om te kijken of een produkt een inverse heeft

en om de dimensie van de beeldruimte te bepalen.

1.44. a) r(A") = r(A) (zie Wiskunde 10).

b) r(AB) < min[r(A),r(B)], nl. r(AB) = r(Ab* .;.,Ab*s) =
= r(la sta .b, ) s r(4).

*ibil"" *1 18
Analoog: r{AB) = r(B'a") r(B') = r(B). Dus r(ab') = 1 als a,b # 0.

l’

IA

1

c) A e‘ﬂﬂg q: r(AB) = r(B), nl.: r(B) = r(AB) = r(B'A") = r[B'A'A(A'A) '] =

-
r(B') = r(B); A'A is regulier volgens 1.45 nl. r(A'A) = r(A) = q.

AT T TR S I
1]

B ¢ mng 5 T(AB) = r(&), nl.: r(AB) = r(B'A') = £(A') = r(A).
3
Bijzonder geval: de rang verandert niet door voor~ of navermenigvuldiging

met reguliere matrix.

1.45. r(Ag) = r(A) (analoog r(AAi) = r(A); in het algemeen is r(AB) # r(BA)).

Bewijs:
Ax = o geeft Agx = o dus N(A) < N(Ag); Agx

dus Ax = o0 oftewel N(Ag),c N(A): dim N(Ag)

o geeft x"A'Ax = (Ax)2 = g
dim N(A), dus r(a%) = r(a).

e T e D R R i
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1.46. Zij r(A) = r, dan bevat A een reguliere rxr ondermatrix (zie Wsk 10).

1.47. Als ABA = A => r(AB) = r(BA) = r(A).

Bewijs:
r{(A) < r(AB) &n r(AB) s r(A) dus r(AB) = r{a).

", ST

1.48, <AB> ¢ <A>, nl. <AB> = <Ab_ . ... Ab*q> c <A>,

I
Is B regulier of van wvolle rijrang (zie 1.44) dan is <AB> = <A>,

Verder is <X'X> = <X'> (met 1.45).

1.49, Ax = b consistent <=> b ¢ <A>, Ga zelf na (Wsk 10).

. an P . - .
Gevolg: Is A ¢ Wlpq dan is Ax = b consistent voor alle bpxl‘

1.50. X'Xb = X'y isconsistent daar X'y ¢ <X'> =<X'X>.
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Symmetrische en positief definiete matrices

Nu volgen enkele eigenschappen betreffende symmetrische en positief defi-
niete matrices. Deze spelen een belangrijke rol o.a. omdat de variantie-

covariantie matrix (semi)positief definiet is.

(A+B)' = A' + B'; (AB)' = B'A',
Bewi i H] _

' = = ' T - TAYY ..,
(AB)ij (AB)J.i E ajkbki E b, &5 (B'A )iJ

1

(A-l)' = (a")" nl, a7l =1 geeft (A-l)'A' =1I' =1,

Gevolg: A regulier, symmetrisch <= A-] regulier, symmetrisch, ‘

A A . Al Al
Is A = AII A}Z dan is A' = Afl A%l .
21 22 12 22

Vx,y (&x,y) = (x,A'y), nl. (4x,y) = x'A'y = (x,A'y).

Is A symmetrisch, dan geldt (Ax,y) = (x,Ay).

Opmerking: Dit is eigenlijk de definitie van een symmetrische afbeelding,
Op een orthonormale basis behoort bij een symmetrische afbeelding een sym-
metrische matrix en omgekeerd. Ditzelfde geldt voor een orthogonale af-
beelding en een orthogonale matrix.

Is A symmetrisch en ll # 12, dan zijn de bijbehorendé eigenvectoren x, en

. 1
X, orthogonaal, ul, A](xi,xz) = (Ax],xz) = (xl,sz) = Az(xl,xz) dus

(xl,xz) =S 0.

Uit 1.16 volgt voor een niet defecte matrix A : er is een reguliere ma-
trix B zodat AB = BA oftewel A = BAB_I; B bestaat uit eigenvectoren en

A= diag(ll,...,kp) uit de bijbehorende eigenwaarden van A.

Nu geldt: een symmetrische matrix A is reéel diagonaliseerbaar (zie Wsk 30).

Met 1.33 kan men er voor zorgen dat B orthogonaal is, zodat
A = HAH'

(H nu een orthogonale matrix van eigenvectoren en A de diagonaalmatrix van

eigenwaarden; in het vervolg zullen H en A steeds deze betekenis hebben),




1.55, Zij A e?nxg-g , symmetrisch en 0 < m < p. Dan is er een B em™  zodat
?

m,p

A B' . ,

(B 0 ) regulier is,

Bewijs:

r(A)' p-m, dus <A > = <A> aan te vullen met m onafhankel13ke rijen zodat

r( } = p. Oftewel voor alle i geldt b é <A> dus ook

b,

i
© A
. £<B> oftewel r(B 0 ) = p+m dus regulier,
o
= ! ' 1t B+B R
1.56, f(x) = x"Bx = §(x'Bx+x'B'x) = x'(=—)x =: x'Ax = f(x) nu echter met A

symmetrisch. Vandaar dat in een kwadratische vorm de matrix zonder beperking

symmetrisch ondersteld kan worden, deze is bovendien uniek (met 1.57).

1.57. Y%,y ¢ x'"Ay = 0 <= A = 0, nl, 6;1 Aﬁ*j = aij = o Vij.
Vi @ x'Ax =0 <= A = -A" (A nu niet symmetrisch ondersteld!).
Bewijs: <= x"Ax = Ix'(A+A")x = o | ’01
= GLi Aé*i =a;. =o. Nu (Ogennylyeneylyeea,0) A i = aij + ag; =0
geeft aij = _aji' i
0J

Opmerking: is A symmetrisch dan volgt dat A = 0.

1.58. Ag =0 <= A = (, nl. r(AZ) = r(A) =0 dus A = 0,
in het bijzonder IlAll = 0 <= A = 0,

1.59. A% = A2 <=> A = A', nl,

IAT-AN® = sp(A-A")(A'-A) = sp[AA'-AA-A'A'+A'AT = 2sp(A'A) - 2sp(AA)
daar sp(Ag) = Sp(Az), dus met (1.58) A = A",

n
o]

1.60, AX'X = BX'X <= AX' = BX', nl,
(A= B)X'X = 0; <(A-B)'> ¢ <X'®>" = <X'>' dus (A = B)X' = 0. Ander bewijs:
= (A - B)X'X(A - B)' = [X(A - B)'7% dus X(A - B)' = (A - B)X' = 0 (1.58).




OEmerking: A eM™M gq(dus van volle kolomrang) dan AB = AC <= B = C, nl.
A'AB = A'AC en daar A'A nu regulier is (met 1.45) volgt B = C.
 Analoog A e7nr§q (dus van volle rijrang) dan BA = CA <= B = C.

1.61. A,B 2 0o = A+B 2 o, nl. ((A+B)x,x) = (Ax,x) + (Bx,x) 2 o.
Is N(A) n N(B)

{o} dan is A+B > o; in het bijzonder is A+I > o.

? ‘ 1.62, A'B = 0 = (A+B)g = A2 + Bg (hiet omgekeerd), nl.
L 2 2

(A+B)'(A+B) = (A'"+B')(A+B) = A'A + B'B + A'B + B'A = AS + B=,

3 1.63. 2ij A symmetrisch, dan geldt A > o & Vi X, > o,

Bewijs: Volgt direct uit 1.66.

F 1.64. A >0 <= A = DZ,

Bewijs => : neem D AiH', dan is Dg = HhiAiH' = HAH' = A.

(Dgx,x) = (Dx,Dx) 2 o.

Bewijs <= : (Ax,x)

; Opmerking : Is A > 0 dan is Dzvap volle kolomrang en omgekeerd.‘ o

3 In de gebruikelijke notatie D" = DD is dit niet waar., Neem bijv. D = (_

E DD = (:;_3 ), sp DD < 0 oftewel met (!.63)is DD niet > 0.

E ‘ Ook geldt A = BB, nl. met B := HA*H'; B =: A*. s

2 ' Is A > 0 dan is er zelfs een bovendriehoeksmatrix D = \\_ | met A = Dg.
0 2

Deze is te vinden door een Gram-Schmidt orthogonalisatieproces.

D is uniek als men eist dii 2 o voor alle i (Choleskiprocedure).

1.65. A > 0 <=> A"} > 0.

BEWij5= volgt direct uit 1.66.

T e R R T T AT TN R T e




1.66,

1.67.

l‘68’

| e o

1.69.

) A> 0@ A>0@A ! >0ema
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BeMd : A > 0 = BAB' > 0,

q,P p*p
Bewijs: BAB' is symmetrisch en (BAB'x,x) = (AB'x,B'x) = (Ay,y) > O daar y # O
als x # 0, '

Opmerking: _

a) Is slechts gegeven dat A regulier is, dan kan BAB' wel singulier zijn.
b) Is B regulier dan geldt: A > 0 & BAB' > 0,

c) Daar A = HAH' geldt dus ook: A > 0 @ A > 0 (dus alle A, > 0),

d) Daar |A| = Hki, is A regulier,

| I -1, .
>0 (A 1 is ook symmetrisch en bestaat).

Ay A
A > 0 <= elke hoofdendermatrix A,. > 0. Stel A = : 1.
1 PXP Ay Ay
YA All
Neem x' = (x;,o') waarin X, een vector met p,, 0 een vector met p, componenten

is. Voor alle X, # 0 is x;Allxl = x'Ax > 0 dus met A ook All > 0,

Een willekeurige hoofdondermatrix B is altijd linksboven te plaatsen, nl
A = I'AT. Daar I regulier is, is (met 1,66) A ook > 0.

van de orde Pp X Pp» AZI van de orde Py X P dus Py * Py = P

A,B symmetrisch en A > O dan is AB reéel diagonaliseerbaar.

Bewijs: . .
A= DZ (1.64) dus AB = D'DB = D'DBD'D“T (A, dus D regulier),

Nu is DBD' symmetrisch dus = HJ\H_l oftewel AB = D'HAH-ID-T
C :=D'H,

=: cAC” met

Dit is niet juist als A s.p.d. is!

Is A # 0 reéel diagonaliseerbaar dan geldt sp(AA) > O.

Bewijs:
A= BAB—]; sp(AA) = sp(BAB—IBAB_l) = sp(Az) > 0,

Opmerking: is A defect dan is dit niet waar, voorbeeld:

A= (g é) ;s AA = 0 en sp(AA) = O,
Is A niet defect en Ai = ) voor alle i, dan is A = AI, nl. A = BAB-]==A = Al.
Deze triviale uitspraak biedt de mogelijkheid defecte matrices te construeren,

voorbeeld:

OO W
O w o
w o -
-




1.71. 1s A niet defect dan is r(A) = Zmi, waarin m, de algebraische multipliciteit
is van Ai # o3 nl. r(A) = r(BAB-]) = r(A) = Im. .

T mg AT

1.72, Gegeven Apxq met p £ q. Dan zijn de eigenwaarden # O van A'A dezelfde als

die van AA'.

Bewijs:

Stel A'Ax = Ax en X # o, dus ook (AA')Ax = AAx oftewel ) eigenwaarde van

AA' (nl. Ax # o). Analoog als p eigenwaarde is van AA', dan ook van A'A.

1.73, Stel A, B > 0 en van dezelfde orde., Dan is er een reguliere D zodat A = Dg

en B = D'AD (A diagonaal met alle A; > o).

Bewijs:

A= Ez (zie 1.64), Beschouw E_TBE--1 (volgens 1,66 ook > 0) dus = HAH'

(Ai > 0), Dus B = E'HAH'E =: D'AD met D = H'E. Dit geeft A = E'E = E'HH'E =
D'D = DZ.
Opmerking: is B alleen symmetrisch, dan geldt de stelling ook, alleen ver-
valt Ai > 0.

1.74, Stel A> 0, B 20 en B # O, Dan is ]a + 8| > |al + 8|,

Volgens 1,73 is
|a+B| = |D'D+D'AD| = [D'| |1+A| |D} = [A] |1+A] > |A] | (1+|A]) =
= [al + ]a| |a] = Ja] + {B] nl.
|T+A] = MCI+;) > 1+ My =1+ [af,

Gevolg: Is A > B= [A| > |B].
1.75. sp(AA) < sp(A'A).

Bewijs:
sp(A'+A)'(A'#A) = 0 (zie 1.64 en 1.63)

= sp[(A*A')(A'2A)] = sp[AA'+A'A+AAA'A'] = 2sp[A'A+AA].
2
Dus sp(A'A) 2 % sp(AA) of anders geschreven: Isp AA[ s ITAl™.

1.76. 14BI% < A IBI°.

Bewiés:

1aBI° = ] rcaB); 0% = ] (a},b, )
1]

2 2 .2
<) i*b*j (Cauchy=Schwarz)

ij
=7 a2 Tl =qartusi? .
L S ix L7 xj
1 J




Speciaal geval: HAtz < HAH2 HxH2 =|lA|I2x2 .

OEmerklnE. Cauchy-Schwarz ongelijkheid luidt: (x,y) < {%x,x)(y,y) oftewel

(x' Y) ﬂxﬁ Hyﬂ = xzyz; we zien dat lAx|l < M|jx|| voor alle x.
Tk -1 . , .
1.77. z AT = (I-A) voor Al < 1. (I - A is regulier, zie som 1.24).
0 .
Bewijs:
Definitie: 1lim §_ = S dus /IS ~S) < £ voor n > N,
n k .n
Stel §_ i= J A dus I-A" = §,(I"A)  (som eindige meetkundige reeks met
reden A en eerste term I). Daar I[A™] < IAI™ (1.76) en Al < | is lim A® = 0
en dus lim S = (I"A)_]
n+uan
1.78. A >0 = |A] s a,,.
I xn ; i
Bewijs met inductie:
Waar voor n = 1; stel waar voor n = n.
_ Ann b
Partltloneer‘A(n+l)(n+l) = o .
8n+1,n+1
Dus (zie 1.35)
n+l
IA(n+1)(n+l)I N IArmHanH,nH"b A, bl = IAnnIanH,nH'S 2 ;3 ol
-1
T a - .
b'A b > o en an+l,n+l > o (zie 1.,67), H1eru1t volgt de
1.79. Hadamard ongelijkheid: |A|25 I Ha*iﬂz.

Bewijs: *
B i= A'A dus (1.78) [B| < nb ;3 maar b # afi = lla*ill2 en |B| = ]A|2
oftewel [A[ s T ”a*iﬂz.
i
In woorden meetkundig: het volume opgespannen door de kolommen van A (dus

det A) is kleiner of gelijk aan het product van de lengten dezer kolommen.




¥
bl
ﬁfu.

1.80, Zij a e?ﬂ.g = 3B ¢ MP  met AB = Ip; B heet rechterinverse van A.

v 4 q,P
Neem B = A'(AA')-I. Analoog: '
Zij A e””lg = 3B ¢eM3  met BA = Iq; B heet limkerimverse van A,

' q,p

Neem B = (A'A)_lA'.

1.81. Hoofdwaardendécompositie: Zij :(Apxq) = r. Dan bestaan er matrices Wpr,
Vqr met WZ = Vg = ] en een diagonaalmatrix A zodat A = WA£V'.

Bewijs:

Neem voor de kolommen van V orthonormale eigenvectoren behorende bij de’
2. VAV', Definieer
W= avATE, Dan is w2 = aA"hvaZuat o 1o a-untvy? = tacr-veny 12 =

= (I-VV')Ag(I-VV') = (0, dus A = WA&V'. q.e.d.

. ‘ . 2
r eligenwaarden > 0 van de matrix A~. Dus A

Ogmerking:

1. A bevat de positieve eigenwaarden van Ag, deze worden de hoofdwaarden van

A gencemd (Eng. singular values).

2. De kolommen van W zijn de orthonormale eigenvectoren behorende bij de

positieve eigenwaarden van AA' (zie ook 1.72) nl.:
AA'W = (WA*V')(VA*W')W = WA,

3. Men kan W en V aanvullen tot orthogonale matrices door toe te voegen or-

thonormale bases van N(A') resp. N(A). A wordt dan met nullen aangevuld

X R = I Sl ibn i

tot qu.
‘f 4. Andere versie: er bestaan reguliere matrices R en @ zodat
1 ‘
5 I 0
A rr
3 RAQ = . Dit volgt direct uit opmerking 3.
L
¢ 0 0 _
1 L
3 Dan is R =W en Q =V .
- 0 I

1.82. A,B symmetrisch: |I-tA||I-tB| = |I-tA-tB| <= AB = 0.

Bewijs <= : triviaal.

Bewijs => : |I-tB]| = |I-tA1“’|1-tA—tB| | T-tkB| met K := (I-ta)~).
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Opmerking: I-tA is regulier als 1/t geen eigenwaarde is van A.
2
Dus ook is 1I—t232| = [I-tz(KB)ZI oftewel sp B = sp(KB)2 =

= sp [(I+tA+t2A2+ ...)B]2 = sp[B2+t(...)+t2(ABAB+AZBZ+BA2B) + 0(t3)]

.- sp[BABA+2(BA)(BA)'] = 0. Stel BA = D, Nu is (1.75)
sp(DD+DD') 2 o dus sp(DD') = o oftewel D = BA = AB = O (1.58).

1.83, A,B symmetrisch; AB = BA <= 3 orthog. H zodat H'AH = A_ diag.

1
H'BH = A, diag.

Bewijs <= : AB HA H'HAH' = HA A H' = HAA H' = HAZH'HAIH' = BA,

T I T T e A S Y T

Pl o>,
Bew1ls : AT 0
Stel R'AR = A

i o 'xlrI R orthogonaal, Ai # Aj.

Stel R'BR =; C (dus symmetrisch)
AB = BA geeft AIC = CA] of uitgeschreven, C gepartitioneerd:

M¥ 0 9‘V"C?1 glr..%rl MIo0
Trr

3 o 1) lc.....c C . ...C
rl IT

r rl 0 ArI

{. Dit geeft Aicij = Ajcij(= Cji) en daar A, # Aj is dus Cij =0 voor i # j.
B 1 = : . .
; Stel QiCiiQi Di(dlag) en Qi orthog. (dit kan daar C, dus Cii symmetrisch
i’ is)
& Q] o
i g T met Q'Q =1 .
g Q 0 g Q'Q |
3
; D, 0o
? Nu is Q'CQ = . =: A, (diag.)
] 0 D
, r
g |
3 1o) (T o) o o
: en Q'A]Q = . ~. T = Al .
; o' ~ *
; 0o q 0 “A Il jo
- Dus Q'R'ARQ = A, &n Q'R'BRQ = A, ; moem RQ = H.  q.e.d.
Gevolg: A,B > 0 €n AB symmetrisch = AB > 0,
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Idempotente matrices en projecties

Nu volgen enkele eigenschappen betreffende idempotente matrices.
Deze spelen een belangrijke rol o.,a. bij het opsplitsen van kwadraat-

sommen en het bepalen van kansdichtheden yan kwadratische vormen.

1.90. P orthogonale projector <= P = PZ (dus symmetrisch en idempotent).

Bewijs:

Y o . .
Zij R" Euclidische vectorruimte met orthonormale basis.

[Vx,y (y=Py)'"Px = y'(I-P')Px = o]<= (I-P')P = 0 <=> P = P'P = Pg .

- Opmerkingen:
L i) Is P een orthogonale projector op een lineaire deelruimte D dan is"

pl = I-P de orthogonale projector op het orthoplement p* van D, nl. I-P

. . . 1
1s weer symmetrisch en idempotent en P'P = O,

ii) Met P, zal voortaan bedoeld zijn een orthogonale projector op de deel-

) A

g ruimte A of <a>,

1

3 iii) Is ALB dan is P,P_ = 0 nl. (PAx,PBy) = x'PAPBy = o voor alle x,y dus

4 A'B
K PAPB = 0 (zie 1.57).

i 1.91. Gevolg:
] : oy [ R L .
i) ann = {n} = Pu =5 G = 5 uu' is een orthogonale projector op <u> (ga na).
ii) Px 1= x(x'x)'lx' is de orthogonale projector op <X> (ga na).
L . . '
PX = I-PX 1s de orthogonale projector op <>t .
P . Ix
iii) De orthogonale projectie van een vector y op een vector xis %T; X.

Is x = u, y' = (y],...,yn) dan wordt dit juist

y i= (§-,...,§-)' met §. 1= Zyi/n.

1.92, <PX> = <X> nl. Pxx = X dus <X> ¢ <Px> (zie 1,48).

Verder is r(PX) = dim<X> = r(X) dus <X> = <PX>.




f
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i

1.93, Ap ‘D niet defect en Vi A; =0 of 1 <=4 idempotent.

Bewijs = : A = BAB | geeft A% = BAB 'BAB™) = BA%B ™! = BAB”! = A
daar A2 = A,
' 2 2 2 _
<= A" = Aj Ax = Ax; ATx = A'x = Ax; A(A-D)x =0, A =0 of 1.
Dus <A> = EA=1' Stel r(a) =-r,‘dan dim N{A) = p-r, Vul B aan
met p-r onafhankelijke eigenvectoren uit N(A) bij X = o.

A Dus A niet defect!

Opmerking: Is A symmetrisch, dan is A s.p.d. tenzij A = Ip'

3 1.94. A idempotent: sp(A) = r(A) nl. (met 1.93)
; sp A = sp(BABﬁl) = sp A = r(A). De relatie is zeer belangrijk!

o 1.95. PD orthogonale projector op r-dim.deelruimte D <=> P = Gg met GG' = Ir'
- I 0

F Bewijs => : P = HAH'={ ; 0
= <= Gg is volgens 1.90 een orthogonale projector! En met 1.92 is
} dim D = r(PX) = r(Gg) = r(G) = r(GG') = r(Ir) = r (met 1.45).

g = H(S)(I 0)H' =: G'G = G2 (zie ook 1.64).

Opmerking: Daar PG' = G'GG' = G' zijn de kolommen van G' orthonormale
Eg eigenvectoren bij X = 1,
;o 1.96. ZAZ' ofthog projector ¢>22A22A22 = ngzg en ZzAZg symmetrisch

fﬂ 1° IAX' = 3A'5' o z2ar? = g2a052 (met 1.60).

e 2 .2 .2 2

2 TAI'IAL" = IAI' & I-AZ=AZ- = Z'Azg (met 1.60).

1.97. Zij B deelrulmte cV; ac V ; dan geldt dfa,B] = Ha-P aH nl
- Vb ¢ B is lla-bll® = Ha-PBaH + Ipy a-bll 2 dus Ha—PBaH Ha-bH (zie 1.9).
1.98. Probleem. Bepaal bij gegeven matrix Ynxp en gegeven k < n, een matrix ank

é van volle rang en een matrix B, zodat Il Y~XBl minimaal is,

Oplossing. De matrices van de orde n x p vormen een lineaire vectorruimte
en met het inproduct als gedefinieerd in 1,8 een Euclidische vectorruimte.
Deze wordt metrisch met d[A,B] := [|A-BIl als afstandsfunctie. We proberen

dus Y "zo goed mogelijk" door XB te benaderen.




oftewel

Definieer P als de orthogonale projector op de, nog onbekende, k-dimen-

- . . , L.
sionale lineaire deelruimte <X> opgespannen door de kolommen van X; P~ 1s

~ de orthogonale projectie op het orthoplement <X>* van <X>., Uit 1.32 en de

projectiestelling volgt nu

2 2 - i 2 L 2
£(X,B) := lly-XBI" = § Iy, 4=Xb, 0" = § IPCy, ;=Xb, I % T IP™(y, ,=Xb o)

J

£(X,B) = Il P(Y-XB)I % + 1PL(y=xB)lI 2

£(X,B(X)) := min £(X,B) = et 2

B
voor (Y-XB)'X = 0, B(X) = (X'X)_lx'Y. Nu is YY' = HAH' (H orthonormale

eigenvectoren; A eigenwaarden met A] 2 4. 2 An). Dus

n n
2
ip'w 2 = sp(P¥Y') = sp(PrHAR') = HptmAl? = 3 A HPlh*iH =: ] AP,
: 1 ]
% 1 1 1
met 0 < p; < ] en z p; = sp(P"HH') = sp P~ = r(P") = n-k (zie 1.94).
1
1
Definieer §; = ? pj voor 1 = 1,...,0; 5y ln+| = (0, Dan is
n n n
? Py = § Ailsg=sy ) = § CFRLFPRPLINE

Nu is S, = n-k, dus s5; 2 i-k daar Ps < 1, Verder is s; 2 0, dus

n n n

T, s, 2 T (Og=h, (i-k) = ) X,
i i "1i+1771 k] 1 1+1 k+1 1
oftewel
n . ) n
£(Xy»B,) = min £(X,B(X)) = min ) A WETR T = Ay

X X 1 k+1

L . - L .
voor [P h*i" =0, 1=1,...,k, en llP h*i" = 1 voor i = k+l,...,n.

Conclusie: Kies voor de kolommen van XO orthon. eigenvect. van YY' behorende

bij de k grootste eigenwaarden., Inderdaad is dan HPlh*iH = ﬂh*iH = 1 voor

1 L
h*i € <X0> len e h*i” = 0 wvoor h*i € <X0>.
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OBmerking. We zien dat XB = X(X'X)_]

X'Y = PY. Ook zien we dat, wil deze be-
nadering van Y door XB zin hebben, r(YY') = r(Y) = r(A) > k moet zijn (dus

P > k).

Uit dit probleem volgen direct enkele stellingen betreffende extrema:

Onderstel An > 0 met eigenwdarden X, 2 A, = .., = A : r(ank) = k,

x0 1 2 n’
Dan is
n
1.99. min sp(P_A) = Z A. = gsom van de k kleinste eigenwaarden van A.
X n~k+1

De kolommen van X zijn de bijbehorende orthonormale eigenvectoren.

Analoog is natuurlijk:

i
m;x sP(PxA) = g Ai = som van de k grootste eigenwaarden van A, nl.
b -} IS N
= max sp[(I-P)A] = } A, - min sp\P_A) = ) A, - A: =) A, .
X i 1 i X XA T i Kt ] 1 i i

Bijzondere gevallen hiervan zijn:

k
1,100, max sp(X'AX) = E X,

i
X2=I 1

nl. sp(X'AX) = sp(XX'A) = sp(PXA), nl. PX = XX' is symmetrisch en idem-
potent.

Voor X = x wordt dit:

[me! x'Ax = A] = grootste eigenwaarde van A, en x bijbehorende eigenvector.
x|=

r
Dit is natuurlijk hetzelfde als max %Fé? = Al (geldt ook als A symmetrisch is),
x#£0

Ogmerking:

]
1) het quotient q(x) :='§T$§ wordt het Rayleigh quotiént genocemd.

] -
2) max ﬁyég = A] = grootste eigenwaarde van B lA.

Hierbij is A symmetrisch, B > 0 (ga na).
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Enkele begrippen uit de mathematische statistiek

In deze paragraaf worden enkele begrippen uit de mathematische statistiek
nog eens herhaald en enkele nieuwe begrippen ingevoerd, o.a. de maximum
likelihood methode die veel wordt toegepast om schatters te vinden, en de

variantie-covariantiematrix die een centrale rol speelt.

Definities, notaties

De S—Operator

Ex 1= 7 PiX; » X diskreet, mits de som absoluut konvergeert,
en
o .
Ex 1= f xf(x)dx , x kontinu, mits de integraal absoluut konvergeert.
Stelling. ng(g) 1= jg(x)f(x)dx = gg(i) .
)

Ook meerdimensionaal:
5@(31,...,§n) = Jg(xl,...,xn)f(xl,...,xn)dx1 . dxn .
G
£g(x) heet de verwachting van g(x).

Opmerking. Onderstreepte letters zijn stochastische grootheden.

Een stochastische matrix é_='{gij} is een matrix waarvan de elementen a5
stochastisch zijn (niet te verwarren met een Markofmatrix).

De verwachting van A is EA := {Egij}.

X is isomoor met y (notatie x = y) betekent X en y hebben dezelfde kansver-

deling; x ~ N(p,c?) betekent X is normaal verdeeld met gemiddelde ﬁ en vari-

antie g2,

Karakteristieke funktie 9, (£) := LoltX (t reéel). Analoog indien x een p-
— 3 ' -

dimensionale variabele (vektor) is: Qx(t) = Eelt X met t' = (tl,...,tp)

regel,




2.6. Een aselecte steekproef ter grootte n van de p-dimensionale variabele
. t . ) ' .. .
X '= (51""’§p) 1s een matrix znxp van n onafhankelijke, met x isomore

stochastische vektoren. De rijen geven dus de herhalingen aan.

2.7. Een schatter van een populatiegrootheid (parameter) op basis van een steek—

proef X is een funktie van deze X .
-nxp “nxp

2.8. Een schatter t voor de parameter & heet zuiver als geldt:

€t

% (voor alle 9 ¢ parameterruimte).

2.9. Een schatting is een realisatie wvan een schatter, dus t is een realisatie

van t.

%_- 2.10. De aannemelijkheidsfunktie (likelihood function) van een ohafhankelijke

v steekproef X nxp ter grootte n uit de verdeling f(x;%) waarin x = (xl,...,x )
? en § = (al,...,s ) , 15 de simultane kansdichtheid van X % cpgevat als

E. funktie van 9:

T

xi*;S) waarin X, (x.],...,xlp) .

L®) =

-]

2.11. De meest aanmemelijke schatter voor 9 is die §_die L(®) maximaliseert.

2.12. De likelihood-ratio toets voor de nulhypothese HO : 9 € w tegen de alterna-

tieve Hl : $ ¢ w, heeft als kritieke zone die steekproefuitkomsten waarvoor

L sup L(%)
W Sew .
0<A=-——-—-:=—_— =
Lg sup L) < Aa (Q = parameterruimte).
Peft
2.13. Populatie (&&ndimensionaal) Steekproef (Bpseeesx)
populatiegrootheid (parameter) steekproefgrootheid (schatter)
_ n
pop.gemiddelde y := Ex steekpr.gemiddelde x = | §i/n
1
pop.variantie o2 1= &(x - p)? steekpr.variantie s?:= ) (x;-x) 2/ (n=1)

pop.spreiding o 1= Vgl steekpr.gpreiding s := Vs?

S TR

E
el.
[




[\ ]
o
Fe
.

B L] 4 - - - ) : '
De variantie-covariantiematrix van de stochastische vektor x = (gl,...,gp)
is

] Populatie (tweedimensionaal) steekproef SR SEEERES S ) Sy
pOp-COUCD"'I:CE?’It?:Q cov('}_(_,i) = steekpr.covariantie 32(3{—,1) =
= o2y = €0 - u)(y - w)] = % & 0@ -p/a-D
;j pop.correlatiecoéfficiént steekpr.correlatiecoéfficiént
k 02 (x,y) s%(x,3)
L Y = ety @Y C s
E
ko
FI .

=t

VAR(x) £2

22(x) = 8(x - W(x - w)' met u = &x = (up,eenon)’
' en y; = Sgi .

Inderdaad is

a?,
ij

]

2 - - =
(%) €(x; ui)(:_cj Mi) =
Zijn de 9 alle gestandaardiseerd, dan wordt I2 = R/ de correlatiematriz.

Opmerking. In de literatuur is I gebruikelijk i.p.v. I?. Toch biedt deze
laatste notatie voordelen, o.a. door de analogie met 02 voor p=1l.
£¢ = 'L, Dat dit geoorloofd is, dus m.a.w. dat VAR(x) 2 0 is, wordt

bewezen in 2.39. Ook is L2 = IZ, nu met symmetrische I (zie 1.64).
2.15. De covariantiematrix der vektoren x = (gl,...,gp)' eny = (zl,...,zq)' is
Cov(x,y) = &(x - v )(y - ‘uy)' .

In het bijzonder is COV(x,x) = VAR x en COV(E,z_) = COV'(X,E).

2.16. Een lineaire funktie a'y is een BLUE (best Linear unbilased estimator) voor

c'8 als 8(a'z) = c¢'B en var(a'y) minimaal is (onder alle zuivere lineaire

schatters).

Opmerking. Ook gebruikelijke definitie voor BLUE is: t = (El,...,gp)' is een

BLUE voor & als 85 = ¥, t lineair en t minimale gegeneraliseerde variantie

Q heeft (binnen de klasse van alle lineaire zuivere schatters).

2.17. |22| wordt de gegeneraliseerde variantie van een verdeling genoemd.




- 2.4 -

b. Eigenschappen
2.30. o%(x) = &x* - €x)?%; o%(x,y) = Caxy) - €x &y.

2.31. Zijn x en y stochastisch onafhankelijk, dan geldt 8(53) = €x Ez en dus zijn

X en y ongecorreleerd oftewel p(x,y) = 0 (niet omgekeerd).

2.32. var(oax + fy) = a2 var X + 82 var y + 208 cov(E,'_X).

i 2.33. Is y = (x - w)/o, dan is u(y) = 0 en oy) = 1; y heet gestandaardiseerd.
Analoog geldt: als y; = (x; - x)}/s(x), dan is y = 0 en s(y) = 1.

L 2.34, Isu=ax + Benv =1vy + & met ay # 0, dan is pz(g,y_) = pz(z,y_), m.a.w. ol

is onder deze transformaties invariant.

2.35. &(AB + C) = AEB + £C.

Bewljs:

= E aik(EE>kj + (89)13 = (ASE)]_] + (Eg—)lj = (AE_B_ + 69_)1:'
2.36. De verwachting van een kwadratische vorm:

= 2 ; =
E(x'Ax) = sp(AZ) + u'Au . Analoog &(E.'AZ) = sp(AEZI) + u}‘cAuy .

S Bewijs: 2?2 =&(x - w)(x - p)' =&xx' - w'

dus Az? = E(A_}_c}_c') - App’

en sp(AL2) = E(sp Axx') - sp(Amp') = E(E'AE) - u'ap (zie 1.32).
Is 2 = 021 en A = P een orthogonale projectie met r(P) = v dan ontstaat:

ElIPg_cll2 = E(_E'PE_) = Sp(UzP) + p'Pu = va? + u'Py.

2.37. COV(Ax + By,Cz) = A COV(x,z)C' + B COV(y,z)C'.
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Bewijs:

COV(Ax + By,Cz) = E[(Ax + By - Aw_ - Bu)(Cz - Cu)'l =
= ELIAGE - wp) + B - )}z = u) €1 = ElAG - u)(z —wp)'c'] +
+ E0(By - uy) (2 - u,)'C'1 = A COV(x,z)C' + B COV(y,z)C

2.38. Gevolg: VAR(Ax) = AZ?A', nl. met B=0, A=Cenz=x.
021 en A orthogonaal geldt:

In het bijzonder als y = Ax, £2(x)

£2(y) = Az?2(x)A' = AcZIA' = o2AA" = I%(x) .
2.39. 0 < var(a'x) = a'r2a, d.ow.z. 12 >0 (tenzij a'x constant is oftewel de
X, lineair afhankelijk).

Hieruit blijkt dus dat de notatie I2 voor VAR x geoorloofd is, daar £ := $'%
dus (s.) p.d. is. ] '

2.40. 1Is § een maximum likelihoodschatter voor & en f een &&n-é&nduidige funktie,

dan is f(§) een maximum likelihoodschatter voor f(%). (Zie [11] pag.48.)

2.41. Als ¢x(t) = my(t) voor alle t, dan is x = y (zie Cramér, pag. 94).

- geit'(Ang) L it

2.42, mAﬁfB(t) e ?E(Att)’ i.h.b. voor A = a:
_ 1Bt
¢a§?8 = e ?E(ut).
. -1¢2
2.43, Is X ~ N(0,1), dan is wx(t) = 7,
Bewijs:
- 1.2 ~4t2 = 1 fwmisy 2 _1.2
o, (€) = . J I L J - .
N /i%

Is z_“‘N(u,cz) oftewel y = 0x + u, dan is volgens 2.42

my(t) = eiut e_i(ct)2 = exp(iut - }o2t?) .




2.44,

2.45.

2,46,
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mEx.(t) = F qlx.
=i i =i

In het bijzonder is dus Oy (t) mx(t)@y(t); nl.

Poit(xty) _ Jjeit(X+y)f(x)g(Y)dXdY = Jeitx f(x)dx Jeity g(y)dy =.¢x(t)¢y(t)

Dit niet te verwarren met het volgende:

x = (§1,...,§p)', waarbij alle X; onderling onafhankelijk zijn, dan is

P
o (t) = T mx.(tj) met t = (t;,... N )" (0ok omgekeerd, zie
= =1 =1 Cramér pag. 266,296).
Stel 9 (1) = & it'x _ ¢ i(t1§f+t2§2) dan is 3%29(0,0) _ _ £(x 5 nl
a mﬁ e e , .an —327525— %,%,),
20 _ g, 1t % *E,%,) _ 32 . ) it x *t,%,)
e, TE® » %, et, E%p/e
1 1"72
. it.1_<j
Is ¢x(t), x = (51,...,§P) » bekend, dan vinden we w (t ) = €e J uit
p_ = Selt X door t' = (0,...,t.;0,...;0) te nemen.

X ]

Transformatie van stochastische variabelen

o+ - r
Zij X (§]s"',§P)
f = f LECI ) .

(x) (xpyeeesx))

Beschouw de é&n—-&&nduidige transformaties I - yi(gj,...

een stochastische vektor met simultane kansdichtheid

’§p) met resp. in-
versen x. = xi(y],...,xp), i=1,...,p-

Dan is de simultane kansdichtheid van y = (Xl""’zp)‘

g(y) = f[x](yl,...,yp),...,xp(yl,...,y )1 abs Ia |
5 ax,
Hierin is |»
y i

f(A_ly) abs IA‘1|.

.
ig B .. (L
dan is et {ax 1.

Ls in het bijzonder y = Ax met {al # 0, dan is g(y)a=
Zijn x en y vectoren en is y = y(x),

.0
Is y = Ax, dan 1is 3% =

(t) indien alle X; onderling stochastisch onafhankelijk zijn.

R Bk R e L

R
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De multinormale verdeling

De &éndimensionale normale verdeling treedt vaak op omdat het te bestuderen
effekt veelal de som is van meerdere onafhankelijke variabelen.

Evenals de centrale limietstelling leidt tot de normale verdeling voor een

enkelvoudige variabele, zo leidt ook de algemene centrale limietstelling tot -

de multinormale verdeling van meerdere variabelen.

e
4
»
:
:

Dit is een rechtvaardiging voor de centrale plaats die de multinormale verde-
ling in de multivariate analyse inneemt. Bovendien is het erg plezierig dat

deze verdeling wiskundig goed hanteerbaar is.

L] + . .
Stel y = (zl,...,zp) met ¥~ N(0,1) en allg ¥; zijn stochastisch onafhan-
kelijk. De vektor y heet dan p-dim. standaardnormaal verdeeld: y ~ NP(O,I).
Dan heet x = 1 + X'y [Z| > 0 p-dim. normaal verdeeld: x ~ Np(u,zz), nl.
85 = ¥ en VAR x = L'IE = I2; andere motatie y = Zp ~ NP(O,I).
Welke verdeling heeft x ?

p . _ - f
Nu is fy(y) =1 fi(yi) = (2m) tp e by Y dus volgens 2.47 is
1

£ (x) = fy[Z-T(x - u)] abs |E_1| = Izl’l(ZE)-ip expl- }(x - u)'Z_z(x - wl.

Wat is de karakteristieke functie?

P ‘
Volgens 2.43 en 2.44 is mzﬁt) =M g (tj) =1 e 1 exp(-4t't) en dus
: .

volgens 2.42 is
- T
9, (1) = e 0,(Tt) = exp(it’y - je'52¢)

{(vergelijk met 2.43).

Samengevat: is x p-dim normaal verdeeld met parameters u, £2, dan is

g e R TS s A A

Rk

R

£ = [2]7 207 expl- fx - W 'ERx - )]
en

9. (t) = exp(it'u - ft'z%) .
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Het geval p = 2, de tweedimensionale normale verdeling:

2
" l/d1 —p/clcz 1
z - 2 2
-0/o,0, 1/02 (1 - p%)
' .
en o
2 2 y
1 1 (x=1y) Gopu 2 Gxpmhy) (R M) ) g
f(xl,xz) = axpy — [ -2p - + > .
ZRUIUZV(I—pZ) 2(1-p2) c% 172 o5

Is p = 0 dan is f(xl,xz) = fl(xl)fZ(XZ) dus X, en x, stochastisch onafhanke~
Lijk. '
Daar [2]2 = %U%(l - 02y > 01is |p] < 1,

Doorsnijding met vlak f(x) = constant geeft ellipsen, daar dan

: i e T e

i et e e R

(x - u)'zuz(x - u) = constant en de eigenwaarden van 572 alle positief zijn

(zie 1.63). Het middelpunt is py = (ul,uz)'.

Theorema:

Is §'~.Np(u,22) en A_ _ heeft rang m, dan is ' '%

P

y = o+ Ax~ N_(a + Au,AT?AT)

Bewijs: Dit volgt direkt uit 2.42, 3,2 en 2.41, nl.:

Ly ]
2t exp(it'Au - Jt'AT?A't) =

[

_ it'a .
wz(t) = e .CPE(A t)

]

PR T iR i R

explit' (o + Au) - Jt'(AZZA")¢t]

5

s

en daar #olgens 2.41 de karakteristieke funktie éénduidig de verdelings-

dichtheid bepaalt, is het gestelde bewezen. Volgens 1.66 is AZZA' > 0.

Enkele belangrijke konsekwenties

~ 2 L - .
Is x NP(O,G I) en Arxp zodat AA I, dan is

e R T e B

¥ = Ax ~ N_(0,021) .

Is p = r (dus A orthogonaal), dan is dus y = Ax = x.
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3.5. Neem A = (0,...,1,0,...,0) dan volgt direkt Ax = x. ~ N(ui,oii), oftewel
elke komponent van X is ook normaal verdeeld.
Pas op: het omgekeerde is niet waar: Als van een vektor x elke komponent

normaal verdeeld is, hoeft g nog niet normaal verdeeld te zijn (zie appen-—
dix A).,

3.6, Neem A =o' (al,...,ap), dan volgt uit dit theorema

=o'y = a,X, + ... + & ~ "y,o0'2a
oftewel in woorden: Een lineaire combinatie van normaal verdeelde variabelen

die een multinormale verdeling volgen, is weer normaal verdeeld.

Pas op: een lineaire combinatie van normaal verdeelde variabelen zonder meer

hoeft niet normaal verdeeld te zijn (zie appendix A). R

In het bijzonder geeft o' = (I,e00,1) en x ~ Nn(u,dzi) met M = (H,...,u)’

1
_ n
o'x = x ~ N(u,02/n).

e R

e

Soms definieert men een multinormaal verdeelde variabele met behulp van

ey

3.7. Theorema

Als elke lineaire kombinatie van de komponenten van een vektor x normaal

verdeeld is, dan is x multinormaal verdeeld (dichtheidsvrije definitie).

Bewijs: Stel 5f~F}5u,22) en a'x ~ N(a'u,a'Eza) voor alle ¢ # 0. Dus

9 1, (t) = exp(ita’'n - ja'2Zae?)

o e

stel t = 1 dan is

-

s TR S T

e R

¢ar£(t) ¢§Fut) =9 (@)= exp(ia'y - 1a'3%a)

dus x ~N (u,ZI2).
- p
Uit theorema 3.3 volgt ook direkt:

3.8. Theorema

Is x ~ Np(u,zz) dan is de marginale verdeling van elke deelverzameling van x 5

weer normaal met corresponderende gemiddelde en variantie-covariantiematrix.
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.. 1! 2 ' '
Bewijs: Laat x' = (EF ) ’E( ) )y = (El""’§p1’§pl+]""’gp) :
\ (' (@) A R TRITS B (1
pt o= (u s M ) en L® = . Hierin is dus Z;, = VAR x* 7,
Ly I
Ly, = VAR gﬁz) (beide regulier ondersteld) en L1 = COV(§(1),§(2)) = Zél.
= (1) _ ~ (1
Neem nu Aplxp = (Iplxp]’o) dan volgt x = Ax Npl(u ,le).

(Merk op dat in Ell het kwadraat ontbreekt; eventueel te schrijven als Zf.)

Theorema

(1y _(2) (1) _(2)

Is x ~ NP(U,E2), dan geldt: x  “,x ongecorreleerd <=> x" ’,x stochas—

tigeh onafhankelijk.

Bewijs: Dit volgt direkt uit de karakteristieke funktie, nl. Lyg = Iy = 0

geeft:

(1 (D), 1 @' @) (' (1) @)y (@)

29t 71 =

explit t

mi(t) 11

(2)

(zie eind 2.44).

Hierin is t' = (¢(0", Py o ¢ ,. ',

..,tpl,tp1+],...,tp)
Pas op: ongecorreleerde, simultaannormaal verdeelde variabelen zijn onafhan-
kelijk. Zijn ze echter niet simultaannormaal verdeeld dan is dat niet zonder

meer juist (zie appendix A).

Theorema
Is x ~ Np(u,zz) dan is de voorwaardelijke verdeling van’gﬁl) bij gegeven x(2)
fe® [ x@y oy D L Be® @y
P, 1142
_ ~1 e _ -1 s
met B i=z 20, en¥ =1 -I F L (zie 1.35).

B heet de matrix der regressiecolfficiénten van zﬁi) op x(Z) (beter 5512).

G M TR L e s L L

) (1)(t(1))m (2)(t(2)), dus E(]) en x stochastisch onafhankelijkj
X x :




A1,

_3'5_

Bewijs: Voer een reguliere transformatie uit ¥ = Ax zodat X(]) en 1(2) onge-—
correleerd zijn
S0 (D) g @) . S
B - - PxP
dus A = 3 |al =1
MCRCY o .
Dusg
cov(x( - B Py o5 -Br =0 oftewel B =1z, 1)
- = = 12 22 12722 °
(1) _ F T_ - ' _ “ly
VAR yi 0 = 3y By, B - By -, B -ny -t - 5,
en

gy = D 3@

(1

Nu is x, dus volgens 3.3 ook y, eveneens y volgens 3.8 normaal verdeeld.

y(l) en y(z) zijn ongecorreleerd, dus volgens 3.9 ook onafhankelijk, dus

£y | @) = s,

Daar f(x(]) | x(z)) = f(y(]) +qu(2} | x(z)) is f een normale verdeling met
g[x(l) I X(Z)] =
z(l) + Bx(z) = u(l) - @u(z) + @x(z) en VARE:_{_(I) | x(z)]= VAR z(l) =

. Dus

]
< |

f1+2

f(x(l) l X(Z)) =N [U(l) + B(x(z) - U(Z)),Z . ]
Py 11+2

Enkele opmerkingen:

1102 = Fpy» dat

f(x(l) | x(z)) = Ni) (u(l),E“) = f(x(l)) ofwel ongecorreleerd = onafhan-
kelijk. !

a) We zien inderdaad, indien 212 = 0, dus B =0en I

b) Het geval p = 2 geeft:
°] 2 25
f(xl ] XZ) = N[pl + a'z— p(xz - uz)’ol(l - p )}

c) VAR[_:&_E(I) | x (2= Li1. is onafhankelijk van het niveau van %2 pit is

essentieel en geldt niet zonder meer voor andere verdelingen.

AR R Tl
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3.12. 4) Ts 1 = 0, dan is £x P 7 = Bx® engpx, xP7 = 8], =P,

1%
(2)

] .
Stellen we nu X =Y, X = (xo,...,xp) = x, B.

= I
1.*_8 - (BO,'..’BP)’

dan wordt dit juist

U-,Xlx] = B'x = ByRg * ... ¥ Bpxp

of ook geschreven

LR

y=B8'x+e metfe=0 en var e = 02 (onafhank. x).

G

Dit is een rechtvaardiging voor het feit dat dit lZneaire model in de
multiple regressie analyse vaak wordt toegepast. In de regressie analyse

schat men o.a. de regressiecodfficiénten B.,, dat is dus &n rij uit de

matriz der regresstecodfficiénten B (zie § 5 multivariate analyse).

AR X KN R s

e) 211 7 > 0 nl. het is een variantie-covariantie matrix, dus zeker it

Ty 2 0

. . 2 . .
Lchter 211 5 18 regulier als I regulier is, nl

2 .
0 < (2% = |L22||211_2| dus |211.2] # 0

f) Er geldt 211.2 < le.




- 4.1 -

§ 4., De verdeling van kwadratische vormen

a. De niet-centrale xz-, F- en t-verdeling

4.1, Definitie: x%(u;) 1= o+ xv)g is een niet-centrale chikwadraatvariable met

cap s . s 2
v vrijheidsgraden en niet-centraliteitsparameter § := u=.

: xv ~ NQ(O,I).
Voor & (dus p) = 0 is dit de centrale chikwadraat.

Uit 2.36 volgt direct:

4.2, 63%(6) = v + § en uit 4.7ii) var x%(d) = 2y + 46,

4.3. De momentgenererende functie van v := xi(ﬁ) luidt:

: mv(t) = (] - 2t)“v/2exp[6t/(l - 2t)] .

Bewijs: Hiertoe leiden we eerst algemener af:
zij y ~ N (0,I), € symmetrisch en z := y'Cy + m'y + ¢

De momentgenererende functie van z is

4ob. mz(t) = |I - 2tC1_£exp[%t2m'(I - 2tC)_]m + ¢
mz(t) = Ee'Z = (Zﬂ)bin J...f exp(ty'Cy + tm'y + tec - iy'y)dyl...dy

Dit is volgens vraagstuk 3.13, met A =0, a = o0, « 1y=b = tm, -B

en B =4I - tC

- | -
2 énlg‘,l - tC| 2exp[}-,tzm'(%l - tC) ]m + tc] =

I}

mz(t)

| - 2tc| 2 exp Ciemr (1 - 2tC) n o+ tel.

Opmerking: I - 2tC > 0 voor voldoend kleine t, zie vraagstuk 1.41.

Stel nu x =p+ y, dus v = x'x ~ Xi(ﬁ)

§'§ = (u + y)'(u+y) X'X + 2u'y + w'u. Neem C = I, m

mv(t) = (] - Zt)—%vexp[thu'p(j - 2t)_] + tu'pyl en u'u = § geeft
mv(t) = (1 - 2t)-évexp[§t/(l ~ 2t)]

2 . L2 .
4.5, Stelling: Als v, = xvl(dl) onafhanke}ljk v, = sz(ﬁz)' dan is

v, + v, 2
-1 =2 Xv +v

(&, +8,) .
Fvp 1 T2

n

= tc

2u, ¢ = yu'u, dan

S L

R e L T e

AT
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4.

7.

. 8.

_4'2_

Bewijs:
m (e) = (t)m (t)
Y, "y,
-v|/2 —v2/2
= (1 - 2t) exp[dlt/(l - 2e)1(1 = 2¢) exp[ézt/(l -26)] =
-(v]+v2)/2—
= (1 - 2t) exp[(GI + 62)t/(l -20)]1 ,

(analoog 2.44).

vt X
Definitie: gv(u) := ——— , x onafhankelijk X, is een niet-centrale stu-
A

dent-variabele met v vrijheidsgraden en niet—centraliteitsparameter p.

2
v Xv](s)/vl

4

B T A T

Definitie: F l(6) 1= ——p———— , x onafhankelijk x , is een niet-centrale
—t -y 2 v v
2 X /v2 | 2
Y2

F-variabele met vl resp. v,
Voor de kansdichtheid, variantie e.d. wordt verwezen naar Searle.

. Kwadratische vormen

X~ Np(u,Zg) => var(x'Ax) = 2 spKAEg)ZJ +4u'A22Au.

Bewijs: Stel x = p +2£'HE met H zodat H'CAL'H = A = diag(A],...,AP). Dus
z ~ NP(O,I) en var z, = 2.

x'Ax = (u' + 2'H'Z)A(u + T'Hz) = u'Au + 2p'AL'Hz + z'Az.

var(x'Ax) = 4u’AZgAu + var(z'Az) + 4u'AI'H cov(z,z'Az).

Nu is

var(z Az) = var I A. zf =2 L A = 2sp [A 1= 23p[(zAz ) }= 25p£(Azl)2]_
cov(z,z' AZ) =£ {z(z'Az - sp A)] = E(zz Az) = E(zZA z. ) =

= E(glzli_f,o-o,zpzkizz)' 0 daar L(gl_i) =0 en 651 = 0,

vrijheidsgraden en niet-centraliteitsparameter §.

i
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Gevolg:

: _ 2 2

i) p=1,A=1, 2 =g geeft x ~ N(u,oz) en var 5? = 204 + Aozuz.
ii) p=v, A= 22 =1 geeft x =y + xﬁ en var xZ = 2v + 4u2.

4.9. cov(Bx,x'Ax) = 287 2Ap.

Py

i
M
g
)
A
. :“;’

Bewijs:

B cov(§{§'4§)

B cov(u + Z'Hz, p'Au + 2u'AL'Hz + z'Az) =

B cov(Z'Hz,2u"'Ar'Hz) = 2BS'HH'IAp = ZBEgAu .

4.10. Hulpstelling: C symmetrisch; y ~ Nn(O,I) %
z 1= y'Cy + m'y + ¢ ~ Ki(é) met § = ¢, v = r(C) @

d.e.s.d. als i) ?=c i

b

s T

~i1) Cm = m

1i1) ¢ = im'm

Bewijs:

Dus de m.g. functies zijn gelijk:

—1 - - ' _
(1-2t) 73xp[6t(l-—2t) ]] = h-—ZtC] iexp[%tzm.'(l--ZtC) lm + tc] ]
Ofwel ‘ ﬁ
e v o_ _ %
l (1-26)" = |1 - 2t _ voor alle t uﬂ
2° St = te(l - 2¢) + 3t2m' (I - 2¢0) 'm(1 - 2¢)

st
1® Stel C=HAH' en 2t = 1; |I - 2tC| = |I -t HAH'| = IO =th) = (1 -’

Beide polynomen in T zijn gelijk, dus Cheeft veigenw. 1 en n - v eigenw. 0

dus volgens (1.93) is C idempotent en r{C) = v,

1

2 (1 -2ty = ¥ (2e0)® =1 4 2eC 4oL, zie (1.77).
0 .

o
4
-
|
i
Wi
3

R A T

o

§t = tc - 2t2c + £t2m’(I-+2tC +...0m(1 - 2¢t)

S

0= t(c-8) - t2(2c - tm'm) + t3(m'Cm - om'm+...

lm'm en m'Cm = m'm en daar C2 =(C, Cm = m. 0

e}
[~
2]
O
Il
[¢)
]
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4.11. Stelling: X ~ Np(p,ZZ); 22 =: V 2 0 dus singulier toegelaten

A niet noodzakelijk symmetrisch, VAV symmetrisch

voldoende

§'A§ ~ Ei(u'Au) met v = sp(AV) d.e.s.d. als 1) VAVAV = VAV
' ii) VAVAR = VAp
iii) p'Ap = p'AVAp

A symmetrisg
} onderste1d ﬁ

. . 2 .. : ]
Opmerking: is I~ > 0 dan noodzakelijk en voldoende AV idempotent en v = r(A)

3

e

Bewijs: Stel x = u + Iy; x'Ax = y'IALy + 2u'AZy + u'Ap.
Dus 1) LAZZAL LAY of met (1.60) VAVAV = VAV
ii) ZAITAu = TAu  oftewel VAVAu = VAp | o
iii) wp'Au = i-4p"ALEAp = p'AVAp. : . .

|13

Opmerking: In het bewijs is A' = A ondersteld; is dit niet zo dan worden

ii) en iii} ingewikkelder. w
Belangrijke toepassing:' ﬁ

4.12. Is P een orthogonale projector met r(P) = r en zij x ~ Np(u,ozl) dan is %
N

"

x'Px/c” = IPx I’ /0 ~ x2(6) met & = IpulF/c’. i

A

4.13. Stelling: x ~ Np(u,I); x'Ax onafhankeélijk x'Bx ¢ BA = 0 (A, B symmetrisch). i
' ‘ B

Bewijs: ' kg

. = = : F‘I

= : Dus mK'A§+E'B§(t) mg'(A+B)§(t) m§'A§(t)m§'B§(t)’ dus :

|T - 2t(a + B)Y| = |1 - 2ta||1 - 2tB]

dus volgens .82 moet AB = 0.

St oo

e el
- R T A TR U R

<= : Volgens 1.83 is er een H zodat H'AH = Al en H'BH==A2.

o

AA, =0d.w.z. A. A., = 0V, dus minstens &&n van beide 0.
172 TilT12 i
Stel x = Hz dus z ~ Np(uz,l).
2

en x'Bx = zA,z = ZX, Ei dus onafhankelijk.

' - ot =
x"Ax = z'A z = I) zh,z i2

¥ Ax 12 i1%i
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4.14. Stelling: x ~ Np(u,l), A symmetrisch.

Bx onafhankelijk x'Ax e BA = 0

t
w
rt
o
—
1=

= Hz dus z ~ Np(uz,l). Dan is Bx = BHz

x'Ax = z'H'AHz =2'Az. Nu is BA=0=BHH'A, dus ook BHH'AH = BHA =: CA = 0.
Dus | ' {
Cii Cag[|M O g
cA = =0 :
€21 C22Jl0 o i
4
waaruit volgt C. . =0, C,. = 0 oftewel %

1

o
-

(o]
Il
o
O
L}
-~
[
(]
=]
—

Stel z = (Ei’ﬁé)"
1 = i =
Nu is Bx = Cz Crz, en x Ax E]A]E]'

Daar z, en z onafhankelijk zijn, dus ook Bx en x'Ax.

-2
= : Dus ook x'B'Bx o0.0. x'Ax dus volgens 4.13 geldt B'BA = 0 en met (1.60)
BA = 0.

Gevqlg:

4,13, Stelling: x ~ Np(u,Zz) met 22 =: V = 0.

x'Ax 0.0. x'Bx «|VAVBYV = 0 ;
VAVBY = VBVAu = 0 o
u'AVBy = 0 iﬁ

Is 22 regulier, dan noodzakelijk en voldoende AZzB = 0.

Stel x = 1 + Iy met y ~ Np(O,Ij
"Ax = y'TALy + 2u'AIy + u'Au  analoog x'Bx.

o

0]

b

A

.

[+ 7]
R i e SR i e
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1°) y'ZAZy o.0. y'IBIy volgens 4.13 d.e.s.d. als ZATIBI = 0 oftewel
met (1.96) VAVBV = 0

28) v'ALy o.o. y'IBIy volgens 4.14 d.e.s.d. als p'ALIBL = 0 oftewel
W'AVBY = 0, dus VBVAp = 0. Analoog VAVBy = 0.

3e) u'ALy o.o0. u'BLy; cov(u'ALy, u'BEy) = p'ALIBu = u'AVBy = 0.

Opmerking: Voldoende is weer dat VAV en VBV symmetrisch zijn.

Gevolg:
. 2 2
Stelling: x ~ Np(u,E ) met L7 =: V = 0,
x'Ax o.0. B§¢={BVAV =0
BvaAl = 0.

' ‘ .. 2
Is 22 regulier, dan noodzakelijk en voldoende BL A = 0

Bewijs:
Stel x = p + Iy met y ~ Np(o,I).
x"Ax = y'"IATy + 2u'Aly + u'Ay  en Bx = Bu + BIy.
1%) BLy o.0. y'EALy volgens 4.14 BIIAI = O oftewel BVAV = Q.

2e) BLy o.o. u' AIy; cov(BZy, n'ALy) = BIIAu = BVAu = O.

Voldoende is weer dat VAV symmetrisch is.

Belangrijke toepassing:

Is x ~ Np(u,czl). Zijn Pl en P2 orthogonale projecties op onderling lood-

rechte deelruimten, dan is P P2 = 0 en zijn P

| x en x'P

x onafhankelijk.

1 2
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§ 5. Regressie, het model van volle rang

Het model

Regressie—analyse is ontworpen voor situaties waar een variabele y (afhanke-

lijke variabele) samenhangt met &&n of meer andere variabelen X; (onafhanke-—

lijke variabelen) die gewoonlijk alle gemeten worden aan hetzelfde object.

Doel is met deze metingen die samenhang te vinden of te controleren.

Voorbeeld: Uit informatie over het inkomen y en het aantal jaren scholing x
proberen we te achterhalen in welke mate y gerelateerd is aan x. Omdat het
inkomen van een individu ongetwijfeld nog door andere (onbekende) factoren
dan de scholing zal worden beinvlioed en er toevallige storingen bij de re—
gistratie van y kunnen optreden, is het streven gericht op het vinden van
een relatie tussen het gemiddelde, verwachte inkomen van een individu met
aantal jaren scholing x (bekend) en x zelf. Het inkomen in een concreet ge-
val zal van dit gemiddelde afwijken. Ongeacht de verschillende oorzaken van
deze afwijking vatten we deze samen in een stochastische storingsterm, de
toevallige fout e := y - éz,_Voor de relatie tussen éx en x is in principe
alles mogelijk. '

Algemeen: &z = f(x) oftewel y = f(x) + e heet een regressiemodel. We beper-
ken ons tot lineaire regressiemodellen omdat hiervoor de theorie velledig
is en het practische-nut bewezen. | -

De lineariteit slaat op de parameters bv.: (E’lz = g + Bx, ex = q + Beix,

Ez = q + Rx + yxz, doch niet Ei,= a + xP.

De verklarende variabele x wordt als niet stochastisch beschouwd, als "in-
stelbaar" op iedere vooraf te bepalen waarde.

In het vervolg nemen we als model E{.= a + fx (gz = g + Bex = g + Rz e.d.

zijn hiertoe te herleiden!).

Waarnemingen

Er worden aselect n onafhankelijke individuen gekozen, elk met een verschil-
lend aantal jaren scholing xi.-Hun inkomen wordt eveneens geregistreerd.
De afwijking van y; van het bij deze X geldende gemiddelde égi = o + BX; is

e, =y, - &yi.

e

TR

SR

RN
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i ‘ ‘ 2
Het model luidt nu: I = + Bxi + gi met tgi = {0 var e, =0 en cov(gi,gj) =

=0 (L # 3)edi=1lyeen,n.

Schatters voor de onbekende parameters o en 8

De hier gebruikte methode der kleinste kwadraten houdt in dat o en B zo ge~

schat dienen te worden, dat de som van de kwadraten van de afwijkingen van
de waargenomen yi's van hun gemiddelde Ezi zo klein mogelijk is:
n

2 2 -2
f 1= ele = § e; = Z(yi - Exi) = E(yi - o - Bxi) .

" Dit minimum, bereikt voor a en b, vinden we als volgt:

8t _ _ - - = =

T Z(Zyi na Bin) = () geeft na + bzxi Iy

—6f = - -— - 2 = 2 =

e Z(inyi aExi Bin) 0 geeft ain + bExi Exiyi .

Hieruit a en b oplossen geeft:

i

E(xi - X_)(yi - Y.) inyi'— nx 'y

a= ;_ - b;_, b = — = —
El(xi - x_)2 ' Z‘.xg - nx%

n n
waarin x_ = ) xi/n en analoog y_ := ) y./n.
' I 1

Dat deze waarden inderdaad een minimum opleveren, zien we als volgt:

azflaaz = 2n; azf/asz = 2£x$ en azf/aaas = Zin, zodat

2‘[1 22)(. 2 2 -
det H = ; = 4En2xi - (Exi) ] = 4z(xi - x.)
Zin ZExi

2 > 0

dus we hebben met een extremum te maken en omdat de elementen op de hoofd-

diagonaal van H positief zijn is het een minimum,

Meerdere onafhankelijke (verklarende) variabelen

Uitbreiding van het voorbeeld:

Naast de variabele "aantal jaren scholing" wordt de variabele "leeftijd" als

invloedsfactor van het inkomen in het model betrokken.
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We nemen dan aan.tz_= a + leI + 82x2 waarin X, het aantal jaren scholing
en X, de leeftijd is. Van n individuen met een verschillende xl,xz-combina-

tie wordt het inkomen genoteerd. Er geldt:

¥; =qa + leil + BzxiZ + e » i=1,...,n.

Noteer o = BOXiO dus BO = g en xiO = ] voor 1 = lysoa,n. :
Nu algemeen: é
Een variabele y wordt gerelateerd aan k onafhankelijke verklarende variabe- :Q%
len XiseersX . %

Het model wordt nu in matrixvorm:

y =X + e met &e =0 en var e-=-021 . ‘ff
e = — n : NI

Hierin is dus:

7= (yl,...,yn)' de vector der waarnemingen, response vector

(Bo,...,ﬂk)' de vector der parameters }}

i

(gl,...,gn)' de storingsvector (random disturbance)

B
£
X

= (u X o eoe x*k) de matrix der instellingen, design matrix.

1

OEmerkinE:

i) 1n > k ondersteld omdat er anders geen schattingsprobleem voor de para-

i g i

meters B bestaat. Dan kunnen ze zo bepaald worden dat y = X8.

e L

ii) De aanname var e = 021, d.w.;. de fouten zijn ongecorreleerd en hebben

dezelfde variantie, is een essentiele beperking van het model.

R

Zij b de kleinste kwadratenschatter voor B, eveneens § := Xb voor Ez = XB.

Deze vinden we weer door e'e te minimaliseren:

Tt e

mine'e) =lly - $12 = lly -~ xb1° = minly - %81 .
8

Nu is

ly - x81% = (y - X8)'(y - X8) = y'y - y'X8 - 8'X'y + B'X'X8 5

yly - ZB!XIY + B'X'XB .

3e'e)
YL

=0 = -2X'y + 2X"X8

{(zie B8) oftewel

X'Xb = X'y , de normaalvergelijkingen .
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5.5.

5.6.
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Als X'X regulier is, d.w.z. r(X) = k + |, is dit stelsel &&nduidig oplos-
baar. Door de keuze van de instellingen xij kan men dit garanderen, d,w.z.

dat X van volle kolomrang is (vandaar de naam "model van volle rang").

% 'x'y.

De schatter voor B is dan b

Xb = X(X'X) ]

En voor XB = 62} g X'y =: PXX (zie 1.91).

Opmerking: d(y,<X») =lly - §ll is dus de (minimale) afstand van y tot <X>
¥ =X ¢ <X> (zie 1.9).

Correcties t.o.v. het gemiddelde

Ondermeer op numerieke gronden (de elementen van X'X kunnen erg groot zijn)
worden in de practijk de waarnemingen y en de x-variabelen gecorrigeerd
door het gemiddelde ervan af te trekken.

We partitioneren en voeren de volgende notaties in:

B = (BysBysevesB )" =3 (By,B1) "5 analoog b, = (bseeesb)'

X = (u X]) d.w.2. X] ;= {xij} met 1= l,...,nen j=1,...,k.

u := (l,...,1)" een vector met n componenten 1;

X 3= (;.1,...,;_k)' waarin ;-j 1= Z xij/n, het je—kolomgemiddelde.
y = ;_u, een vector met alle compénenten gelijk aan ;_ = Eyi/p.

P := %IJ(= %-uu'), de orthogonale projector op u (zie 1.91);

il 1= PXI' Er blijkt dat (il)i* = x voor alle 1i.

X =X -X = PLX d.w.z. trek van elke kolom X . van X
m 1 1 1 *]

het kolomgemiddelde, af.

I de vector ;.ju,

. - . 1
vy =y -y=(I-Py=Fy.
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Hieruit volgt direct:

5.7. u= = u'u = n; u'y = n;.; Rl = ux'; u'X, = ox';

In gepartitioneerde vorm worden de normaal vergelijkingen (5.3):

( n  nx' )(bo) (U'y)
\ - L} = vy !
nx XIX] bm X]y

en y = XB wordt:

(%\_
y = (wX)\g /= uBy + X8 .

m

5.8, b, =y, - x'b

Verder is y - ; = PLy = P'LuB0 + PlX]Bm

0.

ofwel v = X R nl. Plu
m m m

. 1 =1.,
Dus analoog aan (5.4): b (Xme) szm.

m

. ey .. . . _
Opmerking: mem 1s 1nderdaad regulier nl. X, dus X1 is van volle kolom

e
rang. Xm ontstaat door van X, een veelvoud van 1~ kolom van

i
X af te trekken, waardoor de rang niet verandert, dus Xm
blijft van volle kolomrang, en daarmede is xéxm regulier, zodat

(Xéxm)_l bestaat.

f. Verschillende schattingsmethoden voor B

g kan op verschillende manieren geschat worden:

i) De kleinste kwadratenmethode houdt het minimaliseren in van [y - XBH2
1

met betrekking tot B en geeft b= (X'X) X'y.

e L

i G e W D, T



ii)

iii)

iv)
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De gewogen kleinste kwadratenmethode houdt het minimaliseren in van

||Z_T(y - XB) i = (v - XB)'E-'z-(y ~ XB) met betrekking tot B als

var e = r? en geeft als schatter voor g : g = (x'z"ZX)'lx'z'%z

Is I= = 021 dan wordt b b. Deze b volgt direct uit i) door y te ver=-
vangen door I z en X door E TX.

Maximum likelihoodmethode. Deze houdt een veronderstelling in over de

verdellng van e. Hlervoor wordt vaak de multlnormale verdeling genomen
d.w.z. e ~ N (0, $ ) en dus y ~ N_(X8 2“)
Het maxlmallseren van de llkellhoodfunctle

-n/2|z|*

L= (2m) Iexp[-ﬁ(y - XB)'ng(y - Xg)1

~

met betrekking tot B, geeft de M.L. schatter voor B die juist b. blijkt
te zijn. (Dus de M.L. schatter voor B is ounder aanname van de multinor-
male verdeling voor e, de gewogen kleinste kwadraten schatter).

De beste lineaire zuivere schatter (blue = best lineair unbiased esti-

mator). Als var e = EZ, wordt gezocht naar de beste lineaire zuivere
schatter voor t'B (t willekeurige vector). Onder de voorwaarde dat zo'n

schatter van het type a'y (lineair) is en geldt éa'z = tf blijkt t'E de

kleinste variantie te hebben en dus de "beste'" lineaire zuivere schatter

te zijn voor t'8. De keuze van t is willekeurig.

Neem t = Gi* dan is dus t'E = Ei oftewel Ei is blue wvoor t'g = Bi. Aan-

gezien dit geldt voor elke i, noemen we b blue voor 8.

g. Eigenschappen van de schatters

ii)

In het vervolg wordt ondersteld var e = 021.

1)

Zuiverheid

b =Et(x'x)_'x'1] = ') 'x'x8 = g,

dus ook éb =B .
=m m

Variantie

-1 1 -1

var b = X0 X' (DX = @0 e?  zie (2.38).

- t -12
Analoog var Em (Xme) o
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. - A -1 2.1 .
Nu is COV(X!Pm) = cov(Py,APy) met A := (x&xm) Xé = Pc"IP A' =" 0.
_ _ - - - -12
.10. Gevolg: cov(go,ym) = cov(x-—x'gm,gm) = - x'(X'me) g en

var by = var(y, -x'b ) = var y + x'var b x = l?

= 02[}/n + E'(xéxm)"i].

.
s

1ii) Schatter voor Ez = XR

1

5.11. Deze schatter is § = Xb = X(X'X) X'y = sz. De waarden ¥ zijn de ge-

schatte verwachtingswaarden bij de waargenomen y's (ook wel voorspelde
of geschatte y~waarden genoemd).
Evident is Ei = XEE = X8 en

2 T R R e

Sz

-~ 2 =1 2
5.12. var § = var(Pxx) = Pxo = X(X'X) X' . 3
4
Is nu E':= (&0,51,...,€k) een set x-waarden, een andere dan die voor de ﬁ
bepaling van b gebruikt wordt. %
= A
We schatten dan £'R door £'b en var(g€'b) = £'(X'X) 1502; Zij %
l_ 1 - H ;
E = (£0'£m) = (I.Emzi 5
Dan wordt met (X'X) = als onder 5.7 gepartitioneerd %
L

var(g'p) = o’C1/n + (5_-%)' ®X)™ (€01 .

o

We zien hieruit dat de variantie groter wordt naarmate § meer van x af-

erd

NS R AT

wijkt., Beschouw nu een "toekomstige' (a.h.w. nd de bepaling van b) set

x-waarden Xce Dan is ¥ = x%ﬂ + epen wordt de schatter van Exf gegeven

door 3%@. Omdat e_ niet kan worden geschat of waargenomen, is de beste

£
beschikbare voorspelling voor if ook x%k = Yg-
Van belang is dan te weten in hoeverre is varieert om zijn voorspelde

waarde Ef = x%y. Berekenen we var(y, - Ef) = var y. + var gf op grond

RS e E e TS

van het feit dat Y onafhankelijk is van PAERERES waaruit b bepaald is.

Nu is var(y, '_if) = Ex%(X'X)-lx + 1]02 nl. var y, = var g, = o2,

b -f

e R
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Restkwadratensom

De restkwadratensom (SSE = Sum of Squares of Error) wordt gedefinieerd door:

SSE := HP;yll2 =y - ?Hz = ? ﬁyi - ?i)z
Dit wordt:
SSE = Y'P;Y= YL =Py =y'y =~ Byy)'y =y'y - b'Xly .
Deze gaan we uitdrukken in grootheden, gecorrigeerd voor het gemiddelde.
= meym .
. Dus

114

SSE_ :=lly =5 I = y'y - p'x’
L Yo = Y Yo¥m ~ Prfmdm?

analoog aan (5.13).

Nu is me = PX-P {(Ga na) dus ?m = (Px-P)y =3 - ;-
Dus

oftewel

SSE = SSE

(zie ook fig. 5.1).

Opmexking: Er geldt: de som der residuen Z(yi - yi) = J nl.,

Wy = §) = (R (Pyy) = u'PyPy

= 0 (u e <X>)

. Schatter voor 02

EISSE) = EHP;:HZ = czr(Pi).= cz(n - r)alsr=r{X) =k + 1,

Dit volgt uit 2.36 en P;(XB) = 0.
. 2, 2
Een zuivere gschatter voor ¢  is dus s° := SSE/(n - 1).

Splitsing van de totale kwadratensom

~ 1 - . a  n ' ~ -
Daar y - ¥y = ny eny = ny, isy-% 1 Fengeldt: y =¥ + (y - ¥}, dus

iy
T
&

L e R B AR e
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2 -~ -~
iy = = Hylg +ly - sz oftewel SS8T = SSR + SSE hetgeen betekent: Sum of
Squares for Total = Sum of Squares due to Regression + Sum of Squares for

Error.

Dus SSR = §¥'§ = b'X'Xb = b'X'y en tevens = yg - y% + b;Xéym (zie 5.14).

[l |

y en § = Py, is y - ; 1 § en geldt y =y -y + ;, dus
Ay IE =y i

kent: SST = Sum of Squares for Total, corrected for mean + Sum of Squares

Daar y - ; =P

[AS)

ﬁsz =fy -yl + H;IF oftewel SST = SST + SSM hetgeen bete-

due to the mean.

Aangezien het voor de "kwaliteit" van de aanpasssing van het model geen ver-
schil maakt of uitgégaan‘wordt van y of ym (de schatter'gm is in bheide ge-
v;llen nl. hetzelfde daar X&y = X;ym), moet de restkwadratensom SSE gaaruit
s  wordt afgeleid in beide gevallen dezelfde zijn, SSE = SSEm. Definiéeren
we nog SSRm = SSR - SSM oftewel Sum of Squares due to Regression, corrected
for the mean.

Zo ontstaat analoog de splitsing: SSTm = SSRm + SSE_, nl.:

Yn=F -+ -HN=5 + G, -5

1 = Tyt . = 2.= g._ —20
Uit 5.16 wvolgt SSRm memym, SSTm Yo =V ny. s

Uit de volgende figuur blijkt de splitsing van de totale kwadratensom dui-

delijk; Bij de getekende vectoren zijn hun lengten in het kwadraat gegeven.

We lezen hier uit af:

SSRm = SSR - SSM

§ST = S§ST - SsSM
m

S8T = 8SR_ + SSE
m m i

§ST = SSR + SSE en

SST = 55M + SSRm + SSE.

SSE_ = SSE
m

55E:(y—§)2

R

miihy

e i ey R R A e e e e

EPetgh sy
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We zagen PX - P

+
.

Opmerking

18.

m

m

T PP =
Er geldt X PX P
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§ 6. Verdelingen in het regressiemodel

In het vervolg nemen we steeds aan e~ Nn(O,ozI).

Daar y = X8 + e =: n + e, volgt hieruit direct

2
6.1, ¥y~ Nn(n,c 1) .
Nu waé‘g = (X'X)_IX{X en r[(x'x)""}
het feit dat b zuiver is, geldt:

X'] =r(X') =r =%k + ] dus met 3.3 en

Z

N 22 N -2 2
6.2. b Nk+i(8’x =s"), analoog hm Nk(Bm,Xm_o ).

R G s R A Ui R L L

S o 22
6.3. Stelling: SSE ~ ¢ Xn-r*

. il 2 . 2 Ly o gy o
Bewijs: SSE = ”PXX” en met 4.12 is dus SSE/c nl. r(PX) (L PX)

S S
= n - r; De niet-centraliteitsparameter § = 0 daar G

2 1 2 i 2
0’6 = 1Py £y I = 1P, XBI° = 0 .
Gevolg: (n - r)E?/cz ~ xi_r (zie 5.15). _é

6.4, Stelling: b onafhankelijklgz.

Bewijs: Dit volgt direct uit 4.13 nl. b = (X'X)_lx'z =: By en

2

it

1 1
SSE = HPXX” Z'sz =: y'Ay .

Nu is AZ%B' = PEXK %6° = 0 (= BZ%A). Verder is SSE = (n - p)s’.

a. Niet-centrale xz-verdelingen :

In § 52%1is aangegeven hoe de totale kwadratensom kan worden gesplitst. We e
gaan eens na hoe deze kwadratensommmen verdeeld zijn.

De verdelingen volgen alle direct uit 4.12 nl.:




2 2 2 2,2 2,2
6.5. SSR :=IIPXXH ~g xr(ﬁ) | r = r(PX) § = HPXnH /o” =lnl /o
2 22 2, 2
g i= ~ -_ - =
S Rm HPszH ~g xr—l(am) T 1 r(PXm) 8, lian /o
) - nm = xmBm
SST :=I1Iyl" =~ oy (8) n = r(l) -
pelo2 L 2.2 ! g
SST  += WPyl =~ o'y (8 ) mn-1=r() i}
. 2
SSM = 1Pyl ~ oox(M) 1 =@ A= Eped =
12Ey 12/02 :
e oty L 2.2 o n Lo 2 é
SSE = PRy I” = o”x n-ro=r®) NPyl =o0. ;
Daar PPy = 0, PP = 0, PP, =0 en P, P> = 0 volgt met 4.13 dat resp. SSR 3
LS SR S X X e y :

en SSE, SSM en SSE, SSM en SSRm, SSRm en SSE alle onafhankelijk zijn.
Dit alles lezen we ook direct af uit fig. 5.1. Hierbij wordt de rang = di- i

mensie van de ruimte waarop geprojecteerd wordt. &

b. F-verdelingen %
Delen we de kwadratensom SS door bijbehorend aantal vrijheidsgraden v, dan ¥
krijgen we de MS (mean Square). Zo wordt: '%

MSM := SSM/1 ; MSR_ = SSR /(r-1) ; MSE := SSE/(n-r) ; ‘_%

%

MSR := SSR/r . P
Quotiénten van deze onafhankelijke grootheden geven steeds een niet-centrale ‘E
F-variabele, ';
Zo is: ?
r -1 E

6.6. F(R) := MSR/MSE ~F__ (§) ; F(R) := MSR /MSE ~ F__ (6 ) ; ‘
. gl

FQU) := MSM/MSE ~ F__ (3) . g
?’5

c. Variantie—analyse %
Het geheel van de berekeningen, vrijheidsgraden e.d. kunnen we overzichtelijk §

weergeven in een zogenaamde variantie—analysetabel.

Zo'n tabel geeft de bronnen van variatie, $S, aantal vrijheidsgraden v, MS,
en de EMS (Expectation of Mean Square). Volledigheidshalve zijn de verdelin-~

gen der 55 ook opgegeven, hoewel deze in zo'n tabel niet thuishoren.
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Model: y = X8 + e e~N (0,0°T) ; ©(X) =r=k+ I
Bron $S v ‘1":;‘;&;5 MS =SS/v EMS
ssk | By l© =151 b'X'y r o%x>(8) o + o%s/v
SSE [ WPeyl® =Ny - 512 | v2 - v'x'y |n-r azxf o2
ssT | Hyi® = iyi y* n |o%x2(6)

Gecorrigeerd voor het gemiddelde levert:
ssM | Byl = Iy ny? ELRLeS 6% + a2\
SSR_ t|pxm?n2 = 1y_I? bIXly 10?326 ) 0% + o%8 /v
SSE | sy i® =Ny - 34° | y% - bIXly In-r o?y? o
sst_ | Iptyi? =iy IP y= a1 0% (8 )

tabel 6.1 en 6.2

Opmerking:
i) Evenals ny = § = Xb; is PX y = ?m = mem.

Vo~
2

2
yl*y--ny,

ii) Ems = £ss/v =

. Het toetsen van hypothesen

L{o X (6)/v]

n

m
(y-y)-GF -y)=y-§dus SSE_ =

oZ(v + &) /v =

SSE.

02 +‘026/v (zie 4.2).

De grootheden F(R), F(Rm) en F(M) zijn voor bepaalde hypothesen geschikte

verdeeld. Zo is (zie ook 6.6).

F(R) ~ F;—r(6)’ H = 0 dus X = 0 dus g = 0 (nl,

-1 _ N -
F(R ) ~F _r(tﬁm), Hy: 6 =0dus X g =0dus B
F(M) ~ F (A) Hy + A = 0 oftewel E; =

toetsingsgrootheden. Onder de bijbehofende nulhypothese zijn deze centraal

X volle kolomrang)

0 (nl.

Xm volle kolomrang)

TR L L

SR

o

ST

AR
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e R
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Deze geven aanleiding tot rechtseenzijdige toetsen. Immers onder H[ :B#O
geldt bv. F(R) ~ F:i_r(a) en PLF(R) 2 F(a) | #,1 > PLF(R) 2 F(a) | My het-

geen ondermeer volgt uit het feit dat de verwachtingswaarde van F(R) groter
is onder H1 dan onder H0 (nl. Egzl = vz(l + 6/vl)/(v2 - 2) zie Searle en

§ > 0). 2

Als een "erg grote" waarde van F(R) gevonden wordt, is er dus reden om Hy te

verwerpen, omdat grote waarden waarschijnlijker zijn onder H, dan onder H..

. ] 0
Opmerking: De F-toets is een likelihood-ratiotoets (Searle pag. 124 e.v.).

De grootheid die het meest gebruikt wordt als toetsingsgrootheid is F(Rm).

Onder de nulhypothese HO : Bm = 0 heeft F(Rm) een centrale F-verdeling. Bij
het toetsen van H0 tegen H1 P8 ¥ 0 wordt H,
Als F(Rm) een significante waarde heeft, wordt besloten dat niet alle compo-

weer verworpen als F(Rh9 >¥F(a).

nenten van B nul zijn. Dat wil niet zeggen dat ze allemaal van nul verschil-
len. De volgende stap is dan het uitzoeken welke componenten van nul ver-
schillen, om te kunnen concluderen welke variabele wel en welke niet bijdra-
gen tot het verklaren van de totale variatie in de y-waarnemingen. Of er
meer verklarende variabelen nodig zijn om de totaie variatie te verklaren
kan onder andere getoetst worden door er meerdere in een tweede analyse op
te nemen en te onderzoeken of ze een rol spelen. Een andere mogelijkheid is
als we per combinatie van x-waarden meerdere y-waarnemingen hebben. De rest-
kwadraatsom kan dan in twee stukken worden gesplitst, &&n binnen de subgroe-
pen met dezelfde x-waardeﬁ (58 for Pure Error, SSPE) en de rest (SS of Lack
of Fit, SSLF). Als er p verschillende x-combinaties en in het totaal n waar—

. .. SSLF/(p.— 1) pT _ .
nemingen zijn, heeft SSPE/ (n = p) een centrale Fn-p verdeling, onder de

hypothese dat het model juist is.

Betrouwbaarheidsintervallen

We weten b ~ N (B,X-gc2) en dus Ei ~ N(Bi,ngcz), i=1,...,k. Nu is

k+1

(L’i - Bi)/“XIIZO' N X N
Vs%/a? _ - szlu Y

—

met v = n - r, daar b onafhankelijk E? is.

A

-

e s

G2 S =

el
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Hieruit volgt een betrouwbaarheidsinterval voor Bi met betrouwbaarheid | - o.

bi - tv(ia)S“xI% < By < bi + tv({a)s/x;% ;3 v=n-r1,

i

Het toetsen van de nulhypothese H0 : Bi = 0 kan eenvoudig worden uitgevoerd

door te onderzoeken of 6.7 de waarde Bi

0 bevat,

Omdat de yi's afhankelijk kunnen zijn en omdat we dezelfde s gebruiken is het
niet geoorloofd een simultaan betrouwbaarheidsinterval voor bijvoorbeeld Bi
en B, op te stellen door combinatie van twee intervallen als in 6.7 gegeven,
tot ien rechthoek in het (Bi,Bj)-vlak. We gaan dag anders te werk:

15 - n# = 1% - ) 12 ~ 0%y

nl. met 4.11 X246” X %% = I (idempotent), r(X) = r en EX(b - 8) = 0.
Dus
I§ - nii*/x 1X(b - 8) I°/r
2 = 3 g E - ’
1§ -gi/ta-1) =~ s nr

teller en noemer onafhankelijk daar b en 52 onafhankelijk zijn, zie (6.4).

De ongelijkheid I X(b - RINZ < rsZF(a) geeft een betroﬁwbaarheidsellipsoide

voor @ in de parameterruimte. Voor k = 1 is dit een ellips.

Het is een ellipsoide omdat ontstaat (b - B)'Xg(b-— B) < ¢ en Xg > 0, dus
alle A, > 0.
1

In 5.12 is als schatter voor £'B de grootheid £'b genomen.

De betrouwbaarheidsgrenzen worden voor £'g
g'b + tn_r(éa)sfﬁ'x'zi .

Voor k = 1, dus r = 2, wordt dit

by + b€

0 *biEn 2t ,()s/ T/ + (R - E)x - XIP .

§
b
&
%
;
4
1
o
A
3
B
‘J

et L

LR o e
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=
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5§ 7. De algemene lineaire hypothese

a. Het toetsen van lineaire hypothesen

In de literatuur over lineaire modellen worden verschillende hypothesen be-

sproken, o.a.

i) HO it 8=0 ;
I3 R = * ;.
ii) Hy : B =8 &
iii) H_ : a'g = y &

°
iv) H0 ) = 0 i

¥ 1
d.w.z. R' = (B(l) 8(2) ) en B(F) heeft bv. q componenten.
Al deze lineaire hypothesen kunnen zoals we zullen zien onder c), als spe-

ciale gevallen beschouwd worden van een algemene lineaire hypothese:

R s | i i

, . . - q
Beschouw de algemene lineaire hypothese HO t KR = vy met K ¢ ﬂﬂq,k+l dus wvan

volle rijrang; y is een vector van gespecificeerde constanten (q<r zie 10.2). ﬁ

Om H0 : KB = y te kunnen toetsen hebben we een toetsingsgrootheid nodig.

g LA
B = RO ANy ]

oA e N

Nu is Kb - y ~ Nq(KB - Y, V_ZUZ) met V_g 1= var(K]g_)/c2 = KX-QK' > 0 (volgens
1.66) zodat deze notatie geoorloofd is.
Definieer SSQ := V(Kb - Y)IF. Nu geldt:

7.1. 88Q ~ ozxi(éq) nl. met 4.12 Vg/c2 V_gcz = 1 idempotent en r(V) = r(Vz) = q

2 . 2. 2
1. V= - en regulier! §. =IV(EKR -
(n axq egulier!), Q V(KB = v)I"/6“,

Nu is SSQ onafhankelijk SSE daar b onafhankelijk 32 is. Vandaar dat

Onder de nulhypothese H0 : KR =y is 6§, =0 en is F(Q) centraal verdeeld.

Q

b. Schatten wvan 8 onder HO: KR = vy

'ﬁ{
]ef‘;
o4
]
L
¥

il

We vinden de schatter hxﬂdoor Ny - Xsﬂ2 te minimaliseren naar B onder de res- |

tricties KR = y.
Beschouw £(B,8) = (y - XB)'(y ~ XB) + 20'(K8 - v).




7.2,

7.3.

7.4,

7.5.

-7.2 -

3af/3R'= ~2X'y + 2X'XB + 2K'6 .

af/3e"= 2(KR - ¥v)
Nul stellen en oplossen geeft:

VA

. 1 -1 [} 1 s
Uit (7.2) b, = (X'X) (X ¥y - K BH) =b-X K'GH

%

Uit 7.3 en 7.4 volgt: KQXH= Kb - KX

EXH= b - X &K'V&Kb - y)

De restkwadraatsom onder H : KR

-2 - yt -
K'BH = vy, oftewel BH = V=(Kb - y) zodat

2 2
ly -Xb, I =

]
II

y wordt dan SSEQ =y -
=y - ylF + ¥ - yXIF daar y - § L <X>en § - ix = X(b - big e <X>. Dit 1s
juist = SSE + 88Q nl

2

2 (b - v) '"VERX ZR'RX K VEKD - ) =

I5 - ?xgl IX(b - bxélﬁ

IV(RD - v) 12

58Q .

. Speciale lineaire gevallen

Bekijken we eens de speciale gevallen gencemd onder a).

i) HO:B=0.

Neem K = I eny =0 dus q =1r, V& = Xg en SSQ = S5R dus F(Q) = F(R).

=b - b = 0 hetgeen nogal logisch is, omdat onder HO geldt g =
* _

ii) HO I

Neem K

Ieny= B* dus q = r, Vg = Xg, dan is

2 - |
F(Q) =IX(b- 8¥y 1 /r.g_2 ~ F;_r , met 6’1’ = |IX(8 - B*) II2/02 (= 0 onder HO) .

Vanzelfsprekend wordt H%{ b - X—zvg(b - g™ ="
i1i) HO ta'g =
Neem K = a', y =y dus q

"

1 dan wordt

1 SN2
p _fe'2 =) ! .2
F(Q) =88Q/s = — 3 = En—r ~ L (onder H )

a'X “as

e PRI} - e
A

.

At et i S
e L

-

AR RN Sl
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- —_ —_ ! - -
b, =b - X Za[a'x 2&] ](a'b -y) =b - 2—2351 X 2a .
XH a'X Ta
. ey _ . _
iv) HO : B 0 d.w.z. Bi =0, 1=0,...,9"1 (g <k + 1).

Zonder verlies van algemeenheid kunnen we de eerste q componenten nul

nemen. .
Neem K = (Iq 0), v = 0 (dus inderdaad K van volle rijrang).

We partitioneren als volgt:

: T T
' 1 ' ' _ qq q,1rq
T T
r=q,q r—q,r=q
Dus V2 =X =T .
qq
- 2 _ (' -1 2 .9
F(Q) SSQ/qi =b quh. /qs” = En-r (centraal onder HO)
Iq 0
- _ 42 =3, (1) _ - 7
B TR X Tgg® T T O ey )
0 r—¢,q qq

(inderdaad b1 = 0).

d. Gereduceerde modellen

Het model y = X + e zonder enige restrictie opgelegd aan de parameters 8
heet wel het volle model in tegenstelling tot het model y = XB + ¢ met de

restricties KB = y wat het gereduceerde model gencemd wordt. In het volle

model is de restkwadraatsom gelijk aan SSE, in het gereduceerde model aan
SSEq = SSE + $5Q > SSE dasr $5Q > 0. Dit is evident nl. het minimum van

ly ~ X8Il naar B zonder enige restricties is < minimum onder de restricties
KB = y.

Omdat geldt

§5Q = reskwadraatsom {gered. model) ~ restkwadraatsom (volle model)

is ook 55Q = SSR - [y'y - (SSE + SSQ)] nl. SSR + SSE = y'y.

RER O AT

Nt
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Men zou nu kunnen denken dat y'y - (SSE + S58Q) de reductie is van de totale

kwadraatsom tengevolge van de modelaanpassing van het gereduceerde model.
Dit is evenwel in het algemeen niet waar. Het verschil y'y - (SSE + S5Q)
kan zelfs negatief zijn en is dus in het algemeen geen kwadraatsom.
Deloorzaak hiervan is dat y'y in het gereduceerde model niet altijd de to-
tale kwadraatsom is (zie Searle pag. 117 e.v.).

Echter, in het geval de restrictie luidt K8 = 0 (dus v = 0), is v'y wel de
totale kwadraatsom bij het gereduceerde model en is y'y — (SSE + SS8Q) =

= SSR -~ §8Q =: SSRQ de reductie hiervan tengevolge van de modelaanpassing.
In dat geval is dus

Restkwadraatsom (géreduceerd model) = SSE + SS8Q = SSEQ

Reductie in totale kwadraatsom t.g.v. aanpassing (gereduceerd model) =

= SSR - §5Q = SSR,.

Voor het geval Kf = 0 ontstaat de volgende variantie-analyse tabel:

bron 55 v verdeling SS
SSR 'SSR - SSQ | SSR 1y - ¥ II2 r (r - 2 2(5 -8
{ q | 19 ¥y { 4| o x, q
2 22 ~ " m :
S58Q - =y - :
Q H%Jl q g xv(GQ) Yy y yXH
SSE SSE SSE ly = §IF n-tr szi
SST SST - SST Iy ”2 n czxi(a)
tabel 7.1.

In deze tabel kunnen twee F-toetsen worden geplaatst:

HO : § =0, X =0, B = 0 toetst het volie model; F(R) = MSR/MSE ~ g;_r ;
HO : 6Q==0, KB =0 toetst de restricties; F(Q) = MSQ/MSE ~ Eg_r

Opmerkingen:

i) Onder Hy:K8 = Ois $5Q = IVKbI” = y'xx Z'vix 2

-WV%XLW1=:H%#ﬁ,mu
<H> = <XX_2K'> c <X nl. PH is symmetrisch,:idempotent en PHH = H;
(ga nal). r(p;) = r(XX_gK') = r(K') = q.

s e e e

TR A S i o e TS
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en r(P, ) = r - q.

%

. _ a 12 _
Definieer PXH i= PX PH dan wordt nydl =[P

Ga na dat inderdaad §, L § - §

x 12

ii) We zien duidelijk de analogie met PX = PX - P en ﬁm = P
m

_ . m_
Dit klopt, beschouw nl. de nulhypothese'HO : &x = 0 oftewel& ﬁ—_z =

y ¥ ete.

1
= %— X8 = 0 (kan ook met c iii).

Neem dus K = u'X/n, dus q = 1, dan wordt

| H> = <X K'> = <XX_2X'u/h> = <Pgu> = <u> dus P, =P .

-~ -~ -~ ~ - _2 ‘ .
En §_ = nyzodat ny= ¥y - F en S5Q = llyll”. P

| Analoog aan fig. 5.1 kan men de volgende figuur geven:

el

In het volle model wordt y

EE

VT

geprojecteerd op <X> met dim r,
in het gereduceerde model op

<X> n <B>' met dim = r-q.

R

o




8§ 8. Modellen niet van volle rang (d.w.z. Xg singulier)

a. InleidinE

In de regressie—analyse, besproken in Hoofdstuk I, wordt gewerkt met kwanti-
tatieve verklarende variabelen om het gedrag van een afhankelijke gemeten
variabele te verklaren. Vaak komt het-evenwel voor dat de verklarende varia-
belen van kwalitatieve aard zijn. Als we bijvoorbeeld het inkomen van perso-
nen meten en proberen te verklaren uit onder meer de genoten opleiding, dan
is deze opleiding een kwalitatieve variabele, die in verschillende catego-
rieén, zoals bijvoorbeeld lager onderwijs, lager en middelbaaf onderwijs,
lager, middelbaar en hoger onderwijs, kan worden verdeeld. Ter onderschei~
ding van kwantitatieve variabelen zullen we de‘kwaiitatieve variabelen voor-
taan factoren en de categorieeén voortaan niveaus noemen. In de zg. varian-

tie-analyse wordt nu het doel nagestreefd de uitwerking van de niveaus van

de factoren op de afhankelijke variabele te analyseren. Analoog aan de re-
gressie—analyse, waar de totale kwadraatsom in een stuk regressiekwadraatsom
en een restkwadraatsom werd gesplitst, wordt nu de totale kwadraatsom van de
waarnemingen van de afhankelijke variabele gesplitst in stukken die ver-
klaard worden door de verwerkte factoren en een restkwadraatsom. In de klas-
sieke variantie—analyse werkt men daarbij met zgn. orthogonale schema's,

d.w.z. bij elke niveaucombinatie van 2 van de aanwezige factoren worden

evenveel waarnemingen gedaan. Dit is bij veel problemen; o.a. biologische of
economische, vaak niet te realiseren. In die gevallen is de klassieke vari-
antie-analyse niet toepasbaar. Daarom wordt in dit college een andere opzet A
geintroduceerd en wordt variantie-analyse als regressie-analyse op dummy va-
‘riabelen gegeven, die geschikt is voor niet orthogonale schema's en voor or-
thogonale schema's als speciaal geval van eerstgencemde. Weliswaar brengt

deze methode meer rekenwerk met zich mee, maar dat is door de computer-mo-
gelijkheden geen bezwaar meer. Onder dummy variabelen worden variabelen ver-

staan die de waarden 0 of | kunnen aannemen.

b. Dummy variabelen _f

Laten we aan de hand van een voorbeeld het gebruik van dummy variabelen il-
lustreren. De investering van mensen in duurzame gebruiksartikelen wordt

gemeten en als verklarende factor wordt de genoten scholing genomen.
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Ongetwijfeld zullen er nog andere factoren een verklarende rol kunnen spe-
len en zal het toeval van invloced zijn op de waarnemingen. Als niveaus voor
de factor "scholing" nemen we: lager onderwiis (1), hoger en middelbaar on-

derwijs (2), en lager, middelbaar en hoger onderwijs (3). Als model nemen

we:

+ B .X., + e

Yij T Bo T Bi®ig, 1t BoXig2 toBa¥yg 3t gy

waarin

- de Bl, 82, 83 de regressie-coefficiénten zijn van de dummy variabelen
- Yij de investering is van de j-de waargenomen persoon op niveau i van de
factor "scholing” '

- X de dummy variabel is voor het niveau "lager onderwijs' van de factor

1j,1
"scholing" bij waarneming j, die gelijk is aan 1 als de waargenomen per-
soon inderdaad alleen lager onderwijs heeft genoten en anders gelijk is
aan 0

- analoog x,.

1_],2 en

Xi: o

ij,3
Er wordt nu de investering van 6 personen waargenomen waarvan 3 op het laag-
ste, 2 op het middelste en 1 op het hoogste niveau van de factor "scholing",

Met het regressiemodel 8.1 vinden we dan:

Yy = 8 * B * e
Y1 = 8 * By t &
I13 7 By * By * 8y
I21 = Bg * By T &
I22 = B * By * 8y
I31 ~ B Y Byt ey

oftewel y = XB + e met B = (80,81,82,83)' en
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(1 10 0) ’yll\ personen j -+
100 Yi2| VI Y2 Y3
« - 1100 B i3 i+ 2 Yo Y92
= H y = s .
1010 Yoy scholing 3 Y31
1010 Y2,
\f 00 1 Y3,

Toepassing van de kleinste kwadratenmethode geeft evenals voorheen de nor—

maalvergelijkingen X'Xbo

= X'y. Omdat X niet van volle kolomrang is

I

4
(z X: = x*l), is X'X singulier en bestaat (X'X) niet. Dit is een voorbeeld
2 .

dus van een model niet van volle rang.

Een ander voorbeeld is het volgende:

De opbrengst van 6 planten van 3 verschillende rassen behandeld met 2 ver-—
schillende soorten kunstmest wordt waargenomen. Er zijn nu twee factoren nl.
ras en kunstmest, met resp. 3 en 2 niveaus. We definiéren weer %5k als de
opbrengst van de k-de plant van ras i, behandeld met kunstmest j.

Dus 1 = 1,2,3; J =1,2enk = I""’nij' We voeren 5 dummy variabelen in, 3
voor het ras en 2 voor de kunstmest. Omdat we weer naar een regressiemodel
op deze dummy variabelen toewillen, hebben we regressiecoéfficiénten nodig.

" Tt

Deze noemen we ®y» Qg @y VOOT de factor "ras' en B], 32 voor .de factor

, 3
"kunstmest'. Naast deze hebben we nog een constante term nodig (BO in het

vorige voorbeeld) die we y zullen noemen. Als model hebben we nu:
=qu+ + + + 8 % +
Lije T %%k, T 2%k, 2 T 3%, 3 T B ¥k,
+ ¥ +
Ba¥ijk,2 * Sijk
Wanneer de 6 waarnemingen als volgt verdeeld zijn:

kunstmest j
1 2

PY Yie Yz | Yo

1 + ras 2 y2]] y22l

3| Y31y




8.4.

8.5.

Dan wordtlx = Xg + e

f h f N 3

Y11, I 1.0 0 1 0]fu
L1109 1 1.0 0 1 0fla
Ligg| _ [PV 00 0 e ..
Yo 10 1 0.1 Oflagf
Y204 I 0 1 0 0 1 B,

1 0 0 1 1 o)|g
ETE) 7172

Ock nu hebben we een regressiemodel dat helaas niet zo simpel oplosbaar is

omdat X niet van volle kolomrang is.

Beschrijving van lineaire modellen

De modelvérgelijking 8.1 is ontstaan omdat we het lineaire model van de in-
vioced van de factor "scholing” op de investering als regressie op dummy va-
riabelen hebben willen interpreteren. De vergelijkingen 8.2 die hieruit zijn
afgeleid kunnep we evenwel met u = BO herschrijven tot

¥

=+ B, +oe., .
Ju_Ble

-l.j

Dit is de gebruikelijke vergelijking van een algemeen lineair model met &&n
factor die zich op een aantal niveaus kan bewegen (index i) en waar bij elk
niveau een aantal waarnemingen (index jy j = l,...,ni) zijn gedaan., Hierin
heeft u de feitelijke betekenis van de algemene gemiddelde investering en
representeert Bi de specifieke invloced hierop van de beschouwde factor.

De matrix X in 8.2 interpreterén we nu niet als de matrix van dummy varia-
belen, maar als een "incidentiematrix" waarin 0 en | resp. de afwezigheid
en aanwezigheid van een bepaald niveau van de factor aangeven. .

Vergelijking 8.5 is de vergelijking van een model met enkelvoudige classifi-

catie. Van de & wordt meestal weer aangenomen dat geldt &5 ~ N(O,cz).

Omgekeerd kan de in de klassieke variantie-analyse gebruikelijke vergelij-
king 8.5 herleid worden tot 8.1. Beide beschrijven dezelfde situatie., Met
deze relatie in het achterhoofd kan de variantie-analyse van het model 8.5

aangepakt worden als een regressie-analyse op dummy variabelen.
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Ock het stelsel 8.4 kumnen we anders interpreteren, niet als vergelijkingen
in een regressiemodel met dummy variabelen, maar als vergelijkingen van een

lineaire variantie-analyse model met 2 factoren:

i M T Y By e
waarbij in ons voorbeeld i = 1,2,3; j = 1,2; k = 1,...,nij met n, , = 2,
n, = l, n,, = 1, n,, = l, Ny, = I, ng, = 0 (dus nij = aaptal waarnemingen

per "cel'™.
Dit is de vergelijking van een lineair model met tweevoudige classificatie.
De a; en Bj geven het effect aan van 88n niveau van 88n factor op de respons

y. Dit ncemt men hoofdeffecten, De u is weer een algemeen gemiddelde en de

matrix X een incidentiematrix.
In 8.6 zijn de hoofdeffecten additief, d.w.z. het verschil tussen de effec-
ten van kunstmest | en 2 op de opbrengst is voor elk ras hetzelfde. Evenzo
het verschil tussen de effecten van de rassen 1, 2 en 3 op de opbrengst is
voor elke kunstmestsoort hetzelfde. Dit behoeft natuurlijk niet zo te ziin.
Het is mogelijk dat verschillende rassen verschillend op kunstmestsoorten
reageren., In dat geval spreekt men van interactie tussen de twee factoren
en wordt 8.6 uitgebreid met egn interactiefactor (uB)ij:

Yig THFog * By (B *ep
We hebben nu gezien dat de vergelijking voor een algemeen lineair .model,
zoals opgebouwd in de klassieke variantie-analyse, kan worden geinterpre-
teerd als de vergelijking van een regressiemodel op dummy variabelem door .
de "incidentie-matrix" X als matfix van waarden van dummy variabelen te
2zien en door de effecten (ai, Bj etc.) als regressiecoefficienten te be-
schouwen.
De vergelijking luidt dan y = X + e en de kleinste kwadratenmethode geeft
aanleiding tot de normaalvergelijkingen X'Xgo = X'y (zie 5.3).
We schrijven met opzet Ep omdat wegens hét'singulier zijn van X'X, er geen

éénduidige oplossing van dit stelsel is.




3.7.

Veronderstel dat in ons eerste voorbeeld Z' = (16,10,19,11,13,27) en
g' = (u,a],az,aB), dan worden de normaalvergelijkingen:
(6 3 2 1)]u° (96)
330 offa) 45
2 0 2 offd 24
0
I 0 0 1)|a 27
L Jk 3J L /
Merk op dat
[v..]
v,
X'y =
Yo,
y
U3
en
r- k!
n-- n]o n2¢ n3o
n, n,, 0 0
X' = .
n,, 0 n,, 0
\n3_ 0 C an
0 . . .. o 0 0 0, _ .-
plossingen hiervan zijn ondermeer: (u ,a],az,a3) = (16,-1,-4,11) of

(27,-12,-15,0) of (-2982,2997,2994,3009).

Een betekenis kan dus aan een oplossing b0 niet gehecht worden. Als we even-

0

wel de oplossingen bO nader bekijken, zien we dat a; - ag-voor alle drie .

0 .
+a,. De functies van de parameters
die invariant zijn voor alle oplossingen bY heten schatbare functies. Zo'n

schatbare functie kan practische betekenis hebben. Bijvoorbeeld ao - aO is

1 2

dezelfde waarden heeft, evenals bv. uo

de schatter van het verschil tussen de effecten van 2 niveaus.

Normaalvergelijkingen

Evenals in § 5d beschouwen we het model y=XB +e.

Echter nu is X-e‘ﬂﬁi met r < p, d.w.z. X'X is singulier,

?
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Het stelsel normaalvergelijkingen is X'XQP = X'y.

We schrijven EP i.p.v. b omdat er meerdere oplossingen zijn.
(Het stelsel is in elk geval consistent zie 1.50).

Het is dan ook niet juist over Ep te spreken als de schatter voor B zoals b

. . . , 0
dat was in § 5, Zeker is EP een schatter voor iets, maar niet voor B. Met b

wordt enkel en alleen een oplossing van de normaalvergelijkingen aangeduid.

Volgens D12 is een oplossing EP

= (X'X) X'y =: GX'y met G een gegeneraliseer-—
de inverse van X'X. Passen we dit toe op ons eerste voorbeeld met de normaal-

vergelijkingen 8.7.

Neem .
(0 0 0 o) y
o Lo o 7
G = 3 :
1 ,
00 5 0
0 0 0 I

dan is 8% = GX'y = (0,15,12,27)" en § = ¥° = (15,15,15,12,12,27)" (vrij

evident!). (Controleer E?i = zyi, zie 5.14).

0

- - - -~ .o
Merk op dat juist geldt: b = (O,y].,yz_,y3.)' en § = (yl-’yl-’yl-’y2-’y2*’y3')'g

Eigenschappen van de oplossingen (vergelijk met § 5g) Y

i)  Verwachtingswaarde

EEP = GX'EX = GX'XB = IOB met I0 := GX'X (zie D1). Dus Ep is zuiver
voor IOB en niet voor 8 (tenzij I0 = I dus X volle kolomrang).

ii) Variantie
var Ep = GX'var y XG' = GX'XG'c“. In 5.9 was var b= X‘202’ dus niet

2 .-
analoog. Dan zou var 0. Go~ moeten zijn.

Dit kan toch echter bereikt worden door een geschikte keuze van G, nl.

volgens D4 kan men X'X transformeren tot een matrix A waarvan de lei-

DR Lol
T

R R £ RS S

dende ondermatrix A]l regulier is van rang r = r(X).

Daar X'X symmetrisch is, kan dit met dezelfde permutatiematrix 1:

Ay A ATV o

Ix'xT = - ; dan is de gezochte G = T 1

Ay Ay 0 0

=
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Ga na dat inderdaad geldt GX'XG' = G en dus var EP = Gdz.

Men kan deze G direct vinden, nl. de Penrose inverse (X'X)+ voldoet.
Daarvoor geldt nl. B'BB" = 8% en 8% is symmetrisch als B het is (zie
Da).

iii) Schatter voor Ey = XB

Zij § de schatter voor EX} dan is § = XEP = XGX'y =: sz (analoog 5.11).
Volgens DIO is P, onafhankelijk G dus § onafhankelijk Ep en dus kan y
gezien worden als de schatter voor Ex.

Deze is bovendien zuiver daar Ez_= PyXB = XB.

Restkwadraatsom

Analoog aan 5.13 is SSE :=Hly - §H2=!|P;yﬂz, dus eveneens onafhankelijk EP.
T
Analoog geldt SSE = y'y - b'%'y.

"

. . 2
Eveneens als 5.15 is 3? SSE/(n - r) een zuivere schatter voor ¢° en onaf-

hankelijk EP. De bewijzen behoeven niet opnieuw gegeven te worden!

lX' en nu P_ = XGX'.

In het model van volle rang was PX = X(X'X) X

Splitsen van de totale kwadraatsom

Dit gebeurt geheel analoog als bij het model van volle rang (zie § 5%). Het
enige verschil is dat het hier geen zin heeft te werken met x-variabelen die
gecorrigeerd zijn t.o.v. het gemiddelde.

Zo wordt bv. SSRm =||PX sz = y'(XGX' - uu'/n)y etec.
m

Tabel 6.1 en 6.2 blijven ongewijzigd. Voor de verdelingen der SS zie 8.14.

Passen we dit alles toe op ons eerste voorbeeld 8.7 met G als in 8.8

(0 0 0 o0 (0 0 o o)
0 «% ¢ o 0 L1 oo
G = 1 » dan wordt I~ = GX'X = ; bTo= (0,15,12,27) ',
00 % 0 1 0 1 0
o 0 0 1] 1 0 0 1
n=6,y =16; r(X) =3 = r.

TR S L
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SSR = bo'x'y = 1692 ;
SST = y'y = 1736 SST_ = SST - SSM = 200
SSM = ny- = 1536 SSR_ = SSR - SSM = 156 .
SSE = SST - SSR = 44

Zo ontstaat:
bron 58 v MS of bron SS v MS
SSR [1692 | 3 | 564 SSR_ | 156 | 2 | 78
SSE 44 | 3 14.7 : SSE 44 | 3% 14,7
SST |1736 | 6 SST_ | 200 | 5

. Verdelingen in het niet volle rang-model

Ons model is weer y = XB + e met e ~ Nn(O,GZI) en X E“ﬂii D met r < p < 1.
»

We weten EP = GX'y; Nu is (GX')an; r(GX"') < r(X') = r < p dus GX' is niet
van volle rijrang en theorema 3.3 niet van toepassing.

Wel volgt uit dit theorema, dat

@ O(t) = exp[it'IoB - it'GXgG'tczj {met 8.9 en 8.10)
b
Omdat GX' niet van volle rijrang is, is GX'XG' singulier nl. r(GX'XG') =
= r(XG‘)2 = r(XG') = r(GX'). Overigens lijkt 8.12 op de karakteristieke

functie van een multinormale verdeling.

We noemen de verdeling van Ep dan ook singulier normaal, notatie Ng, dus

0

B~ Ng(IOB,IO

G'o?)

- Opmerking: Nemen we G symmetrisch, volgens D9 altijd mogelijk, dan ontstaat

QP ~ NS(IOB,IOGO;) analoog aan b ~ Np(B,(X'X)n]cz)

Deze gaan in elkaar over als IO = 1 oftewel r = p.
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De verdelingen der S5 in de variantie~analyse tabel veranderen niet, daar
deze alleen afhangen van de projecties en hun verwachtingen en deze zijn de-
zelfde gebleven als in het model van volle rang (behalve dat we b door bO en
(X'X)—l door G vervangen). Ook is de gehele analyse cnafhankelijk b0 (en G)

daar de projecties dat zijn.

Het toetsen van hypothesen (vergelijk § 6d)

In het volle rang-model werd met F(R) getoetst: Xg = 0 dus 8 = 0.
In het niet volle rang-model toetst F(R): XB = 0 (dus niet 8 = 0).

Dit volgt ook uit het feit dat de elementen van B niet schatbaar zijn, zoalswe.

nog zullen zien. Er is geen sprake van de schatter van B. W&l getoetst kan wor-

den met F(R), H0 : Xg = 0. Immers XB is een schatbare functie nl. § = XEO

. . . . . 0
1s een schatter voor Xg die, zoals we zagen, invariant is m.b.t. b .

Analoog wordt met F(Rm) getoetst HO : XmBm = (en niet Bm = 0).
Passen we dit weer toe op ons voorbeeld, zie § 8g.

F(M) = MSM/MSE = 104 is duidelijk significant zodat HO : Ei

worpen! Echter F(Rm) = MSRm/MSE = 5,32 <« Fg(a) = 5.46 voor o

0 wordt ver—

it

0,10 dus nog

geen significant resultaat.
H, : X B = 0 kan niet verworpen worden.
0 m m :

Bekijken we deze hypothese nog eens nader:

(L 1 1]
2 3 6
LS R |
2 3 6
o_1 _1
_ Lz 2 3 6| . _ .
Xm = X] X] = _ _l_ _2- _ _}_ ’ Bm (01133230-3) v
2 3 6
-1 2 1
2 3 6
] 1 5
-a L = r(X ) = 2
L 2 3 6 ¢ m)
Het stelsel vergelijkingen Xmsm = 0 reduceren we tot
1 _1
2 3 6] %
-1 2 _lile,] =
2 3 6 2

e e :

R

R e

e e A



- 8.11 -

0 P Yy T ¥y T oog.
Dus de nulhypothese HO : XmBm = 0 houdt in dit geval in: o

waaruit volgt: o = A(1,],1) oftewel H

wel: geen verschil in niveaus!

T
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9.2.
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§ 9. Schatbare functies

Het idee van schatbare functie is al ter sprake gekomen. In pr1nc1pe is het
een lineaire functle van de parameters waarvoor een schatter bestaat die in-

variant is met betrekking tot de gekozen oplossing E van de normaalvergelij-

kingen.

Definitie: Een lineaire functie q'B van de parameters 8 heet schatbaar als

er een vector t bestaat zodat q'B = t'fx_(oftewel E(tfz) =q'R),

Hierbij behoeft t beslist niet eendﬁidig bepaald te .zijn.

In ons voorbeeld is u + a, = Eili een schatbare functie, nl.

u o+ @ = (1,1,0,0) {u = q'8 en Exl] = 51*EZ = tffz.

Maar ook u + ay -8221 en dus ook o - o, E(z” - 221) zijn schatbare
functies. p + a, is ook = £x12 8213 waaruit de n1et—eendu1d1ghe1d van t
blijkt.

Eigenschappen.

De verwachting van elke waarneming N: s dus 62., is een schatbare functie,

nl. neem t = &, dan is E(t'x) = E{ (XB) 1 LB =a's.

Lineaire combinaties van schatbare functies zijn weer schatbare functies,
nl. stel q;B en qéB zijn schatbare functies, d.w.z. iti, 3t2 zodat q;B =
= Et;! en qéB = Etéx. Dus geldt ook

©19)B * caz8 = ciftirt oyftyy = (eyr) + cpenby =i 'y .

Analeog voor meerdere schatbare functies.
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9.5.

Stelling: q'R schatbaar <= q ¢ <X'> (oftewel q' = t'X).

Bewijs:

=>: q'g = t'&}i = t'XR dus q' = t'X aangezien de schatbaarheid van een func-
tie niet van de parameterwaarden B afhangt en dus geldt voor alle 8.

<= Stel q' = t'X, dus q'8 = t'Xg = t'éx oftewel q'B schatbaar.

Daar X grote afmetingen kan hebben, waardoor het vinden van een t bij een
gegeven q lastig kan zijn, werken we liever met 0 = GX'X daar deze een

eenvoudigere vorm heeft. Zo volgt:

0

Stelling: q'B schatbaar <= q'I° = q’,

Bewijs: Dit volgt direct uit 9.4, nl. d.e.s.d. geldt:

0 0 0

q' = t'X = t'XI” = q'I" daar XI" = X (DI10) .
Opmerking: Is X van volle rang dan is I0 = I, dus is q'p schatbaar voor

elke q.

9.6, Stelling: Is q'B schatbaar, dan is q'EP onafhankelijk EP (dus onafhankelijk

6).

Bewijs: Dus q' = t'X; 'bo
Lewigs 92

hankelijk EP. Dit is het belangrijkste aspect van schatbare functies, het

=t'x0

= t'PXI’ onafhankelijk G, dus ook onaf-

feit namelijk dat diens schatter onafhankelijk is van de gekozen oplossing!

Gevolg is natuurlijk dat var(q'k?) ook onafhankelijk EP en G is!

Opmerking: Het schatbaar zijn van een functie q'f impliceert dat er een t
is zodat g" = t'X oftewel X't = q. Nu, als dit stelsel dus consistent is,
is er een (n - r) dim. varieteit van oplossingen, dus t is zeker niet een-
duidig bepaald!
Daar q'EP = t'XbO

kan de vraag rijzen of deze schatter afhankelijk is van t,

Het antwoord is natuurlijk "neen" omdat, w&lke t we ook bij gegeven vaste q

nemen, steeds geldt q' = t'X en dus t'%b° = q'bC.
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7. Stelling: q'hp is BLUE voor ¢'R (schatbaar) (zie §& 5f).

Bewijs:

i) q'b0 = q'GX' 1 dus een lin. functie der waarnemlngen (lineair estimator)

ii) &q' b = q Eb =q' IOB = q'B (met 9.5) (unbiased)
iii) yar(q E } = var(t' xg ) = var(t' ng) = tfotoz = t'XGx'tc2 = q'quz.
Onderstel dat k'y ook een lineaire zuivere schatter is voor q'g.
Dus moet Ek'z = k'&Z.“ k'XB = q'8 oftewel q' = k'X.
cov(q'’ bo,k ¥) = cov(t'P, XY k'y) = t 'p k02 = t'XGX' k02 = q Gqcz. ‘
Dus: 0 < var(q' b0 - k y) = var(q' b ).+ var(k'y) - 2 cov(q' b0 k'y) =
= var(k'x) - yar(q E ) oftewel var(k'y) > var(q' R } (best). g.e.d,
0

Zijn de componenten qi*EP van Qb~ 'de BLUE's van de schatbare functies q{*ﬂ

(componenten van QB) dan is.
2

VAR(QE") = VAR(TXR") = VAR(TP,y) = TP, T'0” = TXGX'T'c’ = QGQ'o? .

Betrouwbaarheidsinterval

Aangezien q'bo = q'GX{x en g'GX' volle rijrang heeft is (3.3)

q 29 ~ N(q'B,q' Gqc ) Analoog aan 6.8 wordt het betrouwbaarheidsinterval:

q'Ep.i tn_r(!a)§#q'cq .

Welke functies zijn schatbaar?

Schatbare functies zijn lineaire functies van de vorm q'f met q ¢ <X'>,

Daar dim<X'> = r, zijn er hoogstens r lineair onafhankelijke vectoren

'qys+++,q. en dus ook hoogstens r lineair onafhankelijke schatbare functies,
] tr

Alle andere vectoren q' zijn lineaire combinaties van deze r onafhankelijke

uvectoren en dus alle overige schatbare functies zzjn lineaire combinaties

van de bij q], .,q behorende schatbare functles

 Deze verzameling van schatbare functies wordt ook verkregen wanneer we als

algemene vorm nemen m'XB, m willekeurig, of v'X'XR, v willekeurig of ook

W'EEP = w'GX'X8, w willékeurig. Deze lineaire functies zijﬁ alle schatbaar

volgens de definitie (neem m'X,.v'X'X, w'GX'X resp. q'), nl.

R e AN )
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i)

ii)

iii)

Dat m'XB, m willekeurig alle schatbare functies genereert evenals q'B
met q' = t'X, t willekeurig, is triviaal,
Daar <X'X> = <X'> zijn er ook r onafhankelijke vectoren van het type
V;X'K,...,VLX'X- Daardoor worden met v'X'XR evenals met q'B alle schat-
bare functies gevonden.
Daar <X'XG'> = <X'> (nl, <X'XG'> c <X'> en r(X'XG') = r(GX'X) = r

(zie D1)) zijn er ook r onafhankelijke vectoren van het type

1

w]GX'X,...,w;GX'X. Daardoor worden met w'GX'Xg = w'EEO evenals met q'B

alle schatbare functies gevonden.

Tabel 9.1,

Schatbare functie | BLUE variantie van deze schatter]
q'lB (q! = tlx) q'RO q!GqGZ
m'XB | m'XEO m'Pch2
v'X'Xg v'X'xEO = v'X'y v'X'Xva?
Wb = w'ex'xg | w'b’ w' 196 ' wo?
Opmerkingen:
i) De BLUE voor v'X'XR is V'X'KEO = v'X'XGX'y = v'X"y.
ii) De BLUE voor W'EEO is W'GX'XEQ = w'GX'y = W'Ep.
iii) Nemen we in W'EQP, w = Gi* dan geldt dat Gi*hp = Eg, de BLUE is wvoor
de schatbare functie (£EP)i = (IOB)i.
We noemen dan per definitie de vector EP BLUE voor IOB.
iv) Het geval v'X'XB geeft bp een eenvoudigere manier dan m'XR alle schat-
bare functies omdat v slechts p en m echter n elementen heeft.
Het geval w'GX'XR is evenwel weer eenvoudiger dan v'X'XB vanwege de
eenvoudige schatter W'Ep en de vaak eenvoudige vorm van IO = GX'X.
Voorbeeld

Passen we dit laatste toe op oms voorbeeld uit § 8g, dan vinden we voor de

schatbare functies de volgende uitdrukkingen:
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1)

ii)

iii)
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6 3 5
m'x8 = . % m +oa, § m + a, % m + am, .

De BLUE voor m'Xg is m'X bO wordt

3 5
=15 ) m + 12 [ m + 27m .
I 4

Voor willekeurige Myyeeesme hebben we hier een schatbare functie met
bijbehorende schatting.

Yyt =
v'X'XB u(6vl + 3v2+2v3 + VA) + a](3v1 + 3v2) + u2(2v

+ a3(v] + v

I +2v3) +
RE o
De BLUE wordt v'X'Xb° = 15(3v) + 3v,) + 12(2v, + 2v,) + 27(v, + v,).

Voor willekeurige VisrenaV, hebben we weer een schatbare functie met

bijbehorende schatting,

-0
' ' = 17! =
w' GX'XB w'l B u(w2 + w3 ; WA) + alWZ + a2w3 + 03W4.
De BLUE wordt w'GX'Xb® = w'b" = 15w, + 12w. + 27w,.

2 3 4
Voor willekeurige Wy Waoen W, hebben we een schatbare functie met bij=-
behorende schatting.
Daar met alle drie alle schatbare functies gevonden kunnen worden, blijkt

hieruit duidelijk dat het derde geval het eenvoudigst is.
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§ 10. De algemene lineaire hypothese in het model niet van volle rang

a. "'Toetsbare" hypothesen

Onder een "toetsbare" hypothese wordt een hypothese verstaan die bestaat uit
schatbare functies. We zullen later zien dat een hypothese die niet uit
schatbare functies is samengesteld, niet te toetsen is en beschouwen daarom

nu alleen toetsbare hypothesen.

10.1. Definitie: Een hypothese H : KB = y is toetsbaar als KB uit q schatbare
functies ki*ﬁ bestaat.,

10.2. OEmerkingen:
0 0

i)  Omdat ki*s schatbaar is geldt ki* = tix en dus K= TX = TXI™ = KI",

waarin T een matrix is van de orde q X n.
ii) Omdat bij het toetsen van een hypothese steeds uitgegaan wordt van
lineair onafhankelijke componenten, moeten de schatbare functies ki*B ®

(i = 1,...,q9) lineair onafhankelijk zijn oftewel heeft K volle rijrang

q. Omdat er bovendien hoogstens r (rang van X) lineair onafhankelijke

schatbare functies zijn, geldt q £ r < p.

iii) De vector KB bevat q schatbare functies. Hun BLUE's worden gegeven door
!
de corresponderende elementen van de vector K_O. 1]%
Er geldt dus: _ o
0 2!
Kb~ bevat de BLUE's voor KB ; :
10. 3. ¢xb? = kEb° = k108 = KB (zie 10.2)
var(KEO) = K var EPK' = KIOG'K'U2 = KG'K'U2 = TXG'X'T'U2 = ?
‘ 4
= KGK'0% =: Vv %5% . ‘3§
KGK' is regulier nl: KGK' is van de orde g x q; K is van volle rijrang %
(zie ii). - , ' . %
‘ i
10.4. KGK' is onafhankelijk G, dus neem G > 0 (bestaat volgens DI1) en dus * $

is volgens 1.66 KGK' regulier. b
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Het toetsen van "toetsbare' hypothesen

De toets voor het toetsen van de "toetsbare'" hypothese H : KR = y met

K e‘ﬂig,p wordt op dezelfde wijze ontwikkeld als in het geval van het mo-
del van volle rang (§ 7). Aangenomen wordt weer e ~'Nn(02021) en

y o~ Nn(xs,czl). '

We hebben een tcetsingsgrootheid nodig en beschouwen daartoe eerst KEP.

Evenals in § 7a geldt:

KEP -y~ N (KB -y, v25%)  met V2 := KGK' ,

nl. Kgo = KGX'y; Nu is r(KGX') = r(KGX'XG'K') = r(KGX'XG'X'T') = r(KGX'T')

= r(KGK') = q (10.4). Dus theorema 3.3 is toepasbaar en met 10,3 is dus
10.5 bewezen. |

Analoog definiéren we $8Q := HV(KEP - Y)IF.

Verder kan verwezen worden naar § 7a,b daar niets verandert.

Alleen natuurlijk b door b0 en (_}{'X)-1 door G vervangen.

Speciale lineaire hypothesen

De speciale gevallen van KB = y die in het model van volle rang zijn onder-
zocht, o.a. B = 0, kunnen we nu niet bekijken omdat de Bi's geen schatbare
functies zijn., Immers B = KR met K = I en 11° # I (10.2) dus zijn de Bi's
geen schatbare functies.

Een wél veel voorkomend geval van een speciale hypothese is H : KR = 0 met
0

KI~ = K dus ki*s schatbare functies i = 1,...,q.
Onder H ¢ Kg = 0 wordt SSQ = HVKEPHZ en
QQ ==§P - GK'VEKEP (analoog aan 7.5) .
H

Zo ontstaat dezelfde variantie—énalyse tabel als tabel 7.1.
Deze kan men ook weer corrigeren voor het gemiddelde.

De volgende toetsen kan men bekijken:

F(R) = MSR/MSE toetst Hy © X8 = 0 (het volle model)
F(Q) = MSQ/MSE toetst Ho : KB = 0 (de restricties)
MSRQ/MSE toetst het gereduceerde model XB = O onder de restricties

KB =0 ‘
MSRm/MSE toetst het volle model Xm8m==0, na aanpasssing van het ge-
middelde.
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OEmerkinE: XmBm bestaat uit schatbare functies nl.

4

XB =(0 X.- il)e = (X - X)B = P'Xg =: K8 met PXI° = pix .

m m 1

1 . : . ' . .
Echter P"X = K is niet van volle rijrang, d.w.z. de schatbare functies zijn

afhankelijk. Een zelfde opmerking geldt voor X8.

Niet-toetsbare hypothesen

0

We zagen onder 10.2 dat H : KB = y toetsbaar is als KI K.

Definitie: H : KB = vy is niet toetsbaar als <K'> n <X'>

I}

{0} oftewel: ie-
dere vector in de rijenruimte van K is lineair onafhankelijk van de vectoren
in de rijenruvimte van X. (Opm. dit is niet de juiste ontkenning van het be-

grip toetsbaar) Dus KB bestaat uit q niet schatbare functies.

We gaan nu aantonen dat indien H : KB = y gé&én toetsbare hypothese is,

SSE, = SSE oftewel 55Q = 0 zodat de toetsingsgrootheid vervalt,

We trachten |y - XBIF te minimaliseren onder de voorwaarde KB = y.

Analoog aan § 7b vinden we de vergelijkingen K'Xb§H+ K'e = X'y 3 Kb%H==Y.

De bewering is: er is voor dit stelsel vergelijkingen een oplossing bngie
tevens oplossing is van de oorspronkelijke normaalvergelijkingen X'XbY = X'y.
Dit zou inhouden dat het toevoegen van de restricties geen invloed uitoefent

op het te bereiken minimum van de restkwadratensom oftewel $S5Q = 0.

Om de bewering te bewijzen, beschouw het stelsel vergelijkingen:
0 - '
R(I" - I)z = vy - KGX'y .

Dit stelsel is consistent o.a. als K(I0 - 1) van volle rijrang is, dus q.

Pit is zo ml.

i) r@®-1) =@ -1 =p -t (zie D2).
i1) N(I0 - I)' = <X'"> nl. dim N(IO - IY! = r = dim<X'> en bovendien
<X'> c N(I0 - I)' daar (I0 - ID)'X'= (X'X6¢' - X' = 0.

iii) r(RA° - 17 = oL(1® - 1)'K'1=qnl. los op (I - I)'K% = 0, x # 0 =
+ K'x # 0 daar K' van volle kolomrang is. Eveneens geldt
K'x ¢ N(IO- I)! = <X'> daar gegeven is dat <K'> n <X'> = {0}, oftewel

alleen x = 0 voldoet dus rang = q.
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iv) Alle oplossingen van X'Xb = X'y zijn te schrijven als (zie D13)

b = gx'y + (1I°-1)z .

Neem voor z een oplossing 2,

sing van 10.8 b%H= GX'y + (IO - I)zl'
Nu blijkt Kb%H= KGX'y + K(I0 - I)z] = vy (uit 10.7).

Conclusie: de Kbo = y geven geen extra restricties. Er blijft een oplossing

voor de oorspronkelijke normaalvergelijkingen die tevens aan de restricties

voldoet, en dus dat SSE, = SSE oftewel $8Q = 0.

Q

Opmerking: Als we niet van te voren hebben nagegaan of de niet-toetsbare

hypothese KB = y toetsbaar is door te onderzoeken of het aan het criterium

0

KI” = K voldoet en als KGK' toch regulier is, wat mogelijk is, dan krijgen

we toch een 8SQ # 0. Evenwel is na te gaan dat we dan in feite niet

il : KB = vy toetsen maar de hypothese H : KIOB = Y.

. Voorbeeld

We gaan terug naar ons voorbeeld.

i) H. : o + 5.

0" M1 T %
We hebben al gezien dat dl - a, een schatbare functie is.

Toepassing van het criterium 9.5 laat dit nogmaals zien:

K=(0,1,-1,0) ; 1°=1fo 0 0 0] ; KI° =K .
i 1 0
1 0 1 0
I 0.0 1
0 0

Kb” = y ==2 (nl. vy = 5; b~ = (0,15,12,27)"' zie 8.8).
KGK' = 5/6 zodat $SQ = -2(5/6) ' (-2) = 24/5.
De toetsingsgrootheid wordt:

24/5

F(Q) = MSQ/MSE = -==%= = 0.32, niet significant, HO niet verwerpen.

44/3

0 1
1 0 1 0 10

ii) H, : uw+ o, = 10 oftewel {1 1 O O)fu | = [10] oftewel Kg = v.
u o+ a, = 1C

b
%2
%3

van het stelsel 10.7 en noem dan de oplos—
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Dat dit een toetsbare hypothese is volgt weer uit het feit dat

KIO = K. Nu wordt

. 15 10 5 f,‘,’-
k0 -y =] | - - en KGK' =
12 10 2 0

zodat

3 01/5
55Q = (5,2) = 83 en
o 2)\2

F(Q) = %2—% = 2.83,

een trekking uit F2

33 niet significant, H

0

—

niet verworpen.
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§ 11. Beperkingen op het model of op de oplossingen

a. Beperkingen op het model

Een lineair model kan soms beperkingen inhouden wat betreft de parameter-

vector B. Deze beperkingen verschillen wezenlijk van de "gebruikelijke"

b LN heeR T L

beperkingen (usual constraints) op de oplossingen van de normaalvergelij-
kingen die alleen ingevoerd worden om &€én oplossing te verkrijgen. Deze
laatste worden onder b besproken.

Tot nog toe is wat slordig gepraat over de vector van parameters f. Er is
geen formele definitie gegeven. In ons voorbeeld is u beschreven als het

"algemeen gemiddelde" en o, Gy G als "de effecten van de scholing".

3
Soms evenwel volgen uit scherpere definities van de parameters, die inhe-
rent zijn aan het model, bepaalde relaties tussen of beperkingen op deze
parameters, Bijvoorbeeld kan u gedefinieerd'worden als het gemiddelde van

de verwachtingen op de 3 schoolniveaus:

Xij =Wt 4 Eij . i=1,2,3; 3= 1,...,ni

N
M= &(1115 t gt ¥gy)

+ U+ o, + U+ a3) oftewel o, + a. + o, = (.

1 2 1 2 3
Deze relatie wordt dan ook niet als een hypothese, maar als een feit bij de

LA, S o

Dan volgt daaruit u =-%(u + a

verdere analyse aanvaard. Dergelijke relaties heten beperkingen op het model.

Modellen zonder dergelijke beperkingen noemt men niet-beperkte modellen, in

S S feamacto

het andere geval spreekt men van beperkte modellen.

s
S

Hoe verloopt nu in een beperkt model het bepalen van een oplossing voor de

norméalvergelijkingen X'Xb = X'y?

Pt

e

Beschouwen we in het algemeen het volgende stelsel beperkingen:

11.1. B8 = 6 met B ¢ MY dus van volle rijrang.

De beperkingen BB = § worden als deel van het model opgevat zodat

y=X+e
BR =346

L SRR e e Y

het beperkte model vormen.
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. . 2 .
Het minimaliseren van ||y - XBN met de kleinste kwadratenmethode onder deze
restricties geeft, met 26 als de vector van de Lagrange multiplicatoren,

weer aanleiding tot de vergelijkingen

X'ng + B'8 = X'y (vergelijk met 7.2 en 7.3)

BbY = 5 .
r
Hierin is bg de oplossing van de normaalvergelijkingen van het beperkte mo=
del.

We beschouwen nu twee gevallen:

1) De elementen van BB zijn schatbaar.
Dan is dit geval volkomen analoog aan dat van de toetsbare hypothese

KB = y en vinden we analoog aan 7.5

92 = gp - GB'VQ(BEQ - 6) met vé ;= (BGB')_1 .
0 2
Eveneens SSE_ = SSE + SSQ_ met S5Q_ := lvess” = &) |1°.

En evenals 7.1: SSQr ~ szi met 6r = HV(BB - G)IF = 0, nl.

£8b0 = 81%8 = Bp daar BB schatbaar is.

Hieruit volgt: E(SSEr) = {n-1r + q)c2 daar Exi = y zodat
2 SSEr

s ity g
een zuivere schatter is voor 62 (r = rang van X).
De schatbaarheid van een functie k'g in het nieﬁ beperkte mbdel blijft
behouden in het beperkte model. De voorwaarde voor de schatbaarheid,
nl. - er is een t zodat E{t'x) =k'g - blijft gehaﬁdhaafd. Echter, of-
schoon de functie schatbaar blijft, is het een functie van de parame-
ters en is onderworpen aan de beperkingen BR = §. De vorm van k'gR kan
veranderen. |
;n ons voorbeeld is k'R = u + i(al + az)‘een schatbare functie in het
niet beperkte model.
Beperken we ons model déor ap T a, = 0, dan wordt k'g gelijk aan

1

u + o, of u + ay-
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ii)

In het algemeen verandert een schatbare functie k'8 in het niet beperk-
te model in k'8 + A' (BB - &§) in het beperkte model, waarbij A' geschikt
gekozen wordt en wel zd dat A'§ = O omdat het anders geen functie van
de parameters alleen blijft. Als § = 0 is iedere XA toelaatbaar. Als

q =1 is & een scalar en A = 0; dan blijft k'R in het beperkte model
dezelfde gedaante behouden als in het niet beperkte.

Toetsbare hypothesen KB = y in het niet beperkte model blijven toets;
baar in het beperkte model, mits de vergelijkingen KR = y en BR = § sa-
men een comsistent stelsel vormen en weer <K'> n <B'> = {0}.

De elementen van BB zijn niet schatbaar.

De situatie is nu geheel analoog aan die van een niet toetsbare hypothe-

se KB = y en er is dan ook een oplossing van het oorspronkelijke stel-

sel normaalvergelijkingen in het niet beperkte model die tevens voldoet
aan de restricties. '
0

Deze oplossing is: 22 =b" + (Io - I)E! waarin weer z, voldoet aan

B(1° - 1)z, = & - BGX'y .
Er geldt dus dat X'XEE = X'y en Bhg = § zodat SSEr = SSE oftewel
SSQr = 0.

' Ben schatbare functie in het niet beperkte model blijft schatbaar in

het beperkte model. Door de beperkingen wordt de gedaante wel veran-
derd. Omdat evenwel de beperkingen geen schatbare functies zijn is het
mogelijk dat de aangepaste vorm van een schatbare functie in het be-
perkte model wel en in het niet beperkte model niet schatbaar is.

In ons voorbeeld is p + &(al + az) een schatbare functie in het niet

beperkte model. In het door &, = 0 beperkte model wordt dit yu + %az

1
wat wel in het beperkte model doch niet in het niet beperkte model

een schatbare functie is.

" b. Gebruikelijke beperkingen op de oplossingen

De bron van alle moeflijkheden in het niet-volle rang model is het feit dat

r(X) < p en dus X'X singulier -is. Tot nu toe is dat ondervangen door het ge-

bruik van de gegeneraliseerde inverse. Een andere aanpak om een &&nduidige

oplossing te verkrijgen is het opleggen van ''gebruikelijke beperkingen"

(usual constraints) aan de oplossingen van de normaalvergelijkingen:
'Xo = X'y.
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Een voorbeeld: Stel

(1 1001
bl 0
1 0 1 0
X=11 0 1 o}
1 0 0 1
1 0 1

de normaalvergelijkingen worden

0., ,.0 0 0

6 + 2ai + 2a2 + 2a3 =y..

2u0 + Za? = Y.
0 0 =

2u + 2a2 =¥,
0 0 _

2u + 2a3 =Y.

Leggen we aan de oplossing de beperking op aO + a0 + a0 = 0, dan zien we ge-

i 2 3
makkelijk in dat er onder deze beperking &&n oplossing is nl.

(10,20, 60,80) < G 3 = Fon Ty = For T =5
Elk stel gebruikelijke beperkingen op de oplossingen dat &&n oplossing geeft
kan wordén gekozen. In orthogonale schema's zijn deze van de vorm Zag = 0
vaak voor de hand liggend, ze komen dan ook vaak overeen met de beperkingen
in het model zodat dan eigenlijk een model van volle rang is ontstaan.

(In niet orthogonale schema's is dit type beperkingen aan de oplossingen in
het algemeen niet het eenvoudigste). Dit geldt trouwens steeds: als beper-
kingen op de oplossingen, waardoor een &&nduidige oplossing ontstaat, over-
eenkomen met beperkingen in het model aan de parameters, ontstaat een model
van volle rang en zijn de oplossingen van de normaalvergelijkingen van het
beperkte model ook schattingen voor de parameters in het beperkte model.

We hebben gezien dat met een willekeurige Ep, oplossing van de normaalver-
gelijkingen, veel van de in een. lineair model belangrijke grootheden gevon~
den kunnen worden, zoals: SSE, de BLUE van k'R e.d. Deze kunnen bepaald
worden hoe ook de g? gevonden is.

~ Om de schatbaarheid van eeﬁ functie k'R, de toetsbaarheid van een hypothese
KB = Yy te onderzoeken hebben we evenwel de bij de EP behorende gegenerali-
seerde inverse nodig. Ofschoon het opleggen van beperkingen aan de oplessin-

gen van de normaalvergelijkingen vaak de eenvoudigste weg geeft om een op-

e AL

g e e

S

et ~k‘5§1‘:‘

gt} e e

ST

L




lossing te vinden, moeten we voor bepaalde doeleinden (gchatbaarheid, e.d.)
dus toch een gegeneraliseerde inverse van X'X vinden die bij deze oplossing
behoort. Immers de gebruikelijke beperkingen aan de oplossingen worden uit-
sluitend gebruikt om een oplossing te vinden. Deze eis dwingt tot nadenken
over de keuze van de gebruikelijke beperkingen om zo mogelijk tot een oplos-
sing te komen waarbij een gegeneraliseerde inverse van X'X met niet al te

veel problemen gevonden kan worden.

Voorwaarden aan de gebruikelijke beperkingen

Benadrukt wordt nogmaals dat de beperkingen aan de oplossingen alleen toe-
gepast worden bij het oplossen van de normaalvergelijkingen X'Xb = X'y van
het niet beperkte model, om een &énduidige oplossing te vinden en dat ze
niet noodzakelijk iets uit te staan hebben met de modelparameters.

Laat de beperkingen gegeven worden door CbO = y, dan wordt het stelsel nor-
maalvergelijkingen aangevuld tot

x'xb’ = X'y

Cb0 = v,

hetgeen we kunnen herschrijven tot

X'X em’ .,
PyP

Waaraan moet C.voldoen opdat 1i.4 een &&nduidige oplossing heeft?

Van de eerste p vergelijkingen (die consistent zijn) schrappen we er p - r,

zodat er r onafhankelijke overblijven (r = r(X'X)). Wil het nu ontstane stel-

sel precies 1 oplossing hebben, dan is dus dim oplossingsvarietiet 0, dan
moeten er p onafhankelijke vergelijkingen zijn in de p onbekende componenten

van bq.

Nu kunnen we altijd de r onafhankelijke rijen van X'X aanvullen met p - r on-

afhankelijke rijen ci* zodat er p onafhankelijke vergelijkingen ontstaan;

v is dan nog volkomen willekeurig, het stelsel is toch consistent.
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De matriz C voldoet precies aan de voorwaarde die in de definitie van een

{0} en

1

niet toetsbare hypothese aan K gesteld is.nl. <C'> n <X'X>

r(C) = p - r. Beschouwen we vervolgens de matrix

Deze is regulier (zie 1.55). In D!l zagen we dat, als

Bir B2
By1 Ba2

_1=

S , By, = X'x)” .

De.oplossing bO van 11.5 kan ook nog anders verkregen worden,-nl. analoog
aan 11.4 door EP = GX'y + (IO'- I)_:gl waarbij z

1
sel

c1® - Dz, =y - Cc6X'y .

Opgemerkt is reeds dat voor bepaalde doeleinden een (X'X)— die bij de oplos-
sing EP van 11,5 behoort, nodig is. Dit is in het algemeen niet de matrix G
in 11.6. G is meestal een eenvoudig te vinden (X'X) .

Met 1.43 kunnen we schrijven z, = ZX'y. Hiermee wordt 11.6

]
bO

= tex' + @ - Dzx'ly .

0

De matrix G + (I° - I)Z is een (X'X) die behoort bij de oplossing EP van

het stelsel llf5 {zie DI4).

In het geval dat y = 0, geldt dat een bij de oplossing EP van de vergelij-

kingen 11.5 behorende (X'X) de hiervoor gencemde B is. Immers, omdat

11

de inverse van

X'x «c¢'
C 0

is geldt dat CB,, = 0 en dus met Ep = Bllxﬂz dat QEP = 0, zodat inderdaad

11
BO als oplossing van 11.5 en Bll bij elkaar horen.

de oplossing is van het stelf:
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Beperkingen van de vorm bg =

In niet orthogonale schema's zijn de eenvoudigste beperkingen aan de oplos-
singen het "nul' stellen van p - r van de componenten van bO. Vanzelfspre-
kend kan niet elk willekeurig (p — r)-tal worden genomen daar de matrix C

die deze beperkingen weergeeft, moet voldoen aan de bovengenoemde voorwaar—

den.

Ons voorbeeld 1

Het stelsel normaalvergelijkingen X'Xb = X'y is nu:

0 0 0 0 _

6y + 3a] + 2&2 + a3 = 96

3u0 + Ba? = 45

2uo + Zag = 24

W0 N ag =27.
... 0. 0., .0_

De aanvullende bepaling is a) + a, + a, = 0.
le methode: {(direct oplossen van het stelsel 11.5)

6 3 2 1) (96

33 0 of|a)| |45

2 0 2 offay| |24

ol

1 0 0 1 ka3. 27

o 11 {0
wsaruit het stelsel

(3 3 0 o)[u] (as)

2 0 2 of|a) 24

1 0 1 .1 ag 27

0
0 1 1 1jay } 0]

te voorschijn komt.
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De oplossing is

(0] (2 3 6 =-6)(5) [(18)
Al |4 -3 -6 e|l24| |3
2 B, 6 w6 sll27| s
Lag, 2 -3 12 sflof |9

waarin B = A_l.

2e methode: (met 11.6 om dezelfde &énduidig bepaalde oplossing b0 te vinden)

De matrix G uit 11.6 kan eenvoudig genomen worden; we hadden reeds

[0 0o o 0 (0]
o 3 0 0 15
G = . en GX'y =
o 0 3 o |2
o o o 1 27)
Met C= (0 t 1 1) worden deze
(<1 0 0 0] ’z”‘ - [ 0]
1 0 0 oz, 15
© 1 1t 1) |l =0-( 1 1 1)
1 0 0 0z, 12
L1 0 0o o 214 27]

(Voor 1° zie § 8g).
Opmerking: Alleen z), is de variabele die een rol speelt (p - r variabelen;

P=24,r=3) 32}] = =54; zli = -18.
' = ' i i = -
Dus elke El‘ (211,2]2,213,214) is poed mits z) 18.
De oplossing b~ wordt
[ 0) .
W0 [ 0) -1 0 0 0)f-18] (18
0 .
bo ) a.1 I5 1 212 3
= 0 E -+ =
a, 12 1 () Z|5 -6
0 J
La3J 127 L] ‘Lzlﬁj L 9

& e R

a

R it BT R e
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Ons voorbeeld 2

Laten we tot slot voorbeeld 2 van pagina 8.3 eens geheel uitwerken.

Stel de waarnemingen zijn:

1 2 kunstmest oy

U] 334 | 1

ras 2 1 3

3] .8

model: yijk = no+oa, + Bj + e, oftewel_x = XB + e met y = (3,4,11,1,3,8)°'

i =ijk

R R S e E R

en B = (u’a!’GZ’GB’Bi’BZ)" (gekruist, 2 factorenmodel zonder interactie) 'fﬁ
' .8
1 1 0 0 1 0 6 3 2 1 4 2 - =?§
1100 10 | 300 21 | ;
1 1 0 0 0 1 20 1 1| _ _ﬁ
X = | ; X'X =
1 01 0 1 0 11 0 ;
10 1 0 0 1 x 4 0 ‘i
10 0 1 1 o \ 2) '
X'y = (30,18,4,8,16,14)"

(0 0 0 0 0 O

0 00 0 0 0
[0 0 6 2-2-3 0 | AEE
G=3 i b = GX'y = =(0,0,-34,26,30,66) ' 4

0. 0 210 -3 -1
0

0 0-2-3 3+1| §=2xb %{30,30,66,—4,32,56)' .

0 0-3-11 5

/

{Controleer Z?i = Ly, = 30); r(X) = 4.

E R IR P-4t /N SRS LA




(0 0 0 0 o o
0 0 0 0 0 O
' 0 -1
1% = ex'x - ; :
10 =1 :
1 1 14 :
L J
Stel we willen toetsen Hyi er is geen verschil in ras oftewel @) = a, = agi
KB = 0 met ' d!
0O 1 -F 0 0 0 5
K= >
6o 0.1 -1 0 O | g
Deze HO is toetsbadr daar KIO = K (ga na). .3
vé = (kek') ™! = %(gg); boK' = %(34,-60); $SQ = 49; r(K) = q = 2. SSE = 9,2. f
-l o 49/2 . . eos
F(Q) = F, = 3973 5,3 nlgF significant. ¥
Opmerking: in zo'n model worden in het algemeen de normaalvergelijkingen:
@ ) vy ) y
n-- : n]. n2- n3. : n-] noz W Yloo )E:
1 '
: - I 1 S N P b
' ' o
s D Che Tz % e E
' | 2
. 2. P21 Paz)|%2f V2. 4
! =
| | : .
: B TR PO VT ' Y3..
S PR Rt I S c——-
] |
| g O T..
: I
S : “o)(P2) (V2
n.,. = aantal waarnemingen in cel ij, dus voor ras i en kunstmest j.

1]

SR e
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§ 12. Het algemene Gauss-Markoff model

12.1. Definitie: Het tripel (y, X8, 02 V) is het GGM model (= general Gauss-Markoff

model), d.w.z.:

¥y = XB + g;(fg = 0; var e = cz v (02, B onbekend; V bekend) Xn > en V

mogen singulier zijn. : f

Hierin is bevat het model met lineaire beperkingen (constraints) Bg = & op .

de parameters.

Notatie: (y, X5| Bg = 3, 02 V) nl.: 3
Definieer: y' = (y'! &'); X' = (X'§{ B") enV = | VO i
r ] L] T r OO . 'i

Dit geeft: . : Li
| &) = (X)B + (2) oftewel (y , X8 o2 Vo). 1’

8 B 0 r’> v’ T ]

12.2., Definitie: Het tripel (y, XB, 02 I) met r = r(X) = p, dus van volle rang, _
heet het SGM model (= standaard Gauss-Markoff model). ' : ﬁ

TR

12.3. Bewering: Een willekeurig GGM model is altijd terug te voeren tot een SGM
model. In zekere zin ontstaat er dus geen nieuw probleem. We laten dit

stapsgewijs zien.

a) Onderstel (y, XB, 02 V) met X, V van volle rang.

V= D2, D regulier, symmetrisch. Stel y, = D—ly; X, = D-JX dan wordt

C -1 =1 -1 2
y=X8B+e:D y=D XB +D e oftewel (y*, X8, ¢ I).

e T el B i A

r(X) < p. : E
Volgens (1.81) is X = P A éQ', Pg = Qg = If dus r(P) = r, volle rang.
y = XB wordt y = P A iQ'B =: PB*, zodat ontstaat een SGM model.

(v, PB*, 02 1).

b) Onderstel (y, X8, 02 I) met r

Opmerking: de normaalvergelijkingen X'XR = X'y worden E* = P'y.

en

2_.y'y_§'§ . - 1 oS - A
§7 = S met y-- PR, = PP y dus §'§ = ﬁ*ﬁi.

c) Onderstel (y, XR, 02 V) met r = r(X) <p, V>0.
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Dit doen we in twee stappen. Terugbrengen tot a) via X = D_1X geeft
2
(y*s X*B: c” I). _
2
Dan volgens b) verder met X, i.p.v. X. Dat geeft (y*, PB.,O 1),
een SGM model.

d) Onderstel (y, XBlBB = 4, 02 I) met r(g) = p, dus volle rang.
Vanwege de constraints BR = § kunnen we enkele parameters elimineren
en ontstaat een gereduceerd model (v, X(SI, 02 I), een SGM model.

Is r(i) of r(X]) niet vol, dan verder als onder b).

e) Onderstel nu algemeen (v, XB, 62'V) met r = r(¥X) £ p én r(V) = 5s'< n.

Beschouw de eigenwaarden en eigenvectoren van V:

‘kz ...,Az alle » 0 en 0,...,0
{ 1° s
f],...,fS - SEEERNY: S

%hs:=(f]/kl-... fS/AS) en Gn,n—s ;= (gI .es gn_s)
Transformeer

v, = F'y Y, E' F F'X X,

geeft = y = Xgp +e = B +e =: B+ e
_ J ¥ 1] ]
Yo = Gy Iy G G G'X X,
c s e s o : 2

Dit is juist het model (y], X]B!XZB =¥, g” 1) nl.:
var y, = GZG'VG = 0 daar VG = 0, dus ¥y is constant §.

En var Y, = UZF'VF = 021 indien eigenvectoren georthonormaliseerd zijn!

Dus teruggebracht tot geval d).

12.4. Consistentie van het GGM model

2 . . . :
1) var y = 0°V. Is V singulier, dan is er een vector o zodat a'z = constant.

It

Nu volgt uit a'X = 0 &n o'V = 0, dat ook o'y = 0 nl.:

y=X8+e;€a'y=a'XB =0 en var a'y = a'Va = 0 d.w.z. a'y = 0.
Dus u e <X E V> " = e <y> l.fGevolg <y>l > <X i v>t

oftewel y ¢ <X | V> (met kans 1).

faide e e Do 2 e T L P . .
S e oL e o ok mme et pn T ELT L e e

.

e e T M e T L LR L D LT T L e e
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2) o'V = 0 alleen geeft u'(y - XB) = 0 nl. E(a'(y - XB)) = a'0 = 0

en var o'(y - XB) = a'Va = 0 dus y ~ XB ¢ <V> (met kans 1).

Opmerking: Is aan 1).en 2) voldaan, dan heet het model

Is V regulier, dan is vanzelf aan beide eisen voldaan.

van V legt dus beperkingen op aan y en Bl

Basistheorema

Beschouw het consistente GGM model (y, XB, 02 V)

1]

een toetsbare hypothese dan geldt:
a) KQO = KC%X bevat de blues voor Kg.

b) var(Kp') = ochaK'.

2

. 2 .
c) Een zuivere schatter voor ¢ is s

Bewijs:

a) K = T%; E(kb") = E(TXCLy) = TXC)XB = TXB = K8

Stel q'ho = %'y dus EXE'X) = £'XR

n

én var(2'y) = £'V2 minimaal.

X'Clz/ v met v

consistent.

Singulariteit

q'B dus q = X'2

r(v a X) - r(X).

(zie D 21 a).

Dus een oplossing gezocht van X'R = q en HEIF§ minimaal,

d.w.z. (zie D21 a) & = (x'%;v)q - ¢, q

Dus &'y = q'Cég is BLUE wvoor q'f.

b) var(Kgo)

c_rz(TXC4

Volgens D 21 c is dit een symmetrische matrix, daar XCAX' symmetrisch i

X'T') = cz(xc4K') (met D 21 a,c).

2 2
' = ' tmry o ' tepty
var(TXCzy) o) (TXCZVCZX ") G (TXC4X C2X ")

T
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c) {kvgz) = Ekx'cly) z 02 sp(CIV) = [r(V E X} - r(¥X)] 02 = voz. (D21 e}.

In * 1s (2.36) gebruikt met p'Ap = 0 nl. (xs)'clxs = B'X'Clxﬁ = 0 (D21 b).

OEmerking: Is V=1, zoals in § 5 t/m § 1l aangenomen was, dan komen
de bekende relaties zoals 10.3 terug. (zie opgaaf 12.1).

12.6. Stelling: y ~ N_(8, o2 V), Kb° BLUE voor KB (K = TX).
Er geldt:
a) KQO ~ Nq (KB, GZKC4K') onafhankelijk van

2

.v§2/o ~ Xi met v = r{V ¢ X) - r(X)

b) Zij HO : KB = y. Deze is consistent d.e.s.d. als

DD (Kb~ - v) = Kb° - y met D := KC,K'.

Indien consistent, dan geldt onder HO:

(Kbo - Y)(KCAK')_(KQO - Y)/dEZ o~ Fi met d = r(KCaK').

Bewijs:
a) De verwachting en variantie van K@o zijn reeds bepaald onder 12.5.

De normaliteit van K§>= KCéZ volgt uit de normaliteit van y. U

Uit (4.11) volgt:

TR S S

vs?/o? = x'clx/oz o 33 © V€, VC V= VC Venv = sp(CV)=r(ViX) ~r(X) i

Als C1 niet symmetrisch is, is voldoende dat VC,V symmetrisch is.

i
Dit volgt uit D 21 d en g. p'Auy wordt B'X'C]XB = 0, duscentrale Xi . 0

Nu de onafhankelijkheid:

Kb = KCEZ = TXCéX en y'Cly zijn o.0. volgens (4.14*)

d.e.s.d. als TXCJVC V = 0. Dit is.zo nl. = TVC,X'C,V = 0 (D 21 a,b) 0

Tevens 1s TXCéVClXB = 0,

e
-
il

5

§



- 12.5 -

b) (kb° - ¥)D (Kb® - v)/0° ~ x°d d.e.s.d. volgens 4.11% als
DD DD D = DD D (dit is zo) &n DD D symmetrisch (= D, is symmetrisch,
zie 12.5 b) én d sp(D_D) = r(D—D) = r(D) = d.
Onder H_ is £K13°

n

KB = vy dus centrale xz.

0 K
Daar teller en noemer 0.0., ontstaat een centrale F-stochastiek. o0 4
Consistentie van H0 P KB =y ?
Onder H, is E[E'(Kh'o - ¥)] = 0. Dus consistent als W& met var £'(Kb° - y) =0 ¢

0
volgt 2'(K§° - v} = 0. Oftewel 2'DL = 0 = 2'(K§° -y) =0

2'DL =» 2'D = 0 dus 2 L <D> =% 1 KQO - v oftewel <p>t < <K§° - Y>l. &
Dus Kho - vy € <D>» én dit is equivalent met DD—(Kt_)o - v) = Kho- Y

(zie som D 15). i

Opmerking: x'Clz (y - X B)'Cl(y - XB) nl.:

y'Cix - B'X'Cyy ~ y'C XB + B'X'C X8 :
Nu i1s laatste term 0 volgens D 21 b.

E(B'X'Clz) = B'X'CIXB = 0 én var (B'X'C]z) = s'x'clvc;xé =0 (D 21 b)hz

Dus B'X'C]y = (}. Analoog X’CIXB = 0. g

PEC RS

i

e Xty W
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Appendix A: Normaal verdeelde, doch niet simultaan normaal verdeelde

variabelen.

Stel x en y hebben als simultane kansverdeling (voorbeeld J. van ILJzeren)

ey 2 VI s 2
1 (e X “=xyvY2-y +

£(x,y) = |
Y 2wy

Er geldt: zijn X en y simultaan normaal
normaal verdeeld. Echter het omgekeerde

ven verdeeld. Dan is

f (x) = L e-%xz J e-(y+£x¢532dy +
* 21vV2

-—00

2

by . Dus x, y elk

1 —
Analoog f (y) = — e
v V2T

taan normaal.

Er geldt: zijn x en y stmultaan normaal

en y stochastisch onafhankelijk. Zijn x en y elk normaal verdeeld, doch niet

- oy
eX+xy2y), T® <X,y <.

verdeeld, dan zijn x en y ook elk

geldt niet. Stel nl. x en y als bo~

oo

J e-.(y—;xfz‘)*’-dy] T
V21

— 0

normaal verdeeld, doch niet simul-

verdeeld met o(x,y) = 0, dan zijn x

simultaan normaal verdeeld, dan is dit niet juist; nl. neem x en y weer als

boven verdeeld:

p(x,y) ”xy f(x,y)dxdy .

Nu is

-}

2 - 2 oo“- 2
Jy £(x,y)dy = —— &% J y e (Y+£#/5) dy + _J y & be/2) dy] =

21v2 e
—1v2 2
= e bx [ J (u - ix/E)e Y du
2nv2 . :

dus p(x,y) = 0.

-0
(=]

—_—l
+ J (v + }x/2)e " dv] =0,

-

' Toch zijn x en y stochastisch afhankelijk daar f(x,y) # fx(x)fy(y).

SeiaE

e e

B e
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3) Er geldt: de som van simultaan normaal verdeelde variabelen is normaal ver-
deeld. Dit geldt niet als we het woard "simultaan" weglaten. Stel weer x en
Y als boven verdeeld. Voer de volgende transformatie uit: x = (g_+ X)//f
eny = (u=-v)/V2

We zoeken de kansdichtheid van x + y = E/E' Dan is (det. v. Jacobi = 1)

g(u,v) = —— {expl-u2(1 +$¥Z) -v2(1 - /D] + expl-u2(l - $/2) - v2(1 + {¥2) 1}

3
o

. Al
¥

A

3
Lk

/2
en dus
1 1 —u2(1+4v2) . 1 ~u2(1—§/5)]
(U) = Jg( ,V)dv = [ e + —_—
By : 2/n Lv2 - V2 V2 + V2

d.w.z. X + y niet normaal verdeeld:

i
o
Y
)
b

|
§
4
A
. b

e e




a.

b,

Bi.

B2.

B3.

_B]—

Appendix B, Differentiatie van scalaire functies van de elementen van een

matrix
—_———

Is y = f(x],...,xn) een minstens tweemaal differentieerbare scalaire functie

van Xy,e..,X dan is bekend uit de theorie van functies van meerdere varia-

belen:
2
3 2 3
dyﬂz-z—dx. en d7y = Z dx,dy, .
i axi i i3 axiayjr - S
Voldoende voor het optreden van een maximum in een punt Plb is dat (dy)P =0
en (dzy) <0, : ' 0
Po

Zij nu y = y(X) een minstens tweemaal differentieerbare scalaire functie van

de elementen van een matrix an .

Definitie 1: % 1= {—-L} (dus een matrix van de orde p x n). —y—r = (%)'-
J].

12 l,eeeyB; 3= lyuuuype
Definitie 2: dX 1= {dx }.

Ei genschappen:
dy = sp (-9Z dX). Eveneens als y = y(X(t)) -1 = sp(&v- dX
X * e : 3X dt

Bewijs: y = f(x”,...,xn ) dus

] 3 3
Z --21’- dx,, = 1{{ E (ﬁ)ki(dx)ik = E (3% Ry, = sp(g{- dx) .

Opmerking: dX' = (dX)'. Is X = x dan is dy = % dx; y = a'x geeft % = a', Ook

geldt omgekeerd: dy = sp(AdX) = A = %% . Analoog geldt:

dz-y = d(dy) = d{(sp % dX) = 8p (d'-g-% dx) .

2
Is X = x dan is d2y = dx'Hdx met H ;= {Bi o } de matrix van Hesse (H = H' als
i™%3 '

de afgeleiden continu zijn). Voldoende voor een maximum is % = (0 en H nega-

tief definiet,

94%[- = |x] x| (X regulier ondersteld)
.. alX . -1
Bewijs: |X| = E X ].., dus 5}'{-:[]- = leij' Nu is (X )ij = |X|ji/|X| dus

[xl,; = Il .. = &AL

3% 71"
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L Ed

0z _ dz 3y
3X dy 93X °

z = z(y(X)) geeft

. Een voorbeeld:

B3.

B6.

B7.

B8.

81qg|X| =1 lex-l =X . (‘X| > 0. ondersteld).

TN

Door uitschrijven ziet men eenvoudig in dat

d(X + 2) = dX + dZ ; d(XZ) = (dX)Z + XdZ ;

dX' = (dX)' = dX indien X symmetrisch; d sp X = sp dX .,
ax’l = - xlanx !,
Bewijs:
0 =dI =d@Ex 1) = (@x !+« xax™hy .
Stel y = x"Ax met A symmetrisch, dan is g%1= 2Ax, nl.
dy = dx'Ax + x"Adx = dx'Ax + dx"A'x = 2dx"Ax = sp(2Axdx')

. Toepassingen in de multivariate analyse.

z2ij x ~ Np(u,zz) en anp een steekproef van x ter grootte n.

Gevraagd maximum likelihoodschatters voor u en 52 (> 0 ondersteld).

Oplossing: De likelihoodfunktie (simultane kansdichtheid van X) is volgens
3.1

n

L= [EZI-%H(ZE)_MP expl- } ] (x;, - u)'E'Z(xi* -l
‘ 1
ofwel met A := 2-2
a T

¥y = logL = const + jnlog|al - } % (xi* - ) Ak - W) .

(1) schatter voor yu:
lo ° . jt ' .
2—53%£-= + 4 X 2A(xi* -u) = A Z (xi* - ) =0 (zie B8)
1 ' 1 '

en daar A > 0, is

S L TN A E T RS S

.
Sy
el
ki
%
E
o
o
-
i
X

:
~?
\

b




B9,

Blo.

Bl1.

Bl2.

.-..B3..

(=]
(LA

n
= IZ )-ci*/n =3

Dit geeft inderdaad een maximum, nl.

dy = sp{(A.zxi* - nAp)dp'}

d%y = sp(- nAdudu') = - n sp(du'Ady) < O .

(2) schatter voor I2:

Nu wordt

g
]
[¢]
+

n
Inlog|A| - } g (x, - E)Tg(xi* - x) =

= o+ Jnlog|a] - § sp )(x;, -~ ®)(x;, = ®)'A
oftewel met ’E
n ’ ) L
2 .- _z - y
82 := ¥ (Xi* x)(xi* x) /n

wordt dit

y = logL = c + inlog|a]| =~ In sp(s2a) . .

Dit geeft: dy = Sp(%% dA) oftewel

dy = in sp(A”1dA - $2dA) = 4n spL (A~} - s%)dA]

(A symmetrischj; B1, B5,. B6). - ' "?

d%y = - In sp(A-ldAA-ldA) .

Het maximum van L (van logl) wordt bereikt voor é?l = §? = E?.
Dit geeft inderdaad een maximum, daar d2y < 0 volgens 1.68 en 1.69.
Het maximum wordt dan: )

L= |52 ag)iop

nax exp(-inp)

Samengevat: de maxtmum likelihoodschatiers voor u en I2 zijn resp.:




BI13.

n -~ n
0 = < . 2 = 2 ‘= — - — oy
u=x = % Xiofn en 12=8% = § (x, - X)(x;, - % /n .

In de faktoranalyse moet dezelfde funktie y uit B9 gemaximaliseerd worden,

doch nu naar F en V2. Daar is nl. A_l

i= I2(x) = F2 + v2; V2 is een diago-
naalmatrix; F2 = F'F.

Nu is dA = dE_z = —‘Z—Zdzzz—z {zie B7).

En d52 = dF2 + dV% = (dF')F + F'dF + dv>

B10 wordt nu:
dy = 4n sp[(Z? - s2)(-r%d125~2)] =
in sp[(2_282£f2 - 172)4d12] =
in spl(£725252-172)gr2+ (57282572- p-2)4v2],

i}

Nu is  sp[(Z7282572-r"2)(dF'F + F'dF)] =
= sp[2(Fr 2823 2~ FI 2)4F'] oftewel
In spl2(Fr 25231 2-F1 2)dF' + (& 2821 2- z72)dv?],

n

dy

Dus maximaal voor:

Bl4. FL-282572- F1™2 = 0 geeft F£ 282 = F,

B15.

~ - ~ 2
(£72s2372 - Z‘?)ii =0 i=1,...,p dus alleen de diagonaal, omdat V

diagonaal is.

AT )
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D2.

D3.

D4,

Appendix D: De gegeneraliseerde inverse

P . r : . . . .
Definitier Zij A e‘n1p q Een gegeneraliseerde inverse van A 1s een matrix
o . :

A" van de orde q ¥ p zodat AA A = A.

Opmerkingen: Er zijn, zoals nog zal blijker, bij een gegeven A oneindig veel
gegeneraliseerde inversen. Alleen als A regulier is geldt A = A"i. Men kan
A uniek maken door nog andere voorwaarden op te leggen. Zo ontstaat de

+ + +
Moore—Penrose- of ook wel pseudo-inverse A+. (Dan geldt o.a. A AA = A .)

r(A A) = r(AA) = r(A) =: r (zie 1.47).

Evident is dat r(A ) 2 r(A) (met (1.44).

A A en AA evenals Iq - AA zijn id?mpotent_(ga nal).

Al en AA= Iq (zie 1.80).

Is r = p dan is bv. een A = A’(AA')_I en AA = Ip'

Is r = q dan is bv. een A = (A'A)

Notatie: I° := A A. Dus 102 = 1% en A1°

n

A,

It

° o o o
N(A) = <I - I >nl: A(-I ) =4A - AlI 0 dus <I - I > < N(A)"
o o
dimN(A) =q-renr(I ~T) =sp(I-1)=gq--71r (zie 1.94; 1.39 en DI).

Existentie 1:

Zij weer A ¢ 7”; q In 1.81 is A=W A £V'. Definieer A := V A —£W', dan
¥ —
blijkt inderdaad AA A = A. In feite is dit de A'.

We zullen echter vaak een andere gegeneraliseerde inverse beschouwen.

Existentie 2:

We permuteren de rijen en kolommen van A 28, dat de leidende ondermatrix

van de ontstane A regulier is (zie 1.38 en 1.46): A = I1,AT, oftewel

1772
A= I;AIé; r(A) = r(A) (met 1.44). Indien er een A bestaat, is er een
A = TZKHTE (ga na met 1.38).

Nu stel

L . . RN e =
R TN B A Sl AR BT

e

R

;
4
i
g
A
i
;
:
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K]] KIZ Opmerking: is r(zll) = r(4), dan bestaat
A= , K12 niet. Doch dan zijn we al klaar nl.
A2] Azz zie D] met r = q.
dan is
N T
A :=
0 0

een gegeneraliseerde inverse van A (ga na met 1.36).

Elke matrix heeft dus een gegeneraliseerde inverse!

In het volgende zullen we steeds, zonder verlies van algemeenheid, ondexr-

stellen dat de leidende r x r ondermatrix Al regulier is.

1

Samenhang verschillende gegeneraliseerde ihversen
Zij steeds A e M*  en r(A]l) = r; Ondersteld is r <min(p,q). Is echter
Psqd .
’ r = g, dan bestaat Al2 niet en kan
G]| G|2 men een analoge afleiding geven, die
A = G.= G G resulteert in
21 22 ,
' B =G ,A, A .
met G , van de orde rxr. 12721711
Nu is A = LA, M met 7 (dus‘alsofAlz = 0).
I
r
L := -
A8y

: e |
M= (1. .
=n Te Apayp)
AGA = A wordt LA]IMGLAIIM-= LA|1

M volle rijrang heefti MGL = Ali.

M, 6 en L hierin gesubstitueerd in gepartitioneerde vorm geeft:

M oftewel met 1.60ii), daar L volle kolom-,

-1 -1 -1 -1 -1
Gyt A A0y T Gohg g g Y A ARG A A S A

We hebben hier een noodzakelijke voorwaarde waaraan de ondermatrices- van G
moeten wvoldoen. Het is ook een voldoende voorwaarde; elke G die aan D5
voldoet is een A , daar elke stap terug geldt en tenslotte weer AGA = A op-

levert.
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Gll oplossen uit D5 geeft: Gll = A;: - B met

~-1

B i= A A G.. + G A A

+ A A GooA Al

11712721 1272111 1112722721011
Dan is elke
Al-p 6
Cop i 11 12
GZ] G22
met G12’ G21, G22 willekeurig (wel van de juiste orde) een A_._

OEmerkingen:

i) Veor G,., =0, G,, = 0;'G = 0 ontstaat

12 21 22

ii) Elke A heeft een A van volle rang (als p = q dus een reguliere A7) nl.

_ -l . - :
91 = 0, G]2 = AIIAIZGZZ (dan ig B = 0 en dus

met volle rijrang q - r.

stel p 2 q > r. Neem G
_ 1

Gll = All) en neem G22

Dan is r(Gll) =‘r(A]l) =rencr(G) =r+ (q—-r)=q.

Er bestaat een eenvoudige relatie tussen de verschillende gegeneraliseerde
inversen van een matrix A. Met A is nl. ook een gegeneraliseerde inverse

van A:

G := A AA 4+ (I, - A A)X + ¥(1 - AA) (ga na)

Hierin zijn X en Y willekeufig van de orde q X p.

Bij gegeven A  geeft D7 ook alle gegeneraliseefde inversen van A,

Zij bv. G* een gegeneraliseerde inverse van A, dan krijgt men deze uit D7
door in te vullen X = G en Y = A_AG* {ga na).

Met de gebruikelijke partitionering, nu ook voor X en Y, en met

-1
- All 0

0 0

wordt D7:
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-1 _ - -1
AL - - -
oo P T AR T Yt AnARa Y Y

_ -1
0 7 Yoahy A Xy0 * Y95

D8.

Evenals D7, geeft D8 alle gegeneraliseerde inversen van A,
Dat '

ook alle gegeneraliseerde inversen van A oplevert, is nu in te zien door

G12, G2] en G22 te nemen als in D8, dan wordt All — B juist de G]] uit DS.

Zoals blijkt uit D8, wordt de willekeur in G bepaald door een gedeelte van

de matrices X en Y; blijkbaar speien X]]; XIZ’ Yl!’ Y21 geen rol.

d. Gegeneraliseerde inversen bij semi positief definiete matrices

D9. Stelling: elke symmetrische A heeft een symmetrische A .

Bewijs: AA A = A transponeren geeft A(A )'A = A, dus (A )' is ook gegenera-
liseerde inverse. Definieer B := 4[A + (A )'], deze is symmetrisch en
ABA = A,

DI0. Zij G = (X'X) . Dan geldt: XGX' =: P
dus onafhankelijk G.

is de orthogonale projector op <X> en

X

Bewijs:

1) Met D9 X'XG'X'X = X'X dus (zie 1.60) X'XG'X' = X', Transponeren geeft
XGX'X =X oftewel P X = X. Bovendien is r(Px).= r(X). Ga na.

ii) PXPX = (XGX')(XGX') = (XGX'X)GX' = XGX' = PX dus idempotent.

iii) Stel F is ook (X'X) ; X = XGX'X = XFX'X en met 1.60 volgt XGX' = XFX'
oftewel invariant met betrekking tot G.

iv) Pﬁ = (XGX")' = XG'X' = XGX' = PX dus P,, symmetrisch.

X

Tezamen geeft dit, dat P, een orthogonale projector is op <X> en (dus)

onafhankelijk G.

X

We zullen nu, naast de vorige, enkele methoden bespreken vdor de construc-

tie van een gegeneraliseerde inverse van X'X.

o e et

S O

e L a2
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DIl. Stelling: Zij X e\niigm en

D12.

Is

dan zijn C,, en (X'X + B'B)ml gegeneraliseerde inversen van X'X.

11

Bewijs:

4 t - 1
geeft X XCl] + B C2] Ip en BC]l Q.
L} 1 ] L}
D'X XCII + D'B CZ] b
Oftewel C,. = (D'B') D'. Verder is X'XC]] =1 - B'(D'B")
]D'X'X = X'X, dus

= D' met D uit 1.42 zodat D'X'X=0 en D'B' regulier.
B 1D' en navermenig-

21
vuldiging met X'X geeft: X'XC]]X'X = X'X - B'"(D'B")

Ciy = x'x5) .

+ D(D'8'8BD) !

Nu is (X'X + B'B)[clI
Hieruit volgt (X'X + B'B) ! = ¢, + D(D'B'ED)”

. 11 _ .
X'X(X'X + B'B) lX'X = X'XC, X'X + 0 = X"X dus eveneens (X'X + B'B) l is een
(X'X) . ’

D'] = I (ga na door uit te werken!).

1D' oftewel

11

Opmerking: X'X‘+ B'B = (};)Z > 0 oftewel X'X heeft een (X'X)— > 0.

Consistent stelsel lineaire vergelijkingen

Stelling: Ax = y consistent; X = Gy is een oplossing <= G = A,
Hier is bedoeld: x = Gy is een oplossing voor alle toelaatbare y, dus

voor alle y ¢ <>,

AT

Fski

X

B

RS

R
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Bewijs:
<=: Ax = y heeft oplossing x*, dus Ax" = y; AGA = A, dus AGAX = Ax*,

of AGy = y, dus Gy is oplossing bij y.

=>; consistent, d.w.z. y € <A>. Neem y = a_.. Gegeven is Gy = Ga*.-is een

*)]
oplossing van Ax = a*j. Dus AGa_ ;= a*j (voor elke j) dus ook
AG(a*]‘... a*q) = (a’k1 .. ) of AGA = A dus G = A .

Stelling: Zij A Tﬁ; q o0 Ax = y consistent.
]

Alle oplossingen zijn x° = A_y + (Iq - 1%z, 2 willekeurig.

Bewijs:
1) Ax° = ARy + (A-AAA)z = y (DI2).

2) Stel x is een oplossing, neem z = xf,—xo =Ay+ (I-a"8)x" = x",

Opmerking: &é&n A" genereert dus alle oplossingen.

Stelling: Als G de verzameling van alle gegeneraliseerde inversen van A door-

o . : .
loopt, dan genereert x = Gy alle oplossingen van het consistente stelsel

=y (# 0).

Bew1ls. Zij A een gegeneraliseerde inverse van A, dan geeft f;
= A y + (I - 1° )z alle oplossingen (D13). Neem z =Xy (zie 1.43) dan wordt dlt

A

=

= Ay + (I-1%%ky =[a + (I- 19Ky =: Gy .

G is nl. een gegeneraliseerde inverse van A (ga nal).

i a3 Loaar AETIA

De volgende uitspraken zijn equivalent (zie vraagstuk D 18). 'ﬁ
a) AGA = A, (GA)' = CGA | | 'J
b) AGA = A, (GA)'(I - GA) = 0 B
c) AGA = A, <GA> ¢ <A'> (er geldt het =) - 5?
d) GAA' = A

e) GA = PA' (er geldt zelfs dat deze orthogonaal is).
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D16. Definitie: Zij Ax = y consistent.

ijm =y en
X heet een minimum norm oplossing als 1
Il =

mH = min [fx|
Ax=y

... 2
Hierin is ||x|I” = x'x.

e P

x = A_y; noteer X, = A vy,

=

D17. Definitie: Zij Ax = y consistent. ~g
' -

AX = y en '%

X heet een minimum V-norm oplossing als [Tm(v) : i

m(v) _ . o
me(v)lb = min x| Sk

Hierin 1is IIinV =x'Vx en V20O

Er

X = A y; noteer xm(v) = A m(v)y'

i R 7

D18. Stelling:

P o

= A;(v)#>EAGA = A A (VGA)Y' = VGAD; in het bijzonder voor V = I

A;*>[AGA = Aa (GA)' = GA]

[
|

[»]
1l

Al i e

Bewijs: Voor een oplossing van Ax = y, bv. x = Gy, is noodzakelijk en vol-

doende AGA = A (zie D 12).

e

Alle oplossingen zijn: x Gy + (I - GA)z met z willekeurig (zie D 13). @
Ab. Stel V = 1's. E

GA)zlb oftewel door IIxII2V = llzxll

v e <A> dus vy

2

A

Nu moet HGyIIV sliGy + (I

il CGAbH < I ZGAb + (I - GA)zl wvoor alle b, =z.

il

Dus (IGA}'(& ~ IGA) = 0; (=Ga)':
dus (TGA)'r = £'2GA, dus A'G'z':

(ZGA)'EGA (symmetrisch)
n'TGA, (VGA)' = VGA.

D19. X is uniek nl. Ax = y heeft als oplossingén een lineaire nevenruimte.
%) minimaal d.w.z. projecteer 0 op deze ruimte, dat geeft een &&nduidige

oplossing.

Is V > 0, dan is x

m{v)

ook uniek. Stel V = Z'Z_en Ix = z.




-.-.D8_

1

Ax = y wordt: AL z = y of Bz = y met Hxl% = |zl minimaal, dus vorig

probleem.

A is niet uniek, o.a. voldoet A; := A'(AA') . Dit volgt uit D 15 a ~ d.

D20. Hulpstelling:

D21.

v oa'lm fe ¢, -
‘ dan is C2 = A v)
A0 C. -C mv

Bewijs: We zoeken de minimum V-norm oplossing van Ax = y met de Lagrange-

methode:

—-—--_g}f{' = 0 .AK -y = 0
oftewel anders geschreven
v A'l (x 0 x] v A"} fo C. vy
2
: = T = = dus x = Czy =
1A 0 A y X A 0 v —C4 y

£(x) 1= x'Vx + 23" (Ax - ¥); 2Vx + 2A')A =0

Gevolg met D 18: AC,A = A &n (VCZA)' = VC,A.

Theorema:

2ij

Er

a}

b)

o

)

geldt:
X, X =

XCrX

"

H

X'CIX

vCc, X'

VCIVCIV

X en (VCEX')

X en (VC2X')

2

. 1
XC3V m.a.w. C3

XCy V- Cy = )
l'x = Q)

(X');(v) . Analoog

1
|

Ve X = x'c]v =0 (dus ook Vci'x = X'C

VC3'X' = XC4X' (dus laatste volgens a 30k symmetrisch)

= Ve,V

B N TR T

B R o

A'm(v)y-

oo g, ST

e

R

e

)

i
':4"-

P

SC- A S

ERa TN

L

Bt
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e) C] is een geg. inverse van (V { X); sp(VCl)'= r(v i X) - r(X)

3
’cl c! VX ‘g
f) is ook een geg. inverse van . h;
L ' ‘
lCZ C4 . X' 0 ,
. . %
g) VC]V 1s symmetrisch. g
4
1
Bewijs: - g
a) Dit volgt direct uit D20 met A = X', dus X'CZX' = X' en (VC2X')' = VCZX' _ ﬁ
5
vV X ‘ Ci c! : é
Daar symmetrisch is, is ook een geg. inverse, dus geldt
X' 0 ¢l -c!
2 74
alles ook voor Cé, m.a.w. C2 PN cé. _ %
v ox [c, ¢) (v x vV oX z
b) = h{
' - t Y i
X 0 C 3 C 4 X 0 X ¢ 1?
!
geeft de relaties: il

' - vt o=
1) VC]V +VC2X + XC3V XCAX Vv

2) Ve X + XC,X . =X
] ] t

3)  X'CV+X'CX

) X'C.X : =0

l
Uit 3) met a volgt X'C]V = 0.

Uit 4) volgt dus X'C X = 0; Uit 2) met a volgt VC.X =0

I}
b
LT e e e e

sy

ey 1) échtervermenigv. met_CZX' geeft:

fiﬁ
- |
' 1 ' | ] r [

VG, VC X' + VC,X'CoX! + XC,VC X' = XC,X'C,X' = VC,X )
VC, XCIV + VC,X' + XC.XC!V - XC,X' = VC.X' B
1365 2 3%, 4 2 -

L S |
0 X




- DI0 -

Dus xciv = xcax' dus met a vczx' = xcax?. Analoog

- '
XC3VC2X XCQX

vClX'c X' = VCl!X' = XC,X' 3 ;
37 2 3 4

E L S

d) 1) Achtermenigv. met C,v geeft:

VCVC|V + VC,X'C V + XC,VC\V - XC,X'C,V = VCV '-f

: ! — s &

: VC,X'C V=0 g

e _ Sy

~dus VC,VC,V = ve ¥ ; o

| !

e) met ¢ wordt 1): VC,V + XC,V =V 3
; Cl ! ' LA K

(V{x (V.1 X) = (VC)V + XC,V { VC X+ XC,X) = (V! X) q.e.d.

€3 v 0 X ;

!

- . C 1 | \'ﬂ
AA is idempotent dus rang = spoor, dus r{(V i X) } = sp[VC] + XC3] = Xﬁ
c z

3 .

daar r(AA-) = r(A) zie DI.
sp[VC] +'XC3] = Sp[VCl) + sp(XCB) =Sp(VCl)‘+ r(X) daar sp(XCB) = r(XC3)
= r(X) (uit a) '
oftewel sp(VC]) = r(V_ X} - r(X)

£) Volgt direct door uit te werken.

g) ! is ook een geg. inverse, dus in dat geval zou I° regel onder ”_%
t ot K
€2 7€) A
bewijs van e) zijn: VC}V + XCéV = V.
Nu is V, XC!V symmetrisch, dus ook VC'V = VC.V. )

2 I 1
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D.12.

D.l4.
D.15.
D.16.

D.17.
D.18.
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Appendix D: De gepenerallseerde inverse.

Is A regulier dan is A = A l. Bewi js.
Bewijs r(A ) 2 r(A). Wanneer geldt zeker het gelijkteken?
Bewijs: A := EZK_T] is een gegeneraliseerde inverse van Aj; zie (D.4).

. . 31 Lo
Bepaal een gegeneraliseerde inverse van A = (62). Tevens een reguliere
gegeneraliseerde inverse.
Ook alle gegeneraliseerde inversen in de vorm van &&n matrix geschreven.

21
A = {11} Bepaal een A . Tevens (A'A)
‘ 01 '

Iyre

10

Bepaal alle gegeneraliseerde inversen van A = |0l in &&n matrix geschreven.-

i1

1

2 -
1 Bepaal een A .
2

e
I
oo W
oo £ N

D gl

Bewijs:‘(AB)_i =B A ¢ A ABB idempotent.

Voor reguliere matrices geldt (AB)_ A

Dus in het bijzonder als B regulier is geldt (AB)u = B_IA_ .
: s p P . ' =11

Zij A€ M en Be M . Bewijs: [A(A'BA) A'] = B.
J pq op J ( )

Zij qu heeft een gegeneraliseerde inverse zodat AA = I.

Welke voorwaarde is noodzakelijk en voldoende voor A opdat er zo'n A is?

Zij A ¢ Mﬁq. Bewijs A(A'A) A' = I, |
Algemeen geldt: A(A'A) A'A = A en A(A'A) A' = PA,nzie (D.10).

Stel qu met E # q. Bewijs: er is géén‘gegeneraliseerde inverse A zodat
AA = Ip én A A j Iq. (is er wel zo'n A dan is p = q en dus A regulier).
Bewijs: r[X(X'X) X'] = v (X).

(A )" = (A') . Bewijs.

x € <A> é AA x = x. Gevolg: Ax = y is consistent d.e.s.d. als AA Yy = y.
(A} ={B }e A=2Bdw.z. Aen B zijn gelijk indien hun klassen van
gegeneraliseerde inversen gelijk zijn. |

BA A = B & 3D zodat B = DA.

Bewijs (D.15) uit diktaat.

Rk
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Appendix E: Het Kronmecker- of directproduct van matrices

Deflnltle' Ae® B - {a -B} Is Ap ‘g By dan is A ® B eén matrix van de or-
de pr X ¢s. |

Elk elément aij van A wordt met de gehele B vermenigvuldigd.

OEmarkxng In het algemeen is A® B ¢ B o A
A®Iw= {a..I} maar

-

I® A= ‘. .
0 A
I 81 =1 @I =1

P .9 g9 P pq’
Voor vectoren geldt: a' ® b = b ® a' = ba',

EigenschaEEen:

Part:.t:.one'reln: (A’I'.A2A3) @B = (Al ? B, A2 @ B, A3 ® B).

(A @B)(CeD) = (AC) ® (BD) indien de producten AC en BD bestaan, nl.:!
: - ‘= ! = b

(A aua)(c_e D)_ {aikB}{cij} {ai*c*jBD} (AC) ® (BD),

'Gevdlg 2a: A, B idempotent => A ® B idempotent.

A@(B+C)=A@®B+ A® C. Deze volgén direct vit de definitie.
(B+0C) ®A=BeA+CoA
(A®B)e®C =42 (B®C) (associatief).

1_-"r=-| . -1=- ‘ 1y = 4l '
(A® B) .A ® B', nl. {aijB} {ajiB } = A' @ B'.

Gevolg 4a: A, B symmetrisch <=> A @ B symmétrisch
R 4b: A, B orthogonale projecties=- A ® B orthogonale prOJectle (met
2a en 4a), '

4c: A, B orthogonaal => A ® B orthogonaal.

;.,:,;Jl.:
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E6.

E7.

E8.

ES.

rDan heeft A ® B als eigenwaarden Ai“j met eigenvecfbrén x; ® yj; Al.:

sp(A_®B ) =% AgH = Z e ) op, o= ép A sp B.
o1 j

I

- E2 - Vk

. i

B

. Iy

Zij Apo met elgenwaarden A en elgenvectoren xl, i= Liaasp. !
. . . 3
En Bq*q met elgenwaarden My ‘en elgenvectoren y , J = ,...,q i
M4

¥ U

(A ®'B) (xi ® YJ) = Axl @ BYj = Alu.j(xi @ yj) -

1] . 1 ]

PXp qxq ij J iy ]

r(A ® B) = r(A)r(B).

Bewijs: De grootste reguliere submatrix van A, stel E,.heeft‘aé;afmet%pg .
f(A) ‘ : ,
Analoog van B, stel B, de afmeting r(B): Nu ig'A ® B submatrik Van A @B en
deze is regulier daar |A @ B| = IAIr(B)|BIr(A) # 0. _

Elke grotere submatrix van A ® B is singulier, nl. stel deza ﬁik en B;ﬁlﬁus
IA ® B*| = |a*|®B")% =0 voor k > £(B) of a > r(A). De affietiRg vVah A ® B
is Julst r(A)r{B).

Gevolg 83. A @ B regulier <=> 4, B reguller (en dus v1erkant )
' “Bewijs <= Triviaal. R ‘ '
Bew;]s =: Stel qu‘@ ﬂrs ?egulier. Dan is dus P & gs = ?(A)T(B).

Stel r(A) = p (< p uitgesloten andes #(B) > ¥). Dus
r(B) = r. Als g > p of s > r is pr # qs, dus p = q en
r=s. o S : o

8b: A,B> 0 => A® B > 0 (met 4a en Ba).

ae ) ! =ale BT*.int‘Sanvblgt‘dau A en B regulier moeten zijn. Even-

eens geldt voor een gegeneraliseerde inverse (A ® B) | = A"-®'B”.
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c. De vec—notatie

Definitie: A := (a;]' a;q)', d.w.z. de kolommen van A achtereenvolgens
onder elkaar genoteerd. Is A van de orde p i-q, dan is A (ook wel vec 4 ge-

noteérd) een koiomv_.éctor met pq componenten. In het bijzonder is a = _—5‘ = a. ,3
El0. Stel'iing: A+B=2+ 3. Triviaal (ga na). 3
El1. Stelling: ABC = (C' & 4)B. | ]
Bew1]‘s: (ABC)*J. = (&b, ... b, )C, . =_12( € ;Ab - En | , -
N ) b*l p . . E
L = . = | |
(C' ® )3 {cij} . E LI q.e.d. !
*8

.
,
L}

[}

Gevolg lla: Y
1

-+ &>
AX geeft Y = (I @ A)X en
XA geeft ¥ = (a' @ DX.

n

)

(Z,ﬁ) zodat ”A” = ”KH en {A,B) = (K,E} (zie

%1 *1

E12, Stelling: sp(A'B) = Z a'.b
. 1
1.8 en 1.9).

d. Enkele toepassingen

Defifiitie: VAR X := VAR X (pas op: VAR X # VAR X').

é

E13. Stelling: ¥
Y

AX geeft: VAR Y
XA geefc: VAR Y

(I ® A)VAR X(I ® A")
(A' ® I)VAR X(A ® 1), (met 2.37 en Ella).

El4. Voorbeeld 1: Zij y=X8 +emet g = _x_nd dusfﬁ = 0 en var e = qZIn. We weten
nu: ’

b = (X"X)_lx'z en var b !

2@,

Beschouwen we nu simultaan g vergelijkingen, dan ontstaat:

Y=XB +E met E ~ dusE_El=0-.

5
4n,q%qq




..'E4_

Nu blijkt:

B= @0 XY met AR =126 (x'0)  en vARE = 1% o I

T

Bewijs:
. Lo . , o2 p1ay
i) VARE = (' @ In)(Iq ? In) (z & In) I e In {met E2, E13).

ii) ¥=(exf+Easi=[(Iexhaenl '(Ie XY =
=lIe @0 ' MIe X' =[Ie @0 '%x'TF oftevel met F11
,E. - (X'X)TIX'X. ) . -

iii) VAR B = [T ® (x'x) 'x']052 °I I[Texx'®) '1=-:%6 @
2o x'0)7! 5 0.

Volgens E8b is by

El15. Voorbeeld 2: Beschouw het volgende variantie-analyse model:

Lis

3 =Wt o+ Yj +e., , i=1,.0.,p, § = l,e0usq o

£ij
Dit is te schrijven als:

Y=yl +oqu" +uvy'"+E.,
=" ¥ q Y T =

Dué

It

¥

u 4+ 8L )o+ (I ® +E
Mo (uq P)a (q UP)Y E

) -+ h : '
frewel ¥ = X8 + E met 8 := ') enX = (u u 811 ®u ).
oftewel ¥ = Xg + E 8 (esa’yy") ' en | (upq.q plg. @ Uple

Ela. Voorbeeld 3: Zij Ax = y consistent, dan worden alle oplossingen
X = A—y + (I - A Az Beschouw nu simultaan het consistente stelsel AX = V.
Wat zijn nu alle oplossingen? - S S
1 e nX =¥ geett X = (Lo AN + [I-(TeA)(le A=

(Tea)¥+[1-(TeaniZ,

oftewal
T .o o )
X =AY+ (I-4AAZ.

ngerkipg: Dit kan natuurlijk ook direct, daa; AX = Y betekent Ax*j =y,

voor alle j!




5§ 1. Enkele punten uit de matrixrekening

Algemeen ' g

Pa qp P _ _
l1.2. Ga na dat (A,B) := sp(A'B) inderdaad een inprodukt definieert. Uk

l.1. Als & B, =1 enp#aq,danisBA#I. : : ok

1.3. Zij X eigenwaarde van eén niet defekte Ann' Bewijs:
de algebraischemultipliciteit van A = meetkundige multipliciteit van A;
zie ook (1.20).

1.4, Geef een zo eenvoudig mogelijk voorbeeld waarbij r(AB) # r(BA).

1.5. Bewijs: r(A+B) < r(A) + r(B).

1.6, 2ij A={a..} met ¥V, a.. = aen V., ,. a.. = b. Bereken |A
1] 1 11 i3 ij

1.7, Bewijs:
pp = |a - Bc|. | i
q -w

1.8. In Rao: "Linear statistical inference and its applications" pag. 38 staat:

TAR T e

"The proof (of 1.83) comsists in showing that A and B have the same eigen-

vectors". Dit is onjuist. Geef tegenvoorbeeld.

s S o

1.9. Het bewijs van (1.83) verloopt moeizaam. Geef een eenvoudig bewijs voor

het geval dat alle Ai van B verschillend zijn.
1.10. A ¢ Mﬁxn' Bewijs: A'A = AA' = N(A) = N(A")

A,B ¢ Mnxn’ symmetrisch. Bewijs: A2 = B2 = N(A) = N(B).

1.11., A,B symmetrisch. Bewijs: sp[(AB)ZJ < Sp(Asz). (Hint, beschouw (AB - BA)g).

R P

b
@
o
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. Niet nepatief definiete matrices

1.20. Construeer een (niet diagonale) positief definiete en semi positief definiete

matrix van de orde 3. ' _
i.21. Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat (1.68) niet geldt als A s.p.d. is.
1.22, Is dit juist: A,B,C > 0: [A>B AB>Cl=A>C?
1.23. In (1.78) staat: A > Q0 = IAI < Haii. wénneer geldt het gelijkteken ?
1.24, Bewijs: lAll < 1 = I 2 A regulier (zie ook (1.77)).
1.25, Bewijs: A, B > 0 &n AB symmetrisch = AB > 0

a,B > 03 A,B >0 = aA + BB > 0.

1.26. Zij A, B > 0 en A 2 B, Bewijs:

a) V.l a; . > bii e) Al =z IBI)

b) |a| = |B} £) VC : C'AC 2 C'BC

c) sp A = sp B g) Eij aij 2“31j bij

a) B! za!
1.27. Geldt éltijd HAaH = ||All ? Zo nee, geef tegenvoorbeeld.
1.28. Bewijs: A > 0; BAB' = 0 & B = 0.
1.29. Bewijs: A > 0; r(BAB') = r(B).
1.30. Bewijs: A > 0; Jreguliere B zodat BAB' = I.
1.31. Bewijs: A > 0; |A| = |A11|1A22|. Wanneer geldt het gelijkteken ?
1.32, Bekend is: £(X) = x ~ 1is voor x > 0 een konvexe funktie van x.

Bewijs: f(X) =‘X-1 igs voor X > 0 een konvexe funktie van X.

Dus te bewijzen: V X,Y > G en 0 < a < 1 geldt:

ox !+ (1 - )Y ' 2 [aXx + (I - o'.)Y]_l

1.33. Bewijs: A,B20; A+B=0e A =B =0,
1.34. Bewijs: A,B 2 0; sp(AB) = 0 & AB = 0.
1.35. Bewijs: A,B = 0, 0sa < I: |aA + (1 - a)B| 2 |a|%[B| ™.

Hieruit volgt dat log]X[ een concave funktie is van X.
1.36. Bewijs: A,B > 0 van orde n; sp(AB) = n|A|l/n|B|]/n.
1.37. 2ij A = 7 =4 2 Bepaal een B en een D ¥ B zodat A = B2 = Dg.

% -4 7 =2|>0.
2 =2 4
n . .

1.38. zij |A - AI] = %(—l)lpi(A)ll. Bewijs: A > 0 ¥.p. (4) > 0.

e



1.3%. Bewijs:AXX' = 0 & AX = 0.
1.40. ijs: A = ..} s . .
40. Bewijs: A {alJ} > 0= A {Iai_]'} > 0
1.41., Zij A symmetrisch; B > 0. Bewijs 3t zodat B - tA > 0 zie {(4.10).

i wiz
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1.51.
1.52.

1.54.

1.56.

1.57.

-V 1.4 -

Idempotente matrices

Bewijs: P = X(X'X)—IX' is de orthogonale projector op <X>. (zie (1.91)).
Zij P een orthogonale projector. Bewijs: [[Px|l < x|l en cos(Px,x) = 0.
Bewijs: A'A orthogonale projector < AA' orthogonale projector.

P orthogonale projector Bewijs: Vi 0O < pii <1 en Vi # j [pij|.s 5.

Zij Ann symmetrisch en Al 2 A, 2 ... 02 An de geordende eigenwaarden van A.

2
Bewljs
] !
a) max = — = Ar en min = ﬁx = An
X#OXX X#OXX
b) Y.: A < a,. =}
1 n i1 1
c) ln < z_aij/n < Al
13
.. x'Ax . -1
d) Zij B > 0; max =5~ = A, (= grootste eigenwaarde van B A)
<40 x "Bx i

+
Zij A niet defekt. Als voor een k ¢ N geldt Ak = Ak !

, dan is A idempotent.
Bewijs dit en geef tegenvoorbeeld voor defekte A.

P,Q orthogonale projectoren. Bewijs: sp(PQ) < min(sp P, sp Q).

Als sp(PQ) = sp P =» PQ = P. Ook geldt: sp(FQ) 0 e PQ = 0.

0.

It

Opmerking: (P,Q) = 0 is dus equivalent met PQ

k

Ai’ i=1,...,k zijn symmetrische n x n-matrices.A := ZAi'
. l

Bewijs: elke twee van de drie voorwaarden a, b en ¢ impliceren de derde: '

a) A orthogonale projector.

b) eike Ai orthogonale projector.

c) de A, zijn disjunct dat wil zeggen v, # 3 AA, = 0.

]
Bewijs: P orthogonale projector: (PA)2 < Az..




2.4,

2.5,

2.6.

-V 2.1 -

5 2. Enkele begrippen uit de mathematische statistiek

Geef een eenvoudig voorbeeld van een tweedimensionale verdeling £(x,y) waarbij

p(x,y) = 0, terwijl x en y toch stochastisch afhankelijk zijn.
bewijs (2.34.). Bedenk dat p zelf dus op het teken .na invariant is.
In (2.36) is Ei(g'Ag) afgeleid.

- ¥ - 1 - ) '
Bewljs: EXE Ax) sp(Azzl) +pruy.

Wat betekent het als a) var x = 22 singulier is?
b) 22 diagonaal is;

2
var x = ¢ I; y = a'x en z = b'x.

Bewijs: y en z ongecorreleerd & a'b = 0.

Stel x is | dimensionaal symmetrisch verdeeld rond 0. Bewijs: cov(x,xz) =0

s L B R LIE R

A

T T

PR

B s St P IR RIS

s



3.2,

3.3.

3.4,

3.5.
3.6.

3.9,
3.10.

3.11.

-V 3.1 -

§ 3. De multincrmale verdeling.

Zij 22 > 0. Bewijs: a) I I > 0.

» Zags Typ20 Lo

11
b)

Stel nu 22 > 0, dan c) <El > © <L >

L.oL2 ' . ..
- > - .
Z1] L > 0; dan 1is le = 211.2 enzll > 2112 Bewi)s

Bewijs: | = |z

le.zl ll| 11.2 11 12~

Bewijs: |22|'£ ]Z]l||222 . Het gelijkteken geldt d.e.s.d. als 212 = 0.

Uit vraagstuk 3.4 volgt eenvoudig (1.78). Ga na.

Op pag. 3.2 staat: "doorsnijding met vlak f(x) = éonstant.geeft ellipsen".
Verklaar dit. Wanneer zijn het cirkels?

Bewijs theorema 3.9 met behulp van de kansdichtheid.

Zij R een correlatiematrix met Vi # j pij =p #0 (1, = l,...,n).
Bewijs -1/(n-1) € p £ 1. Wanneer is [R[ = 0?

Bewijs eveneens: 0 < |R| < 1. Wanneer is |[R] =12

In Graybill: "Introduction to matrices with applications in statisties”,
pag. 220 staat: "Show that the largest root of a correlationmatrix is less
or equal unity".

Bewijs dat dit onjuist is.

Zij x multinormaal verdeeld met kansdichtheid f(x).

Bewijs: x is die x-waarde waarvoor igﬁfl = 0.

In welke van de volgende gevallen heeft elke lineaire kombinatieva'g (¥ 0 € Rp)l

van de komponenten van x = (31,...,§p)' een normale verdeling ?

20 .
a) X, N(uilui) 1= l,...,p

1

b) x. ~ N(u;507) 1

i ly...,p en de gi_zijn onderling ongecorreleerd.
2
i
)

c) X, ™ N(ui,c.) i=1,...,p en de X zijn onderling stochastisch onafhankelijké

2
~ N (u,=
d) x p(u

R L e

RS S

I T

4

S

e
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3.13. 2ij A symmetrisch en B > 0. Bewijs:

& =]

J... J (x'Ax + a'x-ra)exp{—(x'Bx-+b'x}+8)]dxl...dxn=

=
H

-0 -—D0

= iﬂnlz|B|;%{sp(AB_r)-_a'B-lb-+ ib'B_]AB_lb + 2a}exp(§b'B_]b - 8).

B U SRR N

Is AB > 0 dan geldt:

8
8

]
‘_‘
®
{
%
"=
=]
5
Q.
”
o
I
3
=]
e,
[ ]
1
o

T s L

3.14. Zij x ~ Nn(u,czl) met u = (Uyeoo,p)’

Bewi]js:

S o
a- DGE-w

o = t._
ST o

o1
i
“£

PR AR

3.15. zij x ~ Nz(u,Zz). met =

Bewijs: Xt X, enx -x, zijn stochastisch onafhankelijk.

3.16. Zij x ~ N(u,oz) en x :»X  een onafhankeli jke steekprer'van X.
1 O

0 n-~1

O

LI - - . » Or .
Def = X, = . B dat ~ = .
efinieer y (x 51 f) ewljs dat y N2 met var y n( )

(met andere woorden X en x, = X zijn stochastisch onafhankelijk en dus

1
ook % en s = Iex, - D%/ - 1)

Fn e

SR

EEERR
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§ 4. De verdeling van kwadratische vormen

bol, x ~ Np(p,I); Ai i=1,...,k zijn symmetrische p x p matrices met

4.2,

4.3.

Bewijs: elk van de voorwaarden
1) elke Ai is een orthogonale projector
2) de A, zijn disjunct, is noodzakelijk en voldoende opdat:
' . ' - -
a) x Ai§ = xri(u_Au) i l"'f’k en r, r(Ai)
b) §'Ai§ onderling onafhankelijk zijn,

¥ N(ui,oi) i=1l,...,n; FARTERES zijn stochastisch ongfhankelljk.

Definieer z* 1= Xdzzziliozz

.. -2 *,2 2 _ _ _
Bewijs: Eci (zi y)o o= En—l(ﬁ) met § = 0 als Wy Seee™ M-

. _ 2
2i3 2 ~ N QeI )y 7~ B (ugelyo) en'(x,y) - NorqaT)

A ¢ Mpq' Probeer de bilineaire vorm x'Ay te schrijven als een kwadratische
vorm z'Bz. Bepaal nu Ekg'Az) en var(x'Ay).
Als x ~ Np(u,zz), bewijs dan:

cov(x"Ax,x'Bx) = 2 sp(AEZBZZ) + 4u'AEZBp.
Voor-A = B onstaat formule (4.7).
. 2 . 2 2. 2
Z1j x ~ Ny(0,27) . Bewijs: p(x|,x,) = o (%,%,).

[VAVAV = VAV en u'AV = p'AVAV] @ [VAVAV = VAV en VAy e <VAVS)

Bewijs dit. {4,V zijn symmetrisch).

Zij V 2 0,A symmetrisch. Bewijs: VAVAV = VAV e (VA)3 = (VA)Z.

Der g

il

SRR e SRR & e e g

R
P A

T Tt

Ry

v
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5.3,

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9,
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5 5. Regressie, het model van volle rang

Zij y = XB + g; X volle kolomrang, e = 0, var e = U?I.

De kleinste kwadratenschatter (afgekort k.k.s) voor gis b = (X'X)_]X'I

{zie pag. 5.5).

Bewijs: elke andere zuivere lineaire schatter E is "slechter", d.w.z.
VAR b > VAR b. -

Analoog aan 5.1, alleen nu VAR e = EZ > 0 ondersteld.

—IX'E-ZX (zie pag. 5.6).

De gewogen k.k.s. voor B is b = (x'z_zx)
Bewijs: elke andere zuivere lineaire schatter is "slechter”.
Zij y = XB + e; X volle kolomrang; £e = 0, VAR e = GZI.

¥ = Xb. Bewijs VAR §<VAR y. '

2
Analoog aan som 5.3, alleen nu var e = L > 0 ondersteld-:

§ = Xb met b gewogen k.k.s. Bewijs: VAR § < VAR y.

Weer hetzelfde model met var e = 22 > 0. Bewijs direkt of met behulp van

som 5.2 dat de gewogen k.k.s. voor B "beter" is (kleinere variantie heeft)

dan de ongewogen k.k.s.

Beschouw het model y = Xf + e met e ~ Nn(O,GZI).
Vindt de maximum likelihoodschatter §  voor o . Deze is niet zuiver, doch

SSE/(n ~ T).

heeft een kleinere variantie dan s
e wte o gt .
Bew1qs. mem me, zie (5.16).

In het model y = X8 + emet B = (50,31,82)' zijn de normaalvergelijkingen
als volgt:

3b0 + bl - 2bb = 1]

p0—+ 2bl + b2 = 7 Bereken b := (bo,bl,bz)' en H?Hz.

-2b0 + b, + 4b2-= 9

1
Beschouw het eenvoudige lineaire model van pag. 5.2.

. 2
¥ = BO + B]xi + e i =.l,...,n; e ~ Nn(O,o I).

a) Bepaal via de algemene formules de échatter b = (EO’EI)' en tevens var b.

b) Kies de x, zodanig dat var b, en var El minimaal . zijn. Bewijs dat dan

0
cov(b.,b,) = 0. - -
o _, Ue-0G-m?
c) Bewijs dat s” = ?T13{2<y -y) - — = 1.
) (x-x)

o
o
o

g
Bt
4
K

#
A




5.10. In het model y = XB

-~

y:

Py, y=Py,§

P
m

+ e, e~ Nn(O,G

Xy

-V5.2~

2

, de orthogonale projecties van y respektievelijk

m"
op <X», <u> en <Xm>. Bewl)s:

a) <xX»
b) Px-
m

<Xm u>; ui<Xm>

P -P; PP
X X X
m

1) definieren we

LTS LRSI
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NEIE VR S <

.
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R e
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4,

6.5,
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§ 6. Verdelingen in het regressiemodel

Bewijs dat de som van de niet-centraliteitsparameters van de verdelingen

van SSM, SSR en SSE gelijk is aan die van de verdeling van SST.

Analoog aan § = ny = Xb geldt: v, =P y = mem (zie 6.6_c1)

x ’m i
m 5
Gegeven 1s het lineaire model: Y = 80 + B]x + Bzxz +te, e~ N(O,dz) E
en de waarnemingen s
x| -2 -1 o 1 2
vy I -7 =2 =1 1 9. |

a) Bereken de kleinste kwadratenschattingen bO’ b1 en b2.
b) Toets m.b.v. een betrouwbaarheidsinterval de hyl::ot:l'nf:se'}l.0 : 82 =0, (o =0. ;
c) Geef een betrouwbaarheidsinterval voor B] (957 interval). i
Gegeven is het lineaire model: y = B +8 x, +B,x,+8B x2-+8 x2 +B8 X X, te. ff
: 0 11 272 1171 2272 127172 = e

Er zijn in de volgende 9 punten totaal 13 waarnemingen verricht gls volgt: =
x.: -l 1 -1 1| =2l V2| o o 0
x,: -l -1 |1 1 0 0 -2 Y2 | o
y : 9,16]13,3717,82(10,3519,32{13,62]10,51{8,84|10,64; 10,11; 9,98; 9,14; 10,01

Dit zijn dus 8 waarnemingen in punten gelegen op een cirkel, en 5 waar-
nemingen in de oorsprong. |
' 2

a) Schat de parameters en 02 (ondersteld e ~ N(0,57)).
b) Toets de hypothese dat het model juist is door SSE te splitsen in

SSLF en SSPE (zie pag. 6.4).
In (6.8) staat
' .2

hy-=nl™/r
£t

~n-r

. 2 B
Igy-yI'/(n-x)
Dit is bewezen met behulp. van (6.4) §2 onafhankelijk b.

.. . . < t 2
Bewijs dit direkt, dus dat de teller een centrale Kr-, en de noemer een

Xi—r” verdeling heeft en beide onafhankelijk!
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§ 7. De algemene lineaire hypothese

7.1. Bewijs: ¥ 1§y -% {zie pag. 7.5).
X X
H H
7.2. Beschouw model en waarnemingen uit vraagstuk 6.4, i

Toets de hypothese dat de 2e graadstermen weggelaten kunnen wordemn.

0’ 82 = 0 uit vraagstuk 6.3 b), maar nu met behulp
van KB = y. Bepaal de schatting voor B onder H

7.3. Toets de hypothese H

Oube

. 2 )
7.4. Beschouw het model y = le] + 82x2 + B3x3 f e, e ~ N(0,c™)

Gegeven zijn de waarnemingen

x| X, X5 ¥ |
2 ] 4 8 a) Bepaal de schatting b.
-1 2 I 10 b) Toets de hypothese HO: Bl = 82 + 4.
1 -3 4 9 c) Bepaal b .
X
H
2 1 2

1 4 6 12

7.5. Bewijs dat PH 1= XX*EK’(KX_QK')_ KX_EX' een orthbgonale projector is op

H := <XX_2K'> (zie pag.7.4 onderaan).

- 7. 2y = = - =¥ -Py. X

7.6. Op pag. 7.5 staat yXH PxHy ny Pﬂy ¥ ol 4
Echter op pag. 7.4 naast tabel staat gedefinieerd: § = § - ?H. é

B . d d P _ o~ xH “
ewijs dus dat Py = . ¥

B MRS

.. . -2
7.7, PX en PH zijn de orthogonale projectoren op <X> resp. <H> i= <XX =K'>,

Bewijs: Px 1= Px - PH is de orthogonale projector op XH 1= <X> n <H>".
H
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8.1. De volgende waarnemingen zijn uitgevoerd bij behandelingen volgens een

zogenaamd '"Latijns vierkant".

J
8§ 13 |12 ' T2 3
il 4 jn 7 2 3 1
9 {7 10 3 1 2
Wwaarnemingen behandelingen.
Beschouw het model ¥i gk =W ta Bj oyt Eijk; i,j.k = 1,2,3.

Toets de hypothese a) a; = oy = o4 b) Bl = 82 = 83 e) Y] f Yy T Y3'

met andere woorden of er verschil is tussen resp. rijen, kolommen, behandelingen. :

A T e e L D

8.2. Gegeven de volgende waarnemingen, volgens een "genest model
el = + o, ‘e PR
lek H 4§ * Blj * gljk
a) Geef een schatting b0 voor B
b) Geef een variantie—analyse

c) Toets de H_ : er is geen verschil in secties binnen de cursus.

0

i cursus: Engels|jAardrijkskunde

] sectie 1 2 1 2 3
ENIEREE
k4 10 10 2 7 Y
9 1 *
3

9.1. Gegeven is het volgende lineaire model:

]
~
o

"

“
[ o]

,i
g
._i

Lo T uta, Bty te . ; 1= 33
zle M al BJ Ylj Ele: 1 1,25 ]

Ga na welke van de volgende funkties schatbaar zijn:

el

At

b u+a, +8

a)yta 1 1

! )t Bty d) e Tay @) aTa,ty T

9.2. a) Geef van vraagstuk 8.2 alle schatbare funkties weer in | vorm.

b) Ga na dat o, - o, niet schatbaar is.

1 2 ;
@, T o, is wdl schatbaar onder de aanname (zoals in een variantie—analyse) ‘ﬁ
XBlj = XBZj = 0 (d.w.2. .in het beperkte model) .
j j -
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10.1. Ga na of de hypothesen in vraagstuk 8.1 inderdaad toetsbaar zijn.
10.2. Is in vraagstuk 8.2 c) de hypothese toetsbaar?

12.1. Ga na dat in (12.5) voor V = I de bekende relaties ontstaan namelijk

. | S
kp? = KGX'y (10.5), VAR Kb° = o°KGK' (9.7) en s2 = (y2 - §=)/v.
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