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Errata.

Notatie: bv. 27

2
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betekent: bladzijdé 2, regel 7 van boven,

7 betekent: bladzijde 2; regel 7 van onderen.
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0 f£a =1

0 sa s

(U,F) een meetruimte

T-meetbaar

L(f) < @

waarbij n

1.8.5

.jfdk

(a,b]

Riemann-integreerbaar

(A cl)
(Bj e )

2.
th(dv)

Stelling.
v ® v(dv)

u(du)
u{du)
u{du)
HOOFDSTUK II.

, zodat (U,F) een meetruimte is.

P(x (A))

Jos

pe{xz21}
L| x|
+ (Ex)?

% ’_‘2 e

8

n>=

8

|-

| 0 <a <1

0 <a <1
(U,F,u) een maatruimte

Temeetbaér

L(f+) en L{f ) beide eindig zijn

' | waarbij Bn

(1.8.5)

ﬁfhk

a,b]

eigenlijk Riemann-integreerbaar
(vgl. Algebra en Analyse 7.3.13)
aef)

5

B, <D

3, .

Ih(v)v(dv)

Stelling (Fubini).
¢ @ v{dudv)

du
dy (komt 3x voor)
du

HOOFDSTUK II, INLEIDENDE BEGRIPPEN,

P(x (4))
JgOEdP
p =1
L(|x]
- (Ex)?

Xy g+

U R —————
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Overige fouten.

blz. 18:

Bij (1.4.31) staat: " Als A e % dan heet A ¥ -meetbaar."

Deze regel moet staan bij (1.4.30) achter definitie van meetruimte.

blz. 41:

oo

2
Na I e t"dt als tweede voorbeeld toevoegen:

0

f(x) :=

dan is de Lebesgue-integraal J f(x)dx = 1 terwijl de eigenlijke Riemann-

integraal oéver [0,1] niet bestaat.

{0 als x ¢ [0,1]\@Q

2
1 als x e ¢ n [0,1]

|




blz. 42:
Bij opgave 5 toevoegen:

(probeer deze opgave nogmaals na (1.9.8)).

blz. 45;
Stelling (1.9.6) moet luiden:
Zij (U,F,u) een maatruimte, {fﬁ}ne]N een rij F -meetbare funct_ies van U +fl+

.dén geldt:

blz, 61:
Definitie (2.2.9) moet luiden:
Zij (U,?,P) een kansruimte en x: U +R" een stochastische vector. Dan heet

fx: ]Rn.->]R een dichtheid van x indien

\an65 t P_(A) = ffx dx_ . (2.2.9)
n — —
A
Gevolg.
f £ dx_ =1,
Tx m
Rr"
blz. 90:

Opgave 15 moet zijn:

zij (U,F,P) een kansruimte en z, en z, onafhankelijke complexe stochastische
variabelen, z, en z, € L.

Bewijs dat:

Ie 2,2, € L

Aanwijzing: gebruik (2.4.16) en (2.4.19).

blz. 103:
In het bewijs van stelling (3.3.11), onderdeel c, 2e regel, staat

D . D
Fn( 2D) =< Fn( 2D) in plaats van Fn( 2D) = Fn(-D).

it i e
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; Onderstaande onderwerpen behoren niet tot de tentamenstof:
__;: Bewijs wvan (1.4.8)
: (1.4.11), (i.4.12), (1.4.13) en (1.4.14)
opmerking bij (l.4.16)
4 bewijs van (1.4.22)
k¥ (1.4.24), (1.4.25), (1.4.26) en (1.4.27)
: bewijs van (1.4.28).
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HOUFDSTUK I. INTEGRATIETHEORILL ,” MAATTHEORIE.

t.1, Notaties - definities - eigenschappen.

We gaan uit van een verzamellng'u.met als deelverzamelingen A B,... en we

zullen deze deelverzamellngeﬁ voortaan vurzamelln £n noemen

= U\A
AUB := A UBals AnB=§
niet gedefinicerd als A nB # ¢
n .
n U A. als A, nA, = ¢ (14 ]
4 A, := i=1 * * J
s 1
i=1] .

niet geﬁefln;eerd als 3 Jj#i PAL N Aj # 0

o R
(de‘Ai's heten disjunct; y Ai_heet de disjuncte vereniging). Analoog defi-
e Coi=]
nieren we U A;.
. =1

Definitie.
Een klasse € is een verzameling van deelverzamelxngen van U met @ ¢ € (andere

notaties: $, &, F, ®). ‘ (1.1.1)
Definitie.

Zij € een klasse, dan

o ':=-{AI Uses U A | o en, A; e €}

u
€, ?= {AI Y ... UA n ¢ N, A e I (1.1.2)

n |

Voorbeeld.

{eindig aantal intervallen}.

I

U=R, €= {intervalien}, dan fU

U willekeurige verzameling, C:= {#, ! puntverzamelingen}, dan f = tu'
1iwiilekeurige verzameling, C:= {g, 2 puntverzamellngen}, dan C = {@,Ver-

Lot
zamelingen met minstens 2 elementen}, t = {ﬁ\fverzamellngen met een even

aarital elementen}. , (1.1.3)




1.

Definitie.

Zij € een klasse, dan

Eigenschag.

Definities.
geriritles

€ heet
€ heet
€ heet
C heet

¢ heet

€ heet
C hee;

€ heet ou-stabiel als A!’A

td = { U A | A e C} (aftelbare vereniging).
i=l : : .
€cC cC ¢
= UT U=y
n-stabiel als A,B ¢ € = &4 n B ¢ €.
u-stabiel als ABe€ = aAusBel.
y-stabiel als AB el = aAyuBcl.
*~stabiel als A ¢ € = A" ¢ L.
o-stabiel als AI’AZ"" el = u Ai < €,
: i=1 7
\-stabiel als A,B ¢ € = A\B ¢ L,
i=stabiel als 4,B € € == A+B ¢ g.

Eigenschappen.

€ U-stabiel <= €

_ u
€ o-stabiel <=¢'CG

€ u-stabiel <= fu

Definitie. -

Een klasse 'gheet een semiring als .S is n-stabiel en 4,B ¢ f => A\B ¢ gg'
' : ' (1.2.1)

ct

g3 ees

< €.
<€.

. Meetbare verzamelingen.

(::1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

(1.1.7)




Voorbeelden,

1. Wwillekeurige verzameling, S = {#, 1| puntverzamelingen}. (Er geldt
zelfs: A,B ¢ §$ = A\B ¢ $.) -

2, =R, §:= {8, {(a,b] ‘ a,b € R}} (verzameling van alle spelden).

a <b
A : ' ' A
' B B
— W ) w— aa— A ——— e AR e Ce— e
-‘-—- — O, —  cm— — e Gt el et p——
AnB e § A\BcfU

3. W= ]Rt_l, 'S:= {G}U{(a‘,b] | a,b ¢ ]Rn}}’ waarin (a,b] als volgt wordt gedefi-
nieerd: . § ‘ :
Zij 5%1 = (_a'!,‘..'.‘,an) e'.lRn en b = (b]',._,.,bn)' e R”, dan

{<i<n | 81 < X; S bi} {cel).

f :I /-B"’A t////A////A
5 ;?_ZBﬂ.h___J_ | fé_///L

a !
A | L=t e L
AnBeS
A\B c 3’Q
b“ Ga na dat de splitsing van A\ B in disjuncte cellen niet eénduidig is.

(1.2.2)

ot
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3 - Definitie.

i Een klasse # heet een ring als 4 is u-stabiel en & is \=-stabiel. (1.2.3)
g -Eigensghaggen.

3

3

it

1. Een ring is n-stabiel, immers A n B = A\ (A\B). (Dus een ring is ook een

semiring.,)

% 2. Een ring is %—stabiel, immers A & B = (A\B) u (B\A). (1.2.4)
g‘ .
{ Definitie.
; o elomn .

ﬁ:heet een algebra als R is u-stabiel en & is *~stabiel. {1.2.5)

Eigen&chaEEen.

. . ; ) * * %
1. Een algebra is n-stabiel, immers A n B = (A" v B™) . ‘
2. Een élgebra is \-stabiel, immers A\B = A n B" (dus een algebra is een ‘
- ring). . ‘ ‘ . (1.2.6)
Definitie.
Een klasse 'F.heet een g-algebra als T is g-stabiel en ¥ is *=stabiel

(Engels: o-field). . (1.2.7)

Eigenschappen.

I. Een g~algebra is een algebra.
n Ai € ?ﬂ immers
=] i

- = * % -
A, = (.u Ai) . (1.2.8)

2. ApAg,ees € ¥ -
. 1 i=]

2

o8

1

Voofbeeld.

U willekeurige verzameling, ¥ = PQW := {A [ A cU}b.

1.3. Voortbrengers van klassen.

Zij € een klasse:

. IR

De door € voortgebrachte ring ®(€) is dedoorsnede van alle ringen & met
L cR,

g

De door ¢ voortgebrachte algebra R(€) is de doorsnede van alle algebra's u@
3 met € < A,

o ARG, LR e L L KT A MY i A—’
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e door € voortgebrachte g-algebra F(C) is de doorsnede van alle o-algebra's

F et €c ¥ (1:3.1)

. Eigenschappen.

. Cc ﬁ(f) cR(@®) ¢ f((’).
2. (C) is een ring.
3, Cgﬁm(ﬁ(f)gtﬂ. _
4. z21j ® een ring met de eigenschappen CcRen Ec R = & ¢ R dan geldt
= (). - {1.3.2)
(Analoge eigenschappen gelden voor & en 3:/.) '

Stelling.'
a1s § een semiring is, dan R(§) = Su' . (1.‘_3.'3)

Bewi 1’ 5.

1. 'SU is een ring want:

. $

2. _AI,AZ,... € Sg = A1 U oo U An € fu. Dit volgt meteen uit ! met in-

y is‘g~stabié1 (triviaall).

ductie, -
3.Ae'gU,BeS==>A\Beg,1tmnersA Al_q...uA (A ES) en dan
" A\B = (A AB) Ui u (A \ B) met A, \BESU zodat met 2 volgt
A\B ¢ 3. '
4. SU is \—stablel, immers als A e S en B ef dan B = Byu...uB
(8, € 3) en dus volgt met 3: A\B— (...((A\B)\B) \Bm)ef;u.
5. SU is u-stabiel, immers A U B = Ay (B\A) ¢ SU als A,B € fu (zie 1
en 4).

Uit 4 en 5'volgt I.

II. -fﬂ(f) 3.

1. 8(S) ¢ SU' Dit volgt uJ.t I en het feit dat 85 %

2. SU < tR(S;, immers zij A ¢ SU dan A = Al u ... A (Ai e §) en zij &

een ring met c @ dan geldz dus V] icp Ay € |, Daar ® u-stabiel
€

<
is; is & zeker y-stabiel en dus is A € ® en dus A ¢ R(%).

Uit II.1 en II.2 volgt de bewering. [N

C
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Gevoigen.
1.3 semiting‘=§'$u = 3U.
Bewiis. $ <3 (triviaal). 2ij A ¢ $ dan A =4 v ... VA met
Ai € ."Sg §U. Volgens (1._3.3)_ no. 5 is dan A € 'S_U. ' 0
2..Zij'5 een semiring en zij A € 50 dan bestaan er AI’AZ"" € § zodanig dat
A = A! u A2 Q"'f _ | |
 Bewijs. A =B, UB, u... (B ¢ S) en dus A =B, u (B, \B,) U |
u (By\(BUuBy) u (B,\(B,UB, UBY) Y ... € ‘S_H (ga na). a
(1.3.4)

Bij voorbeeld I uit (1.2.2) geldt:

®(S) = {eindige verzamelingen}
.ﬂ(g)'=_{gindige verzamelingen} u {verzamelingen met eindig complement}
£(8) = {eindige of afteibare verzamelingen} u {verzamelingen met eindig of

aftelbaar comp lement},

Bij -voorbeeld 2 uit (1.2.2) is het veel moeilijker om F(§) expliciet te be-

palen. We definiéren B := F(§). B heet de klasse der Borelverzamelingen.

Stelling.
Elke open verzameling is een Borelverzameling. A (1.3.5)

Bewijs. Zij A € O := {open verzamelingen}. Beschouw nu alle spelden
(r-s,r+t] met r,s,t ¢ @ zodanig dat (r-s,r+t] € A. Dit zijn aftelbaar veel

spelden uit . A is gelijk aan de vereniging van al deze spelden en dus

Ac k. ' B ' o G
Cevolg;
Elke gesloten verzameling is een Borelverzameling. (1.3.6)

Dit volgt uit (1.3.5) en uit het feit dat 8 -stabiel is.

Stelling.

B QT(O') = '3’_(3) (% t= {gesloten verzamelingen}). | (1.3.7)

Bewijs. @ ¢ B = F@) < TR = B

(a,b] =

] (a,b +;il-). Daar Vne]N : (a,b +;;-) e @ volgt met (1.2.8) datc

o8

1
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(2,b] € ¥(®) en dus $ ¢ f(U’) Hieruit voigt B =F(5) c FF®) = ¥(®), dus
F©) = B. Analoog bewijst men K = f(s) waarbij men gebruik maakt van de re-
latie (a,b] = [a,b]\ {a}. 0

Bij voorbeeld 3 uit (1.2.2) defini&ren we analoog O'Sn ;= f(‘fn), de n-dimen-
sionale Borelverzameling. Er geldt weer: O'n c Bn’ 9n c En’ B, = f(O:_l) =
= T(QH) met O’n en (jn de verzameling van alle open verzamelingen in R® resp.

de verzameling van alle gesloten verzamelingen in RT.

Stelling.
Zij Y cen semiring en feen klasse zodanig dat
N S$eg \

2) € wstabiel,
3) € ou-stabiel, ‘
dan geldt dat F(§) <. (1.3.8)

Bewijs. We definiéren dO als de doorsnede van alle klassen'.f met 1) §c &,
2) € »gstabiel, 3) & gy-stabiel,

a) Het is eenvoudig in te zien datD een klasse is, die de eigeﬁschappen 1),
2) en 3) bezit.

b) D c € want D is de doorsnede van elementen van een verzameling waartoe
ook ¥ behoort.

c) F(§) 2 Domdat D in inclusiezin de kleinste klasse is, met de eigenschap-
pen 1), 2) en 3).

Als we bewezen hebben dat &) een semiring is, kunnen we hieruit get behulp

van (1.3.4) concluderen dat 'Do c 0 (immers als A ¢ bd dan A= y B, B, €ed
‘ _ i=1
en Jis gy-stabiel (zie a)) dus A ed)) en dus is & o-stabiel, waaruit volgt

dat & een o-algebra is, en wel een o-algebra die ¥ omvat.

Daar F() de kleinste o-algebra is, die § omvat, geldt noodzakelijkerwijs
dat F(%) <. .

Op grond van c) geldt dat F(¥) -qD, waaruit met behulp van a) en b) volgt

wat bewezen moest worden.

Rest ons nog te bewijzen dat /) een semiring is. Voor A ¢ &) definiBren we:

O :={Bed|Bnacd, B\aedl.

’
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'F.

d1) b is een klasse.

d2) Be.b = (AuBed, A\Bed). Immers: A u B =Ay (B\A), A ed,
B\A e-D D is og—stablel dus U-stabl_el- dus A U (B\A) ed.
A\B= (A" uB)" = (A" yu (B n A", Aed, dus A" ¢ D (want D is *-sta-
biel) en B ¢ "OA dus A nBed, Ny en »-stabiel, dus A\ B ¢ D.

d3) b, is *-stabiel. 2ij B €d,, dan B* nA=A\B ¢D (m.b.v. d2)).
*\A=3"na"= (AuB)* ed (nb.v. d2) en *-stabiliteit &), dus
* . . .
e D,.

d4) 'DA is oy-stabiel. Zij A

(=]

l’ . € 'DA en onderling disj_unct, B := y A .

=] 1'=l
BnA= y (Ai N A). Daar Ai E.OA geldt dat Ai nAed,d is oy-stabiel,
i=1
. .
dus u (A N4y e D... Bnaed. Analoog B\ A ed.
im]

We kunnen nu concluderen dat B ¢ eD en dus dat -D oy-stabiel is.

d5) Ae $= 3% c -D Zij Be¥; daar A ¢ § en'Seen semiring, geldt dat
BnheS, duanAe.D ‘
BeSf,Aecf, dus B\NAC S ,J’ c D (want ¢ Ddusf Du-lbomdatco
y-stabiel is) dus B\ A ¢ b
Voor B ¢ ¥ geldt dus dat B n A e.D en B\A ¢ D en daarom B ¢ D,, dus
Tc -O

d6) Ae § = D= 'DA' Als A € § dan fs.DA (d5)) en m.b,v, d3) en d4) volgt
dat ‘DA een klasse is, die aan de eigenschappen 1), 2) en 3) voldoet, J

is de kleinste klasse die hieraan voldoet dus fc 'DA’ uiteraard is

cD c d, dus-D*aDA.

a7) ¥ Aeab f D
Als Aec $ enBeddan B ¢ -D (zie d6)), dus ook
Als Be$ enAe.DdanAs.DB.
A e.DB = B E"OA (want A ebB = AnBeden mb.v. d2) geldt dat
B\AE.DdusBe-D), .'_.SEb. -

ds) VA

D i = D . Als A € & dan volgt met behulp van d7) dat $cd o waaruit
we (analoog aan d6)) kunnen concluderen dat d) = -D

d9) Dis een semiring. Uit d8) volgt dat: VA D : D= {B € ¢D| BnaA sgo,
B\A ed}, zodat‘.V A,Bed BnAced, B\A ¢,

Derhalve isJd) een semiring. 0




\
;
.,E
L
b
‘J:

We definifren nu een uitbreiding vanR: R := R u {~=,=} zodanig dat

V&ER: -® < a < = en met de volgende rekenregels:

a+wimw® (a € R)
© + g 1m (a e R).
a- > = = o ' {a eR)
® - g 1m (a e R)
a x o 3= ®vyoor a >0 (a ¢ R)
a x® ;= = o yoor a < 0 (a e R)
0 x o 1= (

(let op: = - » ig niet gedefinieerd).

In R geldt niet dat: a ~ b = a -~ ¢ = b = c want a kan » zijn.
Als a, 2 0, dan geldt

DI a; heeft altijd betekenis,

2) Z a; == als Hien:ai-w,

3) Z a; =« als de reeks divergeert (ai € R),

4) ) a; <= als de reeks convergeert (a; eR).,

Qpgave.

1. Alsl a,. 2 0 bewijs dan dat Z X a,, = z z as:s
J i3 1] ji ]

Voorbeeld,

Breiden we voorbeeld 2 uit (1.2,2) uit, door voor U =R te nemen en

(1.3.9)

$ := {#} v {(a,b] | a,b €K, a < b}, dan noemen we F($) =: B de uitgebreide

Borelverzamelingen,

{-=} ¢ B want {~=} =R\ (~=,=]

{=} € fj want {«} = n (n,o]
n=]

Re B want R = R \ {~e,»} .
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' 2. Laat zien dat B bestaat uit: B, B y {=}, B U {-=}, B y {~=,»} (B e B).

‘1.4, Maten.

Definitie-

B S L)

zij € een klasse, dan is een maat op C een afbeelding
i €+R_ = {x eR | x 2 0}
¥ die voldoet aan:

D u@ =0,

2) (AI’AZ"" e €, onderling disjunct, y Ai e €)= (u( u Ai)l- Z u(Ai)).
i=1 i=] i=q

(1.4.1)

Eigenschap 2) van een maat zullen we de c-additiviteit noemen.

S n n

o-additiviteit impliceert dat p( u Ai) = Z u(Ai), deze eigenschap noemen
i=} i=]

we additiviteit, en een functie die deze eigenschap bezit een additieve

functie.

Eigenschaggen.

Zij & een ring en p een maat op K. ‘
1) Als Ae 8 B e ® en A c B dan u(A) ;;u(B).
Bewijs. B = Ay (B\A), B\A ¢ & (R ring), dus u(B) = u(A y (B\4A)) =
= u(A) + u(B\ A) en daar p een afbeelding is inﬁﬁ+ is u(B) = p(A). 0

(1.4.2)
A=
2) Als Aj,Ay,... € & en’ u A; € ® dan u( v A)) < ) ula).
; i=1 i=1 i=|
3 i-1 o ©
Bewijs. Definieer Bl = Al’ Bi_- Ai\ (’Ul Aj)’ i=2,3,...,dan A= y Bi'
J= i=]
H(A) = _{1 W(B;) < .21 h(4;)  (immers B, ¢ A;, B, €&, (1.4.2)), 0
1= 1=

(1.4,3)

SRR

A
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3) Als A] [~ A2 [ A3 <oy A, € /R, en A 1= Ai € /, dan is p( v Ai) =

i , .
i i=] im=]
= lim u(An).

n->co

Beyiis. Definieer B =4 en B, = A, \A1 1 i=2,3,... dan zijn de Bi's

n
onderling disjunct en daar A = U B;, geldt dat
im]
(v A} =pu(y B,) = Z u(B;) = lim E u(B ) = lim u( Z B:) =
' Ja] J ' Ja] J-] J . koo J-[ n->o J-]
= lim u(a) . | - O
e ) (l-4.4)
4) Als A2 AZ 2452 ..., A; € &, Jen ii : u(Ai) < o, dan %i: u(Ai) =
=u( n A). Lo
i=] ! (i b !] L
Bewijs. Zelf. {1.4.5)

OEmerkingen.

1. ad 1). In het algemeen geldt niet dat p(B\ A) = u(B) - u(4), want u(a)
kan = zijn. Als u(A) eindig is, geldt de genoemde gelijkheid echter wel.

(1.4.6)
2. ad 4). De eis aieli: u(Ai) < = is noodzakelijk want als voor alle Ai's
o0
u(4;) = > en n A, = ¢ dan geldt (1.4.5) zeker niet. ' (1.4.7)
i=]

We willen nu een maat y, welke gedefinieerd is op een semiring 3,‘uitbreiden

tot een maat op F(¥). Allereerst zullen we u uitbreiden tot j;.

Stelling.

Zij ¥ een semiring en M een maat op T. Als A ¢ Y dan is A te schrijven als

A=\ Al met A € §. We definiéren: u(A) L Z u(A )} voor A € f dan is
i=] i=]

ue f; + R _welgedefinieerd en een maat op fa. (1.4.8)
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*' +
{ . "._ hewijs.
;ﬁ i) Dat A = Y A Ai € §, is reeds bewezen bij (1.3.4).
i i=}
; ) o ™ w©
ii) 2ij y A, = u B, =B, danis J u(A;) = J w (B,), immers zij
a i=l j=1 3 i=1 j=1 3
‘w0 @ -
P,. t= A, nB., danis A, = y P.., B, = y P., en I u(A )=
1] o3 : =l U N ) B =3
. )
. Z I uE; o) = { 2 uE;) = 1wy,
" im] j=1 j=1 i=| J ‘j=1
e L
3 iii) Zij B, € § , onderling disjunct. B, = y P,,, i = 1,2,..., P.. € § en
v 1 g 1 =1 ij*. 1]
¢ hj
;5,' -] -] -]
) 4 Bi= u PijenduSZu(B)-Z Z (P)=u(u B,). O
i=1 i=] j=|] i=] j=] i=1

¢ Eigenschap.
g w(a) = u(a) voor A € ¥. Immers, A=A y@® u@ ud u..., dus p(A) = u(a) +
. + u(@) + u(@d) + ... . (1.4.9)

Gevolg.

De eigenschappen voor maten op ringen (1.4.2 e.v.) gelden ook voor semirin-.

gen, want een maat gedefinieerd op een semiring ¥ kan worden voortgezet tot

$52 3, = &M , | (1.4.10)

Definitie.

Zij U een topologische ruimte en § een semiring op U. Een functie p: f-+Eg

met u{@) = 0 heet regulier als:

‘ V;>0 V;£f E, Ged '’ (E compact, E € A c int(G), u(G) - p(E) =€) (int G :=

? := inwendige van G, E is de afslultlng van E). (1.4.11)
:

E Opmerking.

Zoals we een maat, gedefinieerd op een semiring §, tot een maat op f; hebben

uitgebreid, kunnen we ook een reguliere, additieve functie gedefinieerd op

een semiring ¥ uitbreiden tot een Tteguliere additieve functie op TL, nl,

WU AD = ] owa) (A €D . (1.4.12)

i=] i=]

L ETET ML
VA
.
\
I
i
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Lemma.

2ij u een reguliere, additieve functie op een.semiring $; A,B € {U en A ¢ B.
Dan geldt: p(A) s u(B) als p conform (1.4.12) is uitgebreid tot f . (1.4.13)

Bewijs. B = A y (B\A) en dus u(B) = u(A v (B\NA)) = p(A) + u(B \AJ > u(A).D

Stelling.

Een reguliere additieve functie u: f-+ﬂg_nmt u(@) = 0 is een maat.  (1.4.14)
Bewijs. Breidt p uit tot f! izie (1.4.12)).

Laat AI’AZ"'° € Y met A= y Ai e T. Dan geldt volgens (1.4.13)
i=1

u( u A, ) 2 u( g A ) = E u(A ) voor elke n
i=] i=] i=]

en dus ook

u(Z a) 2 Z A .

=] i=]

Kies nu E ¢ § met E compact zodat p(A\E) < %- (dit kan want u is regulier,
dus er is een E ¢ ¥, G ¢ f, zodanig dat E compact, E c A c int(G) en

p(G \E) <— » en u(A\E) < p(G\E) volgens (l. 4, 13)).

Voor iedere verzameling Ai is er een verzameling Ei € ¥ en G, € ¥ zodanig
datE CA Cint(G ), p(G \E)SEendaar u(G \AJSu(G \E) (u is
addltlef) kunnen we voor elke i een verzameling G € f klezen zodanlg dat
Ai < 1nt(G ) en u(G ‘\A ) s g 2 l} De verzamellnggn lnt(Gi) vormen een

overdekklng van A en dus van E. Daar E compact is, bestaat er een getal n

n
zodanig dat u G, 2 E. Dus
i=1
£ Y £ o
W) Su@E) +5< ] ouE) +5s ] k@A) ve s ): wa) +e .
i=] i=] i=1
Daar € > 0 willekeurig is volgt hieruit het gestelde, 0




Enige voorbeelden van maten.

l. Beschouw voorbeeld (1.1.3), dan geldt dat p{A) :* aantal elementen van A
' (A e$) een meat is (ga na).

2, Zij ¢: U aﬂﬁ+ en voor § ¥ Ac U

© als A overaftelbaar is
W) = 3§ o(w) als A aftelbaar is
e , .
' u(ﬁ) =0,

~dan is y een maat op P(U) (ga na).
?? Als we voor U = N nemen en voor g(i) = p; dan ufa) = .z ;-
ieA
3. Beschouwen we voorbeeld (1.2.2) en definieren we: u(ff) := o,
k((a,b]) := b - a, dan is p een maat, de zgn. Lebesgue-maat (dit volgt
uit (1.4,16) met F(x) = x). (1.4.15)

. 4. Laat F een monotoon niet dalende, rechts continue functie zijn van R + R,
dan definieren we op § van voorbeeld 2 uit (1.2.2) de maat Mg door:
up(@) := 0,

HF((a,b]) := F(b) - F(a),

Mg heet de Stieltjes-Lebesgue-maat. (1.4.186)
b Mg is regulier op ¥ (want als A = (a,b] kies dan voor E in (1.4.11)
. - (a+8,b] en voor G: (a,b+6]. Dan is HE(G\E) = F(b + §) - F(b) + F(a + §) +

- F(a) < g, als § klein is, vanwege de rechtscontinuiteit van F) en addi-

tief dus volgens (1.4.14) een maat.

3. Beschouwen we voorbeeld 3 uit (1.2.2) dan kunnen we op fh een maat u defi-

nieren door:

u((a,bl) 3=

. (bi - a,) . (1.4.17)
i

1

L= =

1

(Het is niet moeilijk om na te gaan dat p regulier is.)

Nu breiden we y uit van een maat op fc tot een maat op F(¥).
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Definitie.

Als Qc U, $cU, ¥ semiring met maat p, dan definiéren we:
WI(Q) = influ(a) | A€ S, Q< A}
(N.B, inf @ = =), ‘ (1.4.18)

* 1 .
U heet de witwendige maat van u.

u*'is geen maat op P(U), want u* is niet additief voor willekeurige Q (ga
dit bv. na bij U :=m®, ¥ := {¢,€0,4],(¢4,131}).

Eigenschazgen.

1) u*(Q) = u(Q) als Q ¢ fo, in het bijzonder u*(ﬂ) = 0. (1.4.19)

2) Q) 20 @Qcw. | |  (1.4.20)

3) Qe P cU = u *@Q s u@). ' ' (1.4.21)

4) u ( u Q) s I (@) @ €U, nem. (1.4.22)
= | n=]

Bewijs.

1), 2) en 3) zijn eenvoudig in te zien.

ad 4). Als 1 nel ' u*(Q ) = o dan is (1.4.22) triviaal, Neem nu u*(Q ) <
voor alle n ¢ N, dan geldt: V neN EIA ef (Qn SA,m (Q ) 2 u(A Y- e 2,
duis v Q c U A, (o Q) s o A ) s 2 Hea) s 2 WQ) + e,
imners: A e Yo dus A = jfl an, an e ¥,
wCu A) =u(u (y B .))=u( u B.)s
n=] n=] j=| 0] jan=1 n
S E E u(B ;) = I u(a ) . N
n=] j=1
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Definitie,
E € U heet u*-meetbaar als

VAeg:ju*(A) = 15(A n E)- + uWY(A\E) . | ' (1.4.23)

* .
We geven de klasse van p -meetbare verzamelingen aan met .

Eigenschaggen.

D $cm. - | (1.4.24)
2)Eell = VQcU Q) = 1@ n E) + u*@Q\E). (1.4.25)
Bewijs.

ad 1). § is een semiring, dus als E ¢ § dan ook A N E ¢ §, A\E ¢ $, en daar

N op fc een maat is volgt 1) hieruit.

ad 2). Uit eigenschap (1.4.22) voiégndat

Voeu VEgU 21 Q) < u*@ n E) + WYQ\E) . (1.4.,26)
Zij nu Q € 'S'o, Q= u Ai’ Ai €%, EeW, dan geIdt:
_ i=1
W@ < u¥@QnE) + W QVE) = u¥(u (a; n E)) +
i=1
Uy AAE) s T 0TG4 nEB) ¢ w" (4 \B)) =
i=1 i=]

pg -
= 1 wap=u@ ,
i=]
waarbij gebruik gemaakt is van (1.4.22) en (1.4,19). Daar het rechterlid ge-
ijk is aan het linkerlid moet overal het gelijkteken gelden, zodat
* * *
Eem==>qu PR Q) =u (QnE)+u(Q\E). (1.4.27)
o
Zij nu Q ¢ U. Als u*(Q) = » dan is (1.4.25) evident met behulp van (1.4.26).
zij u*(Q) < ®, en A ¢ fc zodanig dat @ c A en u*(Q) 2 u(A) - ¢ (e > 0).
Nu geldt als E ¢ M:

Ak by ML AV el & e b £ i i ey T SRS L vER. S e o tided
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u*(Q) 2 u"(a) - ¢ = W (A nE) + W(ANE) - ¢ >

20 (Q nE) + p"(Q\E) - e 2 17(Q - ¢

met behulp van (1.4.27), (1.4.21) en (1.4.26).
Daar ¢ > 0 willekeurig was, geldt overal het gelijkteken met ¢ = 0 waaruit
(1.4.25) direkt volgt. o (0

T W A

e f:g"..‘_“

Stelling.
W\ is een o-algebra, F(§) c M, u* is een maat op M. ~ (1.4.28)

ﬁ Bewijs.

o i)  Wis u-stabiel. 2ij E,F e W, Q c U.

Q) sy @0 EUF) 1@ 0 E URY <

=

1A

VQNE) + 1 @ E A F) + p*@Q nEY 0 FY) =

WQ 0 E) + 1Y@ 0 EM = u¥ @

T TR T S, R s T
N

met behulp van (1.4.26), (1.4.22), QN (EUF) = (QNE) y (Q nF nE)
en (1.4.25).

Overal geldt het gelijkteken waaruit direkt de u~stabiliteit van ¥
volgt.

ii) W is »-stabiel (triviaal).

&
I
f

iii) Voor P c U, A,A, € ™M volgt dat

Wi o (4 8,0) =u @ 0 A +u' @04,y .

Dit volgt uit (1.4.25) met Q = P n (A U A) enE=A.

i n
: . * . - *
- iv) WP (A WA, U ... UA)D) izl WP N4 .

Dit volgt uit iii) met volledige inductie.

§ v) Zij nu AI’AZ"" € T en onderling disjunct; A = y A;. Dan geldt:
i=1
N - n
AecWMenu (A = ] u(A). Immers daar y A; €Y (zie 1.4,28i)
i=] ‘ i=1

geldt voor alle n en voor willekeurige P c U dat:
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n n
W) =@ a (u A)) + TR (u AN 2
i=] i=1

n
2 ] w(R oA+ @0 A"
im1

waarbij gebruik gemaakt is van (1.4.25), (1.4.28iv) en (1.4.21).

Dus ook
* s * Tk *
W@ =} W(Ena)+u(Pna) 2
i=1
2 n Ay + TP 0 AT 2 N (E)
wat volgt met behulp van (1.4.22) en (1.4.26).

Het linkerlid en het rechterlid van laatstgenoemde ongelijkheid zijn

hetzelfde, derhalve ‘geldt 6ver’a1 het gelijkteken waaruit volgt dat

Ae M en (vul voor P A in) u*(A) = Z u(Ai).

i=]
Uit (ii) en (v) volgt dat ¥l een o-algebra is en 1" een maat op Men
op grond van (1.4.24) dat § < W, derhalve is T <. O

OEmerkingen.

1. In het algemeen is F(§) # ¥L.
2. Als A € F(3) definiren we p(A) := u™(A). u is een maat op F($). (1.4.29)

Definities.

Zij £ een o~algebra op een verzameling U dan heet het paar (U,¥) een meet-

ruimte. (1.4.30)

Zij F een g-algebra op een verzameling U en y een maat op f dan heet het

tripel (U,f,u) een maatruimte. Als A ¢ ¥ dan heet A F-meetbaar. (1.4.31)

Z2ij (U,F,u) een maatruimte dan heet A een nulverzameling als:

Ipcp: (A cB, u(d) = 0) . (1.4.32)

Een maatruimte (U,F,u) heet volledig als elke nulverzameling in ¥ ligt,
(1.4.33)
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Stelling.

Zij ¥ een semiring en Wl gedefinieerd als in (1,4.23) dan geldt dat
(U,nl,u*) een volledige maatruimte is. _ Co(1.4.34)

Bewijs. Uit (1.4.28) weten we dat (U,Iﬁ;u*) een maatruimte is. Zij A een
nulverzameling en B e Wl zodanig dat p*(B) = 0 en A c B, Als Q £ U geldt dat
QnAcBenmb.v. (1.4.21) dat p"(Q n A) = 0. Dus p*(Q) s pX(Q n A) +

+ u*(Q \VA) = u*(Q VA) = p*(Q), zodat overal gelijktekens gelden en dus

A e, | ' O

Opmerking.

In het algemeen is (U,¥(%),u) niet volledig.

- A .
Definities. 0‘“9W®UA4_ Vvu:onq*~umlL
Een maat p gedefinieerd op een semiring f heet o-finiet (of: g-eindig) als

er onderiing disjuncte verzamelingen A],Az,... e ¥ bestaan zodanig dat

P(A,) <o en U= y A.. (1.4.35)
i . 1 .
i=]
 Een maat u heet eindig als U ¢ T en () < =, (1.4.36)
Voorbeelden.

1. De Lebesgue-maat (zie (1.4.15)) is o-finiet, immers R = u (n,n+l1].
neg

2. De in (1.4.17) gedefinieerd maat y is o-finiet, immers R™ is de vereni-

ging van disjuncte cellen (ga na). (1.4.37)

Stelling.

Zij ¥ een semiring op een verzameling U en u een ¢o-finiete maat op § dan is

er precies &&n uitbreiding van p tot een maat op ¥, (1.4.38)
Bewijs. Uit (1.4.29) weten we dat er minstens &é&n uitbreiding van p tot een
maat op F(¥) bestaat. Stel Wy en u, zijn uitbreidingen van py tot ¥(¥).

I. Als p eindig is dan C:= {A € (D) | ul(A) = uz(A)}. Er geldt:

a) V<l (triviaal).
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b) €is cu-stabiel, immers zij AI,AZ,,.. e €, onderling disjunct en

o
_ A= yle F(f) dan geldt: u,(4) = Z ul(A ) = z uz(A ) = u,y(4).
. 1-1 i=1l
%- ¢) € is *-stabiel, immers zij A ¢ € dan geldt dat AY ¢ T en ul(A ) =
& = 1, {U\A) = w0 - ”l(A) = pp (W) = uy(A) = uz(A‘) volgens (1.4.6)
g en (1;4.36). L,_d_zz- ;
: - e
) M.b.v. (1.3.8) en de definitie van C geldt nu ¥($) = C.
;’ II. Zij p niet noodzakelijkerwijs eindig, maar wel o-finiet, dan geldt:
;, HAI.AZ,--.GY’ (U = 151 A, u(A;) <w), Zij E € ¥ en u(E) < = dan

€= {acF () | up(A nE) = p,(A n E)}. Er geldt:

a) $¢ CE (triviaal).

b) f is oy-stabiel (analoog aan Ib).

k3 . _ c) C is *-stabiel, immers zij A ¢ f dan geldt dat A" e F($) en
i ) Cw o) u EN (E n &) = u](E) ~ 4 (E 0 &) = yu,(A* 0 E) volgens

M.b.v. (1.3.8) ¢n de definitie van tEgeldt nu F(0) = f en dus
AET(K) E ¥(8) Py (AnE)= Hy (A n E).

E . als A ¢ F($) geldt in het bijzonder V&eli: u](A n Ai) = uz(A n Ai) en dus

* . o0 [} L]
-_ @ =wan v A)=u(u AnAad) = | ulana) -
% 1=1 i=1 1=}
: Z (A N A = (4).

i=1
Merk op dat bewijs II een uitbreiding is van bewijs I. 0

E Opmerkingen.

1. In het algemeen is de uitbreiding van een maat op een semiring ¥ tot een
maat op F(¥) niet éénduidig:

Zij bv. U een willekeurige, niet lege verzameling, § = {#} en u(ﬂ).= 0.
Dan is

PR - — A L Mebiteded s s e LA i L it v, R e ket et T Al RN i 1
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% - . (@) = 0

i ‘ ' FE€) = {#,u} en yu := .

i (U) willekeurig > 2

een niet &énduidige uitbreiding van u tot F(%). o (1.4.39)

2. Als (U,F,u) een maatruimte is en (U,'F*,u*) een volledige maatruimte waar-

voor geldt Fc ‘,E* (zo'n I'* bestaat volgens (1.4.34)) dan geldt

AeF =3 L e @ cAcF, uE) = uF)) . (1.4.40)

. ,-ﬁmw‘;w’ PO -

(We gaan hier verder niet op in.)

Voorbeeld.

R e BT

Beschouw voorbeeld 2 uit (1,2.2) met de in (1.4.15) gedefinieerde Lebesgue-

t

maat p, Volgens (1.4.37) en (1.4.38) is p #&nduidig uit te breiden tot een

maat A op F(§) =B,

a) Zij aeR en An 1= (a-%, al dan {a} = n An en u(An) = % .
n=] -
Volgens (1.4.5) geldt A({a}) = A( n . An) = lim u(An) = (.
n=] N

! b) Uit a) volgt dat voor iedere eindige deelverzameling A van R geldt

A(a) = 0.
c) Als A een aftelbare deelverzameling is volgt uit a) met behulp van (1.4.1)
i
Fo dat A(A) = 0. In het bijzonder geldt dus A(Q) = 0.
\ d) R,B,2) is niet volledig.

De Cantorverzameling C (zie Algebra en Analyse 5.10.19) is overaftelbaar
en er geldt A(C) = 0. De machtigheid van P(C) = zmachtigheid van C
= zmachtigheid van R machtigheid.]R = machtigheid van B. Er is dus een
nulverzameling D ¢ C waarvoor geldt D ¢ R,
e} We kunnen ¥ als in (1.4.40) uitbreiden tot B*.
Als A € ﬂ* dan heet A Lebesgue-meetbaar.

Er geldt Bec B c P(R).

i T T R TR, £ P T e ey ¢
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'1.5. Meetbare functies
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Pefinitie.

(Ul,?'l) en (U2’¢2) zijn maatruimten.

. L e*
Een afbeelding f: U! + U,y heet (f!,?'z)—meetbaar als VPerz' f (P.) € ?l'

(1.5.1)
Stelling.
(UI,T]) en (Uz,fé) zijn maatruimten, f: U] - U2, € een klasse op U2 en
F(E) = }'2. |
Als VEEE : ff(P) € fl dan is f (fl,fé)—meetbaar. _ (1.5.2)

. ‘ +
Bewijs. L = {P ¢ 72 | £ (P) € fl}.
Dan is eenvoudig te verifieren dat & een c-algebra is die C omvat zodat

f(f) cd. M.b.v. de definitie van D volgt dan F© =D. o C

Voorbeeld.
n m . . - _
f: R >R is (ﬁn,Bm) meetbaar als VAeBm : £ (A) € Bn. f heet dan Borel

meetbaar. Daar Bm = @'(O’m) (zie (1.3.7)) volgt met (1.5.2) dat f: R" > R"

. -
Borelmeetbaar is als VAE% : £ (A) € Bn' . (1.5.3)
Gevolg.
Elke continue functie van R® in R® is Borelmeetbaar (zie Algebra en Analyse
5.7.1). ' (1.5.4)

Stelling.

Z2ij £3: Ul - UZ ('Fl,?z)—meetbaar en zij g: U2 > U3 (Tz,?3)—meetbaar, dan

geldt: gof: U » Uy is (71,1'3)-meetbaar. (1.5.5)

((go£)(w) = g(E@N]) -

Bewijs. Als A ¢ §, dan gelde g e¥,, dus (go£)(a) = £ @) ¥, O
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Opmerkingen.
1. 2ij (U,¥) een meetruimte. (]Rm,Bm) is eveneens een maatruimte., Functies
f: U > R" die (f,%m)—-meetbaar zijn noemen we voortaan F -meetbaar.

2. Een functie die B:-meetbaar is noemen we Lebessue-meetbaar (zie blz. 21):

(1.5.6)

Notatie. |
Zij P(u) een predicaét (zie Algebra en Analyse 1.13.1), dan: _

{P} := {u| P} . | (1.5.7)
Voorbeelden.
Als f en g functies van U inR zijn en a € R dan

{f = al = {u]| £f(u) = a} |

{f =g} = {u] £(u) = glu)}

{f <a} = {u] £(u) < a} . : (1.5.8)
Stelling.
zij (U,F) een meetruimte en f: U + R dan geldt:
f is ¥ -meetbaar < Vae]R: {f < a} is een F-meetbare verzamelir;é. C{(1.5.9)

Bewijs. 2ij €:= {§} u{(-=,al | a eR} en
% := {p} v {(a,b] | aeRU {-=}, b e R}, dan geldt F({) = {3, immers:

(a,b} = (==,b1\ (-»,a] ¢ F(€), dus f cF@) en dus Bc ¥ < $(P). Boven-
dien geldt Cc T c B3, dus F(&) cF@®) =B

"<«=': Yolgens bovenstaande en (1.5.2) hoeven we alleen aan te tonen:
Ael = £5(a) ¢F. Indien A = ¢ is dit triviaal., Indien A # @ geldt
A = (-»,a] en dan dus f+(A) = f+((-m,a]) = {f<a)e¥.

"= (f < a} = f ((-=,a]) € F want (-=,a] ¢ 8. O

Opmerking.
In plaats van {f < a} mogen we in bovenstaande stelling ook nemen {f > a},
{f > a} of {f < a}. (1.5.10)
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Stelling.

zij (U,T) een meetruimte en f: U + 1R, dan geldt:

f is T-meetbaar <= elke componentfunctie is ¥ -meetbaar. (1.5.11)

Bewijs.

M=y Z43 fi de i-de componentfunctie van £ (1 = i sm) en nizﬂfn-+1R gede~

finieerd door ni(xl,...,xm) 3= X, dan geldt £, = 7, of. m, is een lineaire
functie en dus continu. Volgens (1.5.4) is g dan Borelmeetbaar zodat vol-
gens (1.5.5) fi = 1r]._°f T ~meetbaar is.
ne=': Volgens (1.3.7) en (1.5.2) is het voldoende aan te tonen dat
A ¢ {cellen} = £ 7.

- _ m . e m
zij A := {x eR | a; <x; Sby, i l,000,m} en A 3= {x €R | a; < x; < b}
(L1 = lyeee,m) is Bm-meetbaar (ga na). Daar fi ¥ -meetbaar is volgt met

(1.5.9) en (1.5.10) dat ff(Ai) = {a; < £; sb;} = {a; < £.) n (£ <b;) 7-

B

m
meetbaar is en dus f+(A) = f+( n Ai) = n f+(Ai).e 7, want ¥ is een g-al-

i=1 i=1

gebra en dus n-stabiel. O

Definitie.

+ - +
zij f: U » R, dan wordt ff: UsRen f : U~ R gedefinieerd door:

f+ = max(£f,0)

£ := max(-£,0) . : (1.5.12)
Eigenschappen.
1. £+ £ = |f]
2. £ - f =1£. : (1.5.13)

Stelling.
Als f,g: U +R ¥ —meetbare functies zijn, dan zijn ook de volgende functies

f-meetbaar:

f+g feg % (als g niet nul is)
min(f,g) max(f,g) | £]
+ —
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Bewijs. Zij G: U +R?2 gedefinieerd door G(u) := (f(u),g(u)). Daar de compo-
nenten van G T-meetbaar zijn is volgens (1.5.11) ook G ¥ -meetbaar.

Zij F: R2 +R gedefinieerd door F(x,y) i= x + y. Daar F lineair is, is F
continu en volgens (1.5.4) dus ook Bz-meetbaar.

f+g = F oG en dus is volgens (1.5.5) f+g T -meetbaar,

Door F steeds geschikt te kiezen bewijst men analoog dat de andere functies

¥ -meetbaar zijn. O
Stelling.

Zij (U,F) een meetruimte en £: U + R, dan geldt:

f is (F,R)-meetbaar <= Vae]ﬁ: {f < a} is een ¥Y-meetbare verzameling. (1.5.15)
Bewijs. Analoog aan het bewijs van (1.5.9). 0
Stelling.

Z2ij £f: U >R en E := {|f| <=}danis £ (F,ﬁ)-meetbaar als:

l. {f=w} en {f = -»} F-meetbaar zijn en

2. f/gt E+R is T—'E-meetbaar. (1.5.16)

(5, = {heF|AacEL)

Bewijs. Zelf! (ga na dat FE een O-algebra is op E; gebruik opgave 2).

Stelling.

Zij voor n = 1,2,... fn: U-+R (}',ﬁ)—meetbaar dan zijn ook de volgende

functies (¥,R)-meetbaar:

sup fn lim £
inf £ lim £_ . (1.5.17)
n = "n
(lim fn = 1lim sup fn; lim fn := lim inf fn.)

Bewijs. Volgens (1.5.15) is het voldoende aan te tonen dat vae]ﬁ:

{sup fn < a} ¢ ¥ indien we willen bewijzen dat sup fn (F,8)-meetbaar is.
{sup £ < al = n {fn s a} ¢ T want omdat fn (F,a)-meetbaar is, is volgens
n=1

(1.5.15) {fn < a} T-meetbaar.

Met behulp van de volgende gelijkheden bewijst men de rest:

e R | VR R T p e et R L N SN ST X T 11 H R T ALY TR ]
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inf fn = - sup(-fn) , lim fn = inf sup £, lim fn = —.11m (—fn)
neN mz2n
(zie Algebra en Analyse 4.1.11 e.v.). a
Gevolg.
Als ¥ g ¢ lim £ bestaat, dan is lim £_cen (f,R)-meetbare functie. (1.5.18)
ue e O s O
Voorbeeld.

(£, ~ 0} is eveneens T-meetbaar, immers:

ue{fn+0} o lim £f (u) =0
W

<t Ve>0 3noeNVn>n0 : Ifn(u)l < g

1

- Vk¢£l~l an ENVn>n " |fn(u)| ‘%
0 0
<oy € N U f {lfnl <'%} .
keN noeli n2n.
Dus
' i
{g£ +0}= n vooon (el <t e¥

kelN noe N nZn0

immers daar fn_(?,i’_))—meetbaar is, is volgens (1.5.15) {[fn] < -}c-} F —meetbaar.
{1.5.19)

OEgave.

3. {fn convergent} is F-meetbaar.

Aanwijzing: beschouw {fn is een fundamentaalrij}.

Definitie.

Zij A < U dan wordt x,: U +R gedefinieerd door
] A

. 1 alsu e A
XA(U) =
0 alsu ¢ A .

We noemen dit de indicatorfunctie van A, (1.5.20)
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Stelling.
Xy is T -meetbaar < A ¢ ¥. (1.5.21)
Bewijs.
U als ‘a > 1
{x, < al = a¥ als 0 < a < 1

a
@ als a <0 .

MM Als Xy ¥ -meetbaar is, geldt volgens (1.5.9): Vae]R: {XA < a} is F-
meetbaar. Neem a vast, 0 £ a £, dan geldt dus A = {XA < a} € F en dus

A= (A" ¢ T,

Mo Als AeF is A¥ €F. Maar ook U ¢ ¥ en @ € F en dus geldt:

VaeIR: {xA < a} e ¥F. Met (1.5.9) volgt dat Xa T -meetbaar is. d

EigenschaBBen.
<
. AcB= x, < xg -

2 Xpup = Xa * Xp -

3. X% o = z Xa
y A, i=1 1
. 1
i=]

be X = SUp X, -
U A. * 1
. 1
i=1 N

6. X = igf xAi

Ay

i=1 (1.5.22)
Stelling.

zij (U,¥,u) een maatruimte, (V,g) een meetruimte, f: U+ V (.F,y)-meetbaar,

dan induceert f een maat Ve opg. (1.5.23)

Bewijs. Zij A eq, definieer dan pf(A) := u(f+(A)). (Dit kunnen we opschrij-
ven omdat 4 € § = £7(a) ¢ F.) Br geldt ug(@) = u(f (9)) = u(®) = 0.

i vt LI T a2 T L ALAIGRAL s L
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w0
Zij AjsBg,ee. € 5_en U A ¢ S, dan geldt:

i=1

Q0

nhic 8

1 i=1 i=|

OEgave.

.4. zij (U,¥,u) een maatruimte, (W,P) en (V,g) meetruimteﬁ, f: U+ W (P}P)-

meetbaar, g: W V GP,i)-meetbaar, dan geldt: Mgof = (uf)g.ié een maat

op V.

Integratie.
Definitie.

zZij (U,¥) een meetruimte.

Zij ayyeee0y 2 0, L Y onderling disjunct en §-meetbaar, dan heet

n
p = z a; X, een elementaire functie.
i=1 i

® := {9 | ¢ is een elementaire functiel.

(AI,...,An) heet een representatie van ¢. (1.6.1)

(Ga na dat een representatie van ¢ niet eenduidig is vastgelegd.)

We gaan nu onderzoeken hoe we voor twee elementaire functies eenzelfde re-

presentatie kunnen bepalen.

n S om
Zij @ i= Z a; X, em ¥ i= .{ B; Xp. Ay = UNGA U ..oy A,
i=] i j= ]
By = UNGB U ..r U Bm), Dij = AN Bj (D< i <n; O<j<m), @y = 0,
BO := 0, dan geldt:
m m
A.=A. nU=A. n(u B.)= u (A, nB,)= u D., .
i i i 5=0 ] =0 i ] =0 i]
n
Analoog: B. = \ Di" Dus:
J i=0 J

N S e 4 .
8)) = u(y £ (&) = izl u(E (a)) = iZl ne(a) . O

TR
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n n n m
o= Loogx = L ooxy, =L o ] Xp,. = .L, % %,
1=0 1 1=0 U D 1=0 3=0 1] 1,] 1]
j=0 *

Hierbij is gebruik gemaakt van eigenschap 2 uit (1.5.22}.

Analoog: ¥ = Z Bj Xp. |
1,] 1]

¢ en ¢ hebben nu dezelfde representatie. 7 ST (1.6.2)

Eigenschappen.

Zij g,¢ € ¢, dan geldt:

I. o+ e ¢,

2. ¢¢ e ¢,

3. minCo,¥) € ¢ .

4. max(o,y) € & . (1.6.3)
(gebruik (1.6.2)).

Definitie.

Zij p e &, ¢ =

n
: a xAi dan is de integraal van ¢ gelijk aan 42 a; p(Ai).

1=1

0e-10

1
(1.6.4)

n

Deze definitie is slechts zinvol als Z oy u(Ai) niet afhangt van de gekozen
. i=1

representatie van g. L

n m
Stel ¢ = z @, X, en ¢ = ) Bj Xg . dan geldt
i=0 i j= J

m ‘
a. z p(D..) = I a, u(D..)
o 1 320 1] i)3 i ij

it~
e
=
~

Ic 3
=)
S
1]

il 15

If
a. plA,) =
i=o * % i=0

m
Analoog: ] B m(B)) = ] B; u(D;y).

=0 i,]
Daar Dij # 9 = @, = Bj volgt hieruit dat de integraal van ¢ onafhankelijk
is van de gekozen representatie van 9. - (1.6.5)
Notatie.

Integraal van g¢: L(p) of Im du of Jw(u)u(du). (1.6.6)
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Eigenschappen.

I L(x,) = u(A) .

2. L(p *+ ) = L(p) + L(¥) .

3. L(ay) = al(y) (a 2 0) .

be g < = L(p) <L) . . | - - _- .(t.6.7)_

(Omde eigenschappen 2 en 4 te bewijzen moet men overgaan op gelijke represen-

taties van ¢ en y.)

Ogmerkingen.

1. We nemen in het vervolg zan dat een representatie van een elementaire

functie zoals deze in (1.6.1) is.ingevoerd, een partitie van U is.

2. Voor Jq:xA du schrijveh we [q:dﬁ (A €T). Merk op dat L(gp) = O.

3. Als de rij {mn}nEIi puntsgewijs monotoon niet dalend is en naar ¢ conver-

geert, dan geven we dit aan met: e + P . (1.6.8)

Eigenschaggen.

Zij (U,?,u) een maatruimte, ¢ de verzameling van elementaire functies en

9 € &, dan geldt:

l. '(qndu= f«pdu+ Iq:-du (A,B € F) . (1.6.9)
" AUB A B
2. Als A c B en A,B ¢ T dan is Jtpdu < Jcpdu . : (1.6.10)
A B

3. ¢ is F-meetbaar

[immers: A, « F dus (1.5.21) Xa is ¥ -meetbaar en (m.b.v. (1.5.9)) ook’

n
a; Xy en derhalve (1.5.14) ¢ = _z @ Xu, 1. (1.6.11)
i 1=1 1

Stelling {(monotone convergentiestelling van B. Levi).

zij (U,¥,u) een maatruimte en $ de verzameling van elementaire functies,

Zij p € ¢ en PsPgseee € ¢ dan geldt:

o, * ¥ = Llo) + L) . : (1.6.12)
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Bewijs. Als ¢ = 0 dan LN = 0 en dan is de stelling triviaal.

Veronderstel nu ¢ # 0. We definiéren nu

- adby

o e

Q:=‘[\U>O}!‘@.

o = min y(u) (ga na dat dit minimum bestaat en > 0 is]
ueQ ‘

B 1= max ¢(u) ,
ueQ :

g zodanig dat 0 < ¢ < g ,

An = {u e Q I wn(u) z p(u) - e},
e
B dan geldt:
S Ay c .. {want 9, monotoon].

- 2. U A =Q {want o, * ¥1.
n=1 '

3.4 € £, Q¢e¥ [Zij P = {v e U | 9, (u) 2 p(u) - ¢}, dan geldt
((1.6.11), (1.5.10)) dat P = {u ¢ U'| ¢n(u) -yu) 2-et e f, Qe f: en
dus An=PnQ_eT].

L e

Uit 1, 2 en 3 volgt m.b.v. (l.4.4) dat u(An) + u(Q). We onderscheiden nu:

a) u(Q) = =,
- Met behulp van (1.6.7), (1.6.9) e.v., volgt:

., ' [wdua fq:n du z fq:n du 2 I('IJ-*E:)du =
U .

n n

= J (w-s)xA dy 2 (a-¢€) I Xy du = (a-e)u(An) {(n+ ) .
1 11 .

i Daar p(An) =+ u(Q) = » kunnen we ulit bovenstaande concluderen dat

ledp 2 f 9%, dip +» » als n + « en dus L(@n) + L{y).

v
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b) u(Q) < =,

deu 2 f o du 2 Jmn duy 2 f (y-e)dy =

A A,

i :

| = J (w-e)du - f (w-e)'du 2!\bdu -eu(Q) - B{n(Q) - u(An)} .
g Q Q\A

{we mogen dit opschrijven want f (¢~ e)dp < f (Y-e)dp < (B=-e)u(Q) < m].-
Q\A Q |

n

Daar u(A ) » u(Q) als n + = geldt dat [ o, du t jwdu (n » =), 0

Als £: R® + R™ (Bn,Bm)—meetbaar is, noemen we f in het vervolg eveneens

-

. Borelmeetbaar.-

Indien f:ﬂfle»mw, dan stemt dit overeen met (I.5.3).
. Functies f: U -+ R™ die (f,@h)—meetbaar zijn noemen we in het vervolg even-
eens F-meetbaar. B
' Indien £: U + R"™ dan stemt dit overeen met (1.5.6).

Analoog wordt het begrip Lebesgue-meetbaar gegeneraliseerd.' ' (1.6.13)

1.7. Integralen van ¥ -meetbare functies.

Stelling.

zij (U,¥,u) een maatruimte, ¢ de verzameling van elementaire functies en

EEe .

£f: U +I§+ een F-meetbare functie, Dan bestaat er een monotoon niet dalende

rij van functies uit ¢ die puntsgewiis naar f convergeert, . (b.7.1)

T

Tkl 0 /c\ Aok+2n+1 RN

/
o / Q2 K+,N+1 - /[

A2K, N+

- —
1: / & / P

e
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Bewijs. Laat n € N, n vast, dan definigren we;

0,1,2,...,N -1

E
W
.
2

I

o}
IA
h
A
=
s

'.'5
pa—
"

B

en er geldt:

# o) = 0k =0,

beon = Pognet Y Aogar,ner K SNY
Nn ‘
- Als we nu ¢ = kZo % n xAk,n stellen, dan 153
. ¢y 2 9, eN

als f <n, dan is f - ¢_ < 271,

Laat u € U,
Als f(u) < « dan is er een n zodanig dat f(u) < nen 0 < £(u) - wn(u) < Z—n,

Als £(u) = = dan geldt: VE u € ANn,n en ¢n(u) = 1, dus mn(u) >« alsg n + =,

3 Dus 9y + f. ' 1

Stelling.

zij (u,%,u) een maatruimte, ¢ de verzameling van elementaire functies en

) f: U eﬁﬁ+ een ¥ -meetbare functie.

Als {rpn}nEN en {wﬁ}neni monotoon niet dalende rijen functies zijn uit 9 die

puntsgewijs naar f convergeren, dan geldt:

lim L(g_) = lim L(y_) . : (1.7.2)
-+ n > m

Bewijs. Kies m vast. Als we W definieren door: w 1= min{wn,wm}, dan geldt:

a) w_ € o.
- n
b) W, + wm.

e

e o RN LSRN i




a) en de monotonie van {mn}neli zijn vrij eenvoudig te verifiéren.

We onderscheiden nu 2 gevallen:

loue {p_= £k |
Daar mn(u) < £(u) is w (u) =.¢n(u).en @n(u) + £(u) dus mn(u) > wm(u)-

2. uce {me< f}.

" Daar o, > f is op den duur mn(u) > wm(u) en dus mn(u) = wm(u).
Daar ¢ < f volgt b) uit 1 en 2.

e Met behulp van de stelling van Levi (1.6.12) kunnen we nu concluderen dat

L(wn) 4 L(wm) (n » «») en daar o, = w, ggldt dat L(mn) > L(¢m) (n + m);

Laat nu m + « dan is lim L(¢n) z lim L(wm).

: nore . mae .
Door in het bewijs de rol van ¢ en m met die van resp. § en n te verwisselen
verkrijgt men de omgekeerde ongelijkheid en uit beide ongelijkheden volgt

hetgeen te bewijzen was. B 0

Op grond van de twee voorafgaande stellingen is de volgende definitie ge-
rechtvaardigd: '
Definitie.

zij (U,f,u) een maatruimte, ¢ de verzameling van elementaire functies en

f: U +€ﬁ+ F -meetbaar, dan wordt de integraal van f gedefinieerd door:

L(f) := lim L(mn) waarbij ¢_ € ¢ en ¢_ * f. (1.7.3)
v n n

Notatie.,

L(f) = deu =J f(uwu(du). (1.7.4)

Eigenschappen.

Laat f,g: U +Cﬁ+ en F-meetbaar. Dan geldt:

1. L(E+g) = L(E) + L(g). - (1.7.5)
2. L{af) = aL{f) - (o € RY. ' . (1.7.86)
3. L(f) = L(g) als £ = g. (1.7.7)

ry
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Definitie.

Zij £: U ¢fﬁ} en F-meetbaar. Dan heet f integreerbaar als L{f) < ®, (1.7.8)

Stelling.
Als g,, h,, 8, en h, integreerbare niet negatieve functies zijn en g, - h, =
1 ! 2 2 : _ 1 1
= g, - h,, dan geldr dat L(g;) - L(h)) = L(g,) = L{h,y). (1.7.9)

Bewijs. Dit volgt direkt uit (1.7.5). O

Definirtie.

Z2ij (U,¥,u) een maatruimte, ¢ de verzameling van elementaire functies en
f: U + R een F-meetbare functie.

Als L(EY) of L(f7) eindig is, dan definiéren we L(f) := LY - L(E).

Als L(f) < = dan noemen we f integreerbaar. (1.7.10)

In het vervolg zullen we de verzameling van integreerbare functies aangeven

met Ll‘

Eigenschappen.

Voor de éigenschappen I t/m 8 wordt f?g € Ll’ a ¢ R verondersteld.

1. £+g ¢ Ll'

2. af € Ll'
3, L(f+g) = L(f) + L(g) (m.b.v. (1.7.9)).
4, L{af) = aL(£f).
+ + + .
5, -+ g = (£+g)” (in het algemeen geldt niet =).
+ + +
6. (L{E7) <= AL(g) <=) = (L{(f£+g) < ®).
7. £ < g = L(f) 5 L(g)s

8. |ffdp[ sf [£]du.

9. fel, = |£] € 1. _ (1.7.11)

Merk op dat L, een lineaire ruimte is en L een begrensde lineaire functio-

naal op L.




1.8. Bijna Overal.

Definitie.

Zij (U,?;u) een maatruimte en P een predicéat op U, dan definiéren we:

(P_geldt bijna overal) : <= ({—1P} is een nulverzameling). (1.8.1)

Notatie.

We zullen "P geldt bijna overal" afkorten tot: P b.o, en bv. f = g b.o., etc.

A opschrijven. _
g (Engels: a.e. = almost everywhere, frans: p.p. = presque partout.) - (1.8.2)
L Lemma.
b zij (U,%,u) een maatruimte en'Pl,Pz,.,. een rij predicaten op U, dan geldt:
S
- (Pi b.o. i =1,2,,..) < (Pi (i = 1,2,...) b.o.d. (1.8.3)
. Bewijs.
- { = = {7 ' : -1p.
{Pi 1= 1,2,00.1 =1 Pl} U {‘1P2} u f{ P3} ces
5 en daar een aftelbare vereniging van nulverzamelingen weer een nulverzame-
ling is, volgt hieruit wat te bewijzen was. o O
’ Stelling.
’ Zij £: U > R een F-meetbare functie, dan geldt:
fel, = (|[f] <= b.o.) . (1.8.4)

1

Bewijs. Vanwege (1.7.11) mogen we £ 2 0 veronderstellen.
Zij N := {f = »} dan geldt op N dat Vkean f 2 n. Dus (zie 1.5.10) N ¢ F.
Met behulp van (1.6.10) volgt nu:

o >Jf_du2 ffdu znu(N) voor alle n ,
N ‘

dus u(N) = 0. | 0

>
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Steliing.

Zij f: U +]1-2+ en ¥ -meetbaar dan geldt:

f=0b.o. < deu= o. S (1:8.5)
'Bewijs.
"(,Jl':

A = {f>5}  keN

N:={f>0})= v {f>%}ef

=1
O=ffdp2 jfdu Z%u(Ak)ZO R u(Ak)'=O
A
w(N) = u( v A) = ] u@Aa)=0 .°. £=0b.o
k=1 =1

|I=>H:

1
o

N := {f > 0} dan is N = {f = 0} en p(N)

Ifdu= deu+'[fdu= deu.
N N

N*

Zij {an}ne]N zodanig dat ¢+ f, 9 € &, dan geldt:

o

max q;n) .

< J g dy < B_ u{N) =0 (waarbij
n n
uelU

N

Daar. %0 s f geldt dat o, Xy + fo en 0 = J oy du —+ ffdu.
N N
0. 0

Dus ffdu

OEmerkingen.
1. Als £ = 0 b.o., dan is ook f+= 0 b.o. en £ = 0 b.o.

2, Uit opmerking | en (1.8.5) volgt dat "=>" in 1.8.5 geldt voor f: U » R,

F-meetbaar.
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Indien Il I L, » R wordt gedefinieerd door II£fll := L({f[) dan is in het al-

gemeen | | geen norm, immers er hoeft niet te gelden: £l = 0 = £ = O,

Om dit bezwaar te ondervangen voeren we de relatie ~ op L in door:

f~gi<= f = gb,o.

.~ is een equivalentierelatie (ga na).

Al? £128»f5,8y) € Ly en £, ~ g, en £, ~ gy dan is f, + £, ~ 8 * g, en |

afI ~ og, (e € R), dus ~ is een congruentie..

We geven de equivalentieklasse waartoe f ¢ L, behoort aan met [f] en de ver-

zgmeling van equivalentieklassen met £,

Op £ definiéren we optelling en scalaire vermenigvuldiging, een operator £

en een afbeelding |l H£ van £ + R door:

[£+g] := [£] + [g]
alf] 1= [af]
L(L£]) = L(f)

KTEW, == £¢CIEIT) (fel,gel,ach .

l!

Ga na dat deze definities zinvol zijn, d.w.z. onafhankelijk van de gekozen

représentant uit de klasse.
Voor de afbeelding ll I, geldt wal:

ICEN, = 0 = [£] = [0]

en (£,|! H£) is een genormeerde lineaire ruimte, zelfs een Banachruimte, maar

dat bewijzen we hier niet,

Definitie.

zZij (U,F,u) een maatruimte, A E:T'en.ﬁ(A*) = 0.

Een afbeelding f: A R heet dan b.o.-gedefinieerd, (1.8.6)

Als

f(u) als u e A
g{u) :=

willekeurig als u € A"

zodanig dat g F-meetbaar is, dan definidren we:
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ff dy := Jg du

Deze definitie is ééﬁduidig omdat u(a*) = 0.

‘Eigenschappen.
1. 2ij (U,F,u) een maatruimte, N c U een nulverzameling en f: U - R,
Als {f_} o eenrij functies_vap-N*-+ﬁ§ is die éoﬁvergéert‘naar f en we

definieren

£f (u) als u € N©
B (n € IN)

g_{u) : -
no f(u) als ue N

dan geldt:

1. Vne]N: £ =8, b.o.

II. De rij {g_}

onv wiis f.
ninen © nve?geert puntsgewijs naar

2. 2ij £: R + R, dan geldt:
f is Lebesgue-meetbaar <= Qg : (g is Borel-meetbaar Af=ghb.o.).

Deze eigenschap ziullen we hier niet'bewijzén.' ' (1.8.7)

Voorbeeld.

Beschouw de maatruimte (N,P(lU,u) waarbij u(A) 1= aaﬁtal elementen van A
(AclN). Z2ij £:1 N +IR+ dan is f P'(]N,)—r'neetbaai: {ga na).

We definieren:

o i= £(1) (i e€NN)
oy als 1 £ 1 £n
q)n(i) ¢= { (n el)
0 als i 2 n+l- :
en ' .
Ai = {1} _ (i e N)

zodat geldt:

mn<1)=_§ q x_(f)'
B R

en dus:

e~

n
a; u(Ai) = Z Gg .

] i=|

_ i
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Omdat 9+ f geldt met behulp van (I1.7.3)

L) = limLGe) = [ a;

n-e T i=]
en dus

-
fel <= Z ai-is convergent, ‘ » (1.8.8)
1 i=1 - :
Als £: N R dan is volgens (1.7.10), als L(f') of L(f ) eindig is, L(f) = -
= L(f+) - L{f ). Ga na dat dan geldt? ' '

f el <= ) a; is absoluut convergent. : (1.8.9)
i=1

Notaties,

Beschouw de maatruimte (R,BH,)) met X de'Lebesguemaatr(zie (1.4.15)).

Zij £: R +TR een Borel-meetbare functie, dan:

o0

j_f(x)dx = ff dx
Jf(x)dx 1= Jf dX  met A.€1B
A A |

f £(x)dx := _ff dr  met A= (a,b] . o (1.8.10)
a _

De aldus gedefinieerde integralen heten Lebesgue-integralen.

Als ff dA < « heet f' Lebesgue-integreerbaar. Lo (1.8.11)

OEmerkinEen.

t. In (1.8.10) kan voor A ook (a,b), [a,b) of (a,b] worden genomen. (1.8.12)

2. Als een functie Riemann-integreerbaar is, is hij eveneens Lebesgue-inte-
greerbaar en zijn de integralen gelijk. Er zijn functies die wel Lebesgue-
integreerbaar zijn, maar niet Riemann-integreerbaar, zoals de oneigénlijke

Riemann~integreerbare. functie:
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Er zijn echter ook oneigenlijke Riemann-integreerbare functies die niet

Lebesgue-integreerbaar zijn, zoals:

&
£

o

fSlntdt.

0

PR i s

Notatie.

Beschouw de maatruimte (R, ﬁ,uF) waarbij F: R —>]R rechtscontinu en monotoon
niet dalend, en Mg de Stieltjes-Lebesgue~maat (zle (1.4.16)).

Zij £+ R >R een Borel-meetbare functie, dan:

o . | Jf(x)dF(x) = ff dug | (A el .
A A : '

Deze integraal heet de Lebq_gue-Stleltlgs 1ntegraal. ' _ ' (1.8.13)

" Verder deflnleren we:

: ' b .
? f £(x)dF(x) = ff dup  met A = (a,b]
s A
¥ _ . |
- J f(x)dF(x)-:= ff du? ‘met A = (a,b) .
. a : ‘ A

B Merk op dat het analogon van (f.B.lZ) hier niet geldt omdat alleen aangeno-

men is dat F rechtscontinu is.

Opmerking.

‘Voor meervoudige integralen gaat de definitie van de Lgbesgué-integraal ana-
loog.

Beschouw bv. de maatruimte (R? USz,u) met U gedef1n1eerd als in (1.4.17) en
f R?2 >+ R Borel-meetbaar, dan.

JJf-(x,y)dxdy 1= If du (A € 532) .
A A

£
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: Opgave.
B - X
' 5. Béwijs dat: f € Ll s ?x J f(t)dt is continu.
i 0
v
g 1.9. Convergentiestellingen.
Stelling (monoton33convergentiesteiling van:Levi).

i "
o

zij (U,%,u) een maatruimte, {fn}neﬁ een rij f -meetbare functies van U +I§+

en £f: U *ﬁﬁ+. Als fn + £, dan geidt:

‘I . f is F-meetbaar. _ .
II. L(f ) + L(£). ' o ' " . (1.9.1)

Bewijs.
I. £ is ¥-meetbaar volgens (1.5.18).

II. Volgens (1.7.1) is er V;e een rij elementaire functies {wkn}keli waar-

N
voor geldt Pen + fn:

%21 %22+ op
P11 %12 0 Ui

We definiérens: by = max{_fpki |:l < 1 £ k}. Dan geldt:

a) ¥, is een elementaire functie.

B) ¥y = by

c) wk < fk < f, immers v

A Yon b Py S Ve
We definieéren nu: g := lim wk (dit kan volgens b)). M.b.v. d) geldt

. ke T ‘ .
V;enq: f, € gendus f <g. Anderzijds geldt volgens ¢) dat g < f zodat

f = g en dus:

aa
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L(E) = lim L(i) < lim L(E) < L(f) en lim mk) -L(E) . O

Ko ko0 : ko0

Stelling (Lemma van Fatou).

n een rij f-meetbare functies van

zZij (U,¥,u) een maatruimte en-{fn}né

U-+R,, dan geldt:
L(lim fn) < lim L(fn) E ‘ | ' - - (1.9.2-)

Bewijs. We definieren By 1T ;gi-fm dan is volgens (1.5.17) g, ¥ -meetbaar
is monotoon niet-dalend zodat:

ne N

lim f_ = sup inf £ = sup g_ = lim g_ .
T neNmen pe]Nn -3 n

Als f = lim g, dan geldt volgehs de stelling van Levi: L(gn) + L(f).

koo

Omdat Vne]N: fﬁ = g, geldt Vné]N : L('fn) > L(gn) zodat:-
Lim L(£) > lim L(g) = lim L(g ) = L(f) = L(lim £) . O
oo -
Opmerking.
Zowel in de stelling van Levi als :Ln hét. lemma van Fatou kan worden volstaan 7
met de eis igeL Vne]N: f 28 in p}aats ‘van Vne]N : fn > 0.

1

Dit volgt direkt dbqr (1.9.1) resp. (1.9.2) toe te passen op £ -8 (1.9.3)

Stelling.

zij (u,F,u) een maatruimte, {fn}neN een rij ¥ -meetbare functies van U -~ R

L nelN

met de eigenschap 1 v : f < g, dan geldt:
: 8Ly LA L

L(Tm £_) > Tm L(£) . ' (1.9.4)

Bewijs. VnEIN : —fn 2 =g zodat m.b.v. (1.9.2) en (1.9.3) geldt:

L(lim - £) < lim L(-£)

dus
L(- 11l.m fn) < 1lim - L(fn)

dus' .




? . _ - L{lim fn) < ~ lim L(fn)

' of . )

E L{lim fn) > 1lim L(fn)'. | - : | il
v | | -

Voo ' Stelling (gemajoreerde convergentiestelling van Lebesgue).

Zij (U,F,u) eén maatruimte_en-{fn}he een rij T-meetbare functies van U +R

N
die convergeert naar f: U + 1R,

Als EEELI ‘;eni’ |fn1 < g, dan~gelqt: . o (*)

1. f e L,

IL lim L(£ ) = L(£). T - - (1.9.5)

Bewijs. o
I. Volgens (1.7.11.8) geldt:

|[f dul SJ[deu < Jg'du < = zodat f ¢ L, .

? II. Volgens het lemma van Fatou, (1.9.3) en (1.9.4) geldt:

L(E) = L(lim £ ) s lim L(£) s‘TIE L(£ ) < L(lim £) = L(£)

' zodat :
lim L(f_ ) = L(f)} . ' 0
@ e n’ | _
. ’ - Voorbeelden. -
1. Zij
(1 - %)n F1 also0st<n
fn(t) i= . _
0 . als t > n ,
& Dan geldt: ,
; _t
- _'t n
. Vostsn P 0.5 1Tpse
: dus
t.,n - -t
VOstSn 10 (-2 se
dus

— A e e ANk e e Bea ol Tk AR T T ki R i A AT



-t  x-}
VOStSn : 0 < fn(t) < t .
Omdat lim f_(t) = e*t = vdlgt met de stélling van Lebesgue:’
' e O T ' , . -
lim f £ (£)dt = lim J £ (t)dt = f A T
R o o ‘

0

2. Beschouw de maatruimte (R,%,1) met X de teb_esgt;e-maa:.

“a) Als fn = - X{n,m) (n € N) dan seldt:'

V;elq: L(fn) = ~w en L(f) = 0, immers lim fn = 0,
: _ T _ ‘
De stelling van Lebesgue kan niet worden toegepast omdat niet aan de
' voorwaarde (%) uit de stelling is voldaan.

b) Als fn t=n y. (n € N) dan geldt:"

o 0,1

n

]

] Vﬁeni: L(fn) = 1 en L(f) = 0, inmers lim £ = 0.
. _ 1o

Ook hier kan de stelling van Lebesgue niet worden toegepast omdat niet

aan de voorwaarde (*) uit de stelling is voldaan.

c) Als £ = hi‘ X geldt V’ﬁg : 0= fn(x) < .K*'i- :

L{(f ) = n-i en L{f} = 0 omdat 1lim f_ = 0, hetgeen in overeenstemming
n . pow B
o is met de stelling van Lebesgue.

Stelling.

Zij (U,%,u) een maatruimte, {_fn}né

een rij ¥ -meetbare functies van U -+ 11-2+

N
k . . -
waarvoor geldt: { } fﬁ}k51¢ convergeert naar £: U >R, dan:
n=1 _
J } £ oaw= ] ffn du . _ (1.9.6)
n=1 n=1 7 _ :

Bewijs. Bewijs dit zelf door (1.9.1) toe te passen op de'rij van partiele

sommen. . o : -0

e et i i T a0 L L R B
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Definitie.
2ij £: X x ¥ » 2 dan:
fe, = 1, £Gy) |
f_y 1= ﬁ’x £(x,y) . R (1.9.7)

Stelling.

‘2ij (U,F,u) een maatruimte en f: U k:m“ +R. Als geldt:

D Ve
) ¥

Ul fu continu,
<R fx is ¥ -meetbaar,

3) 4 v

geLi xeRD If

xl

dan is ff x di continu. _- | (1.9.8)

Bewijs. Zij X, e R® willekeurig en h(x} := Jf(u,x)u(du). Dan is het voldoende

aan te tomen dat voor alle rijen {xn}neii uit R® waarvoor lim'xn = X, geldt:
. ' o :

lim h(xn) = h(xo).

N+

Volgens 3) geldt V;E . If(u,xn)l < g(u), zodat m.b.v. de stelling van

m .
Lebesgue en 1) volgt: lim If(u,xn)u(dﬁ) = Jf(u,xo)u(du).
o ‘ '
Omdat xy willekeurig was geldt dan Jf < du is continu. ) I 0

Stelling.
zij (U,%,u) een maatruimte en f£: .U x R® + MR, continu differentieerbaar
t.a.v. X. Als voldaan is aan de Voorwaarden van (1.9.8) en als

31151;1 Veem™ V% £(u,x)| < h(u), dan geldt:

1) Jf(u,x)u(du) is continu differentieerbaar,

2) Vx Jf(u,x)u(du) = fv& flu,x)p(du). , (1.9.9)
Bewijs. Zelf, m.b.v. het gemiddeldé theorema. ' 0

zij (U,%,u) een maatruimte, f: U 4iﬁ+'en‘f is F-meetbaar.

Als we definiéren: v(A) = 'Jf duy (A ¢ %), dan is v een maat, immers:
A.‘ ) ’ -




) v(@) =0 (triviaal),

2)- Als Apshy, e € ¥ en onderling disjunc;, dan geldt m.b.v. (l;S;ZZ)lén
(1.9.6): ' ' L
i . © ' . o ' .00 .
v( y A)=J X o du_=f_.):.fodu--i ffodw
. i=] : ‘ ' i=] . i i=1 i
u A, ‘ -
: =01
¢ i=1
: =1 Jfdu= ] v . R (1.9.10)
b i':l‘A i=] ' ' ‘ S
i
.
' Definitie,

- Zij (U,F,u) een meatruimte en v een maat op F.

We noemen v absoluut continu t.o, v. u als er een F-meetbare functle

" .f U +]R bestaat zodanig dat
;‘ - V H = . . - ' - . ‘ . ‘n . Y
t., AcF v(A) _Jf dp o , (1.9.11)
A
Stelling,

Zij‘(U,F}u) een maatruimte, g: U +£§} een ¥ —meetbare functie en v éen maat

op T die absoluut continu is t.o0.v. Hs dan geldt:

e Jg dv = fgf du
met f gedefinieerd als in (1.9.11). - _ S (1.9.12)

;: Bew;ls. -
" I. Als g = x, (AgU), dan:

Ig dv = JXA dv = v(A) = If duy = ffo dy = ffg du

" zddat de stelling voor indicatorfuncties geldt.
2. Als g een elementaire functie is volgt de stelling m.b.v. 1| en de linea-
riteit van de integraal.
3. Als {g¢_}

n nel
volgt m.b.v. (1.9.1) en 2¢

een rij elementalre functies is, waarvoor geldt L + g, dan




-
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fg dv = lim Jq;n dv = lim fq:nfdu = [gf du .

n-e N

OBmerking.

Als (U,F,u) een maatruimte en (V, g) een meetruimte is, £f: U -+ V (F 5)*meet-

baar en g: V-+Eh_5—meetbaar dan is:
uf(A) 1= (f (A)) een maat op gvolgens (1.5. 23)
Er geldt dan:

fg du£'= Jg(V)uf(dﬁ) = Jg(f(u))u(du) = Jg°f dp .

(Het bewijs hiervan gaat analoog aan dat van (1.9.12); gé nal)

‘Stelling (Radon-Nikodym).

Als (U,¥,u) een o-finiete maatruimte is en v een maat op = dan:

v is absoluut continu t.o.v. u <=¢-VA€F.: (p(aA) = 0 = v(A) =70);.

Op het bewijs hiervan gaan we niet in,

Voorbeeld.

Beschouw de_maatruimte.(nQES,A).met A de Lebesgue-maat en zi] f:.E.+£ﬁ+

greerbaar en Borel-meetbaar.-

X ] . _
F(x) := J_f(t)dt en. _p(A)l:= dex - (Ae® .
o - A

Op f (zie vb, 2 uit (1.2. 2)) geldt dan v(A) = pF(A)

M.b.v. (1.4.29) en (1.4.38) volgt v(A) = up(a) = [£ dA als A ¢ 8.

De functie F heet absoluut continuals Mg absoluut continu is £.0.V. A

Merk op:

(1.9.13)

(1.9.14)

inte-

1. Een verdeling V van [a,b] is een rij getallen aO’bO’al’bl""’a b met

a = ag < b0 a, < b S aee < a, <bp = b.

F is absoluut'contlnu op [a,b] als:

Y 41

e>0

(b, -a;) < 6= ) l}*‘(b)-F(a)b<e)

650 Wy * ¢ Z N

(Op het bewijs gaan we niet‘in.)

-
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2. Een functie die absoluut continu is, is continﬁ;_andersom in dit in het
algemeen niet waar. _ _ _ - .
3. Als g: R - R geldt m.b.v. (1.8.13) en (1.9.12): "

//2"“ ,,,/' 3

fg .dF‘;='Ig(x)dF(:_c) = fg dug = Igf dA =Jgtx)f(x_)dx . ('11'.9_.15)

. Meervoudige integralem.

Definitie.
U en V zijn willekeurige verzamelingen en A ¢ U, B c V.

zij € een klasse op U,J0 een klasse op V, dan definiéren we:

Ax B := {(a,b) | a€l, beB}
en '

€ xd:= {AXB;[AEC’,BE_D},. . . (1.10.1)

(Zie ook Algebra en Analyse 1.21,)

Stelling.

Als U en V willekeurige verzamelingen zijn en T een Semiring op Uen T een

semiring op V is, dan is f % T een semiring op U x V., © o (1.10.2)

Bewijs. Zij A x B e YxT enC xDe T* T dan geldt (zie Algebra en Analyse

1.21.9): (AxB) n(CxD)=(AnC)x (BnD) ¢ ¥%T, dus $% T is n-sta-
biel. Er geldt eveneens (A x B\ (C x D)= ((A\NC) x B) u ((AnC) x (B\D)) ¢
e (§ % T)U (ga na). ‘ _ ‘ -_ -0
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(A\C) xB
_ n-'-CXD."l
D

¢
N I R | G -
3 B ' | !
3 L/*A><B | .
3 | ~(Anc) xIB\D)

! . - i

g A — o .

» - . C

.E" Definities.

wu,m, v, g) zijn meetrulmten, dan: .
Feo§ := 5(F x S), de produkt-c-algebra van ?’en 5 en (U xV, Fe g) heet de
boa produkt-meetruimte van F en E. ‘ (1.10.3)

E: geldt 632 = (Bl ® 531, immers (zie ook blz, 7):

B, = F(gl, )CT(EB xlB) 631953]‘5652

Definities.
U, V zijn willekeurige verzamelingen en A ¢ U x V, dan:

A

u.

n

{iveV ] (u,v) € A}

en

A

v {ueU | (uv) e A}, : (1.10.4)

-

£
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: . Ste111ng. ‘
3 (U,F) en (V, 5) zijn meetruimten. Als A € f o gdan geldt |
VueU: u, € S( VveV: v € 5. (1.10.5)

Bewijs. Zij C:={aec¥Fe g] A € g} dan geldt:.

‘l)'F*gsf, immersﬁjA BXCe'F gdan

ﬁalsuﬁ’B'-_' _ '
A = . dus ¥V _: A eg.
u. -

| C alsuecB uel” "u
; . . . * *
2) U is »-stabiel, immers (A ), = @,
3) € is c-stablel, immers ( U A ) = y (Ai).u .
i=1 ue i=] )

Uit 1), 2) en 3} volgt dat e een g-algebra is die F x g, omvat. Met de def:.-

: nitie van f'volgt dan€ =T © g Dus VA I@Q Ut Au. € i.'
e, Analoog bewijzen we A€ F. : - 0
r-‘ Stelling.
] - (U,F) en (V,g) zijn meetruimten. Als f: U x V +R F@@—meetbaaf is, dan
a geldt: '
I, _ .
LA " e
; fu. H ']Jv fu,v) 13% meetbgal?

. en ' . _

f v = ?u f(u,v) is ¥ -meetbaar. ' : (1.10.8)

Bewijs. Zij A ¢ b_';, dan geldt

Hh
—
kg
—
I

{vev| f(u,v). € A} = {(u,v) e U XV | f(u,v) ¢ A}u

f"(A)u. )

i Omdat £ ¥ ®§_—meetbaar is, geldt £ (A) € T" ® g en m.b.v. (1.10. S) volgt dan
£ (a), g dus f (a) « G.

i Analoog bewijzen we dat £ T -meetbaar is. | a

£
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Definitie.

(U,%,u) en (V,g,v) zijn maatruimten. We definiéren‘op.T-i g: T(A x B) 1=

= u(A)v(B). . S (1.10.7)
Stelling.
T is een maat op T x g. - ‘ : . (l.{O.S)

Bewijs. Ga na dat = welgedefinieerd is op Fx g,Jd.w.z. onafhénkelijk van de

"splitsing" A x B (A of B kan leeg zijn!).

1) 7(@) = 0 (triviaal).
{ 2) Vher*%: 7(C) 2 0 (triviaal).

‘é 3) 7 is og-additief, want:

:; ziijBe';*genAxB=_g (a; x B;).

! i=1 o _

- Als A =0 of B=@, dan m(A x B) = ] 7(a, xB,) triviaal.

3 Laat nu A # P en B # § en definieer: fi(u) 1= v(Bi)xA.(u) en f(u) :#:,
i = v(B)x, (u). We beweren: | ' *
VueU= i=z=1 £jQu) = £Qu) . ' o t*)_

Indien u ¢ A is dit triviaal. Laat nu u € A en I := {i I u € Ai}' dan

gelﬂt B= uy Bi, wants
iel

a) Zij v ¢ Bi n Bj (i,j € I), dan (u,v) ¢ Ai x Bi en (u,v) ¢ Aj x Bj’
dus i = j zodat de Bi's disjunct zijn.

b) Zij v € B, dus (u,v) ¢ A x B zodat aisI: (u,v) € Ai x Bi en dus

aieI: v e B,zodat Bc u B..
1el

: c) Zij v € B. (i € I) dan (u,v) e‘Ai'X-Bi < A x B zodat v € B, Dus

¢ i

g Y B, = B,

l iel

. Nu geldt:

i 0 - -] - ]

* LoE() = ) vBx, () = ] v(B;) =v(u By =
i=1] 1=l 1

iel - iel

v(B) = v(B)x,(u) = £(u) .




;e

¥i

A s s R M

_53_

Hiermee is (x) bewezen.

Hieruit volgt:

I W(Ai ® Bi) = Z U(Ai)\)(Bi) = z U(Bi) IXA dp =
i=] i=1 i=1 : ,
= .2 f\’(Bi)XA- du = -Z J‘fi d!,l = f ‘Z fi du =

1=1 i i=] ‘ 1=]

)]

ff du = v(B) fo du = v(B)u(A) = 7(A X B) .

Hierbij is gebruik gemaakt van (1.9.6). ' : R

Stelling.

Als (U,¥,u) en (V,g,v) g-finiete maa:ruimteﬁ 2ijn, dan is 7 een U-finiete

maat op F % g. : (1.10.9)
[= =] (=]

Bewijs. 2ij U = y Ai (Ai e¥), u(Ai)'< wenVs= U Bj (Bj e¥F),
i=1 j=1 - . )

v(Bj) <w®y dan U x V= y (Ai x Bj) (ga na) en."(Ai x Bj) = u(Ai)y(Bj) iw.D

1]

Definities.

(U,Fsu) en (V,s,v) zijn o-finiete maatruimten, _

De maat n op de semiring I % § is eenduidig uit te breiden tot een maat

we vopde c-algebra F e § (zie (1.4.38)). |
L ® v heet de produktmaat van y en -v. ' (1.10.10)

(Uxv, Fe g, n®v) heet de produkt-(maa;)rulmte (deze is o~finiet vanwege (1.10.9)). |

(1.10.11)
StellinE.

(U,F,u) en (V,g,v) zijn o-finiete maatruimten,
zij Ae Feo gdan geldt: ' '

1. Yu u(Au.) is F-meetbaar,

1l

2. jv(Au.)u(du) u @ v(A).
3. ?v “(A.v) is grmeetbaar;

4. fu(A_v)v(dv)

f

uo® v(a). | . L (1.10.12)




B
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2

E Bewijs. We bewijzen alleen | en 2,

We nemen eerst aan dat u(U) < @ en wV) < o=,

Definieer dan: C:= {&A ¢ T ® g | ?u \)(Au.) is"F-méetbaar, Jy(AU.)u(du) =
=y ® v{A)}. Dan geldt: '

N Fx g
Zij A

€,

Bsz?*QdanAu={c als u ¢ B
: @ als u ¢ B
Temeetbaar (zie (1,5.21)) en verder: ‘

In

, dus v(A_) - V(g (u) is

1l

jv(Au_)u(du) = v(C)u(B) =“11(13 x C) = 7n(4) ='y @ v(A) .

2) €is s=~stabiel. ,
zij A € € dan (&%) = (& )" zodat v((&™) ) = v((&, )" = v(V) - v(a ),
r immers v(V) < «, Daar \)(Au ) ¥-meetbaar is, is volgens (1.5.14) ook .

_v((A*)uJ) ¥ -meetbaar. Verder geldt:

Jv((A*)u')u(du) = Iv(V)u(du)_- fv(Au.)u(du) =

= WOV -y @ v(A) = u e v x V) - e vh) =u e v4a)

L i e

(immers u ® vw(U x V) < =),

3) €is ou-stabiel,

o0
Ay dan A = u (&)
i . 1=1

nic 8

Zij Ajyhp,... € C, onderling disjunct en A :=
. _ Ty

o
(ga na), dus v(Au_) = iZI v((Ai)u.).
Daarv((Ai)u ) ¥ -meetbaar is, is volgens (1.9.1) ook v(Au } ¥ -meetbaar,

Bovendien geldt:

=]

Iv(Au.)u(dU) - J ) v((ag), Ju(du) =

i=1

=]

= 3 J““Ai)u Ju(du) = ) wu e s(Ai) =qu'e v(a) .
i=1 ¢ i=1 .

Hierbij is gebruik gemaakt van (1.9.6).

Uit 1), 2) en 3) en de definitie van € volgt nu m.b.v. (1.3.8): T 8§=C

Ll

e Wt S el ks e A AN -
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Neem nu aan dat U en V g-finiet zijn.

Zij P € 7, u(P) <= en Q ¢ g, v(Q) < = en definieer

BPXQ:={A5?@§|An(PxQ)e€}.

Analoog bewijst men dat fo
erQ = feg'
’ @

A, V= uy

q. 8an 1), 2) en 3) voldoet. Et geldt dus ook -

2ij U =

. 1
1

1 3
Zij A « 'psg, dus V,

Bi’ U(Ai) < @, V(Bj)'< had

B ic

i .
.t A€ CkixB.’ zodgt An (A x Bj) e €, dus

]

A= U (An (4 x Bj)) ¢ L. bus T e g c €. Met de definitie van C volgt nu
i,j ‘ . o

dat T @ g = t. . U

Notaties,

Zij f: Ux VR T ®%—meetbaar., dan:
Jf(u,v)u(du) i= [f.v dy ,

Jf(u,v)v(dv) 1= ffu dv ,

j £f(u,v)u @ v(du dv) := Jf d(u ® v) . | (1.10.13)
Uxv : ' :

Stelling (Fubini).
(U,F,u) en (V,§,v) zijn o-finiete maatruimten.
Zij £: U x V éﬁﬁ} e gﬂmeetbaar, dan geldt
1. $v Jf(u,v)u(du) is grmeetbaar.
2. $u ff(u,v)v(dv) is ¥ -meetbaar. |
3. f flu,vIu ® v(du dv) = f(ff(U.V)v(dV))u(du) = f(ff(u,v)u(du))v(d\r) .
Uxvy (1.10.14)
‘Bewijs. Het bewijs verloopt analoog aan het bewijs van (1.9.12).

1. Zij A e ¥ @g en £ i= x,, dan is £ F eg—meetbaar volgens (1.5.21).

Verder




If(u,V)u(du) = Jf.v du = J(xA).v du = u(a )

is g-meetbaar volgens (1,10.12),

Analoog bewijst men dat [f(u,v)v{dv) 37-meetbaér is.

f(u,v)u @ v(du dv) = Jf d(p ® v) = [XA d(ji @ v). = p @ u(A) =
Uxy o
: ' ' _ o
(volgens (1.10.12) jv(Au)ucdu) - f(f(x‘A)u'_ 9tdv) ) u(du) =

]

& .
J(ffu_ vtdw) Ju(du) = I(Jf(U.Y)v(dVJ)p(du) .

Analoog bewijst men
I flu,viu © v(du dv) =.J(Jfku,v)u(du))v(dv) .
Uxv '

Voor indicatorfuncties is hiermee de stelling bewezen.

2, Als f € ¢ dan volgt de stelling m.b.v. 1 en de lineariteit van de inte~

graal,

2. Indien f @'s'%—meetbaar is dan volgt de stelling uit 2, (1.7.1) en
(1.9.1). . , ' 0

Stelling.
(U,%,1) en (V,g,v) zijn o~finiete maatruimten.
zij £ € LU x V +R,), dan geldt

i, WJV ff(u,v)u(du) € Ll(V +I-R+).

2. £ e L (U +:1ﬁ+) b.o.

3. ?u ff(u,v)\)(dv). € Ll(U +IE+)

4 £, € L (V>R b.o, | | (1.10.15)

Bewijs. We bewijzen alleen | en 2. Definieer h := ?v Jf(u,v)u(du), dan
[h v{dv) = J(Jf(u,v)u(du))v(dv) < « volgens (1.10.14.3). Dus h « Ll(v +]ﬁ+),

Hieruit volgt m.b.v. (1.8.4): Jf I h(v) < b,o. en dus f S U +]i+)
b.oo ) D

L




i Stelling.
{U,F,u) en (V,g,v) zijn g~finiete maatruimten.

[ | 2ij £ e L (U xV +R), dan geldt:

W_.«;&Cﬁ_
i, 1 Jf(u,v)u(du) is b.o.:g-meetbaar. .

3 v
3 2. ?u If(u,v)v(dv) is b.o. ¥ ~meetbaar.

! 3. I £(u,v)u ® v(dV)r = J‘(ff(uw)v(d\r))u(du) = f([f(u.§)u(du))v(dv) e,
UV o | o © (1.10.16)

‘s -, + =
BEWLIS. Daar £ e_Ll(U x V+1R) is ook £ ¢ LI(U x X »JB+) en )
£ € LI(U x V +£E+). Volgens (1.10.15) geldt dan f v € L](U A-KH) en

f v € LI(U +R,) b.o. Dus hiz v !f v p(du) is b.o. gedefln;eerd (nl. waar

4 . L]

Jf+v u(du) < « of Jf-v u(du) < =), Volgens (1.10.14) zijn Jf+v-u(du) en

¥

f-v pu{du) b.o. g-meetbaar, zodat ook h b.o, g-meetbaar is. Hiermee is 1 bewe-

zen., 2 bewijst men analoog.

Uit (1.10.14) volgt ook dat b.o. geldt:

T e e . T TP gz

u f £ d(u @ v) = [([f*v dy)dv .
» wv |
. en _
i J £ d(p ® v) = J(Ifjv dp)dv ,
1 UxV . '
zodat b,o,
+ - + - '
f fd(uev) = f(; - )dw e v), - J(ff o~ £, dudy =
Uxy UxV '
= J(Jf.v du)dv'.'
Analoog bewijst men de rest van 3. a
dEmerking.

De verwisseling van-integratievolgorde zoals in (1.10.16.3) geldt in het al-

~

gemeen niet voor willekeurige £: U x V + R, immers:

e i i R/t My 1 1.
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1 [
1 2 - 2 w
( A Y L dx)dy = - T
(x2 + y2)?
0 o0
- en
11
1 x2 - y? b : ' '
(| 2—t—apyax=+7. = (1.10.17)
. (x2 + y2)2 ' : ‘ '
0 0 -
3
Men kan op analoge wijze met inductie de produkt(maat)ruimte
(U x Uy X vew x U, ‘Fl @ F_,_ ® cev @F , U O Uy @ s ® u )
i definiéren van de maatruimten (U],F] ,lul), (U2,92,u2-), . (,Un,_f:n,un) en
E analoge stellingen afleiden. '
Als Ai€Fi_ (i= l,...,n),dgn
‘vg".' - . .
: Wy @, @ ... ®.un(Al X A2 X wae X An)_é ul(Al)uz(Aﬁ) aue un(An) ‘. (1.10,18)
.
e
4
Eos
!
1
gr
¥
v
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HOOFDSTUK  II.

© . 2.1. Inleidende begrippen.

Als we een experiment uitvoeren, nioemen we het resultaat een uitkomst.
Een uitkomst zullen we meestal met u aangeven en de verzameling van uit-

komsten met U.

Op U definiéren wéxéen c~algebra 5# en de elementen van deze c-algebra

noemen we 5ebeurtenissen.

E; De § heet de ommogelijke gebeurtenis en U de zekere gebeurtenis;

Meestal zullen we ons beperken tot die gevallen waarbij S?’een echte deel-
verzameling van P(U) is, zodat (U,S;B een meetruimte is.

Oggave.

32 - 6. Wat betekent in termen van gebeurténissen:
oo &
P a) lim A (:= n U )
' n n=1 k=n Ak
b) 1lim An (:= u A Ak) .
n=l k=n
) Bewijs dat:
4 . — - T
¢ b XTTm a4 = 10 Xy
Ve . n 1
2) Xpqm A T limox,

Definitie.

Z1ij (U,gi) een meetruimte,

Op T gefinitren we een_waarschijnlijkheid (of kans) P als een afbeelding

SF +R_ met de eigenschappen:

g 1. P§ =0
: 2, PU =1
3, P is g-additief. (2.1.1)

Opmerkingen.

l.. Soms zullen we PA noteren als P(A),.

2. Een waarschijnlijkheid is een maat met PU = ]. - (2.1.2)

L
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Definitie.

(U,ﬂF,P) heet een kansruimte (kansveld, waarschijnliikheidsruimte)

als (U,s?,P) een maatruimte is met PY =1, : (2.1.3)

Stochastische variabelen,

Definities.
Zij (U, S) een meetruimte,

. . . & ' .
Een stochastische variabele is een J -meetbare functie x : U~R. (2.2.1)

Een stochastische vector is een F-meetbare functie x U +RY (2.2.2)

Opmerking.
Uit (1.5.11) volgt:

%X 1s een stochastische vector <= {alle componentfuncties van x zijn -

stochastische variabelen. - (2.2.3)

Notatie,

Zij (U,Sﬁ,P) een kansruimte, X een stochastische vector en A ¢ danf

dan definieren we:
P (&) := P{x ¢ A} = P(x (A)). . | | o 3 (2.2.4)

Met behulp van (1.5.23) volgt nu:

Lemma.

Zij (U,S#,P) een kansruimte en x : U +R" een stochastische vector, dan is

Px een waarschijnlijkheid op d;n en derhalve is CRn,dan,Px) een kansruimte,

(2.2.5)
Definitie.
P_uit (2.2.5) heet de verdeling van X. (2.2.6)

We kunnen ook samengestelde functies van stochastische vectoren beschouwen
-sx)

.- 2
(bijv. x%, x-w)’ e
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Zij x : U+R / -meetbaar en g R + R Borel-meetbaar, dan. geldt

e
Fan

[
S

n

g o x is ?-—meetbaar,

= (PE)S'
3. Jg o x = JgdPx . ‘ : : (2.2.7)

Bewijs.
1. volgt uit (1.5.5), 2. uit opgave 4 en 3. uit (1.9.13). ]

Definitie.

Zij (U, 57,P) een kansruimte, x ¢ U > R™ een stochastische vector en
(B. m} P )} de daardoor ge1nduceerde kansruimte {zie (2. 2 5)).
Dan heet x continu indien P absoluut continu is t.a.v. n (n-dimensionale

Lebesguemaat), d.w.z.:

if : R® +£R s, Borel-meetbaar z.d.d. : VA ¢ 03 : Px(A) = J fdkn. o (2.2.8)
' - A
OEEaveo

Zij (U, ?J,u) een maatruimte en £ ¢ L, (f : U > R).

1
Bewijs dat:
(VA € gﬁ : J fdu = 0) = £ = 0 b.o,
, A
Aanwijzing:

Beschouw o.a. A = {f > 0} en pas (1.8.5) tbe.

Definitie,

Zij (U,9?;P) een kansruimte en x : U >R" een stochastische vector.

Dan heet fx : R® +'I-{+een dichtheid van x indien

n _ }
%5(3 ) = J f§ dAn = 1. : (2.2.9)

]Rn

Ogmerkingen.

1. Ga m.b.v. opgave 7 na dat f b.o. eenduidig bepaald is, zodat het gerecht-
vaardigd is fx op te schrijven. (2.2.10)
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2, Met behulp van (2.2.7.3) en (1.9.12) volgt:

als x continu is en g : R" * R, Borel-meetbaar, dan geldt:

J g ¢ x dP = J gdP}_{ = J ng dln .. ' : (2.2.11)

n

n R

R
Definitie.

Zij (U,?,'P) een kansruimte.
Een stochastische variabele x heet discreet als x slechts eindig of aftel-

baar veel waarden kan aannemen. . C(2.2.12)

Als x een discrete stochastische variabele is, is x(U) eindig of aftelbaar

en dus is x(U) te schrijven als {a],az,q3,...} met a. onderling verschillend.

. Indien Ai = {g = ai}_dan is U = ii] Ai en x = iZ] oy xAi

Een discrete stochastische variabele lijkt dus op een elementaire functie .
(verschil: a; kan ook kleiner dan nul zijn en x kan ook een lineaire combina-

tie van oneindig veel indicatorfuncties zijn).

Merk op: P{x ¢ A} = ] PA,.
: a.chA

i
Definitie.

Ziy (U,?,P) een kansruimte en x : U +XR" en y:U +R" stochastische vee-

toren, dan is (EJZ) : U **Rn+m (zie (2.2.3)) eveneens een stochastische vector.

?E en ?Z heten de marg%nale verdelingen van.P(EJX). {2.2.13)
; Eigenschappen. .
: R A=P, .y (& x R") (Ael) . (2.2.14)
2. B B =P ) (R" x B) (Bel ). (2.2.15)
Opmerking,

Uit P(EJX) zijn Pﬁhen ?Z te bepalen, maar niet omgekéerd. (2.2.16)

3

—_—— e — R T I T g T LT RT T v I PO
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Oggave.

Als P dichtheid f heeft, dan zijn de dichtheden £ en.f van resp.
(x,y) (x,y) x b .

P enP hieruit te bepalen,

Azhwijzing: gebruik de stelling van Fubini.

Definitie.

Zij (U,gz,P) een kansruimte en x ¢t U >R een stochastische variabele, dan

definieren we de verdelingsfunctie

x}. (2.2.17)

1A

F iR >R, door:'Fg(x) 1= PE((-m53]) = P{x

Stelling.
Zij‘(U,gﬂ,P) een kansruimte en x : U >R een stochastische variabele, dan

geldct:
1. Fx is monotoon niet dalend,.

2, Fx is rechts continu,

3. Fx(x) + 1 als x + o,

4, Fx(X) > 0 als x + =,

5. B =
X

np op 3. 8 | (2.2.18)
X - : :

Bewijs.

1. volgt uit het feit dat Px een maat is.

2. m.b.v. (1.4.5) volgt:

Fx(x) = Px((—m,xj) = Px(. n (—m,x+%l]) = lim Px((—m,x+:—1:|) = 1lim Fx(x.'-:-l)'
- - = n=1 Now = Now =

3. m.b.v. (1.4.4) volgt:

lim Fx(x) = lim Px((-w,xl) = lim Px((~m,n]) = Px( U (=w,n]) = gxqﬁa = 1.

Koo — Ko - N — - n=1

4, m.b.v. (1.4.5) volgt:

1im Fx(x) = lim Px((ﬂm,-n]) = Px( n - (==,=-nl]) = Px g = 0.
X—0 - N  — = n=| -
5. op grond van |. en 2. is het mogelijk over Hp s de Stieltjes~Lebesguemaat
te praten (zie (1.4.16)). z
Er geldt:

R
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qu((a’b:l) bt F?_{_(b) - F]_‘_(a) = Pi(-m’b] - PE(-m’a] - Pi(a,b].

Dus Px =y op Dﬂ (de verzameling der spelden) en derhalve

F
x
volgens (1.4.38) ook op 3.

Gevqlgeﬁ.

1. Als x een contimie stochastische variabele is, is Fx absoluut continu

en omgekeerd. -
2. Als x een discrete stochastische variabele is, die slechts eindig veel

waarden kan aannemen, dan is Fx een monotoon niet dalende elementaire

functie." . ‘ (2.2.19)

Oggave.

Bewijs dat Fx(x) - Fx(x—),= P{x = x}.

Verwachtin&swaarde.

Definitie.

.. o . . . an
Zij (U,J”,P) een kansruimte en X een stochastische vector, dan definieren

we de verwachtingswaarde (Qf het Eémiddelde) Ex van x door:

Ex := J x dP . (2.?.1)
Eigenschappen.
1. E(E + 1) = Ex + Ey.
2. E(ai) = a Ex (x € R).
3.Ex, =P (a e,
. .- 1) Porrt
4, x = Z a, x, = Ex = Z a; PA, (a, <R, A ¢ Ay, (2.3.2)
1=] 1 1=1 ‘
Stelling.

. . gﬁ . n n
Zij (U, ¥',P) een kansruimte, g : R +R Borel-meetbaar en x : U + R een

stochastische vector, dan geldt:

L]

E g(x) J g(x) Px(dx) . | (2.3.3)

N TR T A T
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Bewijs.
Met behulp van (2.3.1), (2.2.7.1), (2.2.7.3) en (1.7.4) volgt:

Eg(x) = J g(x) dP = J g ox dP = J gdP = J gx) P (d&x). [

Gevolgen.

1. Passen we (2.3.3) toe op gfg)
en (1.9,15):

Ex = J dex = J xdqu

x met n = ! dan volgt m.b.v. (2.2.18.5)

j XdFﬁ(X) .

2. Als X continu is, dan volgt m.b.v. (2.2.11):

Eg(x) ='J gdP_

en dus in het bijzonder als g(x) =% en n = 1|

x

Ex = J xf (x) dx . (2.3.4)

-

Opmerkingen.
1. De verwachtingswaarde van een stochastische vector hoeft niet altijd te
bestaan of eindig te zijn. (L(§+) eﬁ/of L(E?) kunnen/kan « zijn) -
| (2.3.5)

2. Wel geldt, dat als (U,E;,P) een kansruimte is en x een stochastische

vector dat:

X ¢ L, <= E[EJ < (zie 1.7.11.9). (2.3.6)

1
Definitie,

Zij (U,qf,u) een maatruimte,

Voor p ¢ {x 2 1} definiéren we:

LP i={f | £ : U +R, F meetbaar en L(|f|p) < =}, (2.3.7)

Opmerking.
Voor p = | stemt de definitie van Lp overeen met die van L. (zie (1.7.10)).

(2.3.8)

1
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Stelling.

Zij (U,?,,P) een kansruimte en X een stochastische vector. Dan geldt:

l.xeLp‘”ic_eLl (p e W),

2. (_:_:;_,z € LP, a ¢ R) =>(J_< +y ¢ Lp,r ax € LP). | o {2.3.9)

Bewijs.
1. Met behulp van (1.7.11) en de ongelijkheid |§| <1 + IE!P (ga na)
volgt: _
als x e LP dan is L|x| s L(l+|§_|P) =1 + Llar,_[kr( ®, dus X € Ll.‘
2. Als X,y € Lp, ae¢ R dan is ox € Lp (triviaal) en m.b.v. de ongelijkheid

|x + X_ip < ¢ ([}i[p + Izlp) (g2 na) volgt dat X+ye Lp. -0

Indien | "P : Lp + R gedefinieerd wordt door: | fII 1= J Ip dP)p dan is
Il II in het algemeen geen norm. Analoog aan het geval p =1 (zie blz. 38)
kunnen we voor p > | een verzameling van equivalentieklassen .Cp en hierop

een norm | “.ﬁ definiéren.
P

Als we het inproduct van twee stochastische vectoren x en y definieren door:

(x,y) := F(E,X) dan is £2 een Hilbertruimte. <’ (37 " [ !

Op de volledigheid van deze IP-ruimte gaan we niet in.

Definitie.

De variantie 02 van x wordt gedefinieerd door: 02(5) = E(x - E_x_)z. (2.3.,10)

Eigenschag.

Als x ¢ L, is 02(}_:__) gedefinieerd en eindig en 02(5) = Eiz - (Ei)z. (2.3.11)

2

Bewijs.
Dit volgt direct m.b.v. (2.3.9). -0

—_— e LB . R L L el b o L ML .
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In de volgende tabel zijn overeenkomstige begrippen uit de maattheorie en

de waarschijnlijkheidsleer aangegeven.

maattheorie waarschijnlijkheidsleer
meetbare verzameling gebeurtenis
lege verzameling : onmogelijke gebeurtenis
hele verzameling . . ' zekere gebeurtenis
‘maat kans
meetbare functie stochastische variabele
bijna overal (b.o.) bijna zeker (b.z.)
integraal - verwachtingswaarde
Onafhankelijkheid

Definities.

zij (U,¥,P) een kansruimte.

4,B € ¥ heten onafhankelijk als P(A n B) = P(A)P(B). (2.4.1)

Een rij gebeurtenissen {Ai}ie heet onafhankelijk als voor iedere eindige

I
verzameling {il,...,in} < 1 met ij's onderling verschillend geldt:

P(Ail N ees N Ain) = P(Ai]) ‘e P(Ain) .

(I noeft niet eindig te zijn.) . ' (2.4.2)

Eigenschaggen.

i, {Ai}iEI is onafhankelijk <=> iedere elndlge.deelrlj van {Ai}ieI is onaf-
hankelijk. (2.4.3)
. cer o * . - "
2, {Ai}ieI is onafhankelijk <= {Ai}iel is onafhankelijk, (2.4.4)
Definities.

Zij (U,?,P) een kansruimte.

Twee klassen £,0) ¢ ¥ heten onafhankelijk als:

VAsf V%el): A en B zijn onafhankelijk. (2.4.5)

mi b 4t D
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Een rij klassen {ti}icl waarvoor chl : Ci < F heet onafhankelijk als voor

iedere eindige verzameling {il,...,in} < T met ik's onderling verschillend

geldt:
v . - '
A- Gf. e VA.. Er. 1 P(Ai. N eea N Ai ) P(Ai ) "o P(Ai )
b 1 1 1 | n | 1
1 1 n n
(I hoeft niet eindig te zijn). '  (2.4.6)

EiEenschaE.

Zij (U,F,P) een kansruimte en {ti}iel een rij onafhankelijke klassen waar— -

voor V&eI : f& c ¥. Dan geldt:

\&61 : Z& ct, = {{%}iel is onafhankelijk. (2.4,7)

Stelling.

zij (U,F,P) een kansruimte, (fl,...,fn) een rij klassen waarvoor Vl<i<n :
Ci c¥, € c¥ een semiring en (f,fl,...,cn) onafhankelijk, dan is ook

(F(§),€,,...,€ ) onafhankelijk. (2.4.8)

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid mogen we aannemen dat U ¢ §.

L) ¢ . 3 < . T .
Z1ij Ai] € Cil,...,Aik € C;k met V]sjsk HE . lj £ n en de lj s onderling

verschillend. Dan definieren we op f(f) twee eindige maten:

u](B)Z P(B)P(Ai Y ... P(Ai )

1 k
en

P(B A, 0...nAh ) | (B ¢ £($))

#, (B}
2 i k

(ga na dat Hy en i, inderdaad eindige maten zijn).

Uit het gegeven volgt:

Vée? : u](B) = UZ(B)_ . zodat m.,b.v., (1.4.38) volgt:
VBEF(?) : p](B) = uz(B) oftewel:
VB€T(Y) tP(B A, L. A ) = P(B)P(4; ) ... P(A; ) . 0
1 k 1 k
Gevolg.
zij (U,¥,P) een kansruimte en (?1,...,Yn) een rij semiringen waarvoor Vn<k<n=

Yk c ¥en (fl,...,fn) onafhankelijk, dan is ook (f(fi),...,f(fn)) onafhanke-
1ijk.
Dit volgt door herhaald tecepassen van (2.4.8). (2,4.9)
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Definitie.

zij (U,F,P) een kansruimte, X een stochastische vector en Cc¢ Bn een klasse,

dan geldt:

x (€) := {x (&) | At} L (2.4.10)

OEgave.

10. zij (U,¥,P) een kansruimte, X een stochastische vector en T c E% een

klasse, Bewijs dat:

a) £ is een semiring = Ef(c) is een semiring.
b) € is een og-algebra = §+(C) is een g—algebra.
¢) €is een semiring = (Ef(F(C)) = T(§+(C))). Aanwijzing: beschouw

D:={aefE) | §_+(A) € 7(§+(f)}} en pas (1.3.8) toe.

Definities.

zij (U,F,P) een kansruimte,

Twee stochastische vectoren x: U >R" en y: U +R™ heten onafhankelijk als

+ + .. .
X (Hn) en X-(Bﬁ) cnafhankelijk zijn. v (2.4.11)
1
Een rij stochastische vectoren {gi: U-+R }iEI heet onafhankelijk als de
rij {5:(Bn )}ieI onafhankelijk is. (2.4.12)
i

Opmerkingen,

zij (U,F,P) een kansruimte en x: U > R" en y :# U +R™ twee stochastische

vegtoren.

1. M.b.v. (2.4.5) volgt dat x en y d.e.s.d. onafhankelijk zijn als:

VAean vBEnm D P(x (&) n y () = P(x (A))E(Y (B)) .

Dit laatste is equivalent met:

VMB Voop ' PIx €A, y e Bl = P{x ¢ A} P{y ¢ B} . ' (2.4.13)

n m

2, Zij fn en fm respectievelijk de verzamelingen van n— en m-dimensionale

cellen,
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Ga m.b.v. (2.4.9) en opgave 10c na dat x en y onafhankelijk zijn als
x (§) eny (§ ) onafhankelijk zijn. | (2.4, 14)

3. Beschouw de stochastische vector (x,y): U ecmp+m.
‘M.b.v. (2.4.13) volgt:

X eny onafhankelijk <=> ¥ P

AXB‘eBnXBm

Volgens (1.]0.10) is?P_e PZ een maat op B_ @ 5% = 5%+m en AxBeﬂhRK%l:

(,9) (A x B) = Pi(A)PX(B).

P_® PX(A x B) = PE(A)PX(B).

Verder geldt P is een maat op B?,n

+m”

(Egz)

Uit bovenstaande volgt:

x en y onafhankelijk <= vkaeBn*Bm : PQE’Z)(A x B) = ?E ® PX(A x B).

M.b.v. (1.4,38) volgt dan

x en y onafhankelijk <= Vhen

I (C) =P ®P (C)en dus
m | (EaX) 0y

x en y onafhankelijk <= P(x ¥) = Px ® ?Xf (2.4.15)
2 X, X

Stelling.

zij (u,¥,P) een kansruimte, x: U +R" en y: U ﬂ-Eﬁlonafhankelijke stochasti-

k

sche vectoren + R" > R® Borel-meetbaar en h: EEI+GR2 Borel-meetbaar.
y B

Dan zijn g{x) en hy) onafhankelijke stochastische vectoren. (2.4.18)

Bewijs. Zij A 653k en B € BQ.
Erigeldt meb.v. (2.4.13):
P{g(x) ¢ &, h(y) ¢ B} = P{x e g (4), y e b (B)} =

=P{xeg (A} P{y e h (B)} = P{g(x) e A} P{h(y) ¢ B}

zodat g(x) en h(y) onafhankelijk zijn. 0

Stelling.

zij (U,¥,P) een kansruimte, (gl,...,gn) cen rij onafhankelijke stochastische
variabelen en (il’iz""’in) een permutatie van (1,2,...,n), Dan zijn

x 1= (X, TETYS ¥ ) eny := (gi senssEs ) onafhankelijke stochastische vec-

1 k k+l n

toren, , (2,4.17)
Bewijs. Uit (2.2.3) volgt dat x en y stochastische vectoren zijn.

Z1j fk en gn—k respectievelijk de verzamelingen van k- en (n-k)-dimensionale




cellen, A € fk en B ¢ gn—k' Dan zijn A en B te schrijven als

A= C1 X yea X Ck en B=C X saa X Cn met Ci = (ci,di] .
Nu geldt:

P{x ¢ A, y ¢ B} = P{zi] e C ,...,§.n € C } ="

P{x. e C }P{x, e¢C,} ... P{x. eC_} =
=i O =1 n
1 2 n

I
H
—
]
m
O
ko]
m
@]

P{x ¢ A} P{y ¢ B} .

Dus Ef(fk) en zf(sn_k) zijn onafhankelijk en dus zijn volgens (2.4.9) ook
- -+ ..
F(x (fk)) en f(z (fn_k)) onafhankelijk.
M.b.v. opgave 10c volgt dan dat x en y onafhankelijk zijn. U

OEmerkinE.

Uit (2.4.16) en (2.4.17) volgt:

Als (X,4...,%_) een rij onafhankelijke stochastische variabelen is en x en
=1 -1 - L

F-meetbare functies van respectievelijk (§l,...,§k) en (§k+l""'§n) {k < n)

" dan zijn Xxeny onafhankelijk. (2.4.18)
s Stelling.

zij (U,F,P) een kansruimte, x en y onafhankelijke stochastische variabelen,

2 xelyenycl dan- geldt:

}!

CTT E(xy) = Ex Ey -
2. X (2.4.19)

<. XY € L]' S [\1\ l%] 7& lO]C/
Bewijs.
1., Er geldt:

Exy = [ﬁi dP = ((2.3.3) met g((x,y)) = xy) =
U

fxy P(itx)(dx dy) = (zie (2.4.15}) = fxy Px ® Pz(dx dvy) =

R2 R x
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(zie (1.10.16)) = J ( ny P_}E(dX))PX(dY) =
R R

= JY ( [x Pﬁ(dX))Px(dy) = (fx Pzi(dXJ)(JY Pz(dy)-) = Ex Ey.
R R

2. Analoog aan 1.

Gevolg,

Als x en y onafhankelijke stochastische variabelen zijn, geldt:

62(x + 3) = E(x + )2 - (E(x + y))? = Ex? + 2Exy + Ey? - (Ex + Ep)? =
= Ex? + 2ExEy + Ey? + (Ex)2 - 2ExEy - (Ey)? = o2(x) + o%(y) .
(2.4.20)

Stelling.

zij (U,¥,P) een kansruimte en (51,...,§n) een rij onafhankelijke stochasti-

~ sche variabelen, dan geldt:

E(§1 Xy vee §n) = E(gl)E(§2) .ee E(gn) . (2.4,21)

Bewijs. Volgens (2.4,18) zijn %, en X, X3 ... X twee onafhankelijke sto-

chastische variabelen, zodat m.b.v. (2.4.19) geldt:

BE(x; Xp +e- En) = E(:_gl)E(n_{2 Xy aus §n) .

Pas (2.4.19) nu weer toe op X, en Xy X, ... X, etc.

Na n- 1 stappen volgt het gestelde. a

Gevolg.
Als (%,,...,%_) een rij onafhankelijke stochastische variabelen is, geldt
£y 12, J y &

analeoog aan (2.4.20):

Uz(gl + ... + §n) = cz(gl) + ... * oz(gn) . (2.4.22)

OEEave.

11, Zij (U,¥,P) een kansruimte. Bewijs dat als x en y onafhankelijke sto-
chastische vectoren zijn met dichtheden respectievelijk f_ en fy’ dat
dan (x,y) een stochastische vector is met dichtheid fx(x)fz(y)._

Aanwijzing: gebruik de stelling van Fubini.




.

-~ 73 -

Als we een eindig aantal experimenten uitvoeren, zodanig dat-de resultaten
onderling fysisch onafhankelijk zijn kunnen we het volgende model opstellen:
Zij (UI,FI,P]),...,(Un,yn,Pn) een eindig aantal kansruimten.

AlsU=U,  x ,,. xU ,F=Ff e...©F enP =P, @ ... ®P , dan is vol-
n ] n n _

1 1

gens (1.10,18) (U;Y,P) een kansruimte.

Resultaten u ¢ U hebben de ggdaante u = (ul,uz,...,un) mEt?dlsisn :‘ui,e Uif
Volgens (1,10,18) geldt:
Vicien | AL € Fi = P(A X ... X A) = P(A) ... P(A) . (2.4.23)

~ o~ ~

Als 30T STERRNS. 9 stochastische variabelen zijn op respectievelijk UI’UZ""’Un
dan definieren we de rij X se0s,%, door gk(u) 1= gk(uk), met

u = (ul,uz,...,un) e U, _

Dan geldt: X U + R is ¥ -meetbaar,hetgeen volgt uit '(1.5.9) en het feit

dat: {u e U | gk(u) < al = Up % eue X Uk-l x {uk € Uk | §k(uk) < al x

X Upyg X ees X U, . De Tij X seeenX) is dus een rij stochastische variabelen,
{(Merk op dat KisroosX dezelfde dichtheid kunnen hebben.) (2.4,24)

De stochastische variabelen EiseeesX zijn bovendien onafhankelijk. Voor
n = 2 volgt dit uit:

(A € ¢], B e fz) = A XUZ en U xB zijn onafhankelijk. Dit volgt uit:

P((AxU,) & (U, xB)) = B(A x B) = B (AJP(B) = P(AxU,P(U, XB) .
(2,4.25)

Voor het geval dat het aantal experimenten niet eindig is kunnen we het vol-
gende model opstellen:

zij V. : (U,,¥.,P.) een kansruimte, Dan definiéren we:
1elN 17711

E Ui = {(u],uz,...) | u; € Ui} .

[++]

® ?} is de v—algebra voortgebracht door de klasse ¥ van verzamelingen van
i=1

de vofm (Al X 444 X An x U x U

ntl 042 % ees) met Ai € ?i.

o N
® Pi is de uitbreiding tot F($) van de maat P op ¥ gedefinieerd door:
i=1

P(A1 X see X An X Un+l X Un+2 X 44a) = Pl(Al) e Pn(An) met Ai € ?i'

L e s AN e gt A el s e el 1
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[+] oo

Dan geldt weer dat (I U,, ® ‘Fi, ® Pi) een kansruimte is,
i=1 i=1] i=1
Ook generalisatie van (2.4.24) is mogelijk (ga na).

OBEave. ' R

12, Bewijs dat:
V;eﬂi: Ay € Foo= P(A) x Ay x Lul) = 121 P, (A) .

Stelling (Borel-Cantelli).

zij (U,¥,P) een kansruimte, AI’A2’°" e T en A=Tlin An. Dan geldt:

0 als ] PA,

l. PA= < =@,
i=1
2, PA =1 als izl PA; = = en de rij {Ai}iE]N onafhanke;ljk is. e (2.4.26)
Bewijs..Definieer B = ku As dan geldt A = nnl'Bn.
=n =
Omdat B] ) B2 > ... volgt mb.v, (1.4,5): PA = lim PBn'

e

Dan geldt:

PA = lim PB_ < lim } PA =0.
N0 nse k=n

is onafhankelijk.

[#»]
2. Z PA;, = = en de rij {Ai}ieﬂi

Dan geldt m.b.v. (1.4.5):

o w0 m ©
* * * *

PB. = P( n ) = 1im P( n Yy =1im 1T P = T (1-PA) =20,
n k= Ak o k=n Ak me k=n Ak k=n K

o
immers: iz; PAi = o en.V%Bn : 0 < l-PAk < 1 zodat het produkt naar 0 di-
vergeert (zie Voortgezette Functietheorie stelling 6.4.2}.

Nu volgt:

PA=1im PB =1 - lim PB” = | 0
n Iy

oo e

— e el e i el el AR A . -
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2.5. Convergentie van stochastische variabelen.

Definities.
. o Zij (U,F,B) een kansruimte en X, {gﬁ}nEnqlstochastische variabelen.

1. x > x (n>®) (b.z:) als P{x_~+x (n-;'m)} = 1 (zie (1.5.19)):

2. 3, > x (n > f) (stoch) alsr¥;>03: P{]gn - x| 2el >0 (a>w).
3.2 +x (n + =) (L]) als~E(|g_cn -x[) +0 (n ).
; 4o x> % (0> =) (L) als E(x_ - x| 0 (@ >e). | (2.5.1)
¥
Stelling.
: Zij (1,%,P) een kansruimte en x, {:_(n}nEIN stochastische variabelen, dan
?; geldt: '
?ﬁ Loz, »x (n>o) (L)) = (g, > % (n f.ﬁ) (L])). _ |
’ 2. (x> x (n ¥ ®) (L)) = (x ~+ x (n~ =) (stoch)). ©(2.5.2)

Bewijs. Zonder verlies van de algemeenheid mogen we‘aagnemén dat x = 0 (be-

schouw anders ¥, T X - x).

: |a) £ 1+ a%, dus in het bijzonder (puntsgewijs):

acR
2 2 :
x| =2 X Y
- < ] + — , oftewel |x | < ¢ *+ — =zodat E|x | < e + —E(x%) < 2 als
s € 2 “n £ “n e **n ‘

n voldoende groot is.

2. Zij e > O en A = {|§n| > ¢}. Dan geldt:

Elx | = J|§n[dP 2 f|§nidP 2 e [dP = ¢P(A) ,
| A A
n n

Elx |

zodat P(Ah) < < ¢ als n voldoende groot’ is. L N

Opgave.

13. Voor p 2 | definiéren we: X X (n > on)_(Lp) als E|-)_cn - §|p >0 (n > «),

Bewijs nu: (p 2q A x +x (n~+) (Lb)) = (% f x (n > =) (Lq))-
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Stél'ling. | . ‘_ | M

zij (U,¥,P) een kansruimte en {En}nenq een monotoon niet stijgende rij van .
(%iet—negatieYé)stochastische variabelen, dan_geidt:- ' - ' o (.\ )_
' (x. + 0 (n+w) (b.z.)) <= (x. + 0 (n + =) (stoch)) . (2.5.3) V%
hE- *n : : . _ T
Bewijs. Zij € > 0 en An 1= {§n 2';}, dus Al 2 A2 o .
Zij x := lim x (iﬁ de zin van (2.5.1.1)) en A := n A = {x z e}. Uit
n-+« n . n=1 n
{(1.4.5) volgt dan dat PA = lim PAn.
: n-xo .
([T . = : ' . . =
=>": Er geldt V;>0 { PA =0, zodat V;>O ¢ lim PAn 0 en.dus
_ T
VL>O : P{[gh] 2 e}l >0 (n-> =),
] IR | B . ! = ] =
«<': Er geldt V€>0 : lim PA_ =0, zodat Vs>0 t PA=0
] o - P |
Neem € = ¢ dan volgt in het bijzonder: Vkenq:,P{E-z 1} = 0.

(x#0} = u {x>q} zodat volgens (1.4.4) geldt:

k=1
Px # 0} = limP{x 2} = 1im 0 = 0 .
koo Terco

Dus P{x = 0} = 1. . ' . : O

Stelling.

Zij (u,¥,P) een kansruimte en x, {En}ﬁé stochastische variabelen, dan

N
geldt:

(gn + x (n » =) (b.z.)) =b'(§n-+ x (n -+ =)} (stoch)) . | - (2.5.4)

Bewijs. Zonder verlies van de algemeenheid mogen we aannemen dat x =0,

Zij Wi ;gﬁ |§k[ldan is {t_x_rn}m_:]N een monotoon niet stijgende rij vag niet-
negatieve stochastische variabelen en W, 0 {(n+ =) (b.z.), zodat volgens
(2.5.3) geldt: v, o 0 (n > =) (stoch), Daar |§n] s geldt:

Ve>0 : P{[§n| z e} < P{lynl > ¢}, zodat ook geldt: -3 0 (n + =) (stoch). []-




an

Opmerkingen.

1. Het voorafgaande kunnen we schematiséh_als volgt weergeven:

(2.5.2.1)

i L | =—/—=—= | U (2.5.2.2)
conv, ' conv, ::::::;i .
o . [stoch
conv,
. N o i
b.z. %.4) |
conv. : '
2, Zij {an}neli een rij uit R, dan geldt: |
I 1 3 11 . . —_
‘an}neﬂQ is een fundamentaalrij : <= VE>0 BNEIGV; on ]an ak|
V : - - 0 ..l
e>0 e ksugmlak a ] < g <= ksggNla . a | >0 (N~>w).  (2.5.5)
. Stelling,

zij (v,¥,P) een kansruimte en {gn} een rij stochastische variabelen, dan

ne I
geldt:
( sup |x - xk| + 0 (N + @) (stoch)) = (x convergeert b z.). “ (2.5.6)
n, k2N : '
Bewijs. Zij y = nsEE lgn kl dan is {ZN}NGIJ een monotoon niet stljgen“
4 de ri} van niet-negatieve stochastische varlabelen (ga na) met de elgenschap

Iy 0 (N + =) (stoch). Volgens (2.5.3) geldt dan I 0 (N + o} (b.z.).
; Voot die u € U waarvoor zN(u) + 0 (N » =) is volgens (2.5.5.2) {_2-_:1\T(u)}1\1‘5]N
een fundamentaalrij, zodat voor die u {EN(u)}NeIJ een convergente rij is

(zie Algebra en Analyse 4.1,14), Dus X convergeert b.z. - 0

Stelling.
zij (U,¥,P) een kansruimte en {gn}

geldt:

nely ©eh rij stochastische variabelen. dan

sup |x - x [ + 0 (N » =) (stoch) <= sup.| | =0 (N » ) (stoch)
k,n2N kzN xk 3

(2.5.7)
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Bewijs. Dit volgt rechtstreeks uit:

- sup. _'-—-~ < sup |x - X | <.
k2N I#k XNI- n,kzN " " o
< sup t|_ - x I + iE - X [)-s 2 sup [_ - x | .
n, k2N L oW e

Voorbeelden.

1. U := [0,1], ¥ :=E3[0 i1 (Borelverzamelingen op [0,11), P := A (Lebésgue—
’ } .

maat).

fn 0 <uc< %
x (u) := _ _
n 0- ue{O}U[-%,ll.

Dan geldt VLE : gn(u) + 0. (n + =), dus X is b.z, convergent.

U

Verder geldt V : Elx | ='l, dus x_ is niet L  convergent.
ne N =n - =n

1
2, (U,F,P) als in het vorige voorbeeld.

Voor n e N U {0} en 0 < m < 2" definiéren we:

I NP S
e {
Z7+m 0 elders
| %2 a X3 | |
| | I I
| | . L | J
0 i 0 12 1 0 12 1
o m
| s| ) m|
| | | |
I L |
| | I
| Y S |
0 /% 1 0 14 12 1 01/8 1




Er geldt x > 0 (n~» =) (Ll) maar VueU VNE]N 3n>N : :_cn(u) = 1, -zm.iat X

niet b.z, convergeert.

v

. ¥

. fo e mmmin ML e e el e e M T b
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HOOFDSTUK -III., SOMMEN VAN ONAFHANKELIJKE STOCHASTISCHE VARIABELEN, -

Wetten van de grote aantallen.

Notatie,

Zij (U,¥,P) een kansruimte met onafhankelijke stochastische variabelen _

: x!,gé,..., dan s, = Z (313-'E§i)._ ' ' (3.1.1)

We zullen dikwijls aannemen dat Egi = 0, hetgeen geen essentidle beperking

is (immers beschouw anders ¥ = xg - Ex;).

OEmefking.

s, is een stochastische variabele (ga'na). Als‘be_= Px = (gelijke ver-
: ' . . =1 =2 o
delingen) dan geldt p := Ex, = Ex, = ... en dus geldt dan__s_n =Xt .4
+ X -~ oun. ' _ , S : 7 (3.1.2)

Definities.

Zij (U,%,P) een kansruimte en {x } ~een rij Onafhaﬁkelijke stochastische

€N
varlabelen.
g,
{x }neﬁi voldoet aan de zwakke wet van de grote aantallen als - -+ 0
(n -+ ®) (stoch).
5

,{ggn}nﬁ]N voldoet aan de sterke wet van de grote aantalleén als A7? + 0

(n-»w) (b.z.). . ' ' ' ' (3.1.3)

Opmerkingen. Zij (U,F,P) een kansrﬁimte,

1. Zij {En}nefi een rij onafhankelijke stochastische variabelen met gelijke
vgrdelingen, met Ex =0 en. x € L,. Zij o2 := 02(x ) = 02(x Y= ... 0=
= E§? = Egz oo e Volgens (2.4.22) geldt dan dat a? (s ) 2(51) + ool +

+ Uz(gn) = no?, zodat

ol
n _ 2 TF >0 (no ). (Egn =0
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5 ' ' 8
Dus 7? + 0 (n+ =) (Lz) en derhalve, volgens (2.5.2), E? + 0 (n » =)

(stoch), zodat {zg}neli'VOIdDEt aan de zwakke wet van de .grote aantallen.

2. Als {x } een rij onafhankelijke stochastische variabelen is, niet
noodzakellgk met gellee verdellngen, maar wel Ex = 0,‘xn € 12 gn
] B :
_— E 2(xk) - 0 (n + m), dan kan men analoog bew13zen dat {s } vol-
n? k=1 _ €N
doet aan de zwakke wet van de grote aantallen.

3. Uit (2.5.4) vu&:lgt':;"[gn}ndN voldoet aan de sterke wet van de grote aan-

tallen = {x } .. voldoet aan de zwakke wet van de grote aantallen.

(3.1

Stelling (ongelijkﬁeid van Kolmogorov),

Zij (Y,%,P) een kansruimte, Xys+..,% onafhankelijke stqchastische variabe-

len met E§n = ( en_cﬁ §= cz(gn) <o (n=1,.,.,m (dus'g’_:n € Lz); dan geldt:

"V & P{ max |s } s - (3.1.5)
e>0 I<n<m| [ g2 nZ

Bewijs. Zij € > 0, A| := {[g;] 2 e} ena_ := {g | < e, ooy g o<,

5.
Ls_n 2e} (n

2,.0.,m). De Ai’s zijn dan disjunct.

Zij A 1= Ai
i=1 . 1£n<m

et x f-meetbaar en s

= {max [s_| 2 ¢}. Zijn e {1,...,m1} dan is $m " 8, =

1lc g

= Xy XA is dan een ¥ -meetbare functie die

uitsluitend van xl,...,x afhangt. Volgens (2.4,18) zijn s m - Sp e 8 XA
‘ T

dan onafhankelljk zodat:

fgn(gm - 8, )dP = f(gm - 808, gAn dp =

Xy ) = E(gm -8, E(s XAn) =0

immers E{(s - s ) = Ex + ... + Ex = 0. Dus
“m -n = “m .

= e AR L s e 2




ot

% Nu_geldt V’ne{l,...,ml :
"_21_ 5 - o 2.0 _ 2
; Js dp J(§m §n + s )°dpP J( sn) dP +
g A - A
n n . n

n=|] e
m m m . m .
. = 7 [gzdPa_zx Jgidpa ) e? JdP= } e*PA =c?PA. D
n=1 A n=1 A n=1 A n= |
n n : n

OEmerkinE.

Voor m = 1 gaat (3.1.5) over in de ongelijkheid van Chebjshev:

¥ oo ¢ Bllx| 2 e} < l2c2(x Y. | . (3.1.6)

Stelling.

zij (U,f,P) een kansruimte en {_:_in}nEIN een rij onafhankelijke stochastische

: . 2 .. L2 :
varlgbelep, X € L2, o =g (§n) en

1. Z:\Eg ](.m’
n=1 n

=

2. E oi < o,
n=1

o«

dan convergeert x, b.z. ' (3.1.7)
: =1

-

. . R R T I TRV U P PO R
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Ve]N. Ex = 0 (ga na).

Bewijs. Zonder verlies van de algemeenheid mogen we aannemen dat _

2ij € > 0 meN\{l,2} enk € {i coaym—1}. Op §k+i"""§ﬁ l.cunneﬁ we (3.1.5').‘

toepassen, zodat

, 4 m , o
(%) P{ max |s -8l 2 el s L ) o?s L z oZ .
k<ns<m g2 j=k+] J €2 j=k+1 I
Definieer A i={max |s. - s | 2¢e}={ max | vee + x|
' o k<n<m ko k<n<m For : n
(m 2 k+1). Dan geldt: Am < Am+l C v en‘Vizm :‘Ai c ¥ (ga na),
=]
(1.4.4) geldt dan: P{ U A ) = Iim PAm.'
m=k+] . M
D prs ' _ ' 1 T 2 ‘
Uit (*) volgt V : PA s-— ) g%, Er geldt nu:
‘ ) Bt Tnew  Fon 2 '=‘¥1§+I' J g
: ‘w
P{sup !s - Eki z g} =P( v Am) = lim PAm <
-nzk : mmk+] S ol
i - _
s— J o200 (ko ®)
e2 jek+l J ' \

Dus sup |§n - Ekl + 0 (k - ») (stoch). Volgéns (2.5.7) geldt dan ook

é'e}

Volgens

nzk
sup |s - 8 [ > 0 (N +» =) (stoch), zodat m.b v. (2 5. 6) volgt dat 8, b.z.
n,k=N-
convergeert,
Opgave.

14. Als {gn}nEJN een rij stochastische variabelén 1s (niet noodzakelijk on-

[+

-]

afhankelijk) met xn € L1 en Z E[xJ[ < «, dan convergeert _Z x. b.z.

j=1
" Aanwijzing: gebruik (1.9.6) en (1.8.4).

Lemma (Kronecker).

Z21ij {an}nenﬂ een rij reele getallen, dan gel#t:
v oa, ' ap + .4 a,
) e is convergent = ~a +> 0 (n > )

j=1

(3.1.8)




_§l+...+x

Bewijs. Uit Algebra en Analyse 4.3.17 (Cesaro) volgt:

V bl+ --i‘+b .
(*) (b > b (n > =) = ( ~ -2 5 b (@) .
noa, o N - . a
le'bo = 0, bn = z * en b = lim bn, dan geldt: V%ERJ: = bk - bk?I’
k=1 _ Do .
dus‘ak = k(bk - bk-l) zodat
R T R R
= [ kb, - J kb .= ¥ kb~ kb, . =
Y A LTI S
} e - L 3
= kb, = ) (k+1)b, = (kb, - (k+1)b ) + (n+1)b_ =
ke k K= 1 Sk k=1 k k n
)
= (n+1)b_ -~ b, .
moger <
Dus geldt:
n : n

]I —n+ 1 1

- =———b =< J b +1.b-b=0 (n>w) .

n k=1 ak n n n k=1 k
(Hierbij is gebruik gemaakt van (*).) 0O

Stelling (Kolmogorov).

zij (U,¥,P) een kansruimte en {zn}ﬁeni een rij ohafhankelijke stochastische
. : 2 .o 2¢ dan oalde s ' o
variabelen met X € L2, L. i='g (gn), dan geldt:
5 ,
z Lo = {x }neli voldoet aan de sterke wet van de grote aantallen.

(3.1.9)
Bewijs. Zonder verlies van de algemeenheid mogen we aannemen dat Ex = O.
. . = i - . 2 = .._n_ - -
Zij Lo T dan geldt Ezn =0eno (zn) i Als nu ngl 02(Xn) < o, dan
. oo ) )_{
volgt uit (3.1.7) dat ) ¥, b.z. convergeert. Dus ) 7? convergeert b.z.
. n=1 : n=1 :

© % (u)

Voor die u ¢ U, waarvoor . convergeert, kunnen we (3.1.8) toepas-
‘ n=1

x,{u) + ... + gn(u)

sen zodat voor die u geldt:

- > 0 (n > =) en dus geldt:

-n

- >0 (a>®) (b.z.). | ' | 0

B s it o1 vt Rl R T R ST 1 v
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Gevolg.

Als {l_cn}nem een rij onafhankelijke stochastische variabelen is met dezelfde

.lverdeling, X € LZ’ u :f Egn en o2 = cz(gn)g dan geldt

E 02 _ o x2
__0-6—<°°
n=] n?
zodat
§1+.'.+§
~ B ou (now) (b.z.). . (3.1.10)
Lemma.

zij (U,F,P) een kansruimte, X een stochastische variabele en An gedefinieerd

door: An :=-{]£[ z2n} (n=0,1,2,...), dan geldt:

<> ] PA <@, ©(3.1.11)
n=0

X € LI

Bewijs. Zij B = A \A_,, (n=0,i,2,,..), dan geldt:

1) op B, is k < Ix] < k+1;

2) An = U Bk’ i.h.b. A, =U= uy B, ;

k=n 0 =0 k
3) PA_= ) PB., i.h.b PB, = |
D gap ¥ | kZO koo
@ @ o o -k @ ‘
4) PA = ) '} PB, =} J PB_ = ) (k+1)PB
nZO mp=0 ken  © k=0 n=0 X =0 k2
zodat
L PA_, = ] KkPB < ] f@dp = fl_:gldP =
=0 =0 k=0
B, U

'f Jiydps } (k+1)PB = ] PA_,
k=0 n=0

waaruit het gestelde volgt. : 0
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Stelling (Kolmogorov).

zij (U,F,P) een kansruimte en {En}neni een rij onafhankelijke gelijkverdeelde

stochastische variabelen, dan geldt:

€ L
X 1 X, + .0+ X

<> > u (n + =) (b.z.).

Egn i n

Bewijs, Voor n € N definieren we:

A = {lx,| 2 n}

v

n}

B_ = {Ix|

x als x| < n
£ (x) :
0 als |x| zn
0 als Ignl Zn
En t= fn(El) = {}_{1 als I}_cll <1n .
0 als |§l] = n

"e'': We bewijzen eerst dat:

2
@ gc(y )
] — e
=] n

n

k=1 k=1

reeksen convergeren, dan convergeren ze naar dezelfde limiet,

3. Ey, +u (k » =),

(3.1.12)

_ n
2, (= 7} §k(u) convergeert sfa % y zk(u) convergeert) (b.z.) en als de

ad 1): Uit (2.3.11) en het feit dat Y, en z gelijkverdeeld zijn, volgt:

200 ) = Fy2 = 2 2 o g2
o%(y,) = Eyg - (By) .sEgn Ez2

en derhalve kunnen we hieruit m.b.v. (1.9.6) concluderen dat:

2 22

o 2 o ’
zc_ixi).szE_gﬂanf;ri‘
n=] n?

n=1 n2 n=1 n?
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Definieer z := Z =,
n=1 n?

Laat u € U en kies m eN zodanig dat:

m-1 < IE](“)I <m

dan is

Ek(u) - |0 voor k = 1,2,...,@-1

gl(u) voor k = m,m+l,...
en dus:
© zZ(u) e x¥(u) @ .,
z(u) = } = _=§]2(u) ] — <= x2(u) s 2]z, (u)] .
2 = 2 . 2 m =] 1
n*m n n=m n¢ n=m n
v 1 l S 12
(2‘ — < — dx = —— dus Z — < =, m € N). Derhalve geldt:
. 2 2 m- ] 5 W

n=m n a1 % _ n=m n

VLEU 2 |z(u)] < 2|§l(u)[, dus E|EJ < ® waaruit 1 direct volgt, )
ad 2}):

Bo= izl 20} ={x 4y} .

B definiéren we door:

B:=1limB_ = n v B .
n n=1 k=n k

Daar {En}neli een rij stochastische variabelen is met gelijke verdeling,

¢ L, volgt m.b.v. (3.1.11) dat | PA <= en

' geld; dat ?Bn = PAn. Daar'gi L

x .
derhalve dat Z PBn < «, zodat we m.b.v, (2.4.26) kunnen concluderen dat

n=1}
PB = 0.

Er geldt:

u¢ B=u ¢ Bn o.d.d.

en derhalve dat

u¢ B= xn(u) - gn(u) = (0 o.d.d.
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Met Algebra en Analyse 4.3.17 volgt nu:

n oy (@) - x (u -
uf¢B= ) k i +0 (n+ =)
k=1 n :

waaruit het onder 2 gestelde direct volgt.

ad 3): Y, en z) zijn gelijkverdeeld dué_Exk = Ez, . M.b.v. het'bewijs van
(2.3.3), (2.2.18.5) en (1.9.15) volgt nu:

Ez, = |f, dP = |f (x)dF (x) « '
=k J k X f k X
\@.B\ -1 R 1 : ZZ

Toepassging van (1.9.5) levert dat:

Exk - 'fxde

(x) = (2.3.4.1) = Ex; = u (k> =) .
1 .

M.b.v. (2.4.16) volgt dat {In}neni een rij onafhankelijke, tot Lz'bEhorende,
stochastische variabelen is. '

M.b.v. (3.1.9) volgt uit 1 dat:

1
oy

I -~

(xk - Exk) +0 {(n-> ) (b.z.) .
1 N .

Uit 3 volgt m.b.v. Algebra en Analyse 4.3.17 dat
L)
—_ Ey. ~u {n -+ oo).
n e k .

zodat

I~

% Y o (n =+ =) (b.zf)

k=]

waaruit m.b.v. 2 volgt:

1 ' X
+u (n=+o) (b.z.) .
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"ot s . .
«; ;13 En =Xt v X, dan.geldt.

t
=4 (o) (b.z.)

zodat.
Zn 1:-n " En--l :En n- I‘En-l.
— s = - — n-.l+0 (b + ) (b.z.) .

Hieruit kunnen we concluderen (vgl. het bewijs van (2.5.4)) dat:

X ' .
(*) sup {l1§l} +0 (n+ «) (stoch) .
m2n
@ e ® X - @ P
limB_= n u B = n u {|]= 21}e n {sup |[=| 21} .
‘ " netmen ®  n=l men o n=l men O

M.b.v. (1.4.5) en (%) volgt dat:

=

21} =0 .

P(lim Bn) £ lim P{sup
N mzn

De.verondersteliing dat Z ‘PBhr= @ leidt m.b.v. (2.4.26) tot de tegenspraak:
n=1 '
P(lim Bn) = 1, zodat

waaruit m.b.v. (3.1.11) volgt dat x € L.
Als Ex = u;, dan volgt m.b.v. "=' dat p = My 0




3‘ 2.

- 90 -

Karakteristieke functies.

Definities.

Zij (U,¥,P) een kansruimte.

z: U+ © heet een complexe stochastische variabele als z(u) te schrijven is

als: z(u) = x(u) + iy(u), waarbij x en y stochastische variabelen zijn. _
’ (302.])

De verwachtingswaarde Ez van een complexe stochastische variabele z = x + iy

is gedefinieerd door: Ez := Ex + iEy. _ | (3.2.2)

Een complexe stochastische variabele z = x + iy heet integreerbaar (z ¢ LI)

als x € L, Ay € L;. : : - (3.2.3)

Twee complexe stochastische variabelen z, = x, + izl en z, = X, + ixz heten

]
onafhankelijk als de stochastische vectoren (51,21) en (52,12) onafhankelijk

zijn, O (3.2.4)

Opmerkingen.

. Een groot aantal van de reeds behandelde stellingen zijn uit te breiden
tot stellingen over complexe stochastische variabelen, zoals de gemajo4
reerde convergentiestelling van Lebesgue (1.9.5) en de stelling van
Fubini (1.10.16). Het lemma van Fatou (1.9.2) echter niet, ' (3.2.5)

2. Als niet expliciet vermeld wordt dat z een complexe stochastische varia-

bele is, dan dient z reéel te worden verondersteld. '(3,2.6)
Oggave.
15.'Z'ij (U,F,P) een kansruimte en z enz, onafhankelijke complexe stochastische

vectoren.
Bewijs dat: Eglgz = EEI'EEZ'
Aanwijzing: gebruik (2.4.16).

Definitie.

Zi3 (U,f}P) een kansruimte en X een stochastische variabele met verdelings-

functie Fx' De karakteristieke functie van x wordt gedefinieerd door:
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ixt
¢£(t) i= Ee'="

-0

Eigenschaggen.

2.

3.

4.

5. x

mx(O) = 1.
lo ()] = 1.

Oy is uniform continu op R.

€ Ll = -
¢;(0) = iEX.

L

€ L, =

=
%]

W0y m a2
@x(O) Ex“.

Bewijs.

l.
2.
3.

Triviaal.
Triviaal.

Voor T € R geldt dat:

o

-0

M.b.v. (1.9.8) volgt dat

0

. J |27 - 1jap

-

o (t+7) = 0 (D)] s J | ¥ -

(= f 1%t aF, (0 )

1|dp .

%y is continu differentieerbaar naar t

9y is 2x continu differentieerbaar naar t

t eR .

een continue functie van 1 is, waaruit voor T + 0 3 volgt.

. Volgt uit (1.9.9).

5. Volgt uit (1.9.9).

OEmerking.

(3.2.7)

(3.2.8)

Als x een continue stochastische variabele is, dan geldt (zie (2.2.17) en
(2.2.9)):




-
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X
Eﬁ(x) = ?E((*w,x]) = f fﬁ(t)da .

-0

M.b.v. (2.3.4) volgt dat:-
fpx(t) = [ eltx fx(x)dx . . | . (30 2.9)

-
Stelling.
zij (U,¥,P) een kansruimte en x en y stochastische variabelen., .

Als x = u+ o0y (uyoeR, 0 > 0) en y dichtheid'f.z en verdelingsfunctie EZ
heeft, dan geldt:

X -
1. FE(x) = FX(TH) .
Zf fzgx) = % fzéif%fﬁ) (b.o.} als y continu is.
3. ?E(t) = eitu ?Z(Ut) alslz.continu is. (3.2,10)
BewijSQ
1. ' Ff(x) = P{x < x}.'= P{y < X ; 2} = FX(E-;—E) .
Xy
_ X : g
2. f fE(E)dE = ?E(X) ,gz(. ) f fz(n)dn (€ .on + u)
< .
- leg-u
= f p- fz( 5 YdE .

M.b.v. (1.8.5) volgt derhalve dat:

e By o
p ?Z( S ) .fﬁ(g) {b.o.) .
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3. M.b.v. 1 volgt:
oo . o0

0 (6) = I ett¥ dF, (%) = J e't® de(x ) - E -y =

bt~ -0

o

J eit(u+oy) d?zxy? - eigy ?x(ot) . | - 0

-0

Stelling.

Zij (U,%,P) een kansruimte €N XiseensX onafhankelijke stochastische varia-
belen, dan geldt:

JETEI I | (3.2.11)

Bewijs. Voor m = 2 volgt m.b.v. (2.4.16) en (2.4.19) dat:

i(§1+§2)t iglt ix
P (t) = Ee = (Ee
%

Xt
MEe 2) =g CORCE
_1 =

waaruit door herhaald toepassen het gestelde volgt, - ' 0

Voorbeelden van karakteristieke functies.

1. De Cauchy-verdeling heeft als dichtheid

1

1+x2

1
fﬁ(x) ==

en als karakteristieke functie:

m -
1 e1xt
g _(t) = — [ —_—dx = e
X m 1+ x2

-ftl

—oc

(ga dit na m.b.v. contourintegratie).

Algemener geldt dat als

1 a

T a2 4+ 42

£ (x) =
" . x

dan is

_ —alt]
@E(t) = e .
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2, De normale verdeling heeft als dichtheid

—le?
fz(x) =t e bx

o /2

| en als karakteristieke functie:

=]
. 2 .
9, (€) =-7£: f e bx el*t gx =
= 2m
_%fz = _ o 2 N
= e/__ [ e $(x-it) dx = (x~it = z) =
2m .
_14+2 w1t
e bt -4z2
\ = = e dz = (ga na) =
-3e2 7, 2
| ) = e/ﬁ_ { e iz dz = e bt .
2n

: ;:dbc;;eﬁu 7 v
3. Een discrete verdeling i i '

| A¢7 o {
, ‘ i
.. X By sl ~
n= n

- en als karakteristieke funectie:

9 () = ] e

n=1\

In het bijzonder geldt dat:

a) voor de singuliere verdeling, gedefinieerd door P{E = u} = 1, dat

?EFt) = e'ME,
b) voor de binomiale verdeling, gedefinieerd door P{x = k} = (E)pkqn-k
(k = 0,1,2,...,n) dat ¢ _(t) = (q + pe*H)", (3.2.12)

Oggaven.

16. Bewijs dat, als f_even is, 9 reeel is.




17. Bewijs dat de karakteristieke functie van

_ (x—w)?
£ (x) = e 202
x o2

- 2+i '
e foct+it is

3.3. Continuiteitsstelling.

Zij F: R +R' met:
‘ 1. F is monotoon niet-dalend,
, 2. F is rechtscontinu,
| 3. F(x) - 0 als x » -=,
4. F(x) - | als. x » =, _
dan is volgens (1.4.16) en (1.4.38) up een maat op B met uF(IR) = 1, zodat
(IR,B,uF) een kansruimte is.

Egghfaﬁﬁfie F: R »R met de eigenschappen 1 t/m 4 heet een verdelingsfunctie

en p{t) = feix: dF(x) de biibehorénde karakteristieke fumctie (vgl. (2.2.17),
(2.2.13) en (3.2.7)). : (3.3.1)

Als we de stochastische variabele x: R + R definieren door E(“) = u {u ),

dan geldt: Fx(x) = uF{ﬁ < x} = uF((-w,xJ) = F(x) zodat de in 3.2 voor Fx en
¢x'geformu1e3}de stellingen ook voor F en p gelden. -

» —

Definities.

1. Zij F een verdelingsfunctie, dan definiBren we:

i
:

F(x) := §(F(x=) + F(x)) © (x € R) . : (3.3.2)

T R e

2. De functie sgn: R + {-1,0,1} is gedefinieerd door:

1 als x>0
sgn{x) = 0 als x=0.
-1 als x <0 J (3.3.3)

Stelling.

Zij F: R +R" een verdelingsfunctie en g(t) de bijbehorende karakteristieke

functie. Dan geldt:




_96_

T _ibe  -iat |
f g - p(t)de (a,b € R)

=T - (3.3.4)

Fb) - F(a) = lim --
Toreo 2n

Bewijs. Zonder beperking van de algemeenheid nemen we aan dat a < b.

We definieéren:

T . T . . o
-ibt -iat -ibt -iat .
I = f & - = p(t)dt = J e - £ ( J et darF(x))dt .
_'I' —T -y
M.b.v; (1.10.16) volgt:
@ T . .
i(x-b)t _ i(x-a)t
.= J ( f & - £ dt)dF(x) =
-0 —T ‘
o T . . - 0 .. . )
i(x-b)t | i(x-a)t i(x~b)t _ i(x~&)t
. = f ( f e e dt + f € £ dt)dF(x) =
t t
. -0 -T
o« T . . .
i(x-b)t _ i(x~a)t _ -i(x-b)t -i(x-a)t
= f([ e £ te te dt)dF(x) =
- 0
© T _ ’ .
(%) = 2i f ( f qln(x-b)t ; sin{x-a)t dt)dF (x) .
. < _
- o
Zij 8(a) := [ E&E—E du, dan ggldt:
0

ot
H
¥
%
#

lim $(@) =% en lim S(a) = -3
[s el Q> =00

L g

(zie Algebra en Analyse 7.6.22) en dus

: Is@)f =™,

(*#) 3I~’IeIR+\‘/ousIR '

Tevens geldt:

gin ax - sin u -
f '—x— dx f —-G'-- du S(aT) .
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Substitutie in (*) levert:

J S({(x-b)T) - S({x~a)T)dF(x) .

-0

2|

i
75 JT

M.b.v. (*x) en (1.9.5) volgt:

limzi_”JT = —-11? J lim (S((x~-1b)T) - S((x-&)T))dF(x) -
T oo T+
= --:-r- j% (sgn(x-1b) - sgn(x-a))dF(x) .
Nu geldt:
0 als x <aof x> b
sgn{x-b) - sgn{x-a) =4 -1 als x=aof x=25»
' -2 alsa<x<b
en dus
lim 5= Iy = 4 JdE(x) .2 [dF(x) . JdF(x)) -
Toreo ™ T . '
{a} (a,b) {v}
a = Jup({a)) + 2up((@,b)) + up({p})) =
i = §(F(a) - F(a-) + 2F(b-) - 2F(a) + F(b) - F(b-)) =
= F(p) - F(a) . - 0
Gevolg;

Bij een gegeven functie ¢ is F é&nduidig bepaald, immers: Uit (3.3.4) volgt
dat bij gegeven ¢ de functie F op een constante na bepaald is. Door de voor-

waarde lim E(x) = | is F dan ééndﬁidig bepaald., Omdat F(x) = F(x+) is dan
b wa-
ook F éénduidig bepaald. (3.3.5)

Voorbeelden.

zij (u,f,P) een kansruimte.




-g

1. Zij x en y twee onafhankelijke stochastische variabelen met

_ w2 ' _ (z~v2)2
1 202 1 21
f(X) = =—— ¢ en £ (y) = e
X ov2m ) L 1/517

(d.w.z. x en y hebben een normale verdeling). Dan geldt volgens opgave 17 en
(3.2.11): '
_ int-}o?t
<P§(t) e

w t = e

5 - 2,2
ch+z(t) = olluv)e-i(o%+9)e

N Dan is volgens (3.3.5) x + y normaal verdeeld en geldt:

\ : E(x+y)=u+v en 02(_:_:.+z)=02+12.

2. Zij x en y twee onafhankelijke stochastische variabelen met

] & 1 b
f (x) == en f (y) = = com———
x T a2 4 42 A Tp2 4 g2
2 (d.w.z.' x en y hebben een Cauchy-verdeling). Dan geldt volgens (3.2.12.1) en
(3.2.11): |
-alt] _ bt . ~(asb) |t!
wz(t) e , _yz(t) e eR Py " O ;

zodat volgens (3.3.3) ook x + y een Cauchy-verdeling heeft.

X

3. Zij F een verdelingsfunctie en F(x) = j f(g)dE. Dan volgt m.b.v., (3.2.9):
o) = J et f(x)dx .

—

Als ¢ € L, volgt met (3.3.,4):

1
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;[ emibe i 1Pt -
CF(b) - F(0) = lim 5 f S o(t)at = = f E—— p(t)ae .
T : .
-.T ) —co_
- Omdat
b s
. -ibt
-1 f e 1ge dg = 2 !
: t
0
geldt:
F(b) - F(0) = 3-‘17 f ( J e 8t drye(r)de .
-0 0
M.b.v. (1.10.16) volgt:
b c
F(b) - F(0) = -2-]; f ( fe-”’t p(t)de)dg .
o oo
Als /
-] —
. ; _s I,
&(E) ==_.{—,f A TOL: T
2R
geldt: .
b b
I £()dg = F(b) -~ F(O) = I g(E)dg .
0 0
M.b.v. opgave 7 volgt f = g b.o. _ (3.3.6)
Definitie.
Als F een verdelingsfunctie is definiéren we:
x+6
Fo(x) 1= g f F(u)du . (3.3:7)

x-6

Omdat F monotoon niet~dalend is geldt:
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x+5 ' ' %x+5 x+3
2i5 f F(x - §)du S'il"s‘ f F(u)du 5-2-'6— f F(x+8)du
x-8 x-§ x-6
en dus
F(x-6) < FO(x) < F(x+34). (3.3.8)
Lemma.

Zij F een verdelingsfunctie en ¢ de bijbehorende karakteristieke functie,

dan geldt:
. ® -itb -ita . _
Fo(b) - Fo(a) = 5 J 2 == - 8t o(t)dt  (a,b €R) .
= (3-3-9)
Bewijé.
i x+é 8 [
Fa(x =%‘- J F(u)du=% JF(u+x)du=% J'f"(u'rx)du
x—8 -§ -8
zodat geldt
]
] 8 1 ~ ~
F () - F(a) = 53 (F(u+b) - F(u+a))du..
» _ | = | .
Volgens (3.3.4) geldt:
. - 4 T e-ibt _ e-iat ;iut
F(u+b) - F(u+a) = 1im-2—1;- f T e p(t) dt
e
-T
en dus
& 8 i ’ ! e_'ibt - e_iat -iut
F(b) - F(a) = s J (lim [ = e p(t)dt)du .
—s g |

M.b.v. (1.9.5) volgt (immers met (**) uit het bewijs van (3.3.4) #qlgt
9,1 = @)

8 T . .
8 8 i . e-lbt - eulat ~iut '
F (b) - F ' (a) = —— lim ( n e p(t)dt)du =




i 'T. : & e"ibt’_ —iaf Ciut : . .
= Zng lm ( e U o(t)duydt =
4§ Toreo t a}d

=T -8
i _ibt__ -igt § ;iut
- 4ﬂ6'%i: f : r .Q(t)(_ fe . du)dt =
: —ibt‘ ~ —~iat .
= 1L . - e sin &t
= Zng 1D f T — o(t)dt =
T

p(t)dt (ga na).

m . .
i e_lbt - e 1at sin 6t
t t

-0

Stelling (Helly).
Zij {Fn}ﬁeni een rij verdelingsfuncties en F een verdelingsfunctie met de
eigenschap Fn(x) + F(x) (n + =) voor alle x ¢ R waarvoor F(x) continu is.

Zij g: R > R een begrensde continue functie, dan geldt:

=] o

JB(X)an(X) > IQ(X)dF(X) (n » ©) , _ .(37.3.1‘0)'

— -y
(Deze stelling geldt ook voor g: R =+ €.)

Bewijs. Zij M z.d.d. V;eli: [g(x)[ £ Menzij e > 0, , |
Kies $ > 0 en T > 0 z.d.d, F continu is in T en -5 en F(T) 2 | - % en

F(-S) S_ﬁ-. (Dit is mogelijk daar F hoogstens aftelbaar veel discontinui-
teitspunten heeft; zie Algebra en Analyse 5.7.18.)

Kies nu di, a; € R (i =0,.0i,m) z.d.d. =8 = ay < 8; < . <a = T, F con-

L : : m
tinu is in a; en voor de functie ¢ gedefinieerd ¢ = ) %X, met A, i= (a,
i=1 i
geldt dat V;ei—s 7] ° fo(x) - g(x)| < e. (Dit is mogelijk vanwege de uniforme
. ’ .

continuiteit van g op [~$,T].)

Er‘éeldc:
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m m , o
Jome Toy [aar - § s e
‘ ©1=] 1 i=1]
=5 = -5 -
T T
m- m : ‘ ] _
o Z ai{F(ai) - F(ai_,l)} = _Z a f Xy dF = j cpd?. (n > ),
i=] i=1 i .
- , -3
Bovendien geldt:
w | T R\ T T
, ljng'— jcdel < IJng - fng[ + | Jng - fquFI <
- -s° -8 -$
o . - . _S T
< M( [ dF «+ [ dF) + ¢ J df < M(% + ﬁ) + e = 3¢ ,
T e =8 '
(Dit geldt ook voor Fo) :
-En dusg
' T T T . _
[fngn - fngl s-]fgdfn - J cden.I + f gdF - jcde_] +
i s -S. -S
o T
{ + | _J pdF - Jngl < 3 + e+ 3e = T7¢
—S .
als n Voldoendé groot is, ' _ : ]
Opgave.

18, 2ij {an}n€IN en {bn}nEIN twee begrensde rijen reéle getallen..Bew1Js dat

geldt: lim (a_ - b ) < Tima_ - 1im b. .
= ‘*n n n ‘n

Stelling (Continuiteitsstelling).

: Zij {Fn}neni een rij verdelingsfuncties met bijbehorende karakteristieke

L4 : .

t functies {@n}nGEV .

b Als-V;EE_: lim wn(t) = ¢(t) en ¢ is continu in 0 dan bestaat er een verde-

1o
lingsfunctie F z.d.d.

l. lim Fn(x) = F(x) voor alle x waarvoor F continu is;
n-—>x
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v 2. ¢ is de karakteristieke functie behorend bij F. ' - (3.3.1D)
Bewijs. We merken eerst op dat:

I, ¢(0) = |, immers ‘Leﬂi; @n(O) = 1 (zie (3}2.8.1));

IL V@ le(e)} < 1, inmers VonVier: lo (0] 51 (zie (3ﬁ'2'8'2))"

We definieren nu:

Fox) t= TImF_(x) (x ¢R) .

Dan geldt:

a) Fo(x) is monotoon niet-dalend, immers ‘;eﬁJ:‘Fn(x) is menotoon niet-da-
lend.

B) O = Fo(x) < 1, immers V; : 0 Fn(x) <1,

eN '’
c) 2ij D > 0, dan geldt volgens (3.3.8):

F_(-2D) < Fg(“?D) en Fg(D) < F_(2D) o - //

en dus

D D
Fn(ZD) Fn(~2D) = Fn(D) —'En(_D)

en volgens (3.3.9):

-1 ) e_itD - eitD sin Dt
R Fn(ZD) - Fn(_ZD) = 21D f it t q]n(t)dt -
L L
S ‘ _ 1 sin?Dt
: =5 f = ‘cpn(t)dt._.
Toepassing van opgave 18 levert:
, : lim Fn..(ZD) - lim Fn(-ZD) 2 lim (Fn(zn) - _Fn(«zn)) >
> 1im - sin®Dt (£)dt
‘. T —— 7D . ®a '

>. | Zodat mb.v. (1.9.5) (g(t) := min(DZ,Lz)) geldt:
{
| t




e
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sin?Dt

p(t)dt = (s = Dt) =

FO(ZD) - FO (-2D) _2 ey f 7

=4 J 222 9()ds
m g2 .

-0 .

~en m.b.v. (1.9.5), a), b) en I:

lim (FA(2D) - F (-2D))‘2
om0 0

A
L____.‘
n
=
=]
o]
[++]
=
-
(=)
g
A
]
]

-0

=1 f a0 4o -y,
T

- M.bu.v. b) volgt dan:

i
(]

lim Fo(x) = 1. en lim Fo(x} =
Kpoo | X

Als nu F(x) := F,(x+) dan is F rechtscontinu (i.h.a. is F, niet rechtsconti-

nu). M.b.v. a)

en ¢) volgt dan dat F een verdelingsfunctie is.

We zullen nu bewijzen dat F ook de eigenschappen l. en 2, heeft.

1. Zij 8§ > 0, € > 0 en a z.d;d. Fo(a-+5) < g, Omdat Fo(a-FGI = 1im‘Fn(a-+6)

gelde:

3
0

- zodat m.b,v.

i
0

N.e INVn>N0

A4 :f‘(a+6) 5.25
0 n

N elN n>N

(3.3.8) volgt:

: Fg(a) <2 .

Enerzijds geldt:

Tim Fo(x) s TIm (Fo(x) - Fo(a) + 2¢) = lin F(x) - Foa) + 2¢)

o0

(g2 na dat de limiet bestaat op grond van (3.3.9) toegepast op Fg en

(1.9.5)) en anderzijds:
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Lim F () 2 lin (FO(x) - Fo(2)) = 1im 8200 - Fo(a))

T
en dus
Tim Fo(x) - 1im Fo(x) < 2¢
: n ——— T} -

zodat 1lim Fé(x) bestaat,
noe ‘

Volgens (3.3.8) geldt‘voor § > 0

. - _— — ¢ _ -
Fo(x 28) lim Fn(x 26) = Iim Fn(x §) =

fl

Lim Fo(x-6) < lim F_(x) < Tin F, (%) = Fo(x) .

Als x een continuiteitspunt van F is geldt:
v . asy o
>0 3500 ¢ ]Fo(xl 28) - Fy(x)| < ¢

en-dus:

>0 36>0 : ]lim Fn(x) - 1lim anx)| < e

of

V;>0 : |lim F (x) - lim Fn(x)| < e

. . Zodat: 1lim F_(x) bestaat en lim F_(x) = Fo(x) = F(x).
o _ e B foe D

2, Dit volgt rechtstreeks uit (3.3.10) met g(t) := et %t, . g

Eigenschappen.'

zij (U,f,P) een kansruimte en‘{;_{n}m{]N eeri rij onafhankelijke gelijkvérdee1~

de stochastische variabelen met x € L2"E§n = 0 en g2 ;= Egi.

t

t
i3 = _ .= 2R P : .
Z1ij £ R Zp T oeny ¢ = » dan geldt:
) ' 1. V;>O 2 F, (x) > 1 (o).
=N .
Y w0
2 %<0 FEn(x) >0 (n > =),

3, cz(gn) + 0 (n + «),
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4, bz(gn) = o2, | L (3.3.12)

Bewijs.
1. Volgens (3.1.10) geldt:

z, > Egn =0 (n > @} (b.z.)
en volgens (2.5.4) dus ook:

2 >0 (n > =) (stoch) ,

m.a.W,

) Vo i Bzl 2e) »0 (a s

En dus geldt in het bijzonder:

« Vv :FE (e) = P(z_ <e)

e>0 o - P(En >e) 1 (o)

2, Uit (*) volgt ook:

v P F,o(=e) = P(z < -e) >0 (0~ =)

>0 Z,
t a?(t_) 2 2
3, 02(z_) = o2 = (2.4.22) =2 2 L0 e .
-1 n 2 2 1 :
n n
_ t o2(t ). 2
2 = 230y o __=n' - Dot _ o
b4, g (zn) g% ( n) - (2.4.22) ~ ¢ a

Stelling (Centrale‘1imietste11ing).

Zij (U,¥,P) een kansruimte en {}_cﬂ}ﬂﬁ]N een rij onafhankelijke gelijkverdeel-

de stochastische variabelen met ¥, ¢ L,, Ex =0 en g? ;= E§§.

t
. -t
Zl; L, 3% Xyt o+ x eny ;= —; y dan geldt:

x _ & |
1 2

F o(x) > & (%) := f e 20 4¢ , o (3.3.13)
Zn ¢ ovam _ -

oo
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- ix. t :
Bewij;. Zij p(t) := E(e. I Y (dus H;eni: mEn(t) = p{t)),

Volgens (3.2.8.5) is ¢ 2x continu differentieerbaar met ¢'(0) =,iE§] = 0 en

e"(0) = - Eg% = - 02, zodat (Taylor):

9(t) = ¢(0) + 9" (O)c + $o"(0)t2 + 0(t2) = 1 - o262 + @(t2) (t » 0) . o

Er geldt: V;eﬂk:_quct) = wx(at) en_dus

0, (6) =6 () = o (5 = (3.2.10) = (o))" =
A A /a
/n
. 2 ¥ 12,2
= (1 = 402 %; + E(%))n > o ho%t {n + =) (ga na),

: —lq2s2
Volgens opgave 17 is e do%e

verdelingsfunctie éc'

Daar'é0 overal continu is volgt met (3.3.11) de bewering.

Stelling.

de karakteristieke functie behorende bij de

zij (U,¥,P) cen kansruimte en {zn}nenﬂ een rij onafhankelijke stochastische

variabelen met x ¢ L, en Ex = 0.
-n 2 =n

n
.. . 2 [ 2 = 2 Toe
Zij En =X + ...+ X, 10 sz g (gk) o (En) eny ¢

Als voldaan is aan de Lindebergse voorwaarde:

-—il:;n

=]

n
v L L 2 o
E>°'12k§1 fxdF*(x)»O(n-)-)
n [x|zeT
dan geldt:
x 2
F > ¢I :=-~i— f E-i& dg .
in Y2m

-0

Op het bewijs hiervan gaan we niet in.

(3.3.14)
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OEmerking.

Als de stochastische variabelen bovendien'gelijkverdéeld'zijn geldt:

i g, o%(t) 2
o2(y) = o) = — =2 -,
" Tn 12 no?
n

Er is ook voldaan aan de Lindebergse voorwaarde, want

n N
% I f x*dF u>=%ﬂ1 jx%%(ﬂ+0(n+@,
o ! Ixizer 7 P ixlzeo/n -1 '
ﬁaarbij gebruik gemaakt is wvan het feit dat X, € LZ' . .(3.3.15)

Zodat (3,3.14) en (3;3.13) dan overéenkomen.

-
[
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HOOFDSTUK IV, VOORWAARDELIJKE VERWACHTINGEN.

4.1. Voorwaardelijke verwachtingen.

Definities.

Zij (U,f,P) een kansruimte, B ¢ F met PB > 0.

We definiéren nu voor alle A ¢ ¥ de voorwaardelijke kans door:

._ P(A nB)
P(A|B) := B (4.1.1)
Zij VAEF : QB(A) = P(A | B) dan is Qg een kans op £ (ga na).
Zij x een stochastische tot Ll.behorende variabele ‘dan definieren we de-
voorwaardelijke verwachting E(§| B) van x door
, E(x | B) := fEdQﬁ , EEE | (4.1.2)
!; . ) .
K Hetgeen we noteren als:']g(ujP(dul B}.

A Eigenschap.

Zij (U,¥,P) een kansruimte, B € ¥ met PB > 0 en E € L, een stochastische va-

1
riabele, dan geldt:

] " .
| | EGx]B) = 55 fgd? . | (4.1.3)
-, : B
Bewijs. Het bewijs gaat analoog aah dat van (1.9.12).

1. Als x = X, (4 €F) dan geldt:

el ® = [ @B = [xdey < o = 0p) = paa ) -
| | A '
_P(An B _ 1 _ |
= -—---?B—-— = Fﬁ- J dP = ﬁ IXAdP .
AnB- B

2. Als x een elementaire functie is volgt de eigenschap uit | en de lineari-

' : teit van de integraal,

3. Als x 2 0 volgt de eigenschap uit (1.7.1), (1.9.1) en 2.




; ’ ‘ ' - 110 -

. . + o=+~ ‘
4. Als x willekeurig 1s geldt x = x - x met X ,x « LI daar x € Ll,_zodat

—

de eigenschap nu m.b.v. 3 volgt. R 0.
~Definitie. .
n : o
zij (U,F,P) een kansruimte, U= y B. e¥) met'V ¢ PB, > 0O
. i=] 1 {1,...,!’1} ‘1 o

en C:= {G,B],...,Bn}, dan definiéren we bij een stochastische variabele

X € Ll de stochastische variabele E(ﬁ[ €) door:

' n _ o _
_ E[C) = 7§ E(x|B)xg - (4.1.4)
v k=1 k
I Voorbeeld.
i R
Zl_] U := (0,1], ’F 1= B(O 17° P = A, 0 ='.ao < a] < ... < an = | an o

ie{l,...,n} ° By = (ai—l’ai]'
Als nu x E_L] een stochastische variabele is, dan geldt als i ¢ {1,...,n}:

; _ - =) =
; Voep {ExIO = E(x|B;) = (4.1.3) = . fﬁd}\ =
1 1

B.
. 1
i a,
# 1 L

B f x{u)du
4. — a. -
i i=~1

f a.
| > l-l

hetgeen gelijk is aan het gemiddelde van X op het interval (a l,a'i], zodat

E(x] €) dan uitziet als in onderstaande figuur.

[E4

E(x|O)

0 a. a, 1 (4.1,5)
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iel

Zij 5’;:’ F(@ =§({8,B;,...,B.}) = {8} v { y B, | Tc{l,..,m}l.  (4.1.6)

(Ga dit na m.b.v. (1.3.8).)

¢ Stelling.
. n N -
Zij (U,%,P) een kansruimte, U= yu By, B, € f, PBi >0 en g gedefinieerd

als boven, dan geldt voor een stochastische variabele X!

X is g—meetbaar <=¢'§ is constant op elke Bi' ' (4.1.7)
Bewijs.
' n .
"o Zij X = Z @ Xp dan is x g-meetbaar,‘ daar Xg 'g—meetbaar is.
' i=] i i
" "%"

: Zij j e {1,...,n} en UL, € Bj en o z.d.d. E(u!) <o < E(UZ)' Defini-

; . . eren we nu A := {§_s o} dan geldt A ¢ g volgens (1.5.9), Uit (4.].?) volgt
dan dat er een I < {1,...,n} is z.d.d. A = U B.. ‘ {
iel
E Daar u, € A geldt j € T en daar u, ¢ A geldt j ¢ I, Tegenspraak. - 0
E.
‘ Gevolgen:.

& : l.y = E(x|C) is g-meetbaar.

: 2. Als x € L, dan geldt:

| . 1t . .
. . o fldP= ! L E(x|B)xy dP = E(x|B)PB; = (4.1.3) = IEdP

T e ) k=1 k . .
. Bi Bi . Bi
en dus volgt met (4.1.7) en de lineariteit van de integraal:
K- Vseg : fzdP = fzdp . (4.1.8)
v . B B

Definitie,

zZij (u,fF,P) een kansru1mte, X € LI een stochastische variabele, g een g-

3 algebra met q c F. Een stochastische variabele Z heet een voorwaardelljke
verwachting van x als geldt:

.y is 5~meetbaar.
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2. VBE%: [zdP = J}EdP . | | (4.:1.9)
B B . o .

Uit (1.9.14) en (1.9.'11).volgt: zij (U,¥,u) een o-finiete magtruimte, v een
maat op ¥. Als VAeF P (u(A) = 0 = v({a)=0) dan bestaat er een 7-me-etbare
functie f: U +]§+ z.d.d. ' .

(%) VA&I": v(4) = deu .
A

Als bovendien p en v eindige méten zijn dan kunnen we een g: U + R, -en

E € Ll vinden die aan (*) voldoet, immers er is een f: U -+1§+ die F-meetbaar
is en aan (*) voldoet en vw(l) = ffdu < = zodat volgens (1.8.4) f b,o., eindig

xe (Edo} ° g(x) := f(x) en‘Vxe{fmn} :
g(x) := a (a ¢ R). g is dan ook F-meetbaar (ga na dat {f = =} ¥ -meetbaar is

en pas (1.5.9) toe). - ' | - (4.1.10)

is. g kunnen we dan definiéren door: VY

Zij_ nux =0 enx¢€ L,. Zij v gedefinieerd door: VAEF -v(A) = 'JEdP. Daa,r

A .
- ook op &, 5,
(U,S,P) is een o-finiete maatruimte., P is zelfs een eindige maat. Bovendien
geldt: VAeg ! (P(A) = 0 = v(4a) = 0). ' | _
vit (4.1.10) toegepast op (U,ﬁ,P) volgt dan dat er een %—meetbare fup_ctie' '

x ¢ L, volgt m.b.v. (1.9.10) dat v een eindige maat is op ¥, dus

-

y: U +IR+ bestaat z.d.d.

VAE,;:_ v(A) = fy_dp , oftewel vAegs faﬁ_d? = szP.
A A A |

Indien x 2 0 (x ¢ LI) bestaat de voorwaardelijke verwachting y dus altijd.
Voor willekeurige x ¢ Ll dus ook, hetgeen volgt uit het voorafgaande en het
feit dat x = X' - x . » C(4a1.11)
Als y en z voorwaardelijke verwachtingen zijn van x dan geldt volgens (1.5.14)

dat y-z g_-meetbaar is en VBe% : (y-2)dP = 0, zodat volgens '(‘1.8.5) geldt:

y=z b.@. De voorwaardelijke verwachting van X 1s dus bijna oweral eenduidig
bepaald. ‘ (4.1.,12)
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Eigenschap.

Zij (U,¥,P) een kansruimte, q een u-algebra met ‘3 < T en X, en X, tot I..1 be-

_ horende stochastische variabelen waarvoor geldt: X =X b.ps2 .

Als y een voorwaardelijke verwachting van x, is, is y ook een voorwaardelijke

verwachting van Xy _ {4.1.13)

Bewijs. Laat Beaq. Dan volgt het gestelde uit opmerking 2 bij (1.8.3) toege~
past op (_:El _32)')(3‘ . - D

Notatie.

Zij f een o-algebra.

Op de verzameling van de tot Lp (p e W) behorende F-meetbare functies, die we

met LP(F) zullen aangeven, voeren we de relatie ~ in door:
f~g: <> f=ghb.o.

De verzameling van de bij ~ behorende equivalentieklassen geven we aan met

£6). | (4.1.14)

OEmerkingen.

Het toevoegen van een voorwaardelijke verwachting y aan een stochastische’

vector x is niet eenduidig (zie (4.1.12)). Dit niet eenduidig zijn/ié te on-

dervangen door een voorwaardelijke verwachtingsoperator Eg :£l(i;/$-£l(r) te

introduceren, die equivalentieklassen op elkaar afbeeldt. We notgren dit

(élordig!) als y = Es x = E(x I%)-

Bekijken we nu het bijzondere geval (zie (2.3.9)) dat x ¢ LZ(F).

Als (51,52) 1= nggzdP, dan zijn,ﬁz(F) en £2(§) Kilbertruimten [zie ook

blZ- 66]- v

Het is duidelijk dat Ez(g) een lineaire deelruimte van £é(F) is,.en dat op
grond van de volledigheid £2(§) gesloten is.

Als S een gesloten lineaire deelruimte van de Hilbertruimte R is, dan heet
h € § de projectie van f ¢ R op § indien V;%S : (r,f-h) = 0. [Zie voor resp.
de eenduidigheid en de existentie van de projectie blz, 25en blz. 40 van het
diktaat Lineaire Analyse 1 uitgave 1969.]

We willen aantonen dat E¢ de projectie van Ib(f) op Ié(g) is. We definiéren
begrippen zoals g—meetbaarheid van een equivalentieklasse en de integraal

van een equivalentieklasse op de volgende wijze:
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Zij x een equivalentieklasse.

x heeft eigenschap E: <= iedere representant van _:__g heeft eigenschap E.
Verder zij opgemerkt dat we een equivalentieklasse en een representant van
die equivalentieklasse met dezelfde symbolen zullen aangeven.

Als y de projectie van x € £2(‘F) op .Cz(g) is, dan geldt:
a, y is %—-meetbaar [want y e Lz(g)}.

b. VBE% : J_}_{_dP = fzdl’ . [Immers m.b.v. (1.5.21) volgt dat Xp € Lz(i) en
B

B
daar Vhst(g): (X'.’E'h) = (0 geldt dat (Z-E,XB) = 0,]
Uit a en b volgt het gestelde, : (4.1.15)
Definitie.

zij (U,¥,P) een kansruimte, X :7! U + R een stochastische variabele en 3 een.
o-algebra met 15 <f.
X heet onafhankelijk vanl‘.’} als: §_+($5) = {3‘:_(5) [ Be B}l en 3 onafhankelijke

klassen zijn,

Eigenschaggen.

zij (U,¥,P) een kansruimte, q_ een g-algebra met 5 c¥en X een tot L, beho-

rende stochastische variabele, dan geldt:

1. £% .C](F) -> .Cl(g) is een lineaire operator.

2, Als x S-meetbaar is, dan is Eg‘zc_ = X.
3. Als ¥ een o-algebra is, zodanig dat ¥ ¢ l‘i, dan is Ex E3 = Eg ER = Ea.
In het bijzonder geldt: EEg_:i = Ex.

4, Als?{ﬁ

5. Als x 2 0, danisEg_:EaOb.i,z,

{#,U} (de triviale o-algebra) dam is E)Q x = Ex.

6. Als x | -meetbaar en begrensd is en y een tot L] behorende F-meetbare

- stochastische variabele, dan is EY (xy) = zc_Egz.

7. Zi] {ﬁn}nem een rij niet negatieve tot L, behorende stochastische varia-

belen waarvoor geldt: X txelg, dan geldt: Ef" X, ng b.p..&

8. Als x onafhankelijk wvan lS,is, geldt: E%’ x = Ex. (4.1.17)

e




. - 115 -

Bewijs.

b, Laat x  en x, tot L, behorende stochastische vectoren zijn, ¥ X, =t y, en
g' = 5 1 ... - = .-
ET %, =t ¥y Dan zijn y, en y, § @eetbaar en voor alle B eg geldt:

ledP = J§]dP en fzzdP = f:_cz_dP .
B B B : B

M.b.v. (1.5.14) volgt nu dat Y1 t ¥y en Ay, (A ¢ R) g-meetbaar zijn.
Verder geldt wvoor alle B € l‘a’l: '

J(zl + gz)dP = J_(:_cl + :_.:z)dP en J}\yl dP = JA:_{I dP .
: : B B

B
Derhalve kunnen we concluderen dat: E§ (3_:1 + 1_:2) =¥, *y,en Eg()'\}_cl) = X{;-

i, : 2. Triviaal.

3. Zij y = E§§ Dan is y g-meetbaar; yel en VBE’%: J_}_c_dP = J_Xd?.
' B B

Zij z = Eiftz_. Dan is z ¢ -meetbaar en VCea-E: Iidp = Jldp‘
: C c
: Daar ¥ ¢ e(} geldt dat VD'“{: J_z_dP.= .ch_dP. Derhalve is z = Eafzc_ zodat
b | D D |
i-" 2 Ed = e,

Analoog bewijst men dat Efi’ ER’ = E&.

U U

4, Zij y = E}el{_. Dan is y ¥ -meetbaar en o.g.v. (4.1.7) constant.
Laat y = o (x € R). VBGR: szP = J_:\_{_dP én dus geldt: flt_dP = szP =
. B U 3]
13 = chdP=a, zodat Ex = J_:_:_dP=a=z=E X.

5. Dit hebben we reeds ingezien bij (4.1.11).

y 6. Zij qu = z. Dan is 2z g_-meetbaar, x is f&-—meetbaar en dus (1.5.14) is xz
‘ §—meetbaar.
Verder geldt dat VBe’% : J_z_dP = jde.
B B
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We moeten nu nog aantonen dat Vﬂeq: J xzdP = f_:gx dP. We doen dit analoog

B B
aan het bewijs van (4.1.3).

Als x = Xy met A€ g, dan geldt veoor alle B Eg,:

j§§dP= JXAEdP - J_z_dP== fde-ﬁ JXA}:dP= chxd]?.
Bna BnA B B

De rest van het bewijs is identiek aan 2, 3 en 4 van het bewijs van (4.1.3).
Zij ¥, = E% X (ne W) eny := E%_?E
Uit 5 kunnen we concluderen .dat: x, > - EV X, 2 E%Ei. Derhalve geldt:
05!;5225---52n5---$l' _
Laat_g,_ zodanig zijn dat I, * 2 dan geldt dat z < y. Daar Egn = Ex volgt
mb.v. (1.9.1) en (1.9.3) dat Ez = Ex.

vit y = Eq'gc_ volgt m.b.v. 2 dat EEq‘_zg_ = Ex. Dus E_:g = Ey en m.b.v. (1.8.5)

X

2 1 2

volgt dat z = y b.4s 3,

Uiteraard is Ex %—meetbaar. Laat B € q. Daar x;(b”;) = {¢,B,B*,U} © § volgt
uit het feit dat x en f& cnafhankelijk zijn dat x en Xp onafhankelijke sto-

chastische variabelen zijn. M.b.v. (2.4.19) volgt nu:

VBee} T J_}_c_d? = E(§x3)= (E?,‘_)(EXB) = (Ex)PB = JEEdP . 0
B B

Definitie.

Zij (U,¥,P) een kansruimte, x: U+ R een stochastische variabele, y: U +R"
een stochastische vector en g :=_X+(6’5n) < ¥ . [Eenvoudig is nu in te zien

datq een g—algebra is.] Dan definieren we: E(x ] y) = Eg' X, (4.1.18)

Stelling.

zij (U,¥,P) een maatruimte.
Als z: U » R een stochastische variabele is, die $-meetbaar is, en _

y: U > R" een stochastische vector is, die T-meetbaar is, dan geldt

z is f_(lf’;n)—meetbaar <= Elg: r" + R, Borelmeetbaar, z = g(y). (4.1.19)
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Bewi js.

Mt
Laat P € 8B, z+(P) ¥y (g (P)). Daar g Borelmeetbaar is, geldt dat g () € B
zodat z (P) €y (B ) dus z is ¥ (U’, })-meetbaar. '

ll-‘>ll

1. Stel z = x; met Bey (ES ), dan is B te schrijven als B =y “) met
A€ 0'5
Daar: u ¢ B <= y(u) € A geldt dat xq = XA<1)
Daar A ¢ ES volgt m.b.v. (1.5.21) dat Xpt R" + R Borelmeetbaar is en

T

z = A(_\.l) zodat voor z = "—'" ig aangetoond.

Xp

18

2. Stel z = a; xg, met Bi € f_(@,n) (1 =1,.v.,m). Mbov, I volgt dan

i=1] i
m
.. . ! ' -
dat z te schrijven is als: z = (izi o xAi) (y) met Ai ean, B. =y (Ai)
n .
en g = ): @y X is o.g.v. (1.5.21) en (1.5.14) Borelmeetbaar, zodat
i=1 i

"_" ravens voor elementaire functies bewezen is.

3. Laat z 2 0 )f(ﬁ’;n)—me_etbaar zijn., O.g.v. (1.7.1) bestaat er een rij ele-
mentaire functies {‘_zm}me'mlz.d.d. z + z. Volgens 2 geldt dat:
Vmezl\T 38m=-Rn+]R,Borelmeetbaar: Zp T _Sm(}f_)
en | | |
(%} gm(z(u)) = gm(u) + z(u) .

Als we g definiéren door: g(y) := ¥ 5 () llm g (X)’ kunnen we i.h.a. niet

laten zien dat g Borelmeetbaar is, omdat y_(U) i.h.a. niet IB -meetbaar is.

Om dit te ondervangen bedden we y(U) in een Bn—xn_eetbare verzameling in.
Zij A 3= {gn is convergent}, dan is A (zie opgave 3) Bn-meetbaar.
0p y(U) is (zie *) 2, zeker convergent, dus y(U) c A.
Definieer nu g door gly) = x, ;,if: 8q )«
0.g.v. (1.5.21), (1.5.18) en (1.5.14) is g2 R" + R Borelmeetbaar en
o.g.v. (*) is g(y) =

4, Als z f_(b'sn)-mee*_tbaar is, schrijven we z als z = £+ - _z_- en volgt het

gestelde m.b.v. 3.
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Gevolg.
zij (U,%,P) een kansruimte, y: U +R" een stochastische vector -en

% te y_+(Bn). Dan bestaat er een Borelmeetbare functie g: R" >R zodanig dat

E(x|y) = 8- | | (4.1.20)

Notatie.

E(x|y=y) := g(y). - B (4..1.‘21')‘

Voorbeelden.

Beschouw (R,Td). Laat y: R > R een stochastische B -meetbare variabele zijn
en z: R + R een stochastische X+(63)-meetbare variabele.

Dan volgt m.b.v. (4.1,19) dat:

1. Als y(u) := u?, dan is z even, ‘
2. Als y(u) := sin u, dan is EW. periodiek met periode 2m. (4.1.22)

Opgave.
19. Ga bij (4.1.22.1) en (4.1.22.2) na, wat y (B) is.

EigenSchazgen;

Zij (u,¥,P) een kansruimte, x :i= U >R een stochastische variabele en

¥: U +R™ een stochastische vector. Dan geldt:

. E(x|y) = x =1 x = gy

g: ]Rn-v.]R; Borelmeetbaar :

2. Als x ¢ L, dan gelde: x en y zijn onafhankelijk = E(x|y) = Ex. (4.1.23)

Bewi.jé.
1. "=", Uit E(EIZ) = x volgt dat x f_(ﬁ’,n)—mee‘tbaar is zodat o.g.v. (4.1.19)
38:]&“—>R;Bore1meetbaar: x =gy

"e=", Laat P € B. Daar g Borelmeetbaar is, geldt g+(P) Gﬁn en dus
_:;(P) = X+(g+(P)) € z+(ii3n). Derhalve is x z+(63n)-meetbaar, zodat
(zie (4.1.17.2)) E(EI y) = x.

2, Als x en y onafhankelijk zijm, zijn x (B) en z+(33n-) onafhankelijk zodat

.
x
met (4.1.17.8) volgt dat E(x|y) = Ex. 0
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Voorbeelden.t

‘ ‘ n
Zij y: U R gedefinieerd door: y := 121 ¢ XAi met o, €R, A, ¢ Uen

'n

yu A, = U,
. i
i=1

n
E(_;i]g) = 3 E(£|Ai)xA (vgl. (4.1.4)).
i=1 " } i '
Zonder beperking der algemeeﬁheid mogen we aannemen dat de ai's vgrschill‘end
zijn. '

Definieer g: R ~ R door g(ui) := E(x I Ai)' Hoe g elders gedefinieerd wordt

is in zoverre willekeurig dat g Borelmeetbaar moet blijven. Dan geldt:
CE(x |y o= oap) = glep) = Ex A
Ex |9 =g .

zij (U,&,P) een kansruimte, x: U + R een stochastische variabele en y: U > R"
een stochastische vector, zodanig dat '

n+l

(%,y): U -+R continu verdeeld is met dichtheid £

(_25_.)1)'
Dan geldt (zie ook opgave 8):

x is continu verdeeld met dichtheid fx

y is continu verdeeld met dichtheid f;.

Op grond van (4.!.20) bestaat er een Borelmeetbare functie g: rR" +_]R zodénig
dat E(_:Elz) = g(y). |

. -
Voor alle B ¢ y (an) geldt dan: J_}EdP: [g(y‘)dl’.

B
Laat B ¢ f_mn), dan is er een A ¢ tﬁ,n zodanig dat B = f‘(A) en derhalve is

Xg = X, @)
Met behulp van (2.3.4) volgt nu:

Jg(y_)dP = Jg(x)xA(z_)dP = Jg(y)xA(y)Pz(dy) =

B U IRn

£ (y)dy = £
jg(y)xA(y) X(y) y AJg(y) z(y)dy
n

R
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en met behulp van Fubini: -

JggdP J}_c_xA(z)&P - JXxA(y)f(x.Y)dxdy =

B U IRn+l

]'RnR A R

Als we aannemen dat If(x,y)dx # 0, kunnen we nu concluderen dat
R

f x f(x,y)dx

gly) =

R
ff’(x,ymx
i

J( IxxA(y)f(x,y)dx)dy' = J( fxf(x,y)dX)_dy .

(4.1.24)
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