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0. INLEIDING

0.1 Geschiedenis

De kansrekening is in de zeventiende eeuw ontstaan uit problemen
in verband met het dobbelspel. Vragen van de dobbelende Chevalier
de Méré (1610-1685) werden in 1654 aanleiding tot een briefwisse-
ling tussen Pascal (1623-1662) en Fermat (1601-1665) . Een van de
vragen luidde ongeveer "Wat is waarschijnlijker: met é&n dobbel-
steen in vier worpen minstens &&n zes te gooien 6f met twee dobbel-
stenen in 24 worpen minstens &én dubbel-zes te gooien?". De kansen
op deze gebeurtenissen zijn resp. 0,5177 en 0,4914; dat de M&ré
door ervaring (en tot zijn verbazing) had gekonstateerd dat de
eerste kans groter dan een half was en de tweede kleiner dan een
half, zegt wel iets over zijn hartstocht voor het dobbelen. De
frivole ocorsprong van de kansrekening is nog altijd merkbaar in

de moderne leerboeken en komt zeer duidelijk tot uiting in de
vroegste literatuur.

Het eerste boek over kansrekening werd in 1657 geschreven door
Christiaan Huijgens (1629-1695): "De ratiociniis in ludo aleae"
(Over berekeningen bij het dobbelspel). Andere boeken uit de be-
gintijd zijn: "Essai d'Analyse sur les Jeux de Hasard in 1708

door de Montmort (1654-1705), "Ars conjectandi' (de kunst van

het gissen (gokken?)) in 1713 door Jacob Bernoulli (1654-1701)

en "The Doctrine of Chances" in 1716 door de Moivre (1667-1754) .
Namen van anderen die belangrijk hebben bijgedragen tot het ontstaan
van de kansrekening zijn Laplace (1749-1827), Gauss (1777~1855) en
Poisson (1781-1840). De eerste definitie van het begrip"kans”

werd gegeven  door Laplace in zijn "Essai philosophique sur les
probabilités" (1814).

Van de zeer vele wiskundigen die de kansrekening verder hebben
ontwikkeld, noemenwe nog (Chebyschey (1821-1899), Markov (1865-1922),
Borel (1871~1956), Lévy, Khintchine, Bernstein, Fréchet, Kolmogorov
en Feller (1906-1970). De axiomatische opbouw van de kansrekening
zoals die tegenwoordig (ook in dit diktaat) wordt gebruik, werd in
1933 gepubliceerd door Kolmogorov in zijn "Grundbegriffe der Warschein-

lichtkeitsrechnung."




(ii)

0.2 Toepassingen

De kansrekening werd het eerst toegepast in de actuariele weten-
schap, onder anderen deoor Johan de Witt (1625-1672). Daarna komen
toepassingen in de foutentheorie (o.a. bij sterrekundige waarne-
mingen) en in de biologie, speciaal de genetika, o.a. door Mendel
(1822-1884).

Op het ogenblik wordt de kansrekening in vrijwel alle takken van
wetenschap toegepast. Een belangrijke toepassingsvorm hierbij is
statistiek, met behulp waarvan konklusies worden getrokken uit
numerieke waarnemingsresultaten. Andere toepassingsvormen en toe-
passingsgebieden zijn: statistische mechanika, quantum mechanika,
ekonometrie, "operations research" (speciaai wachttijdproblemen

en voorraadbeheersing) en problemen van bedrijfszekerheid ("reliability'").
Een deel van de bovengenoemde tcepassingen kan gerangschikt worden

onder de stochastische processen, d.w.z. processen waarvan de ont-

wikkeling van het "toeval" afhangt. Tot deze kategorie horen de

volgende verschijnselen: Brownse beweging, diffusieverschijnselen,

ruis (informatietheorie en communicatietechniek), besturings en

vervangingsproblemen, de fluktuatie van prijzen (tijdreeksenanalyse),
bevolkingsgroei, en vele andere.

Tenslotte wordt de kansrekening incidenteel toegepast op allerlei

problemen met een stochastischz)(d.w.z. "toevalsafhankelijk™)

karakter. Voorbeelden hiervan zijn parkeerproblemen, het ontstaan

van polymeren, bestrijding van bakterien en het funktioneren van

deeltjestellers.

0.3 Nummering, literatuur.

Hoofdstukken, paragrafen en formules worden in dit diktaat "decimaal”
genummerd: formule (1.3.1.2) is de tweede formule in paragraaf 3.1.

van hoofdstuk 1. Definities, Stellingen en {sommige voorbeelden

worden gezamenlijk genummerd. Zo staan Definitie 1.2.1, Voorbeeld 1.2.2
en Stelling 1.2.3 direkt na elkaar. Hierbij is Voorbeeld 1.2.2 de
tweede genummerde uitspraak in §2 van hoofdstuk !, maar niet het

tweede voorbeeld in deze paragraaf.

1) Zie deel 2 van dit dictaat.

2) oTexeloudl = gissen.
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(iii)

Het diktaat is grotendeels gebaseerd op de boeken

C.R. Heathcote, Probability, Elements of the Mathematical Theory
George Allen & Unwin Ltd., London 1973.

H.G. Tucker, An Introduction to Probability and Mathematical

Statistics, Academic Press, New York, 1962.

K.L. Chung, Elementary Probability Theory with Stochastic
Processes, Undergraduate Texts in Mathematics,

Springre, New York, etc. 1974.

Een iets minder systematisch, maar bijzonder interessant boek over

de beginselen van de kansrekening en haar toepassingen is

W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its

applications, Vol. 1, Wiley, New York 1957.

Een aardig (en goedkoop) boekje over de geschiedenis van de wis-

kunde is

D.J. Struik, A Concise History of Mathematics, Dover Publications,
New York, 1967.




I. KANSRUIMTEN

1.1, Uitkﬂmstenruimte,_ggbeurtenissen

In de kansrekening houden we ons bezig met de konstruktie en de studie
van modellen van verschijnselen waarbij het toeval een rol speelt. Hierbij
gaan we niet in op het begrip "toeval’ zelf en dikwijls blijft ook het
mechanisme dat aanleiding geeft tot het model buiten beschouwing. Voor
ons is van belang wat er kan gebeuren en met welke kansen.

Centraal hierbij staat een echt of denkbeeldig experiment, waarvan de
uitkomst van het toeval afhangt. We gaan er van uit dat dit experiment,
telkens wanneer het wordt uitgevoerd, aanleiding geeft tot &&n van een
duidelijk gedefinieerde verzameling van mogelijke uitkomsten. Deze
verzameling noemen we de uitkomstenruimte en geven we aan met §; een
uitkomst, element van 2, geven we aan met w. Deze uitkomsten zijn
meestal min of meer abstrakte beelden van de werkelijke resultaten. Zo

11

geven we de uitkomst "zes'" bij een worp met een dobbelsteen aan met 6

en niet met Bij een eenvoudig experiment als het gooien met een

munt bestaat de uitkomstenruimte uit slechts twee elementen: "kruis" en
"munt", dus 2 = {K,M} . Bestaat het experiment uit het waarnemen ge-
durende &én tijdseenheid van de afstand van een deeltje tot een gegeven
vast punt (l-dimensionale Brownse beweging), dan is de uitkomstenruimte
de verzameling van alle (kontinue) funkties op het interval [0,11].

In veel gevallen zal onze uitkomstenruimte een deel van R of vanllk zijn.
Gebeurtenissen met betrekking tot het beschouwde experiment geven we

aan met deelverzamelingen van Q. Bij het experiment "gooien" met

een dobbelsteen geven we de gebeurtenis "even'" aan met de verzameling
{2,4,6}, de gebeurtenis "minstens vier" met {4,5,6}. Een een-punts-deel-
verzameling {w} < @ noemt men wel een elementaire gebeurtenis. Hoe
kleiner de verzameling is die de gebeurtenis beschrijft des te gedetail-
leerder is de informatie die de gebeurtenis over de uitkomst van het
experiment geeft. De gebeurtenis {w} geeft precies aan wat er gebeurd is
(bijvoorbeeld het gooien van een zes met een dobbelsteen); een niet-
elementaire gebeurtenis A geeft aan dat de uitkomst een bepaalde eigen-
schap heeft (bijvoorbeeld "oneven" bij een worp met een dobbelsteen:

A= {1,3,5}); de gebeurtenis © geeft geen informatie over de uitslag

van het experiment.

Een uitveoering van het experiment stellen we ons nu als volgt voor:

er is een verzameling O van mogelijke uitkomsten, waarvan er door het
toeval &&n, w, wordt aangewezen; als we A ¢ @ , dan zeggen we dat A

gebeurt. De verzameling Q noemen we de zékere gebeurtenis: (i gebeurt

altijd, want elke uitkomst is een element van Q.




In de onderstaande tabel geven we een overzicht van de korresponderende

begrippen in de taal voor verzamelingen en voor gebeurtenissen.

Notatie VERZAMELINGEN GEBEURTENISSEN

f willekeurige verzameling zékere gebeurtenis
(uitkomstenruimte)

A deelverzameling (van §) gebeurtenis A(ook:A gebeurt)

we A w is element van A A gebeurt

A n B(of AB) doorsnede van A en B A en B (gebeuren) beide

ﬂAj doorsnede van de Aj de Aj (gebeuren) allemaal

AU B vereniging van A en B A of B (gebeurt); minstens &én

UAj vereniging van de Aj minstens &én der Aj (gebeurt)

1) lege verzameling (t.o.v., ) onmogelijke gebeurtenis

A" complement van A (t.o.v.) A(gebeurt) niet; niet-A

AnB=9 A en B zijn disjunkt A en B sluiten elkaar uit

AcB A is bevat in B A impliceert B (als A gebeurt,

dan gebeurt B ook)

Als A en B disjunkt zijn, dan schrijven we soms A + B i.p.v. A U B.

Evenzo betekent EAj = C dat de Aj disjunkt zijn en dat uAj = C.

We herinneren aan een aantal belangrijke definities en eigenschappen van

verzamelingen; voor details wordt verwezen naar Algebra en Analyse.

w ¢ NA., betekent v [we A.]
17 jek J

w e UA. betekent I lweA.]
14 jel ]

Enkele eigenschappen:

(i) A = AB + AB"

(ii) AU B = A+ A"B

(1.1.1)
(iii) (A u BY'= A" n B* ; (U A" =n A" (deMorgan)
1 © 1 "
(iv) (A n B)*= AY u B” : (N Ah)* = A: { de Morgan )



1.2. Kansruimten

We definieren nu de abstrakte struktuur die ten grondslag ligt aan de
moderne kansrekening. Deze struktuur, die we kansruimte noemen,is ons

model voor een (toevals-)experiment,

Definitie 1.2.1 : Een kansruimte is een tripel (Q,F,P) met de volgende

eigenschappen:
I Q2 is een niet-lege verzameling (uztkomstenruimte)

II f (de verzameling van alle gebeurtentissen) is een o-algebra van
deelverzamelingen van Q, d.w.z. een verzameling deelverzamelingen

met de eigenschappen
a. ¢ F
(1.2.1) b. AeF+a%¢F

c. (W A, e F)+ U A. € F
jel 3 jEN

IIT P is een kans (kansmaat) op F, d.w.z. P is een funktie F + R met

de eigenschappen

a. P() =1
b, P(A) 2 0 (alle A ¢ §)
(1.2.2) .
c. V A, < F
jew . .
= P(EA.) = £ P(A.)
=¢ (=] IR

De bovenstaande definities staan bekend als 'de axioma's van Kolmogorov"
(zie inleiding), die er op neer komen dat een kansruimte wordt ingevoerd

als een genormeerde maatruimte,

Voorveeld 1.2.2 (gooien met een dobbelsteen):

0 =1{1,2,3,4,5,6} , F = alle (64) deelverzamelingen van @,

P(A) =-é—

, #(A)
; ]A(J) 6#(A)

1 #(ﬂ)

I 10

waarbij #(A) het aantal elementen van A voorstelt en

1 als w ¢ A
[

(1.2.3) 1 (w) = «
A 1 0 als we A




Opgave 1.2.3: Ga na dat voorbeeld 1.2.2 voldoet aan definitie 1.2.1,

Bereken P(''zes”), P("minstens 3") en P("even").

Opmerking 1.2.4: In voorbeeld 1.2.2 is iedere deelverzameling van 0

een gebeurtenis (element van F). In geval van een eindige of aftelbare
uitkomstenruimte kan men altijd voor F alle deelverzamelingen nemen. Als
de uitkomstenruimte niet aftelbaar is, blijkt het i.h.a. niet mogelijk
om aan iedere deelverzameling een kans toe te kennen die aan (1.2.2)

voldoet. We geven daarom de volgende definitie.

Definitie 1.2.5: a. De verzameling der Borelverzamelingen van Rk,_

notatie: B(Rk), is de kleinste ¢—algebra (van deelverzamelingen van Rk)
die alle open verzamelingen van Rk bevat,
b, Zij R c© Rk een Borel-verzameling. De og-algebra der Borelverzamelingen

van I, notatie B(Q) wordt gedefinieerd door B(R) = {9 n B]B‘e B(]Kk)}.,

Voorbeeld 1.2.6: ("schijfschieten):

2 1} , F = B(Q). Voor A ¢ B(2) is

1A

2, .2
8= {(x,y)e R” | x" +y

Opp(A)

P(a) = %—JJ dxdy = %-Opp(A) = Opp ()

A

Opgave 1.2.7: Zij de kansruimte van voorbeeld 1.2.6 ons model voor

schieten op een schijf met straal 1 ('missers” doen niet mee).
Bereken de kans dat de treffer niet verder dan op afstand } van het
middelpunt terecht komt. Wat is de kans op afstand precies }?

We geven nu een aantal belangrijke eigenschappen van kansruimten.

Stelling 1.2.8: g ¢ F.

*

Bewijs: volgens (1.2.1)a is Q ¢ F en dus ((1.2.1)b) ¢ = & ¢ F.
n

Stelling 1.2.9: [Aj e F (j=1,2,...,0n)] ﬂ»uAj e F.
1

Bewijs: gebruik (1.2.1)c met Aj = @ voor j 2 ntl,

Stelling 1.2.10: (Vv A, ¢ F)= n A, € F
jeN je
Bewijs: ﬂAj = (UA;)* . Gebruik twee maal (1.2.1)b met (1.2.1)c.

n

Gevolg: [Aj € F (J=1,25.0.,0)7 =N A

. € F.
.



Stelling 1.2.11: P(g) = O

Bewijs: Z2ij Aj = § voor j=1,2,..., dan is 4=

= 8

Aj’ en dus o.g.v. (1.2.2)c

P(@) = T P(A.) = T P(§).
4 1

1

Omdat P(f) een eindig getal is, moet P(§) = 0 zijn.

Opmerking 1.2.12: Uit P(A) = 0 volgt niet dat A = ¢ (vergelijk laatste
vraag in opgave 1.2,7),

n n
Stelling 1.2.13: P(Z Aj) = I P(Aj)

1 1

Bewijs: kies Aj = @ voor j = ntl en gebruik (1.2.2)c met stelling 1.2.11.

Stelling 1,2.14: P(A u B) = P(A) + P(B) - P(AB).

- a . . *
Bewijs: Volgens (1.1.1) (i) en (ii) hebben we A U B = A + A B en
B = A"B + AB, zodat P(A u B) = P(A) + P(AB) en P(B) = P(A*B) + P(AB).
Kombinatie van beide gelijkheden levert P(A u B) = P(A) + P(B) - P(AB).

Gevolg | (ongelijkheid van Boole): P(A u B) < P(A) + P(B).
Gevolg 2: P(A u Bu C) = P(A) + P(B) + P(C)
Bewijs: P(A U B u C) < P(A) + P(B u C) < P(A) + P(B) + P(C) (vergelijk gevolg 1)

Stelling 1.2,15t A < B =P(A) < P(B).

Bewijs: Omdat A < B, is AB = A, zodat (zie(l.l.1)) B = AB + A"B = A + A”B.
Stelling 1.2.13 levert dan P(8) = P(A) + P(A"B) > P(A) (zie(l.2.2)h).

Gevolg: P(A) < 1 (alle A € F).
Bewijs: Voor alle A ¢ F geldt dat A ¢ @, zodat P(A) < P(Q) < 1.

Stelling 1.2.16: P(A") = 1 — P(A).

Bewijs: A + A" = Q, dus P(A) + P(A*) = 1,

Opgave 1.2.17: a. Bewijs dat

N N
P(uA,) < ) PAY (N< ),
1 I J

b. Bewi]s dat

(1.2.4) P{Au B ucC)=P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) - P(AC) - P(BC) + P(ABC).




e

Definitie 1.2.18: zij(An)l een monotone rij verzamelingen (gebeurtenissen),

dan definiéren we

lim A := UA als A c A (n = 1,2 )
I ;] n n n+! *e

lim An:= N Au als An > An+l (n=1,2, )
N> |

Stelling 1.2.19: lim P(Ah) = P(lim An).

n+® ne

.. .. . . . *
Bewijs: Z1] An niet-dalend. Definieer B1 = Al en Bk = AkAk-l (k=2,3,...). Dan

n n <0 =]
geldt An = ? Ak = % Bk en ? Ak = § Bk. Nu geldt dus
o o co 11
i Ll = P = = - 3 =
P(lim A_) W A)=P(B) g P(B ) = lim [ P(8,)

nw 1 | nre ]

n n
= 1lim P(} B) = lim P(U A ) = lin P(A ).

nree l n+e 1 -

Als An niet-stijgend is, dan is A: niet—dalend, zodat geldt

P(limA ) = PO A) =1 - P((N A)") =1 -P(UAY) =
e I ] B ] B
) * . * \
= | ~P(lim A ) = 1 - 1im P(A )} = 1lim P{A }.
e 1 - It o n

Opgave 1.2.20: Bewijs de bewering in het bewijs van stelling 1.2.19 dat

n n =] o
g Bk = % Ak en i Bk = ﬂ Ak.

. Diskrete kansruimten

Definitie 1.3.1: Een kansruimte (Q,F,P) heet diskreet als Q eindlg of

aftelbaar oneindig veel elementen heeft: g = {wl,m .} en als F bestaat ui

2*
alle deelverzamelingen van {i.



1.3.1.

Stelling 1.3.2: Bij een diskreet kansveld heeft de kans de volgende gedaante:

1.3.1)  P(A) = A (w.),
(1.3.1) P = 1 p,1,G))

waarbij pj = P({mj}).

Bewijs: alle deelverzamelingen van Q zijn elementen van F, zodat voor
iedere deelverzameling A van 2 de kans P(A) is gedefinieerd. Als we

P({wj}) aangeven met pj, dan volgt (1.3.1) uit (1.2.2)c.

Opmerking 1.3.3: Het is duidelijk dat pj z 0 (3=1,2,...) en dat I pj=l;
het is echter mogelijk dat Py = 0 voor sommige j., Men zou dit laatste
kunnen vermijden door de mj met pj = 0 uit @ weg te laten; dat is echter
niet altijd praktisch. Men heeft steeds een zekere vrijheid in de keuze
van .

In voorbeeld 1.2.6 zouden we ook Q = R2 kunnen kiezen en daarbij P zd

aanpassen dat P(A) = 0 als A n {(x,y) € Rz'xz + y2 <1} = @.

Voorbeelden van diskrete kansvelden ontmoeten we in de volgende

paragraaf en in hoofdstuk 3.

Symmetrische kansruimten, kombinatoriek

Definitie 1.3.4: Een diskrete kansruimte heet symmetrisch, als §

eindig is: g = {wl,wz,...,mK}, terwijl

=1 .
pj== P({wj}) * X ( J—?,Z,...,K).

Gevolg 1.3.5: 1In een symmetrische kansruimte wordt de kans op A gegeven

door:
_#A
(1.3.2) P(A) = %RET’

met #(A) = aantal elementen van A (vergelijk voorbeeld 1.2.2).

Formule (1.3.2) komt overeen met de al door Laplace (zie inleiding)
gegeven (in wezen circulaire, maar toch bruikbare) definitie van het
begrip kans:"De kans op een gebeurtenis is de verhouding van het aantal
voor die gebeurtenis gunstige gevallen tot het totaal aantal mogelijke
gevallen, mits alle gevallen gelijkelijk mogeligk zijn".

Het berekenen van kansen in een symmetrische kansruimte komt neer op het
tellen van mogelijkheden. Alvorens hiervan een aantal voorbeelden te

geven poneren we zonder bewijs de volgende, intuitief duidelijke,telregel.




Telregel: Als men k maal een keuze doet, terwijl het aantal keuzé-
mogelijkheden bij de j-de keuze n, bedraagt (i = 1,2,...,k), dan is

het totaal aantal keuzemogelijkheden gelijk aan n N, . .en .

Voorbeeld 1.3.6: Wat is de kans om in &&n worp met twee dobbelstenen

minstens 9 ogen te gooien?

Antwoord: Neem als model een symmetrisch kansveld met (zie Telregel)

36 uitkomsten: § = {(x,y)|x=1,2,...,6; y=1,2,...,6}. De gebeurtenis

A:= "minstens 9 ogen" = {(3,6), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5.6),

(6,3), (6,4), (6,5), (6,6)},zodat #(A) = 10 en dus P(A) = 10/36 = 0,2778.

We bespreken nu vier symmetrische kansruimten, die model zijn voor

het nemen van een steekproef, Hierbij kiezen we n maal een element uit
een verzameling (in de statistiek wel "populatie" genocemd) van N
onderscheidbare elementen, die we eenvoudigheidshalve aangeven met
142,3,...,N. Een steekproef (van de grootte n) uit deze verzameling

is dus een n—tal (xl,x ,...,xn) met X, € {1,2,...,N} voor j=1,2,...,n.

In ons model bestaat ni de uitkomstenruimte uit de verzameling van al
deze steekproeven, terwijl iedere steekproef dezelfde kans heeft om
"getrokken" te worden., Zo'n steekproef noemt men wel aselect.

We kunnen hierbij vier situaties onderscheiden: we kunnen trekken mét
of zonder terugleggen en we kunnen geordende of ongeordende steekproeven
beschouwen. Bij trekken zonder terugleggen kan elk element hoogstens
8&n keer in de steekproef voorkomen, zodat n < N.Bij trekken met terug-
leggen wordt een getrokken element weer teruggelegd en kan dus telkens
weer gekozen worden. Bij geordende steekproeven wordt gelet op de
volgorde waarin de elementen worden getrokken; twee steekproeven die
dezelfde elementen bevatten in verschillende volgorden worden als
verschillend beschouwd (en geteld). Bij ongeordende steekproeven wordt
alleen op de inhoud van de steekproef gelet: twee steekproeven die de-
zelfde elementen bevatten zijn gelijk.

Voordat we voor de bovenbeschreven situaties de aantallen steekproeven

berekenen herinnmeren we aan de volgende eigenschappen (zie Wiskunde 10).

Lemma }.3.7: Het aantal permutaties (volgorden) van n onderscheid-

bare objekten is n!.



Lemma 1.3,8: Het aantal deelverzamelingen met k elementen van een

verzameling met n elementen, het aantal kombinaties van k uit n, is
n
(k) (k=0’l,o . ,n).

Opgave 1.3.9: Een verzameling V met n elementen heeft 2" deelverzamelingen

(¢ en V meegeteld). Bewijs dit (ook) zonder lemma 1.3.8 te gebruiken.

Stelling 1.3.10: Het aantal steekproeven van de grootte n uit een ver-

zameling van N elementen is:

a. N(n):= N(N-1)...(N-n+1) bij trekken zonder terugleggen en geordende
steekproeven
N -
b. (n) bij trekken zonder terugleggen en ongeordende
steekproeven (het aantal combinaties)
c. N bij trekken met terugleggen en geordende
steekproeven
N+n~1 y
d. ( n ) bij trekken met terugleggen en ongeordende

steekproeven (het aantal herhalingscombinaties)

Bewijs: In de gevallen a en ¢ volgt het bewijs uit de Telregel: het
aantal keuzemogelijkheden bij de j—de trekking is R-j+1 in geval a en
N in geval c.
Geval b wvolgt uit a door op te merken dat ieder n—tal elementen
in ieder van de n! permutaties als steekproef onder a voorkomt; al
deze steekproeven gelden als dezelfde onder b. Overigens is het antwoord
onder b ook: het aantal deelverzamelingen van de grootte n (zie lemma 1.3.8).
De overgang van ¢ naar d 1is niet zo eenvoudig, omdat het aantal
steekproeven met de zelfde elementen onder ¢ afhangt van het aantal
gelijke elementen: {x,y,z} komt zes maal voor, {x,x,z} drie maal.
Bij d komt het er alleen op aan hoevaak elk van de elementen (ge-
nummerd 1,2,...,N) in de steekproef voorkomt. De vraag is dus: op
hoeveel manieren kunnen we de n plaatsen in de steekproef verdelen
over de elementen 1,2,...,N als herhalingen 2zijn toegestaan, of wat
aanschouwelijker: op hoeveel manieren kunnen we n identieke ballen
verdelen over N cellen? Iedere verdeling kan worden weergegeven door
een rij nullen en enen, waarbij de nullen de ballen voorstellen en de
enen de scheidingswanden van de cellen; de rij begint met een 1, de
linker wand van cel | en eindigt met een |, de rechter wand van cel N;

aangrenzende cellen hebben een gemeenschappelijke wand. Zo is:
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voor N = 7 en n = 9

10010001011010011 = (2,3,1,0,1,2,0)

de verdeling waarbij in de eerste cel 2 ballen terecht komen, in de
tweede 3, in de derde 1, etc. De vraag is nu dus: op hoeveel manieren
kunnenh we de n ballen en de N~1 inwendige scheidingswanden plaatsen?
Antwoord: op zoveel manieren als men n plaatsen kan kiezen uit

N+n-1

N+n-1, diwez, ( 0 ) .

Opmerking 1.3.1}1: evenals bij geval d kunnen de andere drie gevallen
"vertaald" worden in problemen waarbij n ballen worden verdeeld over
N cellen. Het begrip "met terugleggen' gaat dan over in "meer dan &é&n
bal per cel toegestaan' en "geordende steekproef' wordt "de n ballen
zijn onderscheidbaar'. Model d 1ligt als steekproef-model niet zo

voor de hand, omdat trekken met terugleggen eigenlijk geordende steek-
proeven (&&n voor &&n trekken) veronderstelt. De ballen-cellen inter-

pretatie speelt een rol in de statistische mechanika,

Opgave 1.3.12: De aantallen onder a t.m. d kunnen ook gelezen worden als

(i ) het aantal elementen in de uitkomstenruimte Q, waarbij

. oe{1,2,...,8 (j=1,2,...,n) en ...} 3

0= {(xl,xz,...,xn)li

maak in alle vier gevallen de voorwaarde volledig.

(ii) het aantal ... funkties {xl,x ,...,xn} -+ {},2,...,N} ;

2

vul voor de vier gevallen (waar nodig) het weggelaten bijvoeglijk naam~

woord in.

Opgave 1.3.13: Wat is het aantal oplossingen van de vergelijking

m}+m2+...+mN=nl

a, Als My Mys coes m geheel zijn en = 0?7 b. als My, Woyeees By geheel

zijn en > 0? Hierbij worden x+y+... en y+x+.. als verschillend beschouwd

als x en y verschillend zijn, etc.
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We passen de resultaten van stelling 1.3.10 toe op de situatie dat
de verzameling bestaat uit elementen van twee soorten, bijvoorbeeld
witte en zwarte knikkers (M resp. N-M stuks). We nemen een steekproef
van n exemplaren en vragen naar de kans op precies k witte knikkers
in elk van de situaties a t.m. d uit stelling §1.3.10 en steeds met de

symmetrische kansruimte als model.

Stelling 1.3.14: Men neemt een aselecte steekproef van n stuks uit een

verzameling van N knikkers, waarvan M wit en N-M zwart. Zij pﬁx) gedefinieerd

door . \ '
p(x) = P (steekproef bevat precies k witte knikkers),
k

waarbij x de situaties a,b,c,d uit stelling 1.3.10 aangeeft. Dan geldt

N-M

M
(a) _ (n) M(k)(N—M)(n*k) - (k) (n—k)
ek N () &
M, ,N-M
p(b) _(k)(n—k)
k a9

k n-k . ‘
M (N-M n M.k M.n~k
pl®) @ LM N“) @ & a -

M+k~] N-M+n-k-1
(@ . k) _n=k )
" (N+n-1)
n

Bewijs: we moeten uitrekenen (zie gevolg 1.3.5)# (A)/#. (Q),waarbij #(A)
het aantal mogelijke steekproeven is die precies k witte knikkers
bevatten; #(2) hebben we al uitgerekend in stelling 1.3.10,

In de gevallen b en d vinden we het antwoord direkt met de Tel-
regel:# (A) is het aantal manieren waarop k witte knikkers kunnen worden
gekozen maal het aantal manieren om n-k zwarte knikkers te kiezen,

In de gevallen a en ¢ 1is ook de plaats van de knikkers in de steek-
proef van belang. Volgens de Telregel is het antwoord: # (A) = nl.nz,n3,
waarbi j n1=(E), het aantal manieren waarop de k witte knikkers over
de n plaatsen in de steekproef kunnen worden verdeeld, n2 is het aantal
manieren om de k witte knikkers te kiezen en n, het aantal manieren

om de n~k 2zwarte te kiezen.
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Opmerking 1.3.15:bij trekken zonder terugleggen vinden we bij geordende

en ongeordende stéekproeven hetzélfde'antwoord; gelukkig maar, want
het is niet a priori duidelijk welk model de voorkeur verdient. Bij-

trekken met terugleggen is er een natuurlijke volgorde en ligt het

voor de hand om geordende steekproeven te beschouwen. In de interpretatie
waarbij ballen over cellem worden verdeeld (zie opmerking 1.3.13) geven
de antwoorden onder b, c en d op blz. 9 aanleiding tot het onderscheid in

de modellen van resp. Fermi-Dirac, Maxwell-Boltzmann en Bose-Einstein.

Het getal(ﬁ) kunnen we ook interpreteren als het aantal manieren om
een verzameling van N elementen te splitsen in twee deelverzamelingen,
€én van n stuks en é&n van N-n stuks. Als N=2n dan treedt er een
moeilijkheid op in deze interpretatie: we moeten dan de twee deelver—
zamelingen geordend denken, d.w.z. we moeten een verdeling in (bijv.)
(a,b,c) en (x,y,z) onderscheiden van de verdeling in (x,y,z)} en (a,b,c).
Als we dat niet willen, moeten we het aantal manieren door twee delen.
Een soortgelijk probleem treedt op bij de verdeling van een verzameling

in meer dan twee deelverzamelingen.

Stelling 1.3.16: Het aantal manieren waarop een verzameling van N

elementen kan worden verdeeld in r geordende deelverzamelingen bestaande

uit resp. W sMyse s W elementen (m1+m2+...+mr=N) is gelijk aan

2

N _ N!
[m],mz,...,m m, . mZI A m{f

r )
Men noemt dit getal een multinomiaalcoéfficiént.Hiervoor geldt

{ N V.M ™ M

N
+ e = .
(xtxy* +xr) ! \ml,mz,...,mr} 1

waarblj gesommeerd wordt over alle gehele, niet—negatieve Wyyeresl

metm, + .., +m = N,
i r

Opgave 1.3.17: bewijs stelling 1.3.16 met de Telregel.

Volledigheidshalve vermelden we nog de formule van Stirling:

Stelling 1.3.18: nl ~e O nn+£ Yo {(n » o),

Hierbij betekent a(n)~ b{n) (n - =) dat lim a(n) /b(n) = 1, niet
nree

dat lim {a{n) - b(n)} = 0.

>
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Opgave 1.3.19: Wat is de kans om in 2n worpen met een dobbelsteen

precies n keer even te gooien? Hoe gedraagt deze kans zich voor n » =?
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VOORWAARDELTJKE . KANS, ONAFHANKELIJKHEID

2.1 Voorwaardelijke kans

Het komt dikwijls voor dat over de uitkomst van een experiment van te
voren al iets bekend is of verondersteld wordt, bijv. dat w ¢ B, We kunnen
dan vragen wat onder deze omstandigheid (het optreden van B) de "kans" is
dat A gebeurt. We kunnen deze "kans' niet uitrekenen met de hulpmiddelen
die we tot nu toe hebben; er is een nieuwe definitie nodig voor dit begrip,
dat we de voorwaardelijke kans op A onder de voorwaarde B (ook wel:gegeven B)
noemen.

Notatie: P(A|B).

Ter introduktie bekijken we het volgende voorbeeld: we gooien met twee
dobbelstenen en vragen naar de voorwaardelijke kans dat het totaal aantal
ogen een vijfvoud is, gebeurtenis A, gegeven dat dit aantal oneven is,
gebeurtenis B, Omdat in ons oorspronkelijke model (zie voorbeeld 1.3.6)
alle 36 uitkomsten even waarschijnlijk waren, ligt het voor de hand om
nu alle 18 uitkomsten, waarbij B optreedt als even waarschijnlijk te be-
schouwen, d.w.z. als model een symmetrisch kansveld te nemen, maar nu met

B als uitkomstenruimte. We vinden dan

#(aB)

(2.1.1) P(A]B)= b))

Als we in het rechterlid van (2.1.1) teller en noemer delen door 36

(d.w.z. door #(f)), dan vinden we

(2.1.2)  P(A|B) = o7===-

Voor de gevraagde voorwaardelijke kans vinden we in dit voorbeeld dus
P(AIB) =P (vijfvoud|oneven) = 4/18., Voor de (onvoorwaardelijke) kans op A
hebben we (ga na) P(A) = 7/36.

We geven nu de algemene definitie.

Definitie 2.1.1: Als A en B gebeurtenissen zijn in de kansruimte (Q,F,P) met

P(B)> 0, dan wordt de voorwaardelijke kans op A gegeven B, notatie
P(A]B), gedefinieerd door (2.1.2).

Stelling 2.1.2: De funktie PB gedefinieerd op F door PB(A) = P(A|B),

is een kans op F; de funktie P_ is ook een kans op F n B (kort gezegd:

B
een voorwaardelijke kans is een kans).
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Opgave 2.1.3: Bewijs stelling 2.1.2 (zie de voorwaarden (1.2.2))}.

Stelling 2.1.4: Als A , A )> 0,

. An gebeurtenissen zijn met P(A] A....A

IR A 2 n-l

dan geldt ( n= 2,3,...)

(2.1.3)  PAA,...8) = P(ADP(A)|AIP(A,|AA ). ..P(A |AA ...A ).

2.
bewijs: alle voorwaardelijke kansen zijn gedefinieerd, omdat P(AIAZ"'An-1)> 0
is (vergelijk stelling 1.2.15). Voor n=2 volgt (2.1.3) uit (2.1.2). Het

bewijs wordt nu gemakkelijk voltooid met volledige induktie en nogmaals (2.1.2).

Stelling 2.1.5: Zij N € {1,2,,, «}. Als de gebeurtenissen H],Hz,...,l-%q elkaar
. . . L] N

aansluiten, terwijl P(Hj) >0 (j=1,2,...,N) en ? P(Hj) = 1 dan geldt voor

iedere gebeurtenis A

N
(2.1.4) P(A) = ) P(A]Hj)P(Hj).
1

N N N
Bewijs: omdat z P(Hj) = P( z Hj) = 1, is P(( Z Hj)*) = 0 en dus(zie (1.1.1))
1 l |

N N N N
P(A) = P(A ] H,) +P(A ()} H,)") = P(] aH,) = ] P(4aH,) =
rJ 1 I J

N
= P(AJH,) P(H.
; [#) B(R,),
waarbij de laatste gelijkheid volgt uit (2.1.2).

Stelling 2.1.6 (regel van Bayes): Als P(A) > 0 en als H Hz""'HN voldoen

aan de voorwaarden van stelling 2.1.5 dan geldt

P(A[H )P(H )
P(H [4) = 5 k" .
Z]P(AIHj)P(Hj)

J

Opgave 2.1.7: Bewijs stelling 2.1.6.

Opmerking 2.1.8: Voorwaardelijke kansen zijn in het algemeen geen grootheden

die men wil berekenen, maar grootheden die in het model gegeven zijn en die
gebruikt worden om onvoorwaardelijke kansen te berekenen. In deze zin wordt

stelling 2.1.5 meestal gebruikt.
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Voorbeeld 2.1.9: Men trekt zonder terugleggen ballen uit een vaés,

die M witte en N-M zwarte ballen bevat. Hierbij heeft steeds jedere
nog in de vaas aanwezige bal dezelfde kans om getrokken te worden.
Vraag: wat is de kans dat de tweede bal wit is?

Antwoord: we geven de gebeurtenis '"de eerste bal is wit" aan met W, en

analoog voor de andere gebeurtenissen. We hebben dan (stelling 2.1.5)

- M-1M M N-M _M _
P(W,) = P(Wy|W)IB(W ) + P(W,[2)) PZ) ST RtRT R SR (W)

Opgave 2.1.10: Laat zien dat P(WZ) = %-als we twee ballen trekken uit de

vaas in voorbeeld 2.1.9, maar als model gebruiken een symmetrische kansruimte
met als uitkomsten geordende steekproeven van de grootte 2 zonder terug-

leggen. Bereken P(Wk) als we n geordende trekkingen doen zonder terugleggen.

Opgave 2.1.11: Stel dat de ballen in de vaas uit voorbeeld 2.1.9 genummerd
zijn van | t.m. N. Bereken de kans dat bij de k-de trekking de bal met

nummetr j gekozen wordt
a. voor het model "trekken met gelijke kansen uit de resterende ballen"
b. voor het model "n geordende trekkingen zonder terugleggen".

Zijn beide modellen equivalent?

Onafhankelijkheid

Twee gebeurtenissen A en B heten onafhankelijk als het optreden van de
ene gebeurtenis geen invloed heeft op de kans op het optreden van de andere
gebeurtenis, d.w.z. als P(AIB) = P(A) en P(B|A) = P(B). Uit elk van deze
gelijkheden volgt dat

(2.2.1) P(AB) = P(A)P(B).
Aan (2.2.1) is voldaan als P(A) = 0 of P(B) = 0, dus hiervoor hoeven

P(A|B) en P(B{A) niet te bestaan. We geven de volgende definitie.

Definitie 2.2.1: Twee gebeurtenissen heten onafhankelijk (ook wel:onderling

onafhankelijk, afgekort o.0.) als (2.2.,1) geldt.

Opgave 2.2.2,: We trekken &8n kaart uit een spel van 32 met als model
de symmetrische kansruimte. De gebeurtenissen "harten", "aas" en "rood"
geven we aan met resp. H,A en R. Welke paren gebeurtenissen zijn onaf-

hankelijk?
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Definitie 2.2,3: Een verzameling A van gebeurtenissen heet onafhankelijk

(0.0), als voor iedere n ¢ N en iedere deelverzameling {Al’AZ""’An} c A

geldt dat

(2,2.2) P(AIA

e .An) = P(Al )P(Az) .. .P(An) .

Voorbeeld 2.2.4: Drie gebeurtenissen A, B en C zijn onafhankelijk als
P(AB) = P(A)P(B), P(AC) = P(A)P(C), P(BC) = P(B)P(C) en P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Voorbeeld 2.2.5: Zij (2,F,P) een symmetrisch kansveld met Q={wl,w2,m3,w4}.
Definieer A = {wl,wz}, B = {wl,w3} en C = {wl,wA}. Nu zijn A, B en C

twee aan twee onafhankelijk, maar niet (met z'n drieen) onafhankelijk:

P(A) = P(B) = P(C) = =, P(AB) = P(AC) = P(BC) = P(ABC) = P({a }) = %, zodat
PA)P(B)P(C) = 5 FP(ABC).

Opgave 2.2.6: Hoeveel voorwaarden moeten vervuld zijn voor het o.o. zijn

van n gebeurtenissen?

Stelling 2.2.7: Als A en B onafhankelijk zijn, dan zijn ook A en B" on-
afhankelijk (en dus ook de paren A*,B en A*,B*).

Bewijs: P(A) = P(AB) + P(AB™), zodat P(AB*) = P(A) - P(AB) = P(A) - P(A)P(B) =
= P(A){1-P(B)} = P(A)P(B™).

Opgave 2.2.8: Als A,B,C en D onderling onafhankelijk zijn, dan zijn ook

de gebeurtenissen AB en CuD onderling onafhankelijk. Bewijs dit, (Dit
soort, intuitief duidelijke eigenschappen zullen we soms zonder bewijs

gebruiken).

Definitie 2.2.9:De verazamelingen Al’ A van gebeurtenissen heten onaf-

2,0--
hankelijk, als voor iedere keuze van A. ¢ Aj de gebeurtenissen A

I’AZ""
onderling onafhankelijk zijn.

Een kansruimte (?,F,P) is een model voor een experiment. Het is ook
mogelijk om meer dan &én experiment op een kansruimte te definiéren. We
beschouwen dan een rij kansruimten (Q,fj P) met Fj c F. leder experiment
(Q,Fj,P) kan dan worden beschouwd als een deel-experiment van (Q,F,P). We

zijn speciaal gelinteresseerd in omnafhankelijke (deel-) experimenten.

Definitie 2.2.10: De experimenten (Q,Fj,P) (3=1,2,...) heten onafhankelijk

als de og-algebra's FI’FZ"" onafhankelijk zijn (zie definitie 2.2.9).
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Voorbeeld 2.2,11: Als Al’
g-algebra's Fj: = {R,@,Aj,A;} onafhankelijk (j=1,2,...).

Az,...o.o; gebeurtenissen zijn, dan zijn de

In veel gevallen wordt van experimenten ge£ist of verondersteld dat
ze onafhankelijk zijn. Dat wil zeggen dat het model z8 wordt gekozen of
gekonstrueerd dat aan de onafhankelijkheidseisen is voldaan. We geven

nu een voorbeeld van zo'n konstruktie,

Vootrheeld 2.2.12: Laat (Qj,Fj,Pj) (j=1,2,...,n) diskrete kansruimten zijn

(zie definitie 1.3.1). We definieren nu een nieuwe kansruimte (Q,F,P) 23
dat de experimenten voorgesteld door (Qj,Fj,Pj) daarop onafhankelijk

zijn. We kiezen

Q=0 % 0, Xeves x (cartesisch produkt),

(2,2.3) 3 F de verzameling van alle deelverzamelingen van ,

P({w},mz,...,wn}) = Pl({wl})Pz({wz})...Pn({mn}).

Het j-de experiment wordt nu het deel-experiment van (2,F,P) voorgesteld

door (n,F},P), waarbij F& gedefinieerd is door (j=1,2,...,n)

' =
F R, X,..x R,  x ij Qj+l X...xQn,

d.w.z. F' bestaat uit alle deelverzamelingen van § waarbij alleen aan de
o e . .
j—de koordinaat restrikties worden opgelegd, Iedere gebeurtenis Aj e F,

gaat hierbij over in de gebeurtenis A; = Q]X . x A.Xx Q. ... X

i-i 1t
x Q@ ¢ F! ¢ F,
n-

De kansruimte (Q,F,P) heet wel produkt-kansruimte.

Opgave 2.2.13: Ga na dat de experimenten (Q,Fg,P) uit voorbeeld 2.2.14
onafhankelijk zijn. Aanwijzing: laat eerst zien dat P(Aé) = Pj(Aj)-

Voorbeeld 2.2.l4: Een experiment met twee uitkomsten: S (succes) en

M (mislukking) kunnen we voorstellen door een diskrete kansruimte, vast-
gelegd door Q= {S,M}, P({S}) = P en P({M}) = 1-p. Als we onafhankelijk
van elkaar n van deze experimenten doen, dan is de kans op precies

k successen {en dus n-k mislukkingen) gelijk aan

P -p™ ™ (0 sk < a).

Immers P (precies k successen) = ZP(f(wl.---,wn)}) = EPI({NI}) ....Pn({wn}>:

waarbil] we sommeren over alle uitkomsten (ml,-..,mn) waarbij precies k van de
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koordinaten gelijk zijn aan S. Er zijn (zie lemma 1.3.8) (k) van deze

uitkomsten, terwijl (zie 2.2.3) voor elk van deze uitkomsten geldt dat
k -k
P({(w,enesw )D) = p (1-p)*%,

In het vervolg zullen we, als we over onafhankelijke experimenten
spreken, aannemen dat voldaan is aan definitie 2.2.10, d.w.z. dat gebeurte-~

nissen die betrekking hebben op verschillende experimenten onafhankelijk
zijn. We komen hierop in hoofdstuk 3 terug.
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STOCHASTISCHE GROOTHEDEN, VERDELINGSFUNKTIES

Stochastische grootheden

We bekijken de kansruimte die model is voor het kiezen van een
"willekeurige' Nederlander, d.w.z. de symmetrische kansruimte met Q& de
verzameling van alle Nederlanders. Iedere Nederlander heeft een zekere
lengte en als we volgens dit model &&n Nederlander w kiezen, dan krijgen
we een getal 2(w), de lengte van w, dat van het toeval afhangt.

Zo'n getal noemt men een 8tochastische grootheid, soms ook toevalsgrootheid.
Het is duidelijk dat de lengte van Nederlanders een funktie is op §;
doordat het argument van de funktie door het toeval wordt bepaald, is

ook de funktiewaarde van het teeval afhankelijk. We geven nu een formele

definitie.

Definitie 3.1.1: Een stochastische grootheid op een kansruimte ({2, F,P)

is een funktie x: 2 + R die F-meetbaar is, d.w.z. dat voor iedere a ¢ R

(3.1.1) {w| x{w) = a } e F.

Als xl(m),...,xn(w) stochastische grootheden zijn, dan heet (xl(w),...,xn(w)

wel een stochastische vektor.

Opmerking: Meetbaarheid is i.h.a. geen sterke eis. We stellen deze eis

om de verzameling van (3.1.1) als een gebeurtenis te kunnen beschouwen.
Opgave 3.1.2 : Op een eindige of aftelbare kansruimte zijn alle funkties
meetbaar.

Opgave 3.1.3: Als x een F-meetbare functie is, dan geldt ook {w|x(w) < al e F
voor alle a ¢ R.

Notatie: We zullen stochastische grootheden aangeven met onderstreepte

letters: x,y,z. We schrijven dan P(x < a) of P(x ¢ B) i.p.v. P({w|x(w)<al)

of P({w|x(w) ¢ B}) met B ¢ B(R). Het gebruik van onderstreepte letters
voor stochastische grootheden is beperkt tot de Nederlandstalige literatuur;
in de Engelstalige literatuur gebruikt men meestal X,Y,Z2 i.p.v. Xx,y,z, in

de Franstalige soms &,n,C, etc.
Eenvoudige voorbeelden van stochastische grootheden zijn de volgende

Voorbeeld 3.i.4 <(som van de ogen bij een worp met twee dobbelstenen):

1 = {(X’Y)| x=l,2,...,6;y=l,2,...,6} ? v [P(‘[(X,}')}) - %‘g]-

(x,y)eq

k(x,y) = x+y met (ga na) P(k=k) = é:%%:kl (k=1,2,...,13).
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Voorbeeld 3.1.5 (afstand tot de "roos" bij schijfschieten):

Q= {(x,y)|x2+y251} ;F =B(Q) (zie definitie 1.2.5), P(A) = % Opp(A).

r(x,y) = f’x2+y2 met (ga na) P(rsr) = r2 (0sr=<1),

Funkties van stochastische grootheden

In veel gevallen is men geinteresseexd in funktiee van stochastische
grootheden, Als bijv. d de diameter is van een door het toeval aangewezen
bol (bijvoorbeeld een willekeurig gekozen exemplaar uit een partij stalen
kogels) dan willen we kunnen spreken over het (stochastische) volume
van zo'n bol: v = wﬂ?/6. In feite is een funktie g van een stochastische
grootheid x niets anders dan de samengestelde funktie gox; de enige
eis die we stellen is dat gox: @ + R weer meetbaar is, dus (zie definitie

3.1.1) dat voor alle a ¢ R
{w|g(x(w)) < a} e F,

In de praktijk is dit geen probleem: alle funkties g die u kunt bedenken

hebben deze eigenschap. Zonder bewijs geven we de volgende stellingen.

Stelling 3.1.1.1: Als (EJ’EQ""’En) een stochastische vektor is met

. e - . M . .
waarden in B ¢ R"en als g: B + R continu is of monotoon in iedere

variabele, dan is ook g(§4,...,§n) een stochastische grootheid.

Stelling 3.1.1,2: Als LI TRRRE stochastische grootheden zijn en als de

rij funkties X[ yX5se0 . €€D limiet x heeft: Vmeﬂ[lim xn(w) = x(w)], dan is
Fatmats]

ook x een stochastische grootheid.

Gevolg 3.1.1.3: Als x en y stochastische grootheden zijn met y(w) # 0, dan

zijn ook {§,£7, sin(x y), (52f14)“£ (etc.,etc.) stochastische grootheden,

Gevolg 3.1.1.4: Als X sXpreoe stochastische grootheden zijn, dan zijn ook

o n n

; Ek, ? X, » max (Ed""’én)’ min(§4,...,§n) en % Z—k cosgkt stochastische

grootheden (n=1,2,...).

- 2 . . 'y
Opgave 3.1.1.5: Bewijs dat X en sin o stochastische grootheden zijn,
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3.2 Verdelingsfunkties

In het algemeen is men niet gelnteresseerd in de stochastische grootheid
als funktie, maar wil men alleen weten welke waarden de grootheid kan
agnnemen en met welke kansen dat gebeurt, Uit het volgende voorbeeld blijkt
dat twee stochastische grootheden verschillend kunnen zijn terwijl hun

"kansgedrag" hetzelfde is.

Voorbeeld 3.2.1: Beschouw de kansruimte (Q,F,P) met © = [0,1], F=B([0,1])

1
en P(A) = IIA(w)dw. Definieer x, en X, door x!(w) =W en xz(w)=1—w.
0

Dan geldt (ga na) P(a < X, < b) = b-a voor i=l en voor i=2 (0 £ a £ b = 1),

Omdat kansen van deze soort het relevante gedrag van een stochastische

grootheid bepalen, zijn X, en X, voor de "waarnemer" niet te onderscheiden.

1 2
In de praktijk wordt een stochastische grootheid gekarakteriseerd door zijn

verdelingsfunktie, die als volgt wordt gedefinieerd.

Definitie 3.2.2: Als X een stochastische grootheid is, dan heet de funktie

F&, voor alle z ¢ R gedefinieerd door (vergelijk definitie 3.1.1)

(3.2.1) Fx(z) = P(x < z) = P({w|x(w) < z})

de verdelingsfunktie van x.

Opgave 3.2.3: Bewijs dat

Pla <xsb) = F (6) - Fy(a)

Voorbeeld 3.2.4: Voor de stochastische grootheid k uit voorbeeld 3.1.4 geldt

A

2} = § PUGND =

F (z) = P({(x,y) | x+y
- X+ysz

=7 ¥ PUGWH = [ Pk==1 P

itz x+y=j jsz jsz
waarbij

-—] 3 .
P ={ 36 (6"',7_1,) (J=3,2,,_.,]3) .
J

0 anders
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F is dus een trapfunktie zoals hieronder getekend.

—
D —
ey
p———p
—_—
| e o
. ——
p—>
L
M_* e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Voorbeeld 3.2.5: De verdelingsfunktie van r uit voorbeeld 3.1.5 wordt

gegeven door (ga na)

0. {z < 0
F (z) = { z2 (0 z<1)
£ 1 (z = 1)
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We geven nu een aantal eigenschappen van verdelingsfunkties. Hierbij

schrijven we soms gemakshalve F i.p.v. Fx'

Stelling 3.2.6: Zij F de verdelingsfunktie van een stochastische grootheid

x. Dan geldt
a. F is niet—-dalend

b. lim F(x) = 0; lim F(x) = |

X0 X-rea
c. F is kontinu van rechts: lim F(x+h) = F(x).
: ht0
Bewijs:

a. Als y 2 z is, dan is {w|x(w)sy}={w| x(w) <z}. Gebruik nu definitie

3.2.2. met stelling [.2.15,

x(w)s -N} (N=1,2,...) is monotoon met limiet @,

zodat wegens stelling :1.2,19 F(-N) » P(¢) = 0 als N + =, Omdat F

b. De rij verzamelingen {w

monotoon is, geldt nu ook (ga na) F(x) - 0 als x + -=, Geheel analoog
bewijst men de tweede bewering in b.
¢. De rij verzamelingen {w|x(m)Sx+%J {n=1,2,...) is monctoon met limiet

{w|x(w)£x} (gebruik weer de monotonie van F).

Opgave 3.2.7: Bewijs dat voor een (eindige) stochastische grootheid x geldt

(i) {m|x(w)S—N}+G, (ii) {mlx(w)sN}+ﬂ en

(iii){w}x(w>5x+§}+{wjx(w)sx} , (iv) {w]x(w)sx- ;T-}+{w|x(w)< x} als NeN en N,

Stelling 3.,2.8: Zij F_(x-0) :=1im ¥_(x~h), dan geldt
= o Z

P(x<x) = Fx(x-O).

bewijs: zie opgave 3,2.7, (iv) en gebruik weer stelling 1.2,19.
Gevolg: P(x=x) = Fx(x) - Fx(x-O).

De volgende stelling is van groot praktisch en theoretisch belang.

Stelling 3.2.9: Als F een funktie R~+ R is met de eigenschappen &,b en ¢

van stelling 3.2.5, dan is er een stochastische groctheid x met Fx=F'
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Bewijs: We moeten een kansruimte (2,F,P) aangeven en daarop een meetbare
funktie x, zd dat FX=F. Kies @ = R, F = B(R) en leg P vast door de eis
dat P((-»,al)=F(a) voor alle reele a (we bewijzen niet dat P hierdoor

bepaald is). Definieer nu x door x(w) =w. Dan is Fx(x) = P(ﬁ_s X) =

= P({o|x(w)sx}) = P((~=,x]) = F(x).

Opmerking 3.2.10: De in het bewijs van stelling 3.2.9 gekonstrueerde

kansruimte (R ,B(R),P) is model voor een experiment dat bestaat uit het
waarnemen of meten van een grootheid die van het toeval afhangt. De kans P
die van x afhangt en daarom ook wel met Px wordt aangegeven heet de kang-

verdeling van x. Deze kansverdeling is geheel bepaald door F_-

Opmerking 3.2.11: Stelling 3.2.9 en analoge stellingen voor verdelings-

funkties van stochastische vektoren (zie volgende §) maken het mogelijk
om over stochastische grootheden en hun verdelingsfunkties te spreken
zonder dat een kansruimte gegeven is: het is steeds mogelijk om bij een
gegeven verdelingsfunktie F een kansruimte te konstrueren en daarop een
grootheid x met Fx = F. In de toegepaste kansrekening en in de statistiek
kan men het daarom vrijwel zonder kansruimten stellen. Ook wij zullen in
het vervolg nog slechts sporadisch expliciet van het begrip kansruimte

gebruik maken.

Verdelingsfunkties in meer dan &é&n variabele

Notatie: In plaats van P({a < x

We behandelen hier de eigenschappen van verdelingsfunkties in twee

variabelen en (kort) van verdelingsfunkties in meer dan twee variabelen.

Definitie 3.2.1.1: Als X en y stochastische grootheden zijn, dan heet

de funktie F » gedefinieerd door
X,y

w—

Fx X(K’Y) =P({x < xln{y =syH) ((x,y) « ]RZ),

»

o

de simultane verdelingsfunktie van x en y (of ook: de verdelingsfunktie

van de stochastische vektor (x,y)).

IA

b} n {y = c}) e.d. zullen we dikwijls

IA

als afkorting schrijven P(a < x

b’ XSC) Eod-

stelling 3.2.1.2: Als F de verdelingsfunktie is van (x,y), dan geldt

P(a] < x < bl’ a, < y < b2) = F(bl,bz) - F(a],bz) - F(b],az) + F(al,az).
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Bewijs: {a <xsb,} 0 {a,<ysb,} = {xsb } n {xsa;} o {ysb,} o {ysa,}'= B B,(A 4,

met A! = {_:f_sal}, B, = {ESbl}’ A, = {Xsag}' B, ={y = bz}. Nu is (zie 1.1.1) en

stelling 1.2.14)

*
P(B!BZ(AI u AZ) ) = P(B]Bz) - P(B1B2A| U BIBZAZ) = P(Ble) - -P(AIBZ U BIAZ) =
= P(BIBZ) - P(AIBZ) - P(BIAZ) + P(AIAZ)’ waarbij we gebruik hebben gemaakt

van de eigenschappen AIBI = Al en A232 = AZ.

Stelling 3.2.1.3: Als (x,y) een stochastische vektor is met verdelings-

]

funktie F , dan geldt
X,y :

lim F x =F

x-J;:T: X, ( QY) x(y)!
lim F
yoo L2

(x,y) = FE(XJ .

Bewijs: {w]x(m) < N, y(w) £ y} 4 {w|x(w) £y} als N + =, N ¢ N, zodat
F. (N,y) > Fz(y). Omdat F_ X.mcmotoon is in x voor iedere y, geldt

5’ ¥

ook FE;ZFx’y) -+ FZFY) als x » », Zie ook stelling 1.2.19,

Stelling 3.2.1.4: Als F de verdelingsfunktie is van een stochastische

vektor (x,y), dan geldt

a. lim F(x,y} = 0 (y e R)
K-
b. lim F(x,y) = 0 (x ¢ R)
y—f—-—m
Ce lim F(x,y) = |
Koo
}T—PW
d. F is niet-dalend in x voor alle y en in y voor alle x
e. F is kontinu van rechts in x voor alle y en in y voor alle x.

Opgave 3.2.1.5: Bewijs stelling 3.2.1.4.

Verdelingsfunkties in meer dan twee veranderlijken definieert men analoog:

Definitie 3.2.1.6:Als (51’52""’§n) een stochastische vektor is, dan heet

de funktie F s gedefinieerd door
ESPRERFY
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= <
FX }-.o’x (xl,"',xn) P(EIS xl,.'.’ Erl xn)
1 -1

Lo

de (simultane) verdelingsfunktie van (54""’§n)'

Stelling 3.2.1.7:

lim F (xl,...,xn) = F (gl,...,xj_l,xj+l,...,xn).

g TSR

J

i}"“’z{-j—l’ij-!-l"“’lcn

Stelling 3.2.1.8: Als F de verdelingsfunktie is van een stochastische

vektor (51,...,§n) dan geldt

(3=1,2,...,1)

I
o

1im F(xl oo .,xn)
X =

lim F(xl,...,xn) =
r oo

1

X o
n
F is niet-dalend en kontinu van rechts in elk der variabelemn.

Definitie 3.2.1.9: Als Fx (x],...,xn) de verdelingsfunktie is van

EAREL

(51""’§n)’ dan heet:

F (K yenesX. 159K, eeesX_ )
pIERRETE 1’ L T S T B >“n

).

wel de marginale verdelingsfunktie van (Xj,... K Ryt

Zonder bewijs noemen we nog een uitbreiding van stelling 3.2.9 (een

soortgelijke stelling geldt in meer dan twee variabelen).

Stelling 3.2.1.10: Als een funktie F:]R2 -+~ R voldoet aan a t.m. e

van stelling 3.2.1.4 en als bovendien (dit is eigenlijk het belangrijkste)

voor alle als bl en a, < b2 geldt dat (vergelijk stelling 3.2.1.2)

F(bl’bZ) - F(a],bz) - F(bl,az) + F(al,az) = 0,

dan bestaat er een kansruimte en een stochastische vektor (x,y) zb dat

F = F.

>
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3.3 Onafhankelijke stochastische grootheden

Definitie 3.3.1: De stochastische vektoren

)""’(En,l""’in,k ) heten onderling onafhankelijk (o.0.) als

(K L B x
=1L,k .

F =F OIIF

LRk BL Rk En, 170 gk

speciaal heten de stochastische grootheden Ko osX) 0.0.als

F = F F R

KiseeesX X, X x
De stochastische grootheden XisXgy e heten 0.0, als voor iledere n en
iedere deelverzameling {kl""’kn} van N de stochastische grootheden

X seersX, 0.0 zijn. De onafhankelijkheid van een aftelbare rij stochastische
1 n

vektoren definieert men analoog. Stochastische grootheden die niet onaf-

hankelijk zijn heten afhankeligk,

Opgave 3.3.2: Als x en y ©.0. zijn, dan zijn ook de gebeurtenissen

{al< E.Sbl} en {a2 <y s bz} 0.0. Bewijs dit (vergelijk stelling 3.,2.1.2),

Opgave 3.3.3: Bewijs dat de stochastische grootheden X; en x, gedefini-

eerd door xl(x,y) =X en xz(x,y) = y op het kansveld van voorbeeld 3.1.5

afhankelijk zijn.

De volgende stelling is een speciaal geval van stelling 3.2.1.10, als n=2.

Stelling 3.3.4: Als Fl’ F2""’Fn één~dimensionale verdelingsfunkties zijn,

dan bestaat er een kansruimte (2,F,P) met daarop onderling onafhankelijke
stochastische grootheden Xy Bpree X, met de elgenschap dat Ffj = Fj

(j = 1,2,000,n3 n e N). ‘
B(I&n) en leg P vast door de eis dat

P({z € R" I z, < Xpperesr 2 < x 1) = Fl(xl)...Fn(xn). Tenslotte defi-

Bewijs: kies & = Iln, F

nieren we % door xj(z)

P( x

Zj (j=1,2,...,n), Dan geldt

| S EpserenX < xn)= Fl(xl)...Fn(xn).
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Opmerking 3.3.5: In de kansruimte (Bin, B(I{n), P) zoals die hier boven

is gekonstrueerd zijn nu de experimenten die korresponderen met de grootheden
Kppesar X, onderling onafhankelijk, Deze experimenten worden {(zie opmerking
3.2.1) elk weergegeven door een kansruimte van de vorm (R ,B(R ), Px.)'

. -1
De kansruimte (I{n, B(I{n), P) is weer de produktkansruimte (vergelijk
voorbeeld 2.2.12). Deze kansruimte is model voor het doen van n onafhan-
kelijke waarnemingen of metingen, of als de Fj gelijk zijn, voor het n maal
onafhankelijk herhalen van dézelfde waarneming of meting. De kans P
ook wel aangeduid met Px heef de kansverdeling van x = (EJ""’En)’ deze

is geheel bepaald door FI,..;,FH.

Zonder bewijs noemen we nog de volgende voor de hand liggende stelling.

Stelling 3.3.6: Als EjsXgsees 0.0, stochastische grootheden (of stochastische

vektoren) zijn, dan zijn ook de stochastische grootheden {of vektoren)

fl(ﬁl)’ f2(§2),... o.0. (hierbij zijn:fl,fz,... functies zoals bedoeld in 3.1.1).

Opmerking 3.3.7: In het vervdlg zullen we doorgaans (en dit is mogelijk o.g.v.

stellingen als 3.3.4) over stochastische grootheden en vektoren spreken
met gegeven kansverdelingen quder daarbij expliciet een kansruimte

aan te geven.

Diskrete kansverdelingen

Definitie 3.4.1: Een stochastische grootheid x heet diskreet, als x

slechts eindig of aftelbaar veel waarden kan aannemen, d.w.z. als er

geta;len KysKpseen bestaan met de gigenschap dat
<.
H -
Df P(x=x) = 1. :%"“’
o — K T

De bijbehorende verdelingsfunktie noemt men ook diskreet; dit is nu een

trapfunktie van de vorm

(3.4.]) FE(X) = xz<x pk = g pk H(x - Xk),
kS

p—Fim,
o o—
KX
AV

met p, = P(x = xk) en H(x) =

Twee rijen reele getallen XgeXjseee €0 PasPyy..s Wt Py

> 0 en .= 1
jroe

bepalen (zie(3.4.1)) een diskrete kansverdeling op R.
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In de volgende vijf voorbeelden is Py steeds gedefinieerd door

P, = P(k = k) (k=0,1,2,...).

Voorbeeld 3.4.2 (diskrete homogene verdeling):

1

Pk=;1-i-T (k=0,1,2,...,n; n=0,1,2,...);

model voor het trekken van een willekeurig getal "tussen” O en n.

Voorbeeld 3.4.3 (binomiale verdeling):

k -k
Py = (E) P (l-p)n (k=0,1,...,0; n=1,2,...5 0 < p = 1),

Dit is de kansverdeling van het gantal suksessen bij n 0.0, experimenten
elk met kans p op sukses (zie voorbeeld 2.2.14), Vergelijk ook stelling
1.3.14. Als n=1, dan noemt men dit ook wel Bemoulli-verdeling.

1§ .
Voorbeeld 3.4.4 (geometrische— of Pascal-verdeling):

k-1
Py = (1I-p) " p (k=1,2,...; 0 s p < 1).

Dit is de kansverdeling van het aantal experimenten dat nodig is om

voor het eerst sukses te hebben {zie voorbeeld 2.2.14):

P({(mls---’wk) l w1=M’ w2=M:---- M, wk=3}) = (I_P)k_lp-

Pp-17

Voorbeeld 3,4.5 (hypergecmetrische verdeling):

M, ,N-M
GG

(k=0,1,...,0) .
N
(n)

Py

Deze kansverdeling werd afgeleid in stelling 1.3.14. Voor M » =, N + =
zd dat M/N + pe(0,1) gaat deze verdeling over in de binomiale (voorbeeld

3.4,3); dit is gezien het model niet verwonderlijk.

Voorbeeld 3.4.6 (Poisson-verdeling):

(k=0,1,2,..03 U > Q).

Deze verdeling komt onder andere voor als limiet van (of benadering voor)
de binomiale verdeling: voor n » « en p » 0, z5 dat np + p > 0, geldt

k
(3.4.2) (O pfa-pMTE e B
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Men kan de Poisson-verdeling gebruiken om de binomiale verdeling te
benaderen, als n groot is en np niet al te groot (bijvoorbeeld n 2 20

en np £ 5). Dit heeft voordelen, omdat de Poisson-verdeling een parameter
minder bevat dan de binomiale en dus makkelijker getabelleerd kan worden.
De Poisson-verdeling wordt ook (dit hangt met bovenstaande benadering samen)
veel gebruikt als model voor het optreden van 'zeldzame" gebeurtenissen

en wordt in dit verband wel de 'wet van de kleine azantallen” gencend.

Opgave 3.4.7: Bewijs (3.4.2), Wat gebeurt er als n(l-p) »~ % > 0 gaat

en np + = 7

Opgave 3.4.8: Bewijs in de voorbeelden 3.4.2 t.m. 3.4.6 dat & P " 1 is.

Opgave 3.4.9: Bepaal de kansverdeling van En’ het aantal experimenten nodig

om n suksessen te behalen (zie voorbeeld 3.4.4),

Diskrete kansverdelingen in meer dan &&n variabele komen (afgezien
van het geval van onafhankelijke stochastische grootheden) in de praktijk

niet zo veel voor., We behandelen deze niet uitvoerig.

Definitie 3.4.10: Een stochastische vektor (El,...,gn) heeft een diskrete

verdeling, als er een aftelbare (of eindige) verzameling vektoren

(x](k),....,xn(k)) bestaat met de eigenschap dat
1Z{P((z‘_l,---,zm) = (xl(k.)---,xn(k))) = 1.

Voorbeeld 3.4.11(multinomiale verdeling):

N! kl kn
PUR e nx ) = (Kpeenk ) = T Py ool
1°7°2 n
n
met k + ... +k =N, ky+1eN,p > 0 (j=1,2,..,0), % Ps = 1. We

kunnen Ej beschouwen als het aantal malen dat uitkomst Aj optreedt als we
N 0.0. experimenten doen, die elk met kans Pj in uitkomst Aj resulteren

(vergelijk stelling 1.3.16).
Zonder bewijs vermelden we nog de volgende voor de hand liggende stelling.

Stelling 3.4.12: De diskrete stochastische grootheden LIEREREY. 3N zijn o.o.

dan en slechts dan als voor ifedere (x,,...,X ) ¢ B geldt
1 n

P 50X ) = (Xpyenesx )) = POry=x )00 PX =x ).
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Opgave 3.4.13: Bewijs stelling 3.4.12 voor n=2 (zie definities 3.3.1,
3.4.1 en 3.4.10).

opgave 3.4.14: Als de vektor (x,y) een diskrete verdeling heeft, dan hebben
ook x en y elk een diskrete verdeling. Zie stelling 3.2,1.3..

Opgave 3.4.15: Bereken de kansverdeling van Ej {(dow.2. P(§ﬂ=kD'voor Ej

in voorbeeld 3.4.11.

Absoluut kontinue verdelingen in &&n variabele

Definitie 3.5.1: Een verdelingsfunktie Fx (en de bijbehorende kansgverdeling,

soms ook x zelf) heet absoluut kontinu als Fx geschreven kan worden als

—

X

(3.5.1) FEFX) = J fx(U)du;

-0

de funktie fx heet de kansdichtheid van x.

Opmerking 3.5.2: De voorwaarden die aan fx gesteld moeten worden om (3.5.1)

zinvol te maken hangen af van het gebruikte integraalbegrip; we zullen hier
veronderstellen dat fx Riemann-integreerbaar is. In de meeste gevallen

zal fx stuksgewijze kontinu zijn. De funktie fx is in wezen door F_
bepaald; het is echter mogelijk om fx in aftelbaar veel punten te wijzigen

zonder dat Fx daardoor verandert. Wel geldt (zie Algebra en Analyse)

Stelling 3.5.3: Als fx kontinu is voor x =

(3.5.2) Fé(xo) = f(xo).

Xy dan geldt

o

Stelling 3.5.4: P(a < x <Db) = J fx(x)dx.

a

Bewijs: ga na.

Algemeen geldt voor absoluut continue verdelingen

Stelling 3.5.5: Als B een eindige of aftelbare vereniging is van disjunkte

intervallen, dan geldt

(3.5.3) P(x € B) =[f (x)dx,
5= n
Bewijs: zij B = Z An’ waarin de An intervallen zijn, en zij Bn = E A -
! I
(zie stelling 1.2.19)

Dan geld
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P(_}_c_ € Bn) P(E € B) - P(?i € B*Bn) + P(.z_c_ € B),

terwijl anderzijds

P(x ¢ Bn)

n n oo
Z P(x e Ak) = E f fi{x)dx ~ X [ f(x)dx =: f f(x)dx.
1 1 1

A A B

Uit (3.5.1) en stelling 3.2.6 of stelling 3.5.5 volgt nog

Stelling 3.5.6: Als fx(x) een kansdichtheid is, dan geldt

=41

(3.5.4) [ fﬁfx)dx =1,

-0

Als fx kontinu 1is op R, dan is fx(x) 2 0 voor alle x ¢ R {in het algemeen
is fka) > 0 voor "bijna alle" x € R - vergelijk opmerking 3.5.2. We kunnen
ook zonder bezwaar in definitie 3.5.1 eisen dat fx(x) = 0 is).

Opmerking 3.5.7: Omgekeerd kan iedere niet-negatieve funktie f die aan

(3.5.4) voldoet, optreden als de kansdichtheid van een stochastische

grootheid (vergelijk stelling 3.2.9).

Opmerking 3.5.8: Verdelingsfunkties van de vorm (3.5.1) noemt men vaak

"kontinu'; in feite is absolute kontinuiteit sterker dan kontinulteit: er
zijn kontinue verdelingsfunkties die niet in de vorm {3.5.1) geschreven
kunnen worden; deze noemt men singulier. We gaan hier niet op in. De
belangrijkste typen verdelingsfunkties zijn de diskrete en de absoluut

kontinue. Soms komen we ook "mengsels' tegen van de vorm F = pFa + (l—p)Fd

met Fa absoluut kontinu en F, diskreet, terwijl 0 < p < 1. Een voordeel

d
van het gebruik van verdelingsfunkties boven het gebruik van kansdicht-
heden fX of afzonderlijke kansen P(§_= xk) 1s dat zowel absoluut kontinue

als diskrete (en singuliere) verdelingen hiermee kunnen worden beschreven.

Opmerking 3.5.9: relatie (3.5.3) wordt ook wel gebruikt als definitie van

een absoluut continue kansverdeling.
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Voorbeeld 3.5.9 (homogene verdeling op (a,b)):

|
ey (a<x<b)

f(x) =
0 anders
(3.5.5)
§] {x < a)
PG =4 B2 (g <y <t
i (x 2 b)

Voorbeeld 3.5.10 (exponentiéle verdeling):

-2 x

£(x) e (L > 0; x> 0)

L]

(3.5.6) -AX

1-e (x>0)

F(x)

Afspraak: Kansdichtheden zijn nul waar ze niet expliciet gedefinieerd worden.
Verdelingsfunkties zijn nul of &&n waar ze niet expliciet gedefinieerd worden;

door de monotonie liggen ze dan vast,

Voorbeeld 3.5.11 (Gamma-verdeling):
] a0 =AX )
(3.5.7) f(x) = oy ATET e (0 > 0; A >0; x> 0),

waarbij

(3.5.8) TI'(a)

[ua_le—udu.
0

Opgave 3.5.12: Bewijs dat I'(a+l) =a I'(a) en dat I'(n+l) = nI.

Voorbeeld 3.5.13 (Beta-verdeling):

1 -1 g-1
(3:5.9)  £6) =gy * (7 (@>0, 8>050<x<1),

waarin
1
B (a;BR) = J xa—l(l-x)s_ldx.

0
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I(a)T(8)

Opgave 3,5.14: Bewijs dat B(a;B) =
. I'(e + B)

Voorbeeld 3.5.15 (nomale verdeling):

2 .2
(3.5.10) £(x) = (2no)™t WD) (L 0L ¢ Ry,

Voor u = 0 en o = 1 krijgen we de standaard-normale kansdichtheid:

2
(3.5.11) ¢'(x) = (zn)'5 X /2

De funktie ¢, de standaard-nurmale verdelingsfunktie (ook wel verdelings-
funktie van Gauss gencemd) is uitvoerig getabelleerd (zie Statistische
Tabellen). Deze verdelingsfunktie wordt veel als model gebruikt en komt
ook dikwijls voor als limiet van ~en benadering voor- ingewikkelder

verdelingsfunkties., Ga na dat voor ¢ geldt: ¢(—x) =1 - 3(x).

Stelling 3.5.16: a. Als X kansdichtheid (3.5.10) heeft dan heeft z = (x-u)/o
kansdichtheid: (3.5.11).

b, Als y kansdichtheid (3.5.11) heeft dan heeft oy + u kansdichtheid (3,5.10).

agz+u

4

Bewijs: a. Fz(z) = P(x £ oz +u) = (Zﬂcz)_ exp{-(x-u)zl(Zcz)}dx. Substi-

-

tutie van x = gu + ¢ levert Fz(z) = ¢(z) en differentiatie geeft fz = &',

Analoog bewijst men b. N
0
Opgave 3.5.17: Ga in alle voorafgaande voorbeelden na dat f f(x)dx=1,

-

=]
Aanwijzing voor (3.5.10): breng dit terug tot [ #'(x)dx, beschouw het kwadraat

-0

van deze integraal en voer pool-koordinaten in.

Opgave 3.5.18: Bereken I'(3) (zie (3.5.8)).

3.6 Meerdimensionale absoluut kontinue kansverdelingen

Definitie 3.6.1: De verdelingsfunktie F = F

van een stochastische
_:El,oo--,

vektor (54""’§n) heet absoluut kontinu als

X X
1 n

(3.6.1) F(xl,...,xn) = [ .o J f(ul,...,un)du1 ...dun.

ol - - —rr)
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Hierin heet de funktie f = fx de (stmultane) kanedichtheid van

CHTPNTIE

Als £ kontinu is, dan is f eenduidig bepaald door

X
(3.6.2) f(xl,...,x ) = e F(X,,.44X_),
n 1 n
OX, « 4+ dX
] n
Analoog aan (3.5.3) geldt
£ . e

(3.6.3)  P((x;»+.0,x )eB ) = [J g g eepx (KpeeeaXg )y e dx

(x],...,xn)eB

)

) 1 .. . .
voor iedere B ¢ B(R™) ’(geen bewijs). Uit stelling 3.2.1.8.volgt met (3.6.1)

Stelling 3.6.2: Als f een kansdichtheid is, dan is

'}-('l,...’

(3.6.4) [ Ces f fx ex (xl,...,xn)dx]...dxn =1 ;
o e -] !
als £ kontinu is op B{n, dan is £ (X ,...,%x ) 2 0 voor
il""’zn 54""’§n 1 n

alle x ¢ I{n.

Analoog aan het &één-dimensionale geval (opmerking 3.5.7) geldt ook hier dat
iedere niet negatieve funktie f die aan (3.6.4) voldoet kan optreden als

kansdichtheid wvan een stochastische vektor.
Voor de marginale Kansdichtheden geldt nog

Stelling 3.6,3:

f (X, 5000,x )dx,=f (x
i X ""En i n 1 54""’Ei-l’§i+l""’—n

(i=1,2,...,n). Speciaal geldt dus

1)

Eigenschap (3.6.3) wordt ook wel als definitie gebruikt van absolute continui-

teit.
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Voorbeeld 3.6.9 (2 -dimensionald W¥nale verdegi}g) (&‘x)

(1> &+ %) (6°9°€)
z
) (£ L1yos] exna108p LY 2, Yo Burjapapa 2us6® Pl ok 100 AX, TH
(3.6.10) £ (I,;"E’ _gf_;i?__expf ?2{?‘@? pT’l‘_zz+
5,5, 192 2(1-p%) - 9 .
s1apue X
- (&‘X) 3 (8°9°¢F)
+ 202)(91}75(@'0»0 TE>®)u € Ry%uy € R, -1 <p < 1),

2

t (qupyaazaspreyuss 3oy do Buirjspasa susbouoy) g g DI99qIA00A
Opgave 3.6,.10: Laat zien dat in de bovenstaande voorbeelden f f f(x,y)dxdy=1,

D0 =0C

u !
ﬂ?( xto--( x)
u U ~ U -

-(( x‘oonﬂlx).__(x‘un-‘lx))& 7 =(E B(x‘..-‘lx))& (nglg)

Opgave 3.6.11: Bewijs dat x en y in voorbeeld 3.6.7 onafhankelijk zijn
1 6.8

(T4 en‘qnjvoo%%%%lgngnaalﬁiﬁ%ag%%k} gle °%ga) uee Bo%leuv Tg*g g 2aRBdQ
Opgave 3,6.12: Bereken f en f in voorbeeld 3.6.9 (zie (3.6.5)). Voor

(1°¢*¢ ataxut;ep atz)—z 9*g9°g Buryrels sfimeg :6'9'f 2aesdQ

welke waarden van p zijn X, en x, onafhankelijk?

. ., L —
OEga¥§ 3!6¥u3i.Qg‘k§3§d1cht?§§3'§%.%.LO%U%QQ'qqhx%egﬁhrevedxgord%g_3}%)

..1 u

I -1
fiq’xz l’XZLIe ‘02p uep ggqgg u&;cueéxﬂﬁll‘-‘zi‘ri ulf1z uep

‘us 8 w—‘onn‘z_‘ I_ pty
qqay BuTT9pI2A dNUIIUOY INN[OSqE UII X X¢'X STy Ty g'g BUTI[938

X = (X, ,X en 4 atrix C gegeven wordt door
waarin ( 1’ ) e 8e8 *BooTrue j®ed sltmag

2%~
394 UBA 3891 9 ° péz‘n) 5 { (n) 3 2Ep 31870A ['G'E STITUTISP 3TN IEBPOZ
C =
£ 2 I‘E % x
‘np { ap(a‘n) 7 j J = apnp(a‘n) J J = (=x%) d=(x)4a
terwijl |C] det €. Opxgeheel analoge wijZe fordt de n-dimensionale

normale kansdichtheid gedefinieerd. Wat is C als XX, (resp. 5{99&;953)
usoraqaBiyd?iurqng uea Juryye3s a2p 3°9m 3810A sz ¢ BuriTeds 31n :slimeg

09—

Iy o
3.7 Kansverdelingen van funkties van stochagfjsgha gdethqgéﬁg J

Voorbeeld 3.7.1: x heeft een homogene verdeling op (0,1)(zie(3.5¢§:d)ehat is

de kansdichtheid van y = -log x? cySy - &p(ﬂ‘x>1f§; J

Oplossing: We berekenen eerst de verdelingsfunktie van y, ofidat die een kans

voorstelt. We hebben (we weten dat y > Q/gs)
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P(x e?)y=1-¢e? voor y > 0.

A"

Fy_(y) = P(y <y) = P(-log x < y)

Blijkbaar heeft ~log x een exponentiele verdeling. Differentiatie levert

fz(y) =e (y > 0).

Opgave 3.7.2: Als x een kansdichtheid fx heeft die nul is buiten een
open interval S en als g: S » R een kontinu differenteerbare funktie
is met g' > O op S, dan heeft de stochastische grootheid y= g(z) een
kansdichtheid fl met

(3.7.1) fl(y) = fx(h(y))h'(y) (hiy) € 8),

waarin h de inverse funktie is van g. Bewijs dit.

Er bestaan algemenere versies van (3.7.1) die we hier niet bespreken. Het
is dikwijls het eenvoudigste om eerst, zoals in voorbeeld 3.7.1, de

verdelingsfunktie FX te berekenen.

Opgave 3.7,3: x heeft een homogene verdeling op (0.1). Bereken de kans-

dichtheden van y = 2x -~ 1 en van z = |2x - 1

Opgave 3.7.4: x en y hebben een simultane kansdichtheid f, ¥y die nul
is buiten een open rechthoek R, Laat de afbeelding (u,v):K -~ ﬂlz één-dén

duidig zijn, terwijl u en v kontinu differentieerbaar zijn op R, dan heeft
de stochastische vektor (u,v) gedefinieerd door u = u(x,y) en v=v(x,y)

een kansdichtheid fu y met (zie Algebra en Analyse)
--,l—

(3.7.2) f}l’l(u,V) = f3E

zFx(u,V),y(u,V))’ 2Ez:v;

k]

waarbij (x,y) de inverse afbeelding is van (u,v) en %%%i%% de Jacobiaan
]

van de afbeelding is (een analoog resultaat geldt in meer variabelen). Ga na
Opgave 3.7.5: x en y hebben de kansdichtheid (3.6.10) met uj =0, oj =1 (3=1,2).

Bereken £ _als u=x+yeny=x-=-y. Wanneer zijn u en v onafhankelijk?
_,In-

Stelling 3.7.6: Laat X sXgsee X 0.0, stochastische grootheden zijn en

zij En = max (El""’fn) enm = min (El""’fn) dan geldt
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n
Fy (x) =1 Fx'(x)
-n | —
(3.7.3) n
Fp () =1 -10-F (x))
—n l -]
Bewi]js: Fy (x) = P(max(ﬁl,...,fn) £ x) = P(E] < XyX, < KyoesX S x) =
-n
n
=I1F (x) (zie definitie 3.3.1). Analoog voor m_.
x -

I =3

Sommen van o.o. stochastische grootheden., Konvoluties

We beschouwen twee belangrijke speciale gevallen: het geval waarin de
stochastische grootheden niet~negatief en geheel zijn en het geval dat de
grootheden een absoluut kontinue verdeling hebben.

Stelling 3.7.1,1: Als X en X, 0.0. zijn en alleen waarden in {0,1,2,...}

2

1
aannemen, dan geldt

k k
(3.7.1.1) r, = Z P = ; Prendp (k=0,1,2,...)
m=0 n=0
waarbij p = P(x,=m), q_ = P(x,=n) en r, = P(x +x,=k).
k k
Bewijs: P{x, +x.,=k) = P( z {x,=m}n{x. =k-m} } = z P(x,=m,x.,~k-m) =
7% e % £ ThXy
m=0 m=0
; j
= ] pg__ = p,_.q.
=0 [ k-m 220 k-n'n

Opgave 3.7.1.2: a. X, en x,

Wat is de kansverdeling van x

zijn o.0. en Poisson-verdeeld met parameters

H, en uz. + EQ?
b. X, en 52

(nz,p). Wat is de kansverdeling van X ¢ 52?

1
zijn o.0. en binomiaal verdeeld met parameters (nl,p) en

Stelling 3.7.1.3: Als X, en x, 0.0.zijn met dichtheden f enf , dan
—1 -2

oo

(3.7.1.2) f£1+52(z) = I EEI(Z—Y)fEQ(Y)dy =J‘ fﬁi(x)fzz(z—x)dx (z e R).
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bewijs: We berekenen weer eerst de verdelingsfunktie. Uit (3.6.3) volgt

oo

z
FE]#EZ(Z) = I [fgl’zz(x,y)dxdy = [{ wafqiiz(u-v’V)dv }du =

Kby <Z

A o0
= J { ( fx (u~v)fx (v)dv}du, waarbij de substitutie u=x+y en v=y
l =l =2

o o

is uitgevoerd. De definitie van kansdichtheid levert de eerste gelijkheid

in (3.7.1.2); de tweede volgt door verwisseling van de integratievolgorde.

Opmerking 3.7.1.4: Uit het bewijé van de stellingen 3.7.1.1 en 3.7.1.3

volgt dat analoge resultaten gelden voor afhankelijke X, en X,; pas aan

het einde van het bewijs wordt de onafhankelijkheid gebruikt,

Opmerking 3.7.1.5: Integralen van het type (3.7.1.2) heten konvolutie-

integralen.
Men schrijft (3.7.1.2) ook wel als

(3.7.1.3) f =f % £ =f % f .
TR, X X X X

Rekursief definieren we herhaalde konvoluties:

+a..tTX X, ¥...+X X X X P4

(3.7.1.4) fx =f * f =f * £ x...x £ R
=1 -n+l ~l -1 —n+l =l -2 —n+]

waarbij de operatie * kommutatief is.

Opmerking 3.7.1.6: Als x en %, (met kans 1) positief zijn, dan gaat

1

(3.7.1.2) over in

z z
(3.7.1.5) fx (z) = { fx (z-y)fi (y)dy = [ fx (x)fx (z—x)dx.
0 0

X t% X % LI - )

Als x, of alleen waarden kunnen aannemen in een eindig interval, dan

X
1 —2
moet men deze formules voorzichtig hanteren, d.w.z. zich goed realiseren

waar de kansdichtheden nul zijn.

Opgave 3.7.1.7: x en y zijn ©0.0. en homogeen verdeeld op (0,1).

Bereken f .
X

Xy
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Opgave 3.7.1.8: X[ sX, en X, zijn o.o0. en hebben een absoluut kontinue

verdeling, Dan zijn ook h(E]’Ez) en Xj 0.0, (een analoge uitspraak geldt

voor n+l onafhankelijke grootheden; vergelijk opmerking 3,7.1.5).

Opgave 3.7.1.9: LIS SYRRRTE zijn ¢.0. en standaard-normaal verdeeld
{zie (3.5.11)).

Bepaal de kansdichtheid van x

]+...f§n (n=1,2,...).

QOpgave 3-7-1-10351,5 seresX zijn o0.0. en exponentieel verdeeld met

parameter A. Bewijs dat

_ ] N n-] -Ax
(3.7.1.6) f£1+.'.+x (X)—-C-I-l—_—l-s—:-k X e (x>0),
vergelijk voorbeeld 3.5.11. Deze speciale gevallen van de Gamma-verdeling

noemt men wel Erlang-verdelingen; deze komen veel voor in de wachttijd-

theorie,

Opgave 3.7.1.11: x en y zijn 0.0., terwijl x exponentieel verdeeld is met

parameter A=1 en y een geometrische verdeling heeft met parameter p (zie

voorbeeld 3.4.4). Bereken F en f .
x+y X+

Voorwaardelijke kansverdelingen

Als A een gebeurtenis is met P(A) > 0 en x is een stochastische grootheid
(gedefinieerd op dezelfde kansruimte), dan is FX(X|A) voor alle x ¢ R

gedefinieerd door

_P{x s X} n A)
P(A)

(3.8.1) Fx(xlA):= P(x < xIA)

We noemen Fx(x|A) de voorwaardelijke verdelingsfunktie van X gegeven A.
Als deze verdelingsfunktie een kansdichtheid heeft:

X
(3.8.2) F-}E(x|A) = in(u|A)du,

]

dan heet fx(.|A) de voorwaardelijke kansdichtheid van x gegeven A.

Het meest voorkomende geval is dat waarbij A de vorm A = {y=y! heeft.

Als (x,y) een diskrete verdeling heeft, dan geldt volgens de definitie

van voorwaardelijke kans voor alle y met P(y=y) > O:
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(3.8.3)  Px=x|y=y) = X Xay=y)
P(y=y)

en (vergelijk (2.1.4})

(3,8.4) P(3<_=x)

b Pemx|y=y)P(y=y).
y

Als x een absoluut kontinue verdeling heeft en y een diskrete, dan is

Fx(x|z?y) gedefinieerd voor alle y met P(y=y) > 0 en er geldt

(3.8.5) FE(X) = g F_)E(ley)P(fY)-

Als de bijbehorende kansdichtheden bestaan, dan geldt ook, analoog aan (3.8.4)

(3.8.5") f:é(x) = 5 fﬁ(X|y_=Y)P(}L=Y>'

Als (x,y) absoluut kontinu is met kansdichtheid fx , dan definieren we
L

voor alle y met fz(y) > 0 analoog aan (3.8.3)

fx (x,y)

LX )4

(3.8.6) fx(x]fy) I
= Y

zodat (vergeliik (3.6,5)) analoog aan (3.8.5)

(3.8.7) fE(x)= fi(xlzfy)fi(y)dy-

§r——18

Opmerking 3.8.1: De notatie in (3.8.6) is symbolisch: de bijbehorende

verdelingsfunktie Fx(xlzfy) kunnen we niet interpreteren als P(xsx [Xéy)
in de zin van definitie 2.1.!, omdat P(zfy)=0 is.
De definitie wordt gemotiveerd door de limietrelatie (als de limieten bestaan):

fx(x|xfy):ﬂlim Fx(xiyc y£y+h) met P(y<ys<y+h) > O en
X no 2

LT,y B9
o b

F {y+h)-F f
lyﬂ) z(y) X(y)

Fzg’y_(x,ywkh)—FE l(:’c,y)

Pyl |y<gsy+h) =

zodat (formele) differentiatie naar x formule (3.8.6) levert.
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Tenslotte, als x een diskrete verdeling heeft en y een absoluut kontinue,

dan hebben we (vergelijk (2.1.4)) voor iedere h > 0

P(x=x) = Z P(E?x|nh<z§(n+l)h)P(nh<z§(n+l)h).
n=-~o
Onder gunstige omstandigheden (we gaan hier niet op in) gaat voor h + 0
deze relatie over in

0

(3.8,8) P(x=x) =J P(§=X|z=y)fx(y)dy,

-2

waarin P(Efxlzfy):= lim P(Efx|y<z§y+h), als deze limiet bestaat.
h+0

Opmerking 3.8.2: We zijn niet zo erg precies bij de definitie van

P(Efx|zfy) en fx(x[zfy), in de eerste plaats omdat dit met de ter be-

schikking staande middelen niet goed gaat-speciaal in het laatstgenocemde

geval - en vooral, in de tweede plaats omdat deze grootheden meestal

niet berekend hoeven te worden, maar in de gebruikte modellen gegeven

zijn. We zijn voornamelijk geinteresseerd in de relaties (3.8.4), (3.8.5),(3.8.7

en (3.8.8), zoals uit de volgende voorbeelden blijkt.

Voorbeeld 3.8.3: x is exponentieel verdeeld met parameter A, waarbij XA

weer exponentieel verdeeld is met parameter 1, Dit betekent

£ (xfa=r) = re ME (zx > 0).

We vinden nu fx met behulp van (3.8.7)

o

£ (x) = f re e Adas [ re MDD gl -—-1—2 (x > 0).
- 5 ) (1+x)

Voorbeeld 3.8.4: Klanten komen aan voor een loket volgens een Poisson-

proces, dat wil o.,a. zeggen dat R(t), het aantal klanten dat aankomt
in een tijdsinterval van lengte t een Poisson-verdeling heeft (zie

Appendix),n.l.:

-at (A t)n
e e

~ (n=0,1,...; t > 0).

P(a(t)=n) =
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Als een willékeurige klant niemand bij het loket aantreft, hoeveel klanten
laat hij dan bij zijn vertrek achter, als nog gegeven is, dat zijn be-

dieningstijd exponentieel verdeeld is met parameter p?

Oplossing: Zij n het gevraagde aantal. Dan geldt (zie (3.8.8))

P(n=n) = J P(E?n|z?y) ue—uydy =
0

=]

n n
= [ e Ay(?\ﬁ) pe Mgy = AN

= (-p)" (0=0,1,...),
! (o)™

met p =u/(A+u) (zie ook (3.5.8) en opgave 3.5.12);n heeft dus een
geometrische verdeling. We hebben hier de gegevens zo geinterpreteerd

dat

n
P(p=n|y=y) = e 9%3—— .

Voorbeeld 3.8.5: Men doet 0.0. experimenten elk met kans p op sukses. De

kosten van het k-de experiment bedragen X (k=1,2,...), waarbij X s Kgseeo

0.0. zijn met fx (x) = Ae_Ax. De totale kosten t.m. het eerste sukses

=%

geven we aan met u, Bereken fu.

Oplossing: Zij n het aantal experimenten t.m. het eerste sukses. Dan

geldt (zie voorbeeld 3.4.4 en formule (3.8.5))

fu(U)= E fu(u|2=n) P(E=n) = Z ' Eﬂ(u) (3"p)n—lp -

X+t
- n=l - n=l = ""°

_ v 1 3B n-1 —du
= 1 @13 Y ¢

n-—l ~-Apu
(1-p)" 'p = Ape P (u > 0),

n=1

d.w.z. een exponentiele kansdichtheid met parameter Ap. Voor de v&dr-

laatste overgang zie opgave 3.7.1.10.

Opmerking 3.8.6: In meer variabelen gelden analoge definities en relaties,

bijvoorbeeld:

f -
E]i""En(xl’ ’xn)

f > = “es = =
El""’fk(xl, Xy | Berl” Fpep? X xn) (x x )
k+1? "n

f
lﬁ(-ﬂ-l:"-sfn
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Opmerking 3.8.7: Bij voorwaardelijke verdelingsfunkties van de vorm

{3.8.9) FE)Z-(x,y|§fi = t)

ontstaan in het absocluut kontinue geval problemen, omdat deze aanleiding
geven tot een type verdelingsfunkties dat we niet hebben behandeld: de
verdeling die hoort bij (3.8.9) is gekonsentreerd op de rechte x+y=t:

de verdeling is singulier (zie opmerking 3.5.8). We kunnen wel vragen

naar FX(X|§fz?t)-

Opgave 3.8.8: Bereken fx(x|§f2?])’ als X en y 0.0. zijn en homogeen

verdeeld op (0,1).
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4, VERWACHTING

4.1, Definitie en eigenschappen

De verwachting (ook wel: mathematische verwachting of verwachtingswaarde)
van een stochastische grootheid is een generalisatie van het begrip
"gemiddelde"; anderzijds geeft de verwachtingswaarde inderdaad aan wat
men (ongeveer) kan verwachten: als ik tien keer met een dobbelsteen
gool, verwacht ik een ogentotaal van ongeveer 35. We zullen in hoofdstuk 5
zien hoe de begrippen verwachting en gemiddelde (van grote aantallen
stochastische grootheden) samenhangen. Het rekenkundig gemiddeldé van de
getallen Y s¥psvesVN is gedefinieerd door (yl+y2+...+yN)/N. Als onder
deze N getallen er maar n verschillende zijn, Xy sXps X s die resp.

RN STRRENS keer voorkomen,dan wordt dit gemiddelde (rlx]+r2x2+...+rnxn)/ﬁ

met natuurlijk r1+r2+...+rn=N. Als we dit gemiddelde aangeven met m dan

hebben we ‘ \

n . -
(4.1.1) m= {xkfk, :

k=1 guim
n :
met fy=rk/N, zodat Efk=l. De verwachting van een diskrete stochastische _‘
" |
grootheid definieren we naar analogie van (4.1.1); voor een absgoluut i

kontinue grootheid wordt de verwachting weer analoog aan het diskrete

geval gedefinieerd.

Definitie 4.1.1: Als X een diskrete verdeling heeft met P(Eka)=px(xk) H

voor k=0,1,2,..., dan definieert men Ex, de verwachting van x, door

(4.1.,2) Ex = z x p (% );
k=0 KX K

als x een absoluut kontinu verdeling heeft, dan definieert men

[~}

(4.1.3) Ex = J xfx(x)dx;

-

hierbij wordt Ex alleen dan gedefinieerd, als de som in (4.1.2), resp. de

integraal in (4.1.3) absoluut konvergent zijn.
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Voorbeeld 4.1.2 (zie voorbeelden 3.4.2 t.m. 3.4.6):

1
as px(k) TSy

b. p, () =(p (1-p)"

c. px(k) = p(t—p)k“]

(k=0,1,...

(k=0,1,..

(k=1,2,...):

(k=0,1,...

(k=0,1,...);

1) 5

)

yN) 3

n
=3, var x =

i

var X =

(n2+2n)/12

np(i-p)

Opgave 4.1.3: Verifieer de uitkomsten voor EX in voorbeeld 4.,1.2,

Voorbeeld 4.1.4

1

a. fz(x) = (b-a)
b, £ (x) = Ae_kx
x
c. £ (x) = &
X

a. £ =" (107 /Ba,B) (0 < x < 1)

(a < x < b);

(x

> 0);

350 e r (@) (x> 0);

e. fx(x) = (ZHGZ)_% exp{—(x-u)z/(zcz)};

Opgave 4.1.5:

Ex

-—

Ex

—

n

Verifieer de uitkomsten voor Ex in

(zie voorbeelden 3.5.9 t.m, 3.5.11, 3.5.13 en 3,5,15):

n bl var Xx = n 1ii--(]— E\1) N-n
N’ = N N N~1
U, var x = u.
a+b _ (b-a)2
R R v
A_', var x = l_z
ak-l, var X = al—z
= var x = ad
’ ——
o+8 (o+8) % (a+B+1)
2
B, var X = 0 .
voorbeeld 4.1.4,

De formules (4.1.2) en (4.1.3) kunnen op twee manieren tot

verenigd worden. We kunnen algemeen definieren

(4.1.4) Ex = [

[eo]

xde(x),

n formule

1139

é

waarin (4.1.4) een Stieltjes-integraal voorstelt (zie Algebra en Analyse).

We gaan hier niet op in. De volgende stelling brengt ook eenheid in het

begrip verwachting.
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Stelling 4.1.6: Als EX bestaat (zie definitie 4.,1.1), dan geldt
0

(4.1,5) Ex = - J Fx(x)dx + f {l—FEFx)}dx.

-—C0

Bewijs: We geven het bewijs alleen voor het absoluut kontinu geval, en

daarvan bewijzen we alleen dat
[ xf (x)dx = [ {1-F(x)}dx;
0 0
de rest van het bewlijs gaat analoog. We schrijven

2] oo x [+.0] oo [+

)
J xf (x)dx = f { f du)f(x)dx = } { J f{x)dx)du = f {1-F(u) }du,
0 8] 0 0 u 0

waarbij de tweede overgang juist is o.g.v. de stelling van Fubini (zie A en A).

Opgave 4.1.7: Maak het bewijs van stelling 4.1.6 af voor het absoluut

kontinue geval.

De volgende stelling is te beschouwen als een analogon van stelling 4.1.6.

Stelling 4.1.8: Zij x een stochastische grootheid die alleen de waarden

0,1,2,... kan aannemen en waarvoor Ex bestaat, dan is

) P(x 2 k).
k=1

(4.1.6) Ex

n w® ®

P 1 P(x=n) = j § P(x=n) = } P(x=k).
] k=1 k=1 n=k k=1

e 8

Bewijs: Ex = E n P(x=n) =
l n

Opgave 4.1.9: Laat zien dat (4.1.6) een speciaal geval is van (4.1.5).

Dikwijls zal men de verwachting van een funkiZe van x willen berekenen
(vergelijk §3.1.1), Intuitief ligt het voor de hand om te definieren:
Eg(x) = fg(x)fx(x)dx en analoog voor een diskrete stochastische grootheid,
Een moeilijkheid die hierbij optreedt is dat, als we schrijven y=g(x),
de grootheid Ey al gedefinieerd i8, n.l. door Ey = fyfzﬁy)dy. Zoals uit

de volgende stelling blijkt, doet deze moeilijkheid zich niet werkelijk voor.
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Stelling 4.1.10: Als g(x) een stochastische grootheid is, waarvan de

verwachting bestaat, dan geldt

(4,1.7) E g(x) = f g(x)fx(x)dx

—00

als x een absoluut kontinue verdeling heeft, waarbij de integraal in (4.1.7)

absoluut konvergeert, en
(4.1.8) E g(x) = ) 8 )P(x=x ),
= g0 K T K

als x een diskrete verdeling heeft op {xo,x],xz,...}, waarbij de som in
(4.1.8) absoluut konvergeert. Omgekeerd geldt dat E g(x) bestaat, als

de integraal in (4.1.7) resp. de som in (4.1.8) absoluut konvergent is.

Bewijs: We beperken het bewijs tot het diskrete geval. Zij y = g(x) en zij

{yo,yl,yz,...} de verzameling waarden die y kan sannemen. Dan geldt

@0

Ey-= Z v. P(y=y.) = z Y. P(x=x ) = Z Z g(x YP(x=x ) =
j=0 J 1 J j=0 J g(xk)=y' k j=0 g(x )=y. k -k
] k” 73
= ] &lx )P(x=x ),
o Tk S K

waarbij de verandering in volgorde van sommatie wordt gerechtvaardigd

door de veronderstelde absolute konvergentie.

Opgave 4.1.11: Bewijs stelling 4.1.10 voor het geval dat x absoluut

kontinu is en g voldoet aan de voorwaarden van opgave 3.7.2.

We geven nog zonder bewijs (de bewijzen van de speciale gevallen zijn

analoog) de volgende stelling.

Stelling 4.1.12: Als g(Ei""’En) een stochastische grootheid is met een

eindige verwachting, dan geldt

o0

(4.1.9) E g(§4,...,§n) = J - J g(xl,...,xn)fX (xl,...,xn)dxI

Epreeoky

-0 -]

waarbij de integraal in (4.1.9) absoluut konvergeert als (51""ﬂ§n)

een absoluut kontinue verdeling heeft en

(4.1.10) E 3(54""'§n) = Z... z g(xl,...,xn)P(§4=xl,...,§n=xn),
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als (El,...,gn) een diskrete verdeling heeft,waarbi} de som in (4.1.10)

absoluut konvergeert. Omgekeerd bestaat E 3(54""’5n) als de integraal (4.1.9)
resp. de som in (4.1.10) absoluut konvergeert,

Opgave 4.1.13: Bewijs stelling 4.1.12 onder de omstandigheden van opgave 3.7.4.

Uit stelling 4,1.12 volgt direkt.
Stelling 4.1.14:

(4.1.11) E (a_)£+b) = aEx+b
n n
(4.1,12) E % x = ; Ex,
(4.1.11) en (4.1.12) betekenen dat E een lineatre operator is; dit is een

direkt gevolg van de lineariteit van de integraal-operator, resp. som-

operator:

Z(x,y)dxdy = J[xfx’z(x,y)dxdy + nyffni(x,y)dXdy = Ex+Ey,

E (xty) = ”(my)fx

Hierbij vatten we x en y op als funkties van (x,y) en passen (4.1.9) toe.
Ook uit (3.6.5) is duidelijk dat bijvoorbeeld

o [e]

Ex = J J xfg}x(x,y)dxdy = J xfi(x)dx.

-

-00  w=CO -0

Momenten

De verwachtingen van een zeer speciaal type funkties van stochastische

grootheden worden, naar analogie van de mechanika, momenien genocemd.

Definitie 4.2.1: Het n-de moment, M » Vvan een stochastische grootheid x

wordt gedefinieerd door
n
(4.2.1) M, S Ex,
als deze verwachting bestaat, d.w.z, als E|§P|, het zgn, absolute n-de
moment, eindig is., We schrijven soms ook un(gj. In plaats van My of “1(5)

schrijft men wel u(x), of Myt
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Opgave 4.2.2: Als B bestaat, dan bestaat u (k=1,2,...,m).

]

k

Definitie 4,2.3: Zij x een stochastische grootheid met Ex = My Dan heet

:= E(x -
c (x ul)

het centrale n—de moment van x. Men noemt c, de variantie, die meestal wordt

i
aangeduid met var x of czﬁ) dus

2

(4,2.2) var x = 0 x = E(x - ul)2 = E(x - Ei)z.

}

(soms ook "spreiding"). De grootheid ox is een maat voor de concentratie

Men noemt ox = (varx)® wel de standaarddeviatie of standaardafuijking

van de verdeling van x in de omgeving van u,(x): de konsentratie is groot
x g g 12

als ox klein is (vergelijk gevolg 4.2.7).

Definitie 4.2.4: De covariantie cov(x,y) van x en y wordt gedefinieerd

door

(4.2.3) cov(x,y) = E(x-Ex)(y-Ey).

Opgave 4.2.5: Bewijs dat
(4.2.4) cov(x,y) = Exy - ExEy

en dat

(4.2.5) var x = E§? - (Ez)z_

Stelling 4.2.6: Als x 2 0 is met kans 1, d.w.z. als P(x 2 0) = | en als

bovendien Ex = 0, dan is P(x = 0) = 1.

Bewijs: Stel P(x > 0) = & > 0. Dan is FX(O) = P(x £ 0) = 1-§ < 1, Omdat FX

kontinu van rechts is (zie stelling 3.2.6) is er een € > 0 zd dat Fx(s) < 1-§/2

Nu is dus wegens de monotonie van Fx en wegens stelling 4.1.6

o« E
Ex = f {l—Fx(x)}dx = f {I—Fx(x)}dx » §e/2 > 0,
0 - 0

in tegenspraak met het gegeven, dus P(E > 0) = 0,



~-53~

Gevolg 4,2.7: Als var x = 0, dan is P(x = ul(ﬁ)) =1,

Stelling 4.2.8 (ongelijkheid van Schwarz): Als EE? en EX? bestaan, dan

bestaat Exy en

(4.2.6) (8 xp)? < Ex’Ey%;

gelijkheid geldt in (4.2.6) dan en slechts dan als er een tO

¢ IR bestaat
z0 dat P(5.=-t01) = | of zb dat P(y = tOE) = 1.

Bewijs: Omdat |xyl S (x2+y2)/2 bestaat Exy als Eg? en Ez? bestaan, We

bekijken nu de niet-negatieve kwadratische vorm
(4.2.7) 0 = E(x-ty)? = Ex® - 2tExy + t’Ey’.

De diskriminant van het rechterlid van (4.2.7) is niet-positief, d.w.z.
(4,2.6) geldt. Als x = O met kans 1 of y = 0 met kans 1, dan geldt
gelijkheid in (4.2.6). In het eerste geval is x = 0.y met kans I, in het
tweede geval y = 0.x met kans 1. Zij verder dus E§? >0 en Ez? > 0, Als
in (4.2.6) gelijkheid geldt, dan heeft de kwadratische vorm in (4.2.7)
een nulpunt ty = Egy/qzz_ Nu is E(Eftoz)z = 0, zodat o.g.v. stelling
4.2.6 geldt dat P(x = t01)=1. Omgekeerd, als P(gét01)=l, dan is

(EEZ)Z = tg(Ezz)Z = EEZEX?.

Definitie 4.2.9: Als x en y stochastische grootheden zijn met eindige

tweede momenten, terwijl ox > O en oy > 0, dan heet

cov(x,y)

(4.2.8) p(x,y):= W

de korrelatiekoefficient van (x,y).

Stelling 4.2.10: Als (x,y) een stochastische vektor is waarvoor p(x,y)

bestaat, dan geldt
(4.2.9) -1 < p(x,y) = 13

als p(x,y)= ~1, dan is er een tO < 0 met P(EfEE?to(szz))= I; als p(x,y)=1,

dan is er een t, > 0 met P(x~Ex = to(ZfEZ))=1'
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Bewijs: Pas stelling 4.2.8 toe met x - Ex en y ~ Ey in plaats van x en y.

2. o aiin goe
Omdat als [p} = 1, E(x-Ex)(y-Ey)=t, E(y-Ey)", is het duidelijk dat t
het teken van p heeft,

0

Opmerking 4.2.11; De grootte van p(x,y) geeft een indikatie voor de

mate van afhankelijkheid van x en y. Dit is het duidelijkst in het geval
van de normale verdeling (zie voorbeeld 3.6.9 ), Het is i.h.a. niet zo dat
p(x,y) = 0 impliceert dat x en y onafhankelijk zijn. Het omgekeerde

is wel juist (zie stelling 4.2.16 ),

Voor 0.0, stochastische grootheden gelden de volgende stellingen., We zullen
verder stilzwijgend aannemen dat de verwachtingen die we opschrijven

bestaan.

Stelling 4.2.12: Als X s3Xyse. X 0.0, zijn, dan geldt

o n

(4,2.10) E NI x. = Il Ex..
R

Bawijs: Als (51""’§n) een diskrete verdeling heeft dan geldt

n
Eﬂx.=z...2x...x P(x,=x
| I n 1

=~ X =xn)

¥
= Z-..Z XpeooX P(£]=x1)...P(§n=xn)

n
lep(54=xl)'"anP<En=xn) = ? Eﬁj;

]

het bewijs voor het absoluut kontinue geval is analoog.

Definitie 4.2.13; Als x en y (reele) stochastische grootheden zijn, dan

definiéren we z = x + iy door z(w) = x(w) + iy(w) en Ez door

Ez = Ex + iEZ.

i : . = a.(x.)+ib.(x.), d ldt
Stelling 4.2.14: Als X »X_ 0.0. zijn, en Ej aJ(Ej) le(E%)’ an ge

n

n
E Mz.= I Ez,.
73
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Bewijs: Voor n=2 hebben we 2,2, = 3,8, ~ b1b2 + i(a b2

a.:= aj(gj) en Ej:= bj(Ej) met verschillende indices o.o0. zijn. Q.g.v.

+a2bl), waarin de

=

stelling 4.2.12 geldt dus

Ez z, = Ea,Ea, - Eb Eb,. + i(EEIEE

+ =
2,2, = Ea Ea, - Eb Eb, o * EzyEb )= Ez Ez

172"

Opgave 4.2.15: Maak het bewijs van stelling 4.2,14 af.

Stelling 4.2.16: Als X en ¥y 0.0. zijn en eindige tweede momenten hebben,

dan is

cov (x,y) = p(x,y) = 0.

Bewijs: Zie (4.2.4) en stelling 4.2.12.

Opgave 4.2.17: Bereken cov(x,y) in het geval van voorbeeld 3.6.8 (verge-

lijk opgave 3.6.11 en opmerking 4.2.11).

Stelling 4.2.18:

(4.2.11) var Z x = z var X + 2 Jzk cov(x sy ).

n

n 2 2
= E{J(x,~Ex )}° = E{] (x ~Ex, )" + |} (x-Ex )(x,-Ex.)}.
L5 TR j#kzk B BT

Bewijs:
ewl]s var 1 RS

— 1
»

Gevolg 4.2,19: Als x

X;se00sX 0.0, zijn, dan geldt

n n
(4.2.12) wvar Z z var x
1 1

Opgave 4.2.20: Bewijs dat var (ax+b) = a2 var X.

Opgave 4.2.21: Verifieer de uitkomsten voor var x zoals aangegeven in

voorbeeld 4.1.2 en voorbeeld 4.1.4 op blz, 48,

Voorbeeld 4.2.22 (zie voorbeeld 3.6.9): als (§4'§2) de kansdichtheid

heeft gegeven in (3.6.10), dan is
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2 . X
EEﬁ = “j’ var Ej = Gj (j=1,2) en p(§4,£2)=0. We kunnen dit als volgt
inzien: de momenten die we moeten uitrekenen zijn van de vorm

2)7Hy 3 Xy K
E( = ) ( ) ; we moeten bewijzen dat voor j=1, k=0 of j=0, k=l
i

99

de uitkomst gelijk aan 0 is, voor j=2, k=0 of j=0, k=2 gelijk aan ! en
voor j=1, k=1 gelijk aan p. Substitutie van X TR0 X en X,mu,=0,y

in de betreffende integralen levert een integrand die symmetrisch is in x en y

i 1
J nyk exp{- **——*Tz~—(x2-29xy+y2)}dxdy
. 2(1=-p™)

We vinden nu de gevraagde resultaten gemakkelijk door x2 - 2pxry + y2 te
!

herschrijven als (x—py)z + (l—pz)yz; subsitutie van u=(X"Dy)(l'-02)_§ en

v=y levert dan bijvoorbeeld

x~H, k T 12,2
27725 1 J f N I P

Opmerking 4.2.23: De n-dimensionale normale verdeling wordt gekarakteri-

seerd door de kansdichtheid

-n/f2

(4.2.13) £ (B 50eesx ) = (27) (det Cf% exP{-i(x-u)'C_l(X~u)},

HogreogX
-] —t)

waarbij C een symmetrische positief definite matrix is. Evenals in
voorbeeld 4.2.22 blijkt nu dat het element cij van C gegeven wordt door

e~ cov Qgi,zj);

de matrix C heet daarom ock wel covariantie-matrix.

.. 2
Opgave &.2,24: Laat EI’EQ"" 0,0, 21]n met Efj =y en var Ej = g

(j=1,2,...). 2i] 8, = x, + ... + X, . Bereken p(ém,

= ces3ni=l 2, 000)
EN l X, +n) (m=1,2, n )

5
—m
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4.3. Voorwaardelijke verwachting

Definitie 4.3.1: De voorwaardelijke verwachting van g(x) onder de voorwaarde

y =y is de verwachting van g behorende bij de voorwaardelijke kansverdeling

van x gegeven y =y, d.w.z.

(4.3.1) E@®x |y=yv) =) sxPx=x|y=y),
p:4

in het diskrete geval, en analoog in het absoluut continue geval:

(=]

(4.3.2) E@® |y=y) = [ g(x)f_(x | y = y)dx .

-0

Voor diskrete y volgt uit (4.3.1) met (3.8.4) dat

(4.3.3) Eg(® =] E@® | y=9PE=y) .
¥y

Analoge relaties volgen m.b.v. (4.3.2), (3.8.5'), (3.8.7) en (3.8.8). Als we
de afkorting ¢(y) = E(g(x) ] y = y) invoeren, dan kunnen we de stochastische
grootheid y(y) beschouwen, Voor y(y) schrijft men meestal weer E(g(x) | y).

De relatie (4.3.3) en haar analogons kumnen we nu als volgt samenvatten:

Stelling 4.3.2:

(4.3.4) EBg(x) = Eyly) =EE(g(x) | y)

Voor functies van twee (en net zo voor meer dan twee) variabelen definieren

we

EGgx,y) | z=2) =] ] eG,y)P(x=x,y=y{z=2),
Xy

en analoog voor (x,y) met een absoluut continue verdeling (zie opmerking
3.8.6)

4] =]

E(g(x,y) | z = 2) = J J g(X,y)fx y(x,y | z = z)dxdy .
_’_
We geven nog enkele, voor de hand liggende, rekenregels, die we later, spe-
ciaal bij de statistiek, nodig zullen hebben. De bewijzen worden alleen ge-

geven voor het geval dat zowel x als y diskreet zijn.
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Stelling 4.3.3: Voor voorwaardelijke verwachtingen gelden de volgende reken-—

regels:

1. Eag(x) + b | y) = aE(g(x) | y) + b.

2. E(g(x) + h(y) | 2) = E(s(x) | 2) + E((y) | 2).
3. Eh(yegx) | ¥) = h@EGRE | v).

4. Als x en y onafhankel! =zijn, dan is E(g(x) | y) = Eg(x).

Bewijs: I, en 2, volgen direct uit de definitie, Voor 3 geldt, als P(z==y2)>()

E&Qh@)|z=%)=§EM%m&yﬂﬁ=ﬁ,z=H|z=yy=

=M%>§aﬁwgclez=%>=mum@q>iz=%>

Tenslotte geldt voor 4, (vergelijk begin van § 2.2): |

E(gx) | y = vy = E g(xj)P(gg = % | y = v, = § E(Xj)P(szj) =Eg(x

Opgave 4.3.4: Laat x en y 0,0. zijn en binomiaal verdeeld met parameters

n en p (zie voorbeeld 3.4.3),

Bereken E(Ejifzfm).

Voorbeeld 4.3.5: Laat m, §4’§Q"" 0.0. stochastische grootheden zijn,

.. . . 2
waarbij LIRS IPRE dezelfde verdeling hebben als een grootheid x met Ex <
en n alleen (met positieve kansen) de waarden 0,1,2,..., aanneemt met

2 ..
E o < =, Definieer

2= X + ...t %,
- = -

waarbij een lege som als nul wordt geinterpreteerd,

Gevraagd: Ez en var z.



bt

-58~

Oplossing: Uit het gegeven volgt (ga na) dat P(z < z[gfn) = P(£l+...f5n 2 z),-

zodat E(z|n) = nEx en dus (stelling 4.3.2)
(4,3.3) Ez=EneEXx.

Omdat E(x|+...+x )2 = var(x +...*% )+(E(x, +...*+% ))2 = n var x + nz(EK)z
- - =1 —n =1 —n, - 27 9
(vergelijk (4.1.12), (4.2.5) en (4.2.12)), is E(E.IE) = n var x + n (Ex)

en dus

(4.3.6) E z°=E nvar x +E n2(Ex)".

Kombinatie van (4.3.5) en (4.3.6) levert

(4.3.7) var z = E n var x + (E E)Z var n.

Men noemt E(§?|E) - (E(EJE))Z wel de voorwaardelijke variantie van x

onder de voorwaarde n.

Karakteristieke funkties

Kansverdelingen kunnen behalve door hun verdelingsfuncties of kansdicht-

heden worden gekarakteriseerd door hun karakterictieke functies.

Definitie 4.4.1: De karakteristieke functie 9, van een stochastische

grootheid x wordt gedefinieerd door

1tx

(4.4.1) mx(t) = E e (t e R).

Deze definitie is mogelijk omdat E e*™ yoor iedere X bestaat:
E el = E cos tx + iE sin tx met E |[cos tx| < | en Efsin tx| < 1. Voor de
speciale gevallen die we hebben behandeld in § 3.4 en 3.5 gaat (4.4.1)
over in
itx

z e k P(E = xk) (diskrete verdeling)
k

(4.4.2) q:x(t) =

J et fx(x)dx (abs. continue verdeling).

00

We zullen met sommen en integralen van complexe functies op de bekende

wijze rekenen (zie wiskunde 10).
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Opgave 4.4.2: Bewijs dat

(4.6.3) o (t) = eF

b
ax+b mEFat).

Stelling 4.4,3: Voor iedere stochastische grootheid x geldt

a. w§(0> = ]
b. |wx(c)| <1 (teR)
C. 0 (m8) =9 (t) =¢_ (0.

Bewijs: a en ¢ volgen direct uit definitie 4.4.1 (zie cok (4.4.3} voor e).

Eigenschap b volgt uit de driehoeksongelijkheid:

E el < gl -y

de driehoeksongelijkheid geldt zowel voor sommen als voor integralen, en

dus voor verwachtingen.

Uit de volgende twee stellingen, die we niet bewijzen, blijkt het F

belang van karakteristieke functies.,

Stelling 4.4.4 (eenduidigheidsstelling): Als x en y stochastische grootheden

zijn, dan geldt

F =F dan en slechts dan als mx = Q¢ .

L3 L X L

Stelling 4.4.5 (continuiteitsstelling): a. Als F, F FZ"" verdelings~

}’
functlies 2zijn met karakteristieke functies ¢, O s 9ps-0 €D als

lim F (x) = F(x) (voor alle x waar F continu is),
jalars n
dan geldt
lim ¢ (t) = o(t) (t e R);
n-«

b. Als FI’F2"" verdelingsfuncties zijn met karakteristieke functies

wl,wz,... en als lim mn(t) = p(t) voor alle t ¢ R bestaat, terwijl g
n—)-ou

kontinu is in t = 0, dan is ¢ de karakteristieke funktie van een verdelings-

funktie F en lim Fn(x) = F(x) voor alle x waar F kontinu is.
n--oo
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Opmerking 4.4.6: De naam "kontinulteitsstelling' duidt op de kontinuiteit

van de afbeelding F +* ¢,niet op de kontinuiteitseis in deel b van de

stelling.

Definitie 4,4,7: Als F, (x) » Fx(x) voor alle x, waar F kontinu is, dan

n - . .
zegt men dat de rij(:_cn)"; awak (of: in verdeling) naar x Konvergeert,

Opmerking 4.4.8: Als FX absoluut kontinu is met kansdichtheid fx’ dan is
o, blijkens (4.4.2) de Fourier-getransformeerde van £_. Als |¢xTintegreer~

baar is, dan geldt de volgende omkeerformule (zie wiskunde 30)

oo

(4.6, b) fi(x) = %; J e_itx¢§Ft)dt (x ¢ R) .

—C0

Opmerking 4.4.9: Als x niet-negatief is dan gebruikt men liever de

Laplace-getransformeerde:

%;(T) = J e'TxfE(x)dx (Re 1 2z 0);
0

als er geen kansdichtheid is definieert men ?X(T) algemener door

T (1) = E e—Ti.
X

Als x alleen de waarden 0,1,2,... aanneemt, met kansen pO(E)’ pl(g),..., dan

gebruikt men de kansengenererende funktie Px gedefinieerd door

-

P (2) = E 2= = Z P(x = K~ = ¥ pk(g)zk (lz] = 1) .
= k=0 u=0

De eigenschappen van ?; en Px zijn analoog aan die van L We beperken ons

verder voornamelijk tot karakteristieke functies.

Karakteristieke functies zijn soms handig om momenten te berekenen;
in practische gevallen is soms wel de karakteristieke functie bekend, maar

niet de verdelingsfunctie of de kansdichtheid,

Stelling 4.4.10: Alsk ¢ {1,2,...} en als Elﬁlk < « ig, dan geldt

4.4.5)  Ex = -0 o0,
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Bewijs: We bewijzen (4.4.5) door differentiatie van (4,4.2) binnen het

integraal-teken (in het diskrete geval is het bewijs analoog):

[+

lo'(t) - f ix el f£(x)dx|=|lim glerh)oeln) f ix er™* £(x)dx| ;
h~+0

-

i ei(t+h)x—eitx . itx r e  “-1-ihx
J - - ixe T H(x)dx | = J ]—___Iﬁzr__4|x|f(x)dx <
. X .
ihx_. . ihx
e "=1-ih ~1
| ——-_IEEi—E' |x| £(x)dx + J | S—IHEH - 1} |xlf(x)dx < €.

|x}>x X

Hierbij kiezen we eerst X zo groot, dat de eerste integraal kleiner is

ihx _ 1 - ihx)/(ihx) begrensd is voor alle x e h in R

dan e; dit kan omdat (e
en omdat E|x| < = is. Vervolgens laten we h + 0 in de tweede integraal,
waarbi] we gebruik maken van het feit dat (elhx~l)/(ihx) ~+ 1 gaat als h = 0,

uniform op [-X,X]. We hebben nu dus bewezen dat

(4.4.6) Q;Ft) = f ig eitxfzfx)dx.

0

Door herhaald differentiéren bewijst men geheel analoog met inductie dat

.67 ol (e) = J (10" '™ (x)ax.

= a]

Substitutie van t = O levert dan (4.4,5),

Gevolg 4.4.11: Als wx(t) in de omgeving van t=0 door een machtreeks kan

worden voorgesteld, dan geldt

(4.4.8) ¢ (t) =

Men noemt ¢x(z/i) = E %T M wel de momenten-genererende funktie van X.
5 k-

Opgave 4.4.12: Bereken alle momenten van X met

w&(t) = h-it’
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(k)

X

k . . .
Opgave 4.4.13: Als Elgj <, dan is ¢_ “(t) uniform kontinu op R . Bewijs dit

voor k=0,1,...

In veel toepassingen wordt de volgende eigenschap van karakteristieke

funkties gebruikt,

Stelling 4.4.14: Als Xy Xgreery X 0.0 zijn, dan geldt

Bewijs: Dit volgt direct uit stelling 4.2,14: Oy 4 *x (t) =
._.] L B ]

it(§4+...+§n) n X n X
= Ee =E I e J=0Ee Ja=r1 o, ().
1

Voorbeeld 4.4.15: a. Als x binomiaal verdeeld is met parameters n en p, dan is

(4.4.9) o (t) = (perCe1-p)?,

en dus { met eit = z)

(4.4.98) P (2) = (1-p+pz)”.
. n .
it z (n) k(l_p)n—k e1tk

Immers £ e” = = &P
k=0

it n
= (pe' " + 1-p)".

b. Als x Poisson~verdeeld is met parameter u, dan is (ga na)

it
(4.4.10) g (1) eHle =D

3

en dus

(4.4.10a) P (2) Mz

Voorbeeld 4.4.16: a. Als x een exponentiele verdeling heeft met parameter A,

dan is

(4.4.11) @x(t) =
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en dus (=it=T)

A
(4.4.11a) ?x('r) ol ves (Re T > =}1).
& CP =]
itx _ itx ~Ax,  _ ~(A-it)x, _ _ A ~(a-it)x | _ A
Immers E e f Ae e dx J Ae dx = Y e -ic’
0 0 0

waarbij |lim e = lim e ¥ = 0.

b, sl Ko

"(K“it)X|

b. Als x een gamma-verdeling heeft {zie voorbeeld 3.5.11}) dan geldt

(4.4.12) wx(t) = (X%;E)a,

en dus

~y A Lo
(4.4.12a) fE(T) =(-}'\-:?) .

Opgave 4.4.17: Bewijs (4.4.12) voor o= n (n=2,3,...). Vergelijk opgave 3.7.1.10
en stelling 4.4.14.

Voorbeeld 4.4.18: Als X normaal verdeeld is met E x = 0 en var x = 1,

dan geldt

—1p?
(4.4.13) wx(t) = e *

Bewijs: ¢_(t) = l——-J cos tx e bx dx, dus wé(t) = - f x e ?* gin tx dx .
=7 m ) x ey
2 H K 2
Partieel integreren levert w;(t) -l e ix sin tx -t j cos tx e * /de’
—_- V2T 1 27 -
zodat wé(t) = —t wx(t) met natuurlijk mx(O) = 1. Deze differentiaalver-

gelijking heeft (4.4.13) als enige oplossing.
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Opgave 4.4.19: Als x normaal verdeeld is met E x = | en var x = 02,
dan is
2
_ dtp=icTt
gﬁ(t)

(vergelijk stelling 3.5.16 en stelling 4.4.3).

Stelling 4.4.20: Als k kz,...,k 0,0, zijn en binomiaal verdeeld met para-

meters (nl,p), (nz,p),.",(nm,p), dan is 54+“'+5m binomiaal verdeeld met

parameter (n1+...+nm,p).

Stelling 4.4.21: Als 54,5

<.k 0,0, zijn en Poisson-verdeeld met para-
2° —tn P

meters HpsHgsesrsl s dan is EI + ..t Em Poisson-verdeeld met parameter
+ ...t .
" ™
Stelllng 4.4,22; Als Xis KyroeorX, 0.0, zijn en normaal verdeeld met parameters

(U s O, ),---,(U ’Gfl) dan is x

2 2
(ul+...+un, Ul+...+0n).

1+"'+§n normaal verdeeld met parameter

Opgave 4.4.23: Bewijs de stellingen 4.4.20 t.m. 4.4,22 met behulp van

karakteristieke funkties. Welke stellingen spelen hier een belangrijke rol?

Opgave 4.4.24: Wat zijn de kansverdelingen die korresponderen met de volgende

karakteristieke funkties?

ait I-p 2 1

e ; cos t; el e — H 7
—pelt (1-1t)(2-1t) 1+t

Opgave 4.4.25: Bereken de momenten behorende bij de volgende karakteristieke

funkties:

in t in ty2 A 2
RS 3O G

%(l+eit) ;
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LIMIETSTELLINGEN

Convergentie van rijen stochastische grootheden

Men onderscheidt verschillende soorten van convergentie van rijen

stochastische grootheden. We noemen er hier drie.

Definitie 5.1.1: X;» ¥,5-.. convergeert bijna zeker (of: met kans 1)

. a.s.
naar x, notatie: x -+ ~ x, als P(x -+ x) = 1, dus als
= —n = ~n =

P({w|lim xn(w) = x(w)}) = L.

by
Definitie 5.1.2: X;» ¥X,5... convergeert in waarechijnlijkheid naar X,
notatie: x -+ x, als
27X
:p _ - )
lim (|En §J > g) 0 (alle & > Q)

nree

Definitie 5.1.3;: X)» Xys... cONVergeert in verdeling naar x , notatie

d
X = x, als
o5 &

lim Fx (x) = Fx(x) ‘ (alle x waar %{kontinu is),
n>re -1 — —_—

of als (vergelijk stelling 4.4.5)

1im 9 (t) = mx(t) {(t e R),
nre o =

Opmerking 5.1.4: De notaties a;s. R E en E zijn afgeleid van de engelse

termen "almost surely", "in Probability" en "in distribution', Tussen

de drie soorten convergentie bestaat de volgende hierarchie (geen bewijs):

as P
_).

[x 2 x]= [x
“n = n

We beperken ons verder tot de laatste twee soorten van convergentie,
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5.2 Zwakke wet van de grote aantallen

We bewijzen eerst de volgende eenvoudige, maar belangrijke ongelijkheid.

Stelling 5.2.1 (ongelijkheid van Chebyshev): Als x een stochastische

‘. s 2 .
grootheid is met E x < = en E x = y, dan geldt voor iedere ¢ > O

(5.2.1) P(|§_— u| zZ ) ¢ 2 var Xx.

Bewijs: Om het absoluut kontinue geval en het diskrete geval tegelijk

te kunnen behandelen, gebruiken we (zie(1.2.3) met 1 AT lA(x)).
X€ =

B lgepy = P e B) (B ¢ B(R)).

Nu is var x = E (x “n)z z E(E._“)z l[‘ETUIEC] 2

2 2
2 " E |y ae) " P(|x~u|ze).

Opgave 5.2.2: Als E £2n < = ig, dan geldt P(|x - u| 2 ¢) ¢ “n E(x -u)zn.

1A

‘s _ 2
Opgave 5.2.3: Als Xis XyseeesX 0.0, zi]n met E Ej = | en var Ej = g

voor j=1,2,...,1n, dan geldt

(5.2.2)

Stelling 5.2.4 (zwakke wet van de grote aantallen): Als Xis X900 0.0,

zijn met E Ej = U en var Ej = 02 < o (j=1,2,...), dan geldt (zie definitie 5.1.

(5.2.3) X. L3

M.
|

L
n

—r

Bewijs: We moeten bewijzen dat voor n -~ « en iedere e > O

n
(5.2.4)  B(|1] x - ul 20 0.
1
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Op grond van (5.2.2) en stelling 5.2.1 is het linkerlid van (5.2.4)

hoogstens gelijk aan 02/(n62).

Geveolg 5.2.5: Als Eﬂ het aantal successen is bij n o.o. experimenten, elk

met kans p op succes, dan geldt voor n + =

1 P
n kTP

Bewijs: hn = Fooet X, waarbi j Xi» XypeesX 0.0 zijn met E Ej =p

X
2 2
en var Ej = p{l-p) (zie voorbeeld 4,1.2). Pas nu stelling 5.2.4 toe.

Opmerking 5.2,.6: Naast de zwakke wet van de grote aantallen die zegt dat

(31 L En)/n E U, bestaat een sterke wet van de grote aantallen:
als Xys Xgreess 0.0, zijn met dezelfde verdeling en met E Ej =n (j=1,2,...),
dan geldt (54 + ...+ X )/n pSe L. Het bestaan van var Ej is in beide

gevallen niet nodig, maar vereenvoudigt wel de bewijzen.

Opmerking 5.,2,7: De wetten van de grote aantallen rechtvaardigen de

interpretatie van het kansbegrip als fractie: als een experiment n maal
wordt uitgevoerd (telkens onder dezelfde omstandigheden en zonder dat

de uitkomsten elkaar beinvlceden - dus onafhankelijk van elkaar) en het
aantal malen dat verschijnsel {gebeurtenis) A optreedt is k (4), dan zal
voor grote n gelden dat k (A)/n=P(A). Immers k (A) voldoet aan de eisen
van gevolg 5.2.5, zodat voor n + « geldt f (A)'= k (A)/n 5 P(A) (vergelijk
cok (1.3.2 )).

Opgave 5.2.8: Als X pXyse0e 0.0, zijn en dezelfde verdeling hebben met

E Ej < = gn E Ej =¥, (3 =1,2,...), dan geldt
L7258
n ~j Hor

Opgave 5.2.9: Laat s Egareos 0.0. zijn en exponentieel verdeeld met

verwachting p. Dan geldt

Iy, 4
n & ~j Me

—_—r1

Bewijs dit m.b.v. karakteristieke functies. Zie definitie 5.1.3 en ver-

gelijk ook het slot van opmerking 5.1.4,
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5.4 Centrale limietstelling

De "centrale limietstelling" zoals we die hier behandelen is een speciaal
geval van een aantal stellingen die inhouden dat sommen van stochastische
grootheden onder bepaalde voorwaarden bij benadering normaal verdeeld
zijn., Dit soort stellingen wordt veel toegepast in de practische statistiek.

We bewijzen eerst twee lemma's,

Lemma 5.4.1: Als x een eindig k-de moment heeft, dan geldt

o (0 = 1 SHED .+ o(h) (£ > 0);

voor k=2 geldt dus: als My < =, dan geldt

~ . _ 2 2
tpz(t) =1+ iut = dutt + o(th) (t » 0).

Bewijs: Dit volgt uit stelling 4.4,10 en de Taylor-reeks met "integraal-

restterm” (zie Algebra en Analyse; zie ook opgave 4.4.13).

Lemma 5.4.2: Als hi(n) = 06%) voor n + © en als a ¢ R, dan geldt

lim (1 + 2., h(n))n = &%,
e "
Bewijs: We bewijzen eerst dat (1+h(n))" - 1: omdat |h(n)| < e/n voor

, n .
iedere € > 0 en n voldoende groot en omdat (l+a)} = l+no voor iedere

@ =2 = 1, hebben we
P-es( -5 < +n@)” s (1 +H < ef,
n n
waarin voor € + 0 de uiterste leden naar 8én gaan. Verder geldt

(+2+h@N™= 0 +3H" 0+ o)™ + 1 = &
I n n

)
1]
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Stelling 5.4.3(centrale limietstelling): Als K> Xyseea 0.0, zijn en de~

zelfde verdeling hebben met E Ej = | en var Ej = g (j=1,2,...), dan geldt

voor x € R

§4+...+x -nu i ® -%uzd
(5.4.1) 1lim P ( < x) = -::;[ e Yo oe(x).
e o n Vo

n
Bewijs: Laat x, = (x, -p)/o enu_ = 1l X.. Dan geldt (lemma 5.4.1)
=5 =i -n 77

oy (€ = 1 = 1e2 + o(t?) (t » 0,
et |

en dus wegens (4.4.3) en stelling 4.4.14
2

wEn(t) = (1= %E'+ 0(%))n (t vast; n -» =},

2
Volgens lemma 5.4.2 geldt nu %ig %, {(t) = e_it , zodat o.g.v. de continuiteits-

stelling

Fyﬂ(X) + ¢(x),

equivalent met (5.4.1).

Definitie 5.4.4: Als {zt; t ¢ T} met T = Zof T = (0,%) een verzameling stochas-

tische grootheden is met de eigenschap dat

lim P((y - a )/b, = x) = o(x),

Lt

dan heet X, voor t > "asymptotisch normaal (verdeeld) met (asymptotische)

. . . . 2
verwachting a, en (asymptotische) variantie bt ",

Gevolg 5,4.5: Als Eﬂ binomiaal verdeeld is met parameter (n,p), waarbij
0 <p<l, dan is En voor n + » ggymptotisch normaal met verwachting np

en variantie np(l-p).
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Bewijs: Eﬂ =X, 0+t ..., 4 X (zie gevolg 5.2.5); gebruik ste111ng 5.4,3,

~1

Gevolg 5.4.6: Als x(u) een Poisson-verdeling heeft met verwachting u,

dan is x(u) voor y - = asymptotisch normaal met verwachting u en variantie u.

Bewijs: wEﬁ“) (t) = {¢§ﬁl) (t)}u {(zie voorbeeld A.Q.ISb) en dus (ga na)

.2 2
- B _t 1.\l -4t
CP(i(u)_u)/‘/u(t) = {¢E(l)_l(t//u)} = (l E + 0O (-J)) > e (u > m).

Opmerking 5.4.7: De gevolgen 5.4.5 en 5.4.6 van stelling 5.4.3 worden ge~

bruikt om de binomiale—- en de Poisson-verdeling te benaderen met de normale
verdeling., Zij En binomiaal verdeeld met parameters (n,p) en k(y) Poisson-

verdeeld met parameter . Dan hebben we

k ~np

P(k < k) = P(—=2 < KSR _yo g(kzmp )
Vap(1-p)  Vap(l-p) Vnp(1-p)
(5.4.2)
o kG~ -
P(k(u)<k) = B( < Xy & ek,

Om kansen van de vorm P(5ﬂ=k) te kunnen benaderen schrijven we

k) = P(k-i<k <k+]) = ¢(E:Eﬁii_) - ¢(k‘np‘§ ).

vhp(i-p) Vhp(1-p)

Analoog hieraan worden de kansen hierboven ook wel benaderd door

P(

k =
—11

P(k, < k)~ @(__E:EBii_g

\/np(1-p)

(5.4.3)

(k) = 1) ~ oKty
i

Men noemt deze procedure "continulteitscorrectie; benadering (5.4.3) is

dikwijls wat beter dan (5.4.2).
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Opgave 5.4.8: Geef een benadering voor P(Eﬂ 2 k). Wat is (bij benadering)
de kans om in 1000 onafhankelijke worpen met een dobbelsteen minstens

150 zessen te gooien!

Opmerking 5.4.9: Voor het benaderen van de binomiale verdeling hanteren

we de volgende regel: we gebruiken tabel 3.2 van de Statistische Tabellen §.T.)
voor de waarden van n die in de tabel voorkomen, waarbij we,.zo nodig lineair
interpoleren voor de waarde van p. Voor waarden van n die niet in de

tabel voorkomen benaderen we met de normale verdeling (S.T. 1.1) als

np =2 5 én n(l-p) 2 5 en met de Poisson-verdeling (zie(3.4.2)) als np < 5

of n(l-p) < 5 waarbij in het eerste geval = np en in het tweede geval

p = n{l-p) (tabel §,T. 4,2).In dit laatste geval gebruiken we de eigen-

schap dat n - En binomiaal verdeeld is met parameter (n,l-p}. Voor de
Poisson-verdeling geldt: gebruik tabel S.T. 4.2 als u £ 10, zo nodig met

lineaire interpolatie,en benader met de normale verdeling als u > 10,

Opgave 5.4.10: Wat is de kans om in 100 worpen met een tweetal dobbel-
stenen meer dan 2 keer "dubbel zes" te gooien? Wat is de kans op meer

dan 20 keer dubbel zes in 1000 worpen?

i
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APPENDIX

A 1. Poisson=proces

Een zeer veel gebruikt model voor allerlei verschijnselen is het
Potsson—proces., Hierbij treden op stochastische tijdstippen ATEATTERY
gebeurtenissen op , bijvoorbeeld: emissie van een a-deeltje, een auto-
ongeluk, een aanvraag voor een telefoongesprek, een geboorte. We zijn
gelnteresseerd in de stochastische grootheid n, , voor t > 0 gedefinieerd door

n, = "het aantal gebeurtenissen dat optreedt in (0,t]."

De stochastische funetie a, heet een Poisson-proces, als voldaan is

aan de onderstaande eisen.

Definitie A 1,.1: o, heet een Poisson-proces met intensiteit X als voldaan is aan

. < < <enw i3 -n n_ -n ers 0.0,
(Al.1) als O £ t2 , dan 21Jn_Et1,Et2 _{1,_13 _12’

]

(a 1.2) P(n ,-n =0) 1 - Ah + o(h) (h + 0)

—t+h —t
(A 1.3) P(Et+h-§t=i) = ah + o(h) (h + 0)
(A 1.4) P(Et+h—3t22) = o(h) (h + 0)

voor een A > O en alle t > 0. Voor t=0 is n gedefinieerd door

(A 1.5) P(_r_10 =0) =1.

Stelling A 1.2: Als n, een Poisson-proces is en als

Pn(t):= P(E_t = n),
dan geldt
-t )"
(A 1.6) Pn(t) = @ e (n=0,1,2,...; t = 0),

waarbij PO(O) =1,
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Bewijs: Uit definitie A 1.1 volgt dat voor h + 0

(A 1.7) Po(t+h) = Po(t)(l- Ah+o(h)),

en (vergelijk 3.7.1.1) Pn(t+h) =

P(n =k)P(n
Kk —t

Beap B = 7K =

o~

0

= Pn(t)(i-kh+o(h)) + Pn_](t)(kh+o(h)) + o{h), zodat

(A 1.8) Pn(t+h) = Pn(t)(l—kh) + Pn_l(t}kh + o(h) {(n=1,2,...).

Uit (A 1.7) en (A 1.8) volgt door limietovergang h + 0 dat Pn voor t = 0
een rechter-afgeleide heeft; door t te vervangen door t~h blijkt Pn voor
t > 0 ook een linker—afgeleide te hebben, zodat Pn een afgeleide heeft

op [0,%) voor n=0,1,2,.... Deze afgeleiden voldoen aan

Pé(t) = - APO(t)
(A 1.9) (t

v

0)

P;(t) = —an(t) + APn_ (t) (n=1,2,...)

1

met de randvoorwaarden PO(O) =1 en Pn(O) =0 (n=1,2,.,..).

Dit stelsel differentiaalvergelijkingen lossen we op met volledige inductie.

We vinden direct dat

(4 1.10) P (t) = e ME,

Substitutie van (A 1,10) in (A 1.9) met n=1 levert

-AP, () + re AE

P;Ct)

met PI(O) = (. De oplossing hiervan is

P (t) = ate ME,

Als we nu (A 1.6) als inductieveronderstelling in (A 1.9) substitueren

(met n vervangen door n+l) dan vinden we

n
' - (At) " -At
Pn+l(t) APn+I(t) + A ~ e
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: n+l
- . _ it (Ae) e
met Pn+l(0) 0. Dit levert Pn+l(t) e IO HE en het bewijs i1s klaar.

We kijken nu naar de tijd die verloopt tussen de (n-1)-ste en de n-de

gebeurtenis: t

LI Voor n=l hebben we (EOEO)

(A 1.11) P(tI <z)y=1- P(tl >z)=1=-P(n =0)=1-¢e
= - -z

d.w.z. t. heeft een exponentiele verdeling. Voor L het tijdstip van de

1
n-de gebeurtenis,geldt (ga na!l)

(A 1.,12) P(_!:._n < z) = P(Ez zn),

zodat

w k nn~1
F (2) = I o Az (hz) - ATx o Axdx,
t L k! (n=1).

- k=n 0

zoals gemakkelijk wordt geverifieerd door partiele integratie., In verband
met (A 1.}1) en opgave 3.7.1.10 suggereert dit resultaat de volgende stelling.

Stelling A 1.3: Als n, een Poisson-proces is met intensiteit A dan zijn de

tijdsduren tysty =t sE3- ty,... tussen opvolgende gebeurtenissen ©.0. en
exponentieel verdeeld met verwachting 1/A. (We nemen hierbij zonder bewijs

aan dat (El,...,En) een continue dichtheid f ¢ heeft),

L ER R LN

Bewijs: voor z, > 0, z, > 0,..., z > 0 en h1> 0,...,hn3=0 (hj klein) bekijken

1 2
we

P(Ele(z],zl+h]],5 E(ZI+22’ZI+ZZ+}QJ""

. L +.00t + =
sL € (z1 Z »2 Z, hn])

1

= P(n_ =0,n -n_ =1,n -n =0,...
z] Zl+h1 z1 z]+z2 zl+h]

1)

vee,ll -n
-z +...+z +h -z
n n

+...+2
1 n

1

Op grond van stelling A 1.2 en definitie A 1.] is deze kans gelijk aan (zie

figuur)

I b " L n L [
¥ "y y

o z, Z,+h, Zoez, Zozpahy L L zaesz, EeeZathy, —_
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)

~\z —)\(z2
(khn + o(hn))

] -h]) -A({z_=~h
e (Ahl-+o(hl))e (Ahz-ro(hz))...e

n n-—!

—A(z] ...tz )

_ n
= g Anhl...hn,+ O(hl"'hn) .

Dit betekent (zie opgave A 1.10) dat voor z, > O0,..., z_ > O:

1 n

(zlszl+22,...,z +,,,+zn) =) e ,

Eppeeok 1

en dus dat, voor 0 < tl < t

... <t 2

2 n

-t
n

- n
(A 1.13) f.El:“':_tﬂ(t"”"t“)_A e .

Uit (A 1,13) volgt nu (vergelijk (3.7.2)) dat voor z, > 0, z, > 0,...,2n >0

1 2

n —A(zl+...+zn)
f (Z,3Z,504052 ) = A @ ’
EJ’EQ""’En 1*72 n

als z t, =~ EI,..., Zz =t -t

T 2L AR T T Dit betekent dat Z1sZgrevesZ

n

onafhankelijk zijn en exponentieel verdeeld met verwachting 1/A.

Omgekeerd wordt door een rij onafhankelijke stochastische grootheden
Zi2Zprens die een exponentiele verdeling hebben met E Ej = 1/x (j=1,2,...) een
Poisson-proces gedefinieerd, als we de tijdstippen Eistysees definieren door
EI =z, en En - En—l = En (n=1,2,...). We geven de volgende stelling
zonder bewijs.

Stelling A 1.4: Als de grootheden EZ sZgses 040, zijn en exponentieel

verdeeld met E g = 1/x (n=1,2,...), dan wordt door de tijdstippen

Z

Z2)s Bt EpZ *Zy ¥ 2Zgse.. €D Poisson-proces bepaald.

3

Een andere eenvoudige manier om het Poisson-proces te beschrijven hangt
samen met de volgende stelling, die we in een speciaal geval al stilzwijgend
hebben gebruikt in het bewijs van stelling A 1.3.

Stelling A 1.5: Als n, een Poigson-proces is met intensiteit A, dan zijn

vocr 0 = tO < t] < t2 <,... de grootheden Et]’3t27Et1’3£3—Et2"" 0.0.
en Poisson verdeeld met
E(Et. o ) = A(tj-tj_l) (3=1,2,...}.

i=1
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Bewijs: De onafhankelijkheid volgt uit definitie A 1,1. We hoeven alleen
te bewijzen dat voor s > O en t > O de grootheid n . _-n_ een Poisson-
=g+t —s

verdeling heeft met verwachting At. We doen dit m.b.v. karakteristieke

functies. We weten dat n_enn _ -n
~=s —s+t —s

Poisson-verdeeld met verwachting As resp. At. Nu geldt (zie stelling 4.4.14 en

voorbeeld 4.4.15 b)

0.0, zijn en (Stelling A 1.2)

exp(Mstt)(e™=D} =0 (=9 .o, =0  _ (u) explis(e’ -1},
=s+t —s =—stt =8 —s+t -5
waaruit volgt dat ®  on (u) = eXp{At(elu-]}. Op grond van de eenduidigheids—

=5+t —s

stelling is n

-n_ dus Poisson~verdeeld met verwachting At.
—s+t —s5

Gevolg A 1.6: Zij gegeven een Poisson-proces met intensiteit A. Zij t > 0

en zij Wt t het tijdstip van de eerste gebeurtenis die optreedt na t, dan

geldt (onafhankelijk van t):

Fo(w) =1 - e MV,
W

-t
Bewijs: volgt direct uit stelling A 1.5 en de relatie
—Aw

P(Et > W) = P(Et+wﬁ5t=0) = e .

Gevolg A 1.7: Als x exponentieel verdeeld is, dan geldt

P(x

1A

a + xlx > a) = P(x € x) (a>0; x>0).

Bewijs: volgt uit voorgaande, maar kan ook eenvoudig direct bewezen worden

(ga na).

Toepassing: Drie personen A, B en C komen een postkantoor binnen en vinden
de twee aanwezige loketten vrij. A en B worden direct geholpen, terwijl C
wacht tot de eerste van A en B klaar is. We nemen aan dat de bedieningstijden

X, y en z van A, B en C 0.0. zijn en exponentieel verdeeld met verwachting 1/A.

Vragen: a. Wat is de kans dat C het laatste klaar is?

b. Na hoeveel tijd verlaat C het postkantoor?
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Oplossing: a. Als C aan de beurt komt, dan heeft o.g.v. gevolg A 1.6 of

A 1.7 de resterende bedieningstijd van degene die nog niet klaar is
dezelfde verdeling als 2. De situatie is dus symmetrisch en de gevraagde
kans is 1/2.

b. De gevraagde tijd is gelijk aan min(x,y)+z. Hierbij zijn min(x,y) en z
onafhankelijk, min(x,y) is exponentieel verdeeld met verwachting 1/(2i) en

2z exponentieel verdeeld met Ez = I/A.

Opgave A 1.8: Bereken de kansdichtheid van min(x,y)+z zoals hierboven

gedefinieerd.

Opgave A 1.9: Bussen vertrekken van een halte vanaf tijdstip O met exponentieel

verdeelde tussenpozen met verwachting 1/u. Wat is de wachttijd van iemand
die op tijdstip t > 0 bij de bushalte aankomt, als nog gegeven is dat

deze tussenpozen 0.0. zijn?

Opgave A 1.10: Zij (51,52,...,§n) een stochastische vector met een continue

kansdichtheid en zij f een niet-megatieve functie die continu is op'Rn. Als
P(§1 € (xl,x]4-h1),...,§n € (xn,xnd-hn)) =

= hj.oh £G,eenx ) o(hyLah ) (¥ 0,0 Lh 4 O)

voor alle (xl,...,xn) ¢ R®, dan is f de kansdichtheid van (51,...,§n). Bewl]js

dit voorn =1 enn = 2,

Opmerking A 1.11: Met wat meer moeite kan stelling A 1.3 bewezen worden zon-

der de aanname dat (51’52“"’En) een kansdichtheid heeft.
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A2 Enkele kansverdelingen uit de statistiek

We leiden de kansdichtheden af van een aantal grootheden die samenhangen

met de normale verdeling en die veel in de statistiek worden gebruikt.

A 2.1 De Chi-kwadraat verdeling

Definitie A 2,1.1: Als Xys XgreepX 0.0, zijn en N(0,1)-verdeeld, dan

heeft de grootheid

2 %
210y =] %

— 1

, . ce 2 .
een Chi-kwadraat verdeling met n vrigheidsgraden (afgekort: xn—verdellng).

Stelling A 2,1.2: Zij

(A 2.1.2) vy(x;h;0):=

AT x e (x>0,
dan geldt

(213 £2 () = v(x345%).

Bewijs 1: Uit de definitie volgt direct

2 2
1 2 ‘e - .o
(A 2.1.4) in (x) = (3;0“/ [2 [ S +xn)dxl...dxn.

X +...+X =X
] n

We gaan over op hyperbol-coordinaten(vergelijk Wiskunde 20): xk=xk(r,¢],...,¢n_i

n
(k=1,2,...,n), waarvan we alleen hoeven te weten dat & xi = r en dat
n—-1 i

de Jacobiaan de vorm J(r, G srees? ) =r h(¢1’°"’¢n—l) heeft, Nu gaat

n-1
formule (A 2,1.4) over in
Yx

n-1 ~5r2
Foolx) = c [ r e dr’
&n 0
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n « n
1-2 LW
. ) ' - 2 - I'(n/2
Omdat lim sz(x)=l, volgt hieruit dat c . 2 2 J u’ e Ydu = ‘S?é_?'
x> &q " 0 2"

Door differentiatie vinden we dan voor x > 0

£ ,(x) = ( >n/2 n/2~1 -x/2

Bewijs 2: We berekenen eerst f ,(x) = fxz(x) en vinden (ga na)
1

£ o) = == xhTX/?2

= y(x3;3;4),
£ Y2n

met (zie (4.4.12))

4
&-1t/

¢ 2(t) = (
X

zodat (zie {A.2.1.1))

»

_ } \ n/2
@Xi(t) (

I-it/
waaruit met nogmaals (4.4.12) formule (A 2.1.3) volgt.

Opmerking A 2.1.3: De Chi-kwadraat verdeling is getabelleerd in tabel 2.2 van

de statistische tabellen. Voor grote n is xi asymptotisch normaal met (ga na)

2 = 2 = 2n.
Ein i, var_)g.n n

Gevolg A 2,1.4:

n
"7 n-l "x2/2
x e

£ (x) =
Ay r (-)

(x> 0).




-80-

A 2,2, De student-verdeling (t—verdeling) en de F-verdeling

Definitie A 2.2.1: Als x, Xy XyseesX 0.0, zijn en N(O,1)~-verdeeld,

dan heeft

X vn
(A 2.2.1) t_:=
-1
2 2
X F...tX
~1 -n

cen student-verdeling (ook wel: t-verdeling) met n vrijheidsgraden

(afgekort: tnﬂverdeiing).

Definitie A 2.2,2: Als iy Xpseves Xy Yoo Yosoeesd 0.0 zijn en N(0, 1)~

verdeeld, dan heeft

(§f+...+x )/m
0,0

3

een F-verdeling met (m,n) vrijheidsgraden (afgekort F n—verdeling).

3

We zullen nu de kansdichtheden van t en F afleiden,
-n —m,n

Lemma A 2.2.3: Als u en v o.0. zijn en v > 0 (met kans 1), dan geldt

(A 2.2.3) fE/E(Z) = | v fEsz)fv(v)dv.

O3

Bewijs: volgens (3.8,7) geldt

[+

fE/E(Z) = f £ kVEFZIE?V)fEFV)dv = f fE/v(z)fEFv)dv =
0 0

v fg(vz)fzfv)dv.

o' —— 8

Opgave A 2.2.4: Bewijs (A. 2.2,3) zonder voorwaardelijke kansverdelingen.
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Stelling A 2.2.5:

n+l .r...l.t.]..
"5 I‘( 3 ) 22 2
(A 2.2.4) ft (z) = (om) (1 + =) ’
n n
~n T (5)
m+n
(4 2.2.5) £, (2) = _1;_(m2_3_1_ /2 02 mf2=1 @) 2y
~m,n 1"(—2-)1"(-5_-)

Bewijs: We bewijzen alleen (A 2.2.5) en we gebruiken daarbij lemma A 2.2.3

2
met u = lm/m en v = Ki/n, zodat

fE(U) = m fz?m(mu), f!Fv) =n fli(HV).

We krijgen dan

fF (z) = ¢ J v(vz)m/zhl e-mvz/Z vn/2—l e-nV/Z dv =
~m,n m,n
} 0
- zm/2-1 f v(m+n)/2-]e—v(n+mz)/2 av =
m,n
0
- zm/2-1 (n+mz)-(m+n)/2,
m,n
waarbij c; 0 volgt uit het feit dat f f(z)dz = 1. We vinden dan
’ 0

()~ (@0 /25,

(=] m o
I _ J zm/2-](n+mz)-(m+n)/2dz _ (EpZ n—(m+n)/2 J wm/2-l
0

m,n 0

1

- ; _ _ TETF) _
_ a2 02 [ TR L P i mﬂz1 /2 _-n/2
0 )

We vinden natuurlijk dezelfde uitkomst als we aldoor alle constanten ''meeslepen",
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Opgave A 2.2,6: Bewijs (A 2.2.4),

Opgave A 2.2.7: Bereken verwachting en wariantievan t_en F
~n ~m,n

Opgave A 2,2.8: Laat zien dat t voor n e asymptotisch normaal is.

Wat kunt u van de verdeling van Em , Zeggen voor grote m en/of n?
>

Opmerking A 2.2.9: Voor tabellen van de tn~verdeling en de Fm n—verdeling
. ]
zie Statistisch Compendium of Statistische Tabellen.
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