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Inleiding

De inhoud van dit dictaat is een aanvulling op en een voortzetting
van het deel Kansrekening van het dictaat Kansrekening en Statistiek
{(dictaat nr. 2.271) dat we verder aanduiden met K & S. De aanvulling betreft
de bewijzen van een aantal in K & S behandelde stellingen, zoals de con-—
tinuiteitsstelling voor karakteristieke functies. De voortzetting betreft
de behandeling van een aantal fundamentele en voor verdere studie, van bij-
voorbeeld theoretische statistiek of stochastische processen, onontbeerlijke
onderwerpen als< de stelling van Kolmogerov, de sterke wet van de grote
aantallen en een algemener begrip voorwaardelijke verwachting. Verder
bevat dit dictaat enkele op de toepassing gerichte onderwerpen, zoals de
convergentie van momenten.

Het merendeel van de behandelde stof is ook te vinden in een aantal
voortreffelijke boeken (dit maakt het schrijven van een dictaat als dit
tot een wat dubieuze bezigheid), zij het dat geen der in de literatuur
genoemde boeken alléén alle informatie bevat. Als leidraad is [8] gebruikt;
voor een aantal bewijzen is uit de overige boeken geput.

De inhoud van dit dictaat is wat meer dan in twee semester—uren kan worden
behandeld, zodat (bijvoorbeeld uit de laatste drie hoofdstukken) een keuze
gemaakt zal moeten worden.

Omdat een deel van de bewijzen niet kan worden gegeven zonder een beroep
te doen op resultaten uit de maat- en integratietheorie, zijn de voor omns
belangrijkste begrippen en stellingen op dit terrein in een appendix opgenomen.

Als aanbevolen (niet verplichte) voorkennis noemen we het college dictaat
Maattheorie en Lebesgue-integratie (dictaat nr. 2.239}.




1. KANSRUIMTEN en o-ALGEBRA'S

1.1 Kansruimten

Definitie 1.1.1. Een kansruimte is een tripel (Q,F,P) met

a. Q een willekeurige niet-lege verzameling,

b. F een c-algebra van deelverzamellngen van Q, d.w.z. voor F geldt
QeF ; als A e F, dan AY ¢ F; als Aj e F (j=1,2,...), dan ? AJ e F,

c. P is een kan® (ook wel: kansmaat) op F, d.w.z.
P(Q) = 1; P(AY 2 0O voor alle A ¢ F; als A e F (j=1,2,...) en AiAj = {
(i # j), dan geldt P(u A ) = % P(A ).
In maattheoretische termen (zie definitie A2.1) kunnen we de definitie als
volgt samen vatten.

Definitie 1.1.1. Een kansruimte (Q,F,P) is een maatruimte met P(RQ) = 1.

Een maatruimte is een model voor een experiment of verschijnsel, waarbij
het toeval een rol speelt. In dit model representeert 2 de verzameling
van alle mogelijke uitkomsten van het experiment; men noemt 2 in dit verband
de uttkomstenruimte. De elementen van F representeren de voor het experiment
relevante gebeurtenisgen en voor A ¢ F interpreteren we P(A) als "de kanms

op A",

We zullen in het volgende dikwijls stilzwijgend aannemen dat het argument

van P een element van F is.

Voorbeeld i.1.2. (“schijfschieten').

Q= {(x,y) ] x2+y2$ 1} :F=B(IR2)nQ;P=%4\2,

waarbij Az de Lebesgue-maat voorstelt op Ilz {zie voorbeeld A 2.10 voor

de definities van B(R 2) en Az).

Voorbeeld 1.1.3. (trekken zonder terugleggen, ongeordende steekproeven).

Q= {(xl,...,xn) | xj e {1,2,...,N} (3=1,2,...,n) ; x1¥x2<...<x£3

F= PRQ)
N,-1
P@) = ()7 I1,0).




Stelling 1.1.4. Een kans P heeft de volgende eigenschappen:

a. P(@) = 0
b. P(a) s |
c. P(A) £ P(B) als Ac B

N
a. PA,) s ? P(,) (1sNs=)
N . .
e, P(?Aj) = g P(Aj) als AiAj =@ voor i #j (1l <N s =)

£. P(A") = 1 - P(A)
g. Als lim A ==A, dan is lim P(A ) = P(A)
e O n-+e n

Bewijs: Zie K & S; bewijs g zelf voor het geval dat de rij An niet monotoon is.

1.2 Voorwaardelijke kans

Definitie 1.2.1. Als A € F en B ¢ F met P(B) > 0, dan heet

P(AB)

P(a |B):= 505

de voorwaardelijke kans op A onder de voorwaarde (of: gegeven)B.

Stelling 1.2.2. Een voorwaardelijke kans heeft de volgende eigenschappen

a. P(+|B) is een kans op F (en ook op F n B)

b. Als P(AIAZ...An_l) > 0 is, dan geldt

P(AjAy..d ) = P(AI)P(AZIAI)...P(An[A]Az...An_l)

2
1 > 0 - . N - l
¢. Als P(Bn) (1 <nsNzs< =), terwijl BmBn =@ (m ¥ n) en P(Y Bn) =1,

dan geldt
N N
P(A) = % P(AB ) = ? P(A[B )P(B )
d. Onder de voorwaarden van c met bovendien P(A)} > 0 geldt

P(A]Bn)P(Bn)

N
} P(alBIP(B)

m=1

P(Bn[A) = (regel van Bayes).

Bewijs: Zie K & S.



1.3 Stochastische grootheden en c-algebra's

Definitie 1.3.1. Een reele stochastische grootheid (ook wel: stochast) X

op een kansruimte {(Q,F,P) is een functie X: @ - R die F-meetbaar is, d.w.z.

(zie definitie A 3.1)

(1.3.1) {w|X(w) < a} e F (ae R).

Opmerking 1.3.2. In plaats van {0w]X(w) < a} en {w|X(w) € B} schrijven we

meestal kortweg X s a en X € B of [X s a] en[Xe B]. De vrijwel uitsluitend
Nederlandse gewoonte om stochastische grootheden met onderstreepte letters

aan te geven (zie K & 8) volgen we hier niet.

Opmerking 1.3.3.Als (Ql,Fl) en (92,F2) meetbare ruimten zijn (zie definitie A1.8),
P 92 (FI,FZ)-meetbaar, als {ml[f(wl) e Az} € Fl

voor alle A2 € Fz. Blijkens stelling A3.3 komt (i.3.!) overeen met (F,B(R))-

meetbaarheid. Als FZ = B(]&n), dan noemen we £ meestal Fl-meetbaar; is

bovendien FI = B(R™) dan heet f Borel-meetbaar; Zie appendix voor definitie

dan heet een functie f:

van de borelverzamelingen B(]Rn).

De volgende definitie maakt het o.a. mogelijk om het begrip meetbaarheid

kort te formuleren.

Definitie 1.3.4. Zij gegeven een functie f: Q =+ 2, en zij D © Q,. Het

1 2’
tnverse beeld (ook wel: volledige origineel) £ ](D) van D onder f wordt

gedefinieerd door

fﬁl(D) = {wl € QI l f(m}) e D};

Als D een collectie deelverzameling van 9, is, dan definiéren we

2

10y = (£ ) | b D).

D, en

Stelling 1.3.5. Zij gegeven een functie f: @, =+ §, en laat D, DI’ 2

1 2
Dan geldt

DA (A € A) deelverzamelingen zijn van 92.

— —-— *

a. £10% = (£ o))
-1 -1

b. £ (AEA Dk) = AgA f (Dl)
-1 -1

e £ 00, D) =8, £ (@)

-1 -1
d. Als Dl < Dz,dan f (Dl) c f (Dz).

-1 -1
e. Als 01 = 92, dan £ (Dl) cf (02).
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Bewijs: a. £ ' (D¥) = CHEICRE D'} = {u,|£w;) € D} = {w [£(w) e D}* = (£

-1 -
b. £ "y, D)) = {ml[ f(w]) € ,Y, D, } = {w, [ 3, Elw) e D, !

e €101 =y, £ @

= {u Up

(1 3en A

c. Volgt uit a en b met regel van de Morgan (K & S, p. 2).

d. Volgt uit definitie 1.3.4; evenzo e.

Gevolg 1.3.6. Zij gegeven een functie f: QI i 92 en zij F, een d-algebra van

deelverzamelingen van 92. Dan is ook f—l(Fz) een g-algebra (van deelverza-

melingen van Ql).

Bewijs: Omdat f_l(ﬂz) = g,

van o-algebra (zie definitie 1.1.1).

s volgt dit uit stelling 1.3.5 en de definitie

Definitie 1.3.7. 2Zij @ ¢en verzameling em ( een collectie deelverzamelingen

van . De kleinste o-algebra die de collectie ( bevat, heet de door C
voortgebrachte g-algebra en wordt aangegeven met o{(C}. (Voor de existentie

van g{(C} zie stelling Al.4.als F=0d{C}, dan heet ( een voortbrengende

collectie wvan F.

Stelling 1.3.8. Zij gegeven een functie f: Ql -+ 92 en zij C een collectie

deelverzamelingen van Q,. Dan geldt

2

(1.3.2) ol ')} = £ eleD).

1

(D

Bewijs: op grond van gevolg 1.3.6 is f_l(G{C}) een dg-algebra met (zie stelling

1.3.5 €) £ 1(a{CH > £ 1(C), zodat £ '(a{C)) = ol£ (O},

Om de omgekeerde inclusie te bewijzen definiéren we
D=(ca,| £ ® s (1.

Nu geldt
i £1m < ote e} (definitie van D)
(ii) ¢ = D (als C e C, dan £ 2(C) ¢ £ 1(C) « ol£ 1(O)])

(iii) P is een g—-algebra (controleer de definitie, zie p. 1).




Uit (ii) en (iii) volgt dat g(C) c o(P) = D, zodat wegens (i) en stelling
1.3.5 & geldt: £ ' (a{C}) « £ (D) e off '(C)} (definitie van D).
Dit levert de tweede inclusie en (1.3.2) volgt.

Opmerking !.3.9. De meetbaarheidsdefinitie in opmerking 1.3.3 is equi-

valent met (zie definitie 1.3.4) f—l(Fz) < FI’ of als C een voortbrengende

collectie is wvan Fz:

(1.3.3) £ 50 < Fo o

Als F2 = B(]Rn);- dan kunnen we voor C kiezen: On’ de open verzamelingen

n . .
van R, of: In’ alle intervallen, d.w.z. alle verzamelingen van de vorm

(1.3.4) (a,b] = {(xl,...,xn) € ]Rn l a <x < bI,...,an < xns bn}

1

(al’""bn e R),

of: Q , alle orthanten, d.w.z. verzamel:.ngen van de vorm (-w,b] met b ¢ R
Omdat voor continue f: RT > R© geldt dat £ (O Y e O ' zijn continue

functies Borel—meetbaar. Zie ook definitie Al.6 en opmerklng Al.7.

Definitie §.3.30.Een n-dimensionale stochastische vector {(n-dimensionale

stochastische grootheid) X op een kansruimte (Q,F,P) is een functie

X: Q-+ IRn, die F-meetbaar is, d.w.z. waarvoor X-I(B(]Rn)) c F,

Stelling 1.3.11. Als f: R™ + R"™ een Borel-meetbare functie is (zie
g

opmerking 1.3.3) en als X: Q + R™ een m-dimensionale stochastische vector is op

(Q,F,P), dan is f » X een n-dimensionale stochastische vector.

Bewijs: £ o X: @  R™ is F-meetbaar, immers (f o X) | (B(R™)) =
=X lEVB@R™Y) ¢ X TBER™) < F, omdat £ IB(R™) ¢ B(R™  (zie ook
stelling 1.3.5 d).

Stelling 1.3.12. X = (xl,...,xn) is d.e.s.d. een (n-dimensionale) stochastische

vector als X (1-dimensionale) stochastische grootheden zijm.

l’xz’ll.’xn
Bewijs: (i) Laat X XZ""’Xn stochastische grootheden zijn en zij 0 ¢ Qn’

de collectie van alle orthanten (zie opmerking 1.3.9), dan geldt U{Qn} = B(r"),
en dus X_l (Q) = ? X, (-‘m b. ] € F o.g.v. (1.3.1), duw.z. X is F-meetbaar.
(ii) Als X een F—meetbare funct:Le :.s, da.n is X = 1, (X) een F-meetbare

functie (zie stelling 1 3.11).

- DT e




Definitie 1.3.13. Een stochast X heet discreet, als er reéle getallen

Xi3Kyste bestaan z& dat

(1.3.5) P(il? [X = x_1)=1.

Opmerking 1.3.14. Uit (1.3.5) volgt dat X een trapfunctie is (zie Appendix):

(1.3.6) X = ] x_|I (w)
a=] [X=‘xn3

voor "bijna alle” w, d,w.z. er is een A ¢ F met P(A) = | en 26 dat (1.3.6)

geldt voor alle w ¢ A (ga na).

Definitie 1.3.15. Zij X een (I-dimensionale) stochastische grootheid op

(9,F,P). De door X geinduceerde oc—algebra o(X) wordt gedefinieerd door

o(X) = X '(B(R)).

Definitie 1.3.16, Zij X = {XA; A € A} een verzameling stochastische groot-

heden. De door X gelnduceerde o~algebra o¢(X) wordt gedefinieerd door

a(X) = G{AEA c(Xk)}.

Opgave 1.3.17. Zij X = (XI’XZ""xn) een n-~dimensionale stochastische

vector., Bewijs dat

o(X) = X LB@R™).

Opmerking 1.3.18. 0(X) is de kleinste oc—algebra ten opzichte waarvan X

(resp. alle Xl, A € A) meetbaar zijn; als X een "eenvoudige" functie is,

dan heeft o(X) '"weinig'" elementen.

Opgave 1.3.19. Bepaal o(X) voor X als in (1.3.6).

De volgende stelling geeft een duidelijk verband tussen de ingewikkeldheid

van meetbare functies en de grootte van de geinduceerde g-algebra's.




Stelliqg 1.3.20.

a. Als X: @ + R een stochastische grootheid js enh : R + R een Borel-

meetbare functie, dan is Y:= h(X) een stochastische grootheid en

(1.3.7) o) co(X).

b. Als X en Y reele stochastische grootheden zijn, waarvoor geldt dat
g(¥) c o(X), dan bestaat er een Borel-meetbare functie h met de eigenschap
dat

(1.3.8) Y = h(X).

Bewijs: a. Voor B ¢ B(R) geldt Y-I(B) = X_l(h-l(B)) € X_I(B(]R)) = g(X) ¢ F,
omdat h Borel-meetbaar is en X een F-meetbare functie. Blijkbaar is nu Y
ook F-meetbaar met og(Y) = Y-](B(IR)) c g(X}.

b. We zullen een Borel-meetbare functie h construeren die aan (1.3.8)
voldoet. Hiertoe definiéren we
.a—T . -
Aj,m jz =, (g+1)2 )

(m=1,2,...,3 3=0,+1,+2,...)

-1
B, = ¥ (A,
J.,m ( J:m)

Uit stelling 1.3.5 volgt dat de Bjﬁm disjunct zijn voor vaste m, terwijl
3

U B

Boy,mt1 ¥ 241,01 7 Bjn

Omdat Bj o€ oY) ¢ c(X), zijn er Cj o € B(R ) met de eigenschap dat
»

(1.3.9) Bj,m = X (Cj,m)'

Hierbij kunnen we de C, n z8 kiezen dat ze disjunct zijn voor vaste m, terwijl

J»
ook geldt
(1.3.10) CZj,m+1 u c2j+l,mﬁl = Cj,m'
We kunnen dit bereiken door eerst C, te vervangen door C! := C, an ¢t ’
j,m J,m J,m i#j 1,m

die disjunct zijn en ook aan (1.3.9) voldoen (ga na) en vervolgens C}
?
te vervangen door Cg o’ die recurgief worden gedefinieerd door
?

0 (C" Y.

cY = ¢! =Cc" ncC! )
23,m+]

. L1} . ] ;C" i = i
Js1 js1° C23,m+l j,m 23pm+l " 2341, m+1 Cj’m
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De C" o voldoen triviaal aan (1.3.10)en het is niet moeilijk om met inductie
’

na te gaan dat de Cg o disjunct zijn en aan (1.3.9) voldoen. Zo is
»

-1, T . -1, . .
g me? T E YD) 0 ) T By a0 Bagmen T Bagmer

We schrijven nu weer C, _ i.p.v. C! _ en definieren
Js2 J,m

Y (u) = 1oi27 . (.
Ja—oo J’m

Dan is ]Ym(w) = Y(w)| s 2™ voor alle w ¢ 2 en dus geldt Ym(m) -+ Y{w)

als m + « voor alle w € . We definieéren verder hm: R + R door

-]

b (x) = ] j2 ™ (x).

je—w J.m

Dan is hm Borel-meetbaar, omdat Cj o€ B(R), terwijl o.g.v. (1.3.9)

hm(X) = Ym’
-
zodat lhm(X) YI < 2 op 2. Wegens Cj m C2j e U c2j+l,m+l geldt nu
k k -m-r “I
h ) -h s Ylo, G-h G|s] 27 <27,

r=} =1

Blijkbaar is hm(x) een Cauchy-rij voor iedere x ¢ R, h = lim hm bestaat met

de eigenschap dat e

[h_(x) ~ h(x)| = 2 0

voor alle x ¢ R, terwijl (zie stelling A 3.6) h ook Borel-meetbaar is.

Nu geldt wvoor alle m en alle w ¢« @

n(X) ~ Y| s [h(X) - hm(X)J + |y - le < 2™

dw.2. Y = h(X) op Q.




2. KANSVERDELINGEN

2.] Eén-dimensionale kansverdelingen

Definitie 2.1.1. Als X een reele stochastische grootheid is, dan wordt de

verdelingsfunctie Fx van X gedefineerd door

Fe(®) = P(X < x) = P({w | X(w) < x}) (xe R) .

Opmerking 2.1.2% FX = FY impliceert niet dat X{(w) I Y(w). Voorbeeld:

kies @ = {0,1], F = B(R) n Q en P = )\ (Lebesgue-maat) met X(u) = w

en Y(w) = 1 - w.

Stelling 2.1.3. Als F,, de verdelingsfunctie is van X, dan geldt

X

a. Fx(x) is niet dalend

b. lim Fx(x) = 0 ; lim Fx(x) =1
Xr—oo or
C. FX is continu van rechts.

Bewijs: Zie K & S.

Stelling 2.1.4. Een verdelingsfunctie heeft hoogstens aftelbaar veel dis-

continuiteiten.

Bewijs: Een verdelingsfunctie F is niet-dalend; er zijn dus alleen sprong-

discontinuiteiten. Omdat F van 0 naar | stijgt, is er hoogstens &én sprong
ter grootte I, zijn er hoogstens 2 sprongen 2 } en i.h.a. niet meer dan n

sprangen %-. Het aantal sprongen met hoogten in het interval
1 15 . P |
(E:T ,n;] is dus hoogstens n+!l, terwijl ? (E:T’

sprongen is dus hoogstens aftelbaar.

%ﬂ = (0,1]. Het totaal aantal

We hebben hierboven gesproken over 'verdelingsfuncties" zonder daarbij
expliciet een stochastische grootheid te noemen. Dit wordt gerechtvaardigd
door stelling .2.1.6. In verband hiermee formuleren we het volgende

lemma (zie ook stelling A 2.7 en voorbeeld A 2.8).

Lemma 2.]1.5. Laat F een niet-dalende rechtscontinue functie zijn op R

en definieer demaatuF(a,b] van een interval (a,b] door

uF(a,b]=F(b)-F(a) (ae R, be R, a <b).
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Dan kan u,. eenduidig worden voortgezet tot een maat op B(R), de door

F
F voortgebrachte Stieltjes—Lesbesgue-maat. Algemeen geldt: als My en M,
maten zijn op B(R) met u](a,b] = uz(a,bj (alle a en b}, dan is My,
op B(R) .

Stelling 2.1.6. Een functie F die voldoet aan de eisen a,b en c van stelling

2.1.3 is de verdelingsfunctie van een stochastische grootheid .

Bewijs: Kies (Q,F,P) als volgt: = R, F = B(R), P = Mg (als in lemma
2.1.5) en X(w) = w. Zie ook K & S.

Stelling 2.1.7. Zij X een stochast met verdelingsfunctie F. Dan is

PX op B(R) gedefinieerd door

P,(B):=B(X < B) = (X ' (B)),

een kans op B(R) en PX(B) = uF(B) voor alle B € B.

Bewijs: Dat P, een kans is volgt uit stelling 1.3.5 en definitie 1.1.1.

X
omdat Px(a,b] = uF(a,b] = F(b) - F(a), is o.g.v. de laatste bewering in

lempa 2.1.5 PX = op B(R).

Yp

Opmerking 2.1.8. De maat Py op B(R ) wordt de kamsverdeling van X genoemd

Definitie 2.1.9. Een verdelingsfunctie heet ghgsoluut continu als er een

Borel-meetbare functie £ bestaat met de eigenschap

X
F(x) = J f(u)du (x e R).

-

de functie f heet de (kans=) dichitheid van F. Als F = FX’ dan schrijven we
fX i.p.v. £3 fX heet dan de (kans-=)dichtheid wvan X.

Opmerking 2.1.10. Een verdelingsfunctie is absoluut cortinu d.e.s.d.a. de

maat po absoluut contimt is m.b.t. de Lebesgue-maat (vergelijk definitie
A 6.2), Absolute continuliteit van verdelingsfuncties is sterker dan conti-
nuiteit (zie voorbeeld 2.1.15). Voor een willekeurige functie g: R -~ R
definieert men: g is absoluut continu op R als er voor iedere € > 0 een

6 > 0 bestaat met de eigenschap dat




..Il-.

n
? l8(y) - 8| < e

voor elke elndlge verzameling disjuncte intervallen (xl,y ),...,(x sY ),

waarvoor % (yJ—x ) < §. Deze definitie is equivalent met definitie 2 l 9, als

g een verdelingsfunctie is, We bewijzen dit niet.

Definitie 2.1.11. Een verdelingsfunctie F heet discreet, als er rijen

— ) @ . -
reele getallen (pn)_m en (xn)-@ bestaan met de eigenschappen Em Py I,
P, 20, X > x (n=0, +1, + 2,...) en zd dat
F{x) = 1
@ =1 » e -

Lemma 2.1.12. Als Fx de verdelingsfunctie is van X, dan is

P(X=a) = Fx(a) - Fx(a—O).
Bewijs: zie K & S.

Stelling 2.1.13. Fx is disereet d.e.s.d.a. X discreet is.

Bewijs: Zie definitie 1.3.13.

Definitie 2.1.14. Een continue verdelingsfunctie F heet singulier, als er een

verzameling S ¢ B(R) bestaat met A(S) = 0 en uF(s) = | (A is Lebesgue-

maat, voor i zie lemma 2.1.5).

F

Voorbeeld 2.1.15 (van een singuliere verdelingsfunctie). We construeren

een verdelingsfunctie F als volgt (zie figuur):

F(x) = 0 als x < 0 en F(x) = 1, als x 2 1, Verdeel het interval [0,1) in
drie gelijke stukken: [0,1/3), [1/3,2/3) en [2/3,1) en definieer F(x) = }
als x € [1/3,2/3). Verdeel de overige twee intervallen in drie gelijke
stukken en definieer: F(x) = 1/4 als x ¢ [1/9,2/9) en F(x) = 3/4 als

x ¢ [7/9, 8/9). Zo doorgaande krijgt men een continue functie F, die van 0
naar 1 stijgt op [0,1] en die constant is op intervallen van totale lengte

1 . 2 4 8 . . s
(= Lebesgue*maat)-§ tytrEy ot T teee " 1. Zij nu T de vereniging van

deze intervallen en definieer S = [0,11aT". Dan is A(S) = 0, terwijl
HF(S) = Hp {0,131 - uF(T) = pFEO,IJ = F(1) = i, omdat uF(T) = 0,
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FYf) -

0 1 £ -

Opgave 2.1.16, Geef de preciese definitie van F in voorbeeld 2.1.15 en

laat zien dat F continu is.

Definitie 2.1.17. Als F en G verdelingsfuncties zijn, dan wordt de convolutie

F x G van F en G gedefinieerd door (verg. lemma 2.1.5)

o

(2.1.1) (Fxg)(x) =J F(x-y)duG ;

-_—r

meestal noteren we integralen van de vorm 7 h(x)dpF als
-0

J h(x}dF(x),

(-]

Soms schrijft men ? h(x)}F(dx)} of ? h(x)uF(dx).

Stelling 2.1.18. F % G is een verdelingsfunctie.

Bewijs: We verifieren de eigenschappen van stelling 2.1.3:

a. In (2.1,1) 1is de integrand niet dalend, dus is F * G niet dalend.

b. Omdat F(x~-y) -~ O (resp. = 1) als x + —= (resp. x + =), geldt o.g.v.
gemajoreerde convergentie (stelling A 4.10) dat (P xG){(x) + O (resp. = 1)
als x =+ == (resp. x * ®).

c. Bewijs analoog aan dat van b.
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2.2 Meer-dimensionale verdelingsfuncties

Definitie 2.2.1, 2Zij X = (Xl""’xn) een n-dimensionale stochastische vector.

De functie FX: R" + [0,1] gedefinieerd door

n
Fx(xl,...,xn) = P(j:1 [Xj < xj])

heet de verdelingsfunctie van X of ook wel de simultane verdelings functie

van X, ,X

I 2""’Xn' We schrijven dikwijls P(X1 S X

1""’Xn < xn)

n
i.p.v. P(.n X. = x.0),
P 581 C 3 59

Stelling 2.2.2, Zij X' = (Xl’""xk—l'x'k+1"'°'xn)' dan geldt

x e

lim FX{xr---:Xn) =FX’(xl’...'xk-.‘L'Jﬁ(-l'l""xn)'
k : :

Bewijs: Zie K & S.

Definitie 2.2.3. Zij a « R enbe R® met a <b (d.w.z. Vi a; < bi)' We

definieren
n ]
A a,b) = {xe R x. = a. voor k waarden van j; X. = b.
k.n( +b) I 3 j Js j i

voor n~k waarden van j},
n

An(a,b) = kiOA k,n(a,b).

Stelling 2.2.4, Zij X een n-dimensionale stochastische vector. Dan geldt

a. lim ... lim FX(XI""’xn) =1
X o x_-ro

1

b. lim  Fo(xi,eeesx ) =0 (5 = 1,2,...50)
X.
i

C Fx is continu van rechts in elk . der XpseeesX

d. Voor alle a ¢ R™ enb ¢ R met a < b geldt (met A

kynt = Ak,n (a,b))
T K
(2.2.1)  § (-1)F ] Felx) z 0.
k=0 a

k,n
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Bewijs: Voor a t.m. ¢ zie K & S. Onderdeel d bewijzen we door aan te tonen

dat (zie 1.3.4))

n
(2.2.2) 3 -1k

Y F (x) = P(X ¢ (a,b]).
k=0 A X

ky,n
Hiertoe bewijzen we met inductie dat voor k=1,2,...,n, a ¢ R® enb ¢ R®

k n k .
L (@,b) = _I.’(n[Xj e(aj,bj]] n {X, £ 51)= } ¢t} F(X)yens® by gsee

(*) P_
’ 1 3=0 A.
1 k+ 3 i,k

Voor k=1 is dit juist:

) = < - "
Pn l(a,b) P(xl—bl'“"anbn)__ P(xlsal,xzsbz,...,xns bn) .

’

Stel nu dat (*) geldt voor een k < n. Dan geldt voor Pn e+ 1
. ?

P (@B) =P (a,b) - Pn’k(a,ﬁ),

waarbij b uit b ontstaat door bk+l te vervangen door SR Op grond van de
inductieveronderstelling hebben we nu
¥
Pn’k+l(a’b) = .E (-l) E {Fx(x],...,xk,bk+l,...,bn) -
j=0 Aj K
]

a L CITRN ST VN SIPTRIPIL IO D

k+1 ; ‘
= 'ZO -1 \ D Fu(xseeesX, oby oaeeesb )
J jok+1

Nu geldt (*) dus voor alle k < n en met name voor k = n, d.w.z. (2.2.2) geldt,

Opmerking 2.2.5. Voor n = | en n = 2 gaat {2.2.2) over in resp.

P(a <X <b) = Fx(b) - Fx(a)

P(X ¢ (a,b)) = Fx(bl’bz) - Fx(al,bz) - Fx(bl’aZ) + Ek(a],az)
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Analoog aan lemma 2.1.5. hebben we

Lemma 2.2.6. Laat F: R" + R een rechtscontinue functie zijn die aan (2.2.1)

voldoet en definieer de maat p_ van het n-dimensionale interval (a,b] door

F

n
(2.2.3)  ugla,pl= ) -D° ] F (x) (ae R% be R% a<b).
k=0 Ak,n(a’b)

Dan kan Hp eenduidig worden voortgezet tot een maat op BCRn), de door F

voortgebrachte Stieltjes~Lebesgue-maat. Algemeen geldt: als u, en Ho maten

1
zijn op B(R™) die overeenstemmen op de verzameling van alle intervallen,

dan is By = K, OP B(]Rn‘).

Opmerking 2.2.7. Als X een stochastische vector is met verdelingsfunctie F

X,
dan is Px gedefinieerd door

P, (B)i= P(X ¢ B) = px" ' (B)) B ¢ B(R™),

een maat op B(R™) met de eigenschap dat (zie (2.2.2), (2.2.3) en stelling

A 2.7 en de daarop volgende voorbeelden)

n -
uFX(B) = PX(B) (B e BIR });

P, heet de kansverdeling van X.

Geheel analoog aan stelling 2.1.6 (zie ook K & §) geldt

Stelling_Z.Z.S. Een functie F:R® > R die voldoet aan de voorwaarden a

t.m. d van stelling 2.2.4 is de verdelingsfunctie van een n-dimensionale

stochastische vector.

Opgave 2.2.9. Laat zien dat de functie

H(x,y) := 1 (x,¥),

! [x+y20

die voldoet aan a,b en ¢ van stelling 2.2.4, geen verdelingsfunctie is.
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Opgave 2.2.10. Als Fl(x),...,Fn(x) I-dimensionale verdelingsfuncties zijn,
dan is de functie F, gedefinieerd door

n
F(xl,...,xn) = 1; Fj(xj) N
een verdelingsfunctie en

n

u.(a,b]l =T {F.(b.,) - F.(a,)}.

P ;3 27 Fy
Opgave 2.2.11 Als F een n-dimensionale verdelingsfunctie is, dan is voor n=l
ook FP gen verdelingsfunctie, voor iedere p > 0. Dit geldt niet voor n 2 2;

geef een te.ge.m:oorbeeld voor n = 2,

Voor de discontinuiteiten van meer-dimensionale verdelingsfuncties geldt

het volgende analogon van stelling 2.1.4.

Stelling 2.2.12.Een verdelingsfunctie F: R™ > R is continu op R® met

uitzondering van punten in ten hoogste aftelbaar veel hypervlakken van

de vorm xJ. = ¢ (1 £ jsn).

Bewijs: We bewijzen de stelling alleen voor un = 2. Zij X = (XI,XZ). Volgens

stelling 2.1.4 zijn F, en F_ continu op R \ Dl resp. R \ D2, waarbij Dl

X X
1 2
. .. 2
en D2 aftelbare verzamelingen zijn. Nu geldt op (R \ D!) x (R \ D2) = R"\D
(ga na) met D = {(x] ,x2) | X, € D} of x, € D2}

|Fy (x#h)~Fy ()| < Fy(x+in|) - Fx(x-lh[) < Fxl(xl+]h1[) - Fxl(xl-[h1|) +

+F (x2+[h2]) - sz(xz-lhzf) + 0 als (b ,h,) + (0,0) o.g.v. de continuiteit
2
van FX en FX . Dus Fx is continu op Il?«‘.2 \ D, waarbij D bestaat
1 2
uit de punten van een aftelbare verzameling hypervlakken van de vorm xj = c.

Het bewijs is analoog voor n > 2.

Definitie 2.2.13, Een verdelingsfunctie F: R" + R heet

. . n .
a. absoluut continu als er een niet-negatieve Borel-meetbare functie f: IR~ = .
bestaat, de kansdichtheid van F, z0 dat

b4 b's
i n

F(xl,...,xn) = J e J f(ul,...,un)dul...dun

-G -
b. discreet als er een aftelbare verzameling S < R" bestaat z5 dat

uF(S) = |
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c. 8ingulier als F continu is op R en er een Borel-meetbare S ¢ R bestaat

zd dat

An(S) = (0 en uF(S) = 13
hierbij stelt ln de Lebesgue—maat voor op rE,

Opgave 2,2,14. Als F absoluut continu is op R ™ met kansdichtheid £, dan
geldt voor alle A ¢ B(IRn) (zie lemma 2.2.6)

uF(A} = J 'A. J f(ul,-..,un)dul...dun .

Stelling 2.2.15 (decompositiestelling van Lebesgue). Als F: R® >+ R een

verdelingsfunctie is dan bestaan er verdelingsfuncties Fa’ Fd en Fs met de

eigenschap dat

F=pF, + pyfy * Pafgs

waarbij P;» P, eR P niet-negatief zijn met Py * Py tPy = I en Fa’ F.,enF

3 d s

resp. absoluut continu, discreet en singulier zijn.

Bewijs: Zie bijv. [(61].

2.3 De stelling van Kolmogorov

De in deze paragraaf behandelde stelling is onder meer van belang i.v.m.

met de existentie van stochastische processen.

Definitie 2.3.1. Zij X = {Xk; A € A} een verzameling |-dimensicnale stochas-
tische grootheden. Onder de kansverdeling van X verstaan we de verzameling
van de kansverdelingen van alle eindige deelverzamelingen van X (vergelijk

opmerking 2.2.7).

Stelling 2.3.2. 2ij X = {XA; X € A} zoals in definitie 2.3.1 en zij

F de verdelingsfunctie van (X
Al,...,kn .

n ¢ N en iedere {A. ,...,A_} © A dat F voldoet aan de voorwaarden
1 n AI,---,An

Xk ). Dan geldt voor iedere
»

Appeees A

a t.m. d van stelling 2.2.4, terwijl bovendien de volgende congistentie—

eigen vervuld zijn:




lim FA b ,A (X;\ Fe . r}()l ) =
xk+ = 1 n 1 n
k
F (x X X X, ),
ll,...,Xk_lfkk+1r---.ln 11;---; Ak—l’ lk+1r---: An
f. F (x x, )=F X x
Ai,Ai,...’A. A. T ] Ai Al,ovo,An ( A],oo-, An)

i
L 1 n

voor iedere permutatie (il,...,in) van (1,2,...,n).

Bewijs: zie stelling 2.2.2 en definitie 2.2.1.

Stelling 2.3.3 '(Stelling van Kolmogorov). Zij A een willekeurige indexver-—

zameling.Laat voor n ¢ N en {A ,...,J\n} c A functies F : R" > R

I A ’.o-,A.

1 n
gedefinieerd zijn die voldoen aan de eisen a t.m. f uit stelling 2.3.2.
Dan bestaat er een kansruimte (Q,F,P) en een verzameling X van stochastische

grootheden: X = {XA; A e A} zé dat

F F (ne N ; {A

3% esy =
A S SR
n

,...,An} < A).
! 1

1

Bewijs: Voor het bewijs hebben we de volgende voortzettingsstelling nodig
{(zie stelling A 2.7.): Zij'FO een algebra van deelverzamelingen

van § en zij G{FO} = F. Zij verder P een kan: op FO (d.w.z. P voldoet aan
voorwaarde c van definitie l.1.1 voor zover Y Aj € FO).

Dan kan P op eenduidige wijze worden voortgezet tot een kans op F.

Het bewijs is analoog aan dat van stelling 2.1.6, maar wat gecompliceerder:

we kiezen

52=']RA=K]RJL (metIRA=]RvoorleA)
A Aeh
F=B(R"):= G{FO},

met F0 de verzameling van alle cylinderverzamelingen met eindige Borel-meet-
bare basis :

A\{Al,...,h 1 {Al,...,x }
(2.3.1) Fy= {4 = BxR " |seBm "y, ne N,

{Al’---’An} CA}'

Voor A ¢ FO definiéren we
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(2.3.2) P(A) = Mg (B).
Al,...,kn

Om de voortzettingsstelling te kunnen gebruiken moeten we verifiéren:

a. FO is een algebra en P is additief op FO

-]
b. P is g-additief op FO (voor zover ? Aj € FO)

Uit de voortzettingsstelling volgt dan dat P in (2.3.2) eenduidig voort-

zetbaar is tot een kans op G{FO}. Als we verder definiéren

X ={X A e A} met Xl(m) =

A A
de coordinaat met index A van w ¢ I{A, dan geldt

n
jzltxkj < xj] € FO (ne W; {Al,...,An} e A; (x

zodat (zie (2.3.1), (2.3.2) en lemma 2.2.6)

n
F (xl,...,xn) = Mg X (-w,le) =

X e
X, ’XA k],...,kn 1

1 n

= F)\[,...,An (xl,.o',xn)-

Om het bewijs te voltooien hebben we nog nodig:

Bewijs van a: ga na

Bewijs van b: equivalent met b is (ga na)

(2.3.3) (FO 3 An + =v(P(An) + 0) (n > =).

12

Lx) € RO,

[+
We zullen (2.3.3) bewijzen door aan te tonen dat ? A # @, als P(An} +p >0,

Laat dus An + § met P(An) +p >0 en 2ij kn € N een stijgende rij met de

eigenschap (zie (2.3.1)})

A\{Al,...,kk }

A =B xR n
n o8
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{ll,-- K }
met Bn ¢ B(R n ); dit kan omdat de A.n € FO bepaald worden door

Y

eindig veel A's. Zonder beperking (we kunnen A's toevoegen) nemen wWe aan .

dat k¥ = n,zodat Bﬁs'B(Dfﬁ. Nu bestaat er voor iedere eindige maat u op
o

B(R™), iedere € > 0 en elke B ¢ B(R") een begrensde gesloten verzameling
B met de eigenschap dat B « B:en p(B\B) < ¢ (zie stelling A 2.15). Er beskaan

dus B met
n

B «c® <R en g (Bn\gn)<52-n.

Zij nu Kn de met En corresponderende verzameling in F0 (zie (2.3.1)), dan

geldt ook

~ -1
P(An\An)<52 .

n
Als nu E :=n , dan is
oo
P(A EY) = P(UGA A¥) < BCU (A X)) < T2
n n ? o © i e ; € < e

Nu is dus
. . * .
P(En) 2 P(Enén) = P(An) - P(AnEn) > P(An) “e2p~-¢e > Q,

zodat E; # @. Voor iedere n is er dus een w(n) ¢ R met y»(n) « En en dus

win) ¢ Ek voor k < n, d.w.z.

(wx (n)s---,mA (n)) ¢ B (n =z k).

] K k

De rij w, (n) is begrensd (El is begrensd) en heeft dus een convergente

1 Pt
deelrij (die we na hernummeren aangeven met) wy (1,n) + W, e B,
1

(immers BI is gesloten). Vervolgens heeft de rij (mA (l,n),wA (1,n)) een
2

1

(2,n), w, {2,n) > (w,,w,) € B,. Zo vinden we voor

| “a, 17%2 2

iedere k een deelrij (ml (k,n),...,wJL (k,n)) - Cwl,...,wj) € Bé Voor 3m=1,2,44,l
1 .

Nu convergeert dus Wy (n,n) - W, voor alle k. Zij nu w € @ een punt met
k

convergente deelrij (wA
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mkk = wk {(k=1,2,...). Dan is w € Ak voor F=1,2,... en dus w € Ak voor
k=1,2,..., zodat ? Ak # @ .Tegenspraak.

Opgave 2.3.4. Geef het bewijs van a op blz. 19 .

Opmerking 2.3.5.R™ is de verzameling van alle reéle functies gedefinieerd

op A en F is de o-algebra voortgebracht door alle verzamelingen van de vorm

A . = .
(2.3.4) {heR" | h(Aj) < x (123 s0)} =2 COsennsd 5% 50005% )

met {AI,...,An} C A en (xl,...,xn) € E{n, terwijl

P(C(ll,...,ln;xl,...,xn)) = Fl (xl,...,xu)

ety

Opmerking 2.3.6. Stelling 2.3.3 maakt het mogelijk om te zeggen:

"XI’XZ"" zijn onafhankelijke stochasten met verdelingsfuncties FI’FZ""’"

zonder daarbij een kansruimte te specificeren. Immers de verzameling ver-—

delingsfuncties van de vorm

n
F (X,4000s% ) =101FT, (x.)
kl""’kn 1 n 1 kj J

voldoet aan de voorwaarden van stelling 2.3.3. Deze stelling maakt het mogelijk
om de kansrekening goeddeels te beperken tot de studie van verdelingsfuncties

en de bijbehorende kansverdelingen.

2.4, Verwachtin&

Definitie 2.4.1. Als X: @ - R een stochast is op (Q,F,P) dan wordt de

veruvachting van X, notatie: EX, gedefinieerd door

(2.4.1) EX = J X(w)dP,
Q

als de integraal in (2.4.1) als Lebesgue integraal bestaat.

Opmerking 2.4.2. Als X = X' - X met X = max(0,X) en X = - min(0,X),
dan betekent het bestaan van E X dat E X = EX' -E X—, waarbij E X' =

GEEX == mogen zijn (niet beide). Zie ook definitie A 4.2,
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Lemma 2.4.3. Als X: Q@ »R™ een stochast is op (21,F,P), dan geldt

P (B) = j dp =J du, = I dFy = u, (8) (B ¢ B(R™).
-1 B X 3 X
X @®)

Bewijs: zie opmerking 2.2.7 en stellingen A 2.7 en A 4.3.

Stelling 2.4.4. Als h:R" + R Borel-meetbaar is en als X: & + R" een

stochast is op (Q,F,P) dan bestaat E h(X) d.e.s.d.a. I h(x)de(x)

bestaat en in dat geval is y:

(2.4.2) E h(x¥ = J h(x) dFy(x)

]Rn

Bewijs: Zij eerst h een piet-negatieve trapfunctie, dus

N
hix) =Y h 1. (x)
1K By
n . N n . .
met Bn ¢ B(R" ), disjunct en met lf Bk = R~ . Dan is ook h(X) een trapfunctie,
n.l.
i )
h o X(w) =) h 1 (w) =) h I _ {(w).
I k KeBk 1 k X I(Bk)

Nu is volgens definitie 2.4.1 (zie ook stelling A 4.3 )

N ) N
EhQ) =Y h PQ B N=] b o B)
I | X

0.8.v. lemma 2.4.3. De laatste som is (definitie) gelijk aan de integraal
in het rechter 1id van 2.4.2.

Als h een niet~negatieve Borel-meetbare functie is, dan bestaan er (zie
stelling A 4.4 ) niet-negatieve trapfuncties te t+ h met t, o X4+ helk,

waarbij

E h({X) = I ho XdP = lim f ty © X dP = 1lim J‘ tk(X)de = [ h(x)dF
5 - ko q Keroo n .

R R
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Tenslotte geldt voor willekeurige h dat h = nt - h-, waarbij voor h" en b
(2.4.2) geldt. Nu geldt (2.4.2) dus ook voor h, als minstens &&n van
Eh'(X) en E b (X) eindig is.

Gevolg 2.4.5. Als X: Q + R"™ cen discrete stochast is, dan is (vergelijk
definitie 2.2.13),

E h(X) = } h(x)P(X=x);
S

als X een abscluut continue verdeling heeft met kansdichtheid £, dan is

E h(X) = J h(x)fx(x)dx.
R®

Bewijs: Zie stelling 2.4.4 , lemma 2.4.3 en definitie 2.2.13.

Gevolg 2.4.6. Als X een l-dimensionale stochast is met Fx = F, dan is
0 o
E X B-J F(x)dx + J {1 - F(x)}dx
— 0

Bewijs: Zie K & S en stelling A 5.4 (Fubini).

Voorbeeld 2.4.7., Zij F FX de verdelingsfunctie in voorbeeld 2.1.15, dan is
i, dow.z. F(4 - x) =1 = F(§ + x).

Nu is dus o.g.v. gevolg 2.4.6.

F symmetrisch t.o.v. x
1
EX = J {1l = F(x)}dx = {1 = F(x + §)}dx =
0 -3

=I{1-F(x+£)+1-F(i-x)}dx=j{I-F(x+i)+F(x+%)}dx=%,
0

zoals 0.g.v. de symmetrie te verwachten was.

Opgave 2.4.8. Als X en Y I-dimensionale stochasten zijn, dan geldt

EXY ~EXEY =

6“""—-8

j {FX’Y(X,Y) - FX(X)FY(y)} dxdy.




Definitie 2.4.9, Als X en Y l~dimensionale stochasten zijn, dan definiéren
we Z = X + 1Y (i2 = =1) deor Z{w) = X(w} + i Y(u) en

EZ=EX+1iEY,

Definitie 2.4.10. Laat X en Y I-dimensionale stochasten zijn. Dan heet:

E X" het n-de moment van X,

E|x|" het n-de absolute moment van X,

E{X - EX)n het n~de centrale moment van X,

EX - EX)2=: var X = OZ(X) de variantie van X

E((X - EX)(Y -EY)=: cov(X,Y) de covariantie van X en Y
cov(®X,Y)/(a(X)a(Y))=: p(X,Y) de correlatie coefficient van X en Y

Definitie 2.4.!1.Een functie h: (a,b) + R met a ¢ R, b ¢ R, a < b, heet

convexr als er voor iedere Xy € {a,b) een lineare functie g bestaat met de
eigenschap h(xo) = g(xo) en h(x) = 2{x) voor alle x ¢ (a,b), d.w.z. voor

iedere Xy € {a,b) is er een A(xo) € R 25 dat voor alle x ¢ (a,b)

(2.4.3) hix) 2 2(x) = h(xo) + A(xo)(x - x.)

0

Opgave 2.4.12. Een convexe functie is Borel-meetbaar en de functie X in
{(2.4.3) is niet-dalend en dus Borel-meetbaar (zie bijv. [4]).

Stelling 2.4,]13 (ongelijkheid van Jensen). Als h: {(a,b) -+ R een convexe func-

tie is en X een stochast met waarden in (a,b), waarvoor EX en Eh(X) bestaan,
dan geldt

E h(X) 2 w(EX).

Bewijs: Kies X = E X, dan geldt o.g.v. (2.4.3) en de lineariteit van E

Eh(X) 2 E LX) = L(EX) = h{(EX)

Stelling 2.4,14., Als Y een niet-negatieve stochastische grootheid is met

E Yb.< =, dan is

(2.4.4) {€ ¥*}'/® niet dalend op (0,b)
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Bewijs: De functie x" is voor r » | convex op (0,») (ga na dat (2.4.3)

geldt),zodat voor X > 0 met E X < w 0.g.v. stelling 2.4,13 geldt

EX > (EX)T .

/ t/x

Substitutie van X = Yt

T Jevert EY" > (EY )r, equivalent met (2.4.4)

Stelling 2.4.15. Als h: R » R positief en niet-dalend is en als X een niet-

negatieve stochastische grootheid is met E h(X) < «, dan geldt

E h{X)

P(Xza)SW

(a > 0)

Bewijs: E h(X) = ?h(x)de > f h(x)dFX > h(a) P(X2 a)
0 Xz2a

Gevolg 2.4.16 <(ongelijkheid van Chebyshev). Als E Xz < o, dan is
P(|X - E X| 2 a) < Varzx (a > 0)
a

Opgave 2.4.17. De functie 2(t):= log EIXIt is convex . Bewijs dat

Opgave 2.4.18. Zij Kn binomiaal verdeeld met E Kn = np en cz(Kn) = np(l-p).
Dan is _

K - np 2
(2.4.5) P(I L [ 2 x) £ 2 exp(-2x"). Bewijs dat.
n

2.5 Karakteristieke functies

Definitie 2.5.1, Als X een stochastische grootheid is, dan heet de functie

Oyt R + € gedefinieerd door

- it.i;a itx
og(e) = & &F o [ gr

&

de karakteristieke functie van X (ook wel: van F_, of van fx).

X
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Opmerking 2.5.2. De functie Oy de Fourier-Stielties getransformeerde

van Fo, bestaat voor iedere X. Voor niet-negatieve X gebruikt men dikwijls

v -tX _ -1X
FX(T) Ee = J e dFX(x) .
0

de Laplace-Stieltjes getransformeerde van FX' Als P(X ejmo) = |, dan gebruikt
men liever
Py(2) = E X = § P(X =n)2?,

n=0

de kansengenererende functie van X. Als fx bestaat, dan is o5 de (gewone)

Fourier—getransformeerde van fX (vergelijk opgave 2.2.14 en lemma 2.4.3).

Definitie 2.5.3.Voor een n-dimensionale stochastische grootheid wordt de

karakteristieke functie Oy R® > ¢ gedefinieerd door

0 = L[ S

n
met <t,x> = L t.X..
1 31

Stelling 2.5.4.Z21ij X een n-dimensionale stochastische grootheid. Dan geldt

a. ¢X(O) = mx(O,...,O) = ]
b. log(e)] <1 (ce rR™)

, . \ n
c. is uniform continu op R .

Px

Bewijs: ga na.

Stelling 2.5.5. Zij X een stochastische n-dimensionale vector en laat a en

bin ®R" zijn. Als Y = a.X + b, dan is

o oi<t,b>
oy(t) = e

fpx(a- t),
waarbij a X = (alxl,...,anxn) en a.t = (altl""’antn)'

Bewijs: ga na.

Stelling 2.5.6. 'mxtn) = g (=t) = g_g(¥)

Bewijs: ga na.
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Gevolg 2.5.7. Als mx(t) reeel is voor alle t, dan is X symmetrisch t.o.v. O,

d.w.z.: dan hebben X en -X dezelfde kansverdeling (vergelijk gevolg 2.5.12).

Definitie 2.5.8, Zij F een Borel-meetbare functie. De verzameling punten

waar F continu is geven we aan met C(F).

Stelling 2.5.9 (omkeerstelling van Paul Lévy). Zij ¢ de karakteristieke

functie van een |~dimensionale verdelingsfunctie F.
Zij verder F(x) = 4{F(x) + F(x-0)}. Dan geldt

~ T 1-e 1R ipa

(2.5.1.) F(a+h) - F(a) = 11m2— ———a g(t)dt.
T+co T 1t
-T
. . ‘s 1 ¥ sinu . 2
Bewijs: Zij S(x,y) = ;-f S du. Dan is S(x,y) begrensd op R~ en
x
1)

(2.5.2) lim S(x,y) = 1 ; lim S(x,y) = } ; lim S(x,y) = 0

== x*o Xroo

T é-ita e—t(é.+h)
. T s= b - - ] t)dt.

Zonder essentiele beperking nemen we h > 0.Z3 LT 5 L it p{t)

Dan geldt o.g.v. de stelling van Fubini ( gevolg A 5.4):

it(zx-a) _ eit(x—a-h)

I = ZLHJ {j e =2 dt}dF(x)

~w =T

eitv-eit(v-h) _
~dt = 21 $({(v-h)T, vT) ‘ga na),zodat

Nu is -
it

IT = J S({x=a~h)T , (x-a)T)dF(x).

00

Op grond van (2.5.2) en gemajoreerde convergentie (stelling A 4.10) geldt nu

lim IT = J h{x)dF (x),
T

ot

D Zie Wsk. 30.
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met

1 (a < x < a+h)
h(x) = } (x=a of x=a+h)

0 (x<a of xrath)

d.w.z. lim L. = F(a+h-0) - F(a) + i{F(a) - F(a~0)} + } {F(a+h) - F(a+h-0)} =

T

= F(a+h) - F(a).
Als a ¢ C(F) ena + h € C(F), kunnen we E in (2.5.1) vervangen deor F.

Gevolg 2.5.10. Als ¢ de karakteristieke functie is van een lI-dimensionale
]

verdelingsfunctie F en als f Im(t)ldt < », dan is ¥ absoluut continu met

kansdichtheid

(2.5.3) F'(x) = El?r'J T IEE eyae

Bewijs: Uit (2.5.1) volgt dat

~ B T _-ith .
2.5.0) EGIE@ L L Ioe i oo,

waar de integraal in het rechterlid van (2.5.4) nu absoluut convergeert

(zie gegeven) omdat [(1 - elth) / (ith)| £ 2. Voor h >~ 0 is

de integraal begrensd, zodat ; en dus ook F continu is, d.w.z. ; = F. Voor
h - 0 vinden we dan m.b.v. gemajoreerde convergentie (stelling A 4.10)
(2.5.3). Uit (2.5.3) volgt dat F' (uniform) continu is op R, zodat F'
inderdaad een dichtheid is van F (vergelijk stelling 2.5.4.c)e

Geheel analoog aan stelling 2.5.9 bewijst men

Stelling 2.5,11. Als F een n-dimensionale verdelingsfunctie is met karak-

teristieke functie ¢, dan geldt voor a,b met An(a,b) c C(F) vergelijk
definitie 2.2.3 en (2.2.3))

. H i it b
_n LIS S S et
= 11 dt_,,.dt_.
uF(a,b] llm (2‘") e H it ‘p(tl’ !tn) l"__ n
T o« kel k
I: =T -T
M 1 n
T -
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Gevolg 2.5.12 (eenduidigheidsstelling). Als Fl en F, n-dimensionale ver-

delingsfuncties zijn met karakteristieke functies ¢, en 9,, dan is Fl =T,

dan en slechts dan als 9, = ¢2.

Bewijs: Met: de omkeerstelling volgt uit 9 = 9, dat Fl(x) = Fz(x) voor alle
X € C(Fl) n C(Fz). Omdat verdelingsfuncties bijna overal continu zijn en

overal continu van rechts, is dan Fl(x) = Fz(x) voor alle x ¢ R-,

Stelling 2.5.13. Laat F, F, enF, verdelingsfuncties zijn met karakteristieke

functies resp. ¢, ¢, en 9, Dan geldt (zie definitie 2.1,17)

‘P‘:‘PI'IPZMF=F1*F2

Bewijs: Zie blz. 34, opmerking 3.2.7.

Gevolg 2.5.14. De operatie * is commutatief en associatief.,

Opgave 2.5.15. Als (Xl,...,Xn) en (Yl""’Yn) stochastische wectoren zijn
met de eigenschap dat Eajxj en ra,Y, dezelfde verdeling hebben voor alle
(al,...,an) € }fl, dan hebben (Xl,...,Xn) en <Yl""’Yn) dezelfde verdeling.
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3. ONAFHANKELIJKHEID

3.1 Onafhankelijke gebeurtenissen

Zonder dit telkens te vermelden nemen we in het volgende aan dat alle
optredende gebeurtenissen en stochastische grootheden gedefinieerd zijn

op één kansruimte (Q,F,P)

Definitie 3.1.1. De gebeurtenissen A en B heten (onderling) omafhankelijk

(afkorting: o.0.) als

P(a n.B) = P(A)P(B)

Stelling 3.1.2. Als A en B 0.0. 2zijn, dan zijn A en B o.0.

Stelling 3.1.3. Als A en B 0.0. zijn en P(B) > 0 is, dan geldt

P(A|B) = P(&)

Definitie 3.1.4. De gebeurtenissen {Bl; A ¢ A} heten o.0. als voor iedere

ne N en iedere {Al,...,)\n}c!\ met?\i # ;\j voor i # j geldt

n n
P(n BA.) =1 P(BA.)°
i 3 1 b

Stelling 3.1.5. Als de gebeurtenissen {Al,...,Am, Bl""’Bn} o0.0. zijn, dan

. m n
zijn ook n A. en 0 B, o.0.
1 3 1 3]

Stelling 3.1.6. Als C =C_ v C2 een verzameling o.o0. gebeurtenissen is,

I
waarbij Cl n C, =0 en als men C; definieert door C; = {c” K Cz},

dan is ook de verzameling gebeurtenissen C1 U C; c.0.

Bewijs: We moeten bewijzen dat voor {Ax""’Am’ B ..,Bn} c C geldt dat

1’
* * P . . . +
{Al,-..,Am, B ,....,Bn} 0.0. zijn. Dit gaat eenvoudig met inductie naar n.

Opgave 3.1.7. Maak het bewijs van stelling 3.1.6 af.

Definitie 3.1.8.De collecties gebeurtenissen {BA; A ¢ A} heten o.o. als voor

iedere keuze van B, € BA’ X € A de gebeurtenissen {BA; A e A} o.0. zijn.
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Definitie 3.1.9. Een collectie U van gebeurtenissen heet een Dynkin-systeem

als : ()0 e 0; (i1) 3 e D, B e Denda>B, dan 3 \ B ¢ D; (4iii) Aj e D

(3 =1,2,...) disjunct, dan Aj e D.

- B

Definitie 3.1.10. Zij B een collectie gebeurtenissen. Het kleinste Dynkin-

systeem dat B omvat, heet het door B vocrtgebrachte Dynkin-systeem. Dit wordt

aangegeven met U(B).

Opgave 3.1.11. Laat zien dat een Dynkin-systeem dat gesloten is ondexr de vor-

ming van eindige doorsneden, een o - algebra is.

Stelling 3.1.12. Laat {BA;A ¢ A} onafhankelijke collecties gebeurtenissen zijn.

Dan zijn ook de collecties {D(BA); X ¢ A} onafhankelijk.

Bewijs: Voor AO € A definiéren we EA als de verzameling van alle B ¢ F met

0
de eigenschap dat B/By se-esBy onafhankelijk zijn voor alle {Al,...,ln}c:A\{AO}
1 n
en alle n € WN; formeel
§A = {B|{{B}} U {Bl i€ AN {AO}} zijn o.0. collecties} .
0

Nu is BA een Dynkin-systeem. We verifiéren de eigenschappen in definitie
0 ~

3.1.9: (i) triviaal; (ii) als A "é)\ ,BcB L as8 B By (3=12...0)

) ’\0 5
met {AO,AI,...,An} c A, dan geldt
n : n n n
P{({A\BY) nB,) =P(AnB)-P(BnB,) =PA\B I P(B.},
1 4 t 1 - 1 3

zodat A \ B ¢ BA ; (1ii) bewijst men analoog. De collecties die ontstaan door
0

in {B, ;A € A} de colectie B, door B
A AO AO
afhankelijk, dus ock de collecties die ontstaan door vervanging van BA door
0
D(Bk )y < BA . We kunnen dus willekeurig veel van de BA vervangen doar D(BA)

0 0

zonder de onafhankelijkheid te verliezen.Dit betekent (zie definities 3.1.8

te vervangen zijn(per déefinitie) on-

en 3.1.4) dat de collecties{ﬂ(BA);A e A} onafhankeliijk zijn.

Stelling 3.1.13. Als de collecties gebeurtenissen {BA ;A e A} ocnafhankelijk

zijn en gesloten onder de vorming van eindige doorsneden, dan zijn ook de

collecties {O{BA} ;A ¢ A} onafhankelijk.

Bewijs: Blijkens stelling 3.1.12 is het wvoldoende om het volgende lemma te

bewijzen.
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Lemma 3.1.14. Als een collectie gebeurtenissen B gesloten is onder de vorming

van eindige deorsneden, dan is
g{(B} = D(B).

Bewijs: Iedere o-algebra is een Dynkin-systeem, zodat o{B} > D(B). Het is
dus voldoende om te laten zien dat D(B) een c-algebra is, of (zie opgave
3.1.11) dat D(B) gesloten is onder vorming van eindige doorsneden. Definieer
hiertoe voor willekeurige D ¢ P(RB)

Dy={geP@ | onDecDB®} .

Dan is DD een Oynkin-systeem (verifieer definitie 3.1.9). Nu geldt o.g.v.

het gegeven voor iedere B ¢ B dat B < DB en dus D(B) < DB’ Nu is dus

D n B e DB voor iedere D ¢ D(B) en iedere B ¢ B, zodat B < DD en dus
(B c DD voor iedere D ¢« D(B). Maar dit betekent dat D(B) gesloten is onder

eindige doorsnedevorming.

Definitie 3.1.15., Experimenten {(Q,Fj,P) 5 J ¢ 1} heten . 0¢.0. 2ls
{Fj 3 j € 1} o.0. zijn (hierbij is ch F, j € I).

Experimenten gedefinieerd op afzonderlijke kansruimten kunnen als volgt
tot 0.0, experimenten worden gemaakt: definieer Q = Ql * 0, (Cartesische

product), F = F] ] F2 (product o—algebra) en P = P1 X P2 (productmaat;
zie definities A 1.9 en & 2.11).

3.2 Onafhankelijke stochastische grootheden

Definitie 3.2.1. De stochastische grootheden (mogelijk met verschillende

dimensies) {XA;A e A} heten o.0. als voor iedere n ¢ N en iedere
{Al,...,An} c A geldt

X ,...,X

Stelling 3.2.2. Als Xl,Xz,...,
k

Xj: Q-+ R 4 (i=1,2,...,0) en hl""’hn zijn Borel-meetbare functies,

. n .
byt R J 4+ ¢met E T ]hj(xj)[ < e (of met h, 2 0), dan geldt
1 .

X 0.0. stochastische grootheden zijn met
n

n n
EN h,(X,) =1Eh,(X,).
IJ(J) i %3
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Bewijs: We beperken het bewijs tot het geval kj =1(j =1,2,...,0). Nu

o
is F:= F = [ F. F.:= . 2.
S ? F met F ij, zodat (zie opgave 2.2.10)
n

pF(a,b] = ? {%(bj) - %(aj)},

d.w.z. uF = uF x uF X eea X uF
1 2 n

Volgens de stelling van Fubini (gevolg A 5.4) geldt nu

n
h.(x,)dF. =1 Eh.(X.).
J‘ J(XJ) ] 1 J( J)

-

(productmaat, zie definitie A. 2.11).

h.(x.)dp, =
3 J)uF

] hj(xj)dFl--- an

n
E I hj(xj) = J
n

R

— =g

voor algemene kj is het bewijs analoog.

n n
Gevolg 3.2.3. Als xl,...,xn 0.0. zijn, dan is wvar E Xj = Z var Xj'
1 1

Stelling 3.2.4. De stochastische grootheden X, ,X,,...,X_2zijn d.e.s.d.
£ 1’72 n
onafhankelijk als

n
- - n
(3.2.1) () = IlI tpxj(tj) (t (cl,...,tn) e R )7

{Een analoge stelling geldt voor stochastische vectoren).

CPxl,...,xn

Bewijs:
a. Als Xl,...,Xn 0.0. zijn, dan geldt o.g.v. stelling 3.2.2 (eltx is continu

en dus Borel-meetbaar)

i<t,X> n it.X. =n £ X,
¢ (t.yeoost ) =Ee =~ =ENe 33=0Ee 1=
X, y30.6,X 1 el
i n 1 ]
n*® it.x.
b. Als (3.2.1) geldt, dan is ¢ (B yeeest ) =T e J JgF_ , zodat
XI’o'o,Xn 1 113 l xj
0.g.v. de stelling van Fubini

i<g, x> i<t,x n

(t)=f e dFXl""’Xn=I e X
R" RrR"

¢xl,...,xn

n
zodat wegens de eenduidigheid (stelling 2.5.12) Fx x SIF
17'°"n

Xl,...,Xn zijn o0.0. ) . L
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Gevolg 3.2.5. Als X .,xn onafhankelijke stochasten zijn en als hj: R + IR

pree
(3 = 1,2,...,n) Borel-meetbare functies zijn, dan zijn ook de stochasten

h o (X.),.-.,h (X ) o.0. {Analoog voor vectoren).
177177 n n

Gevolg 3.2.6, Als X],...,Xn onafhankelijke stochasten zijn (met dezelfde

dimensie), dan geldt

n

o . ovx (0 T o () SERY

Bewijs: Neem tj = u (j=1,2,...,n) in (3.2.1) (vergelijk definitie 2.5.3).

Gevolg 3.2.7. Als X en Y 0.0, stochasten zijn, dan geldt

Frey = Fx * Fy

2~y
Bew1js: FX+Y(Z) = JJ de,Y = JI dFXdFY = ( j dF ) dF =

x+y<z x+y<z

[ *——8

= J Fy(z-y)dF (y) = Fy * F

Opmerking 3.2.8, Het bewijs van 2.5.13 volgt nu uit gevolg 3.2.7 en gevolg

3.2.6: Als F = FI * F2, dan bestaan er 0.0. X en Y met Fx= Fl en FY = F2,

zodat FX+Y = F en dus mlwz = g, Anderzijds volgt uit ¢ = ¢1¢2 dat er o0.0.

enn dus F = F =F «xF

X en Y zijn met 9y = 9 e 9y T 9 zodat ¢ = Ixay X+Y I 2°

Opgave 3.2.9. Laat aan een voorbeeld zien dat gevolgen 3.2.6 en 3.2.7

niet omkeerbaar zijn. Aamwijzing: beschouw X met

1

2
1+x

fx(x)=% {xe R),

Stelling 3.2.10. De stochasten {XA;A e A} zijn d.e.s.d. onafhankelijk als de
g-algebra's {c(xl); X e A} 0.0, zijn,

Bewijs. a. Laat {c(Xl);A € A} o.0. zijn, dan zijn dus voor iedere n ¢ W

en iedere {Al,...,kn} c A de gebeurtenissen {XA < %, 3 j=1,2,...,n} 0.0.,
a i 7

diw.z. F =1 F
1

Xy ¥y .
I n J
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b. Laat {XP\;A € A} o0.0. zijn en B, € B(R-) voor A € A. Dan zijn de functies

A
iB Borel-meetbaar, zodat o.g.v. gevolg 3.2.5 de stochastische grootheden

{l)\ (X.)3X € A} e.0. zijn. Nu zijn dus (zie stelling 3.1.6) de gebeurtenissen
BA A

{1, (X) > 03x ¢ A} = {X (BA);)\ € A} onafhankelijk. Dus zijn de ¢-algebra's

By

{c(xi); X ¢ A} onafhankelijk (zie definitie 1.3.15),

Opgave 3.2.11, Bewijs stelling 3.2.10m.b.v. stelling 3.1.13.

3.3 Nul-een wetten

Definitie 3.3.1. Zij AI’A2""’ een rij gebeurtenissen. Men definieert

de gebeurtenis {An 0.,v.] (An " aneindig vaak'') en EAn o.d.d.]
(An "op den duur") door

o o«

[A o.v.]:= limsup A = n U en [A o.d.d.] = [A* a.v.] .
n oo .1 k=n Ak T n

= -]
Stelling 3.3.2 ("lemma van Borel-Cantelli") Als Z P(Ak)ﬂn, dan 1is P(An o.v.,) = 0,

Bewijs: P(4_o0.v.) = P(n ) < P( U A) < [ P(A, )
n=1 k=n Ak Ak k=n Ak

voor iedere n ¢ IN, zodat P(An 0.v.) < £ voor iedere ¢ > 0 o.g.v. de con-
-]

vergentie van LZP{(A ).
PRy

Opmerking 3.3.3. We kunnen de stelling niet omkeren. Kies (Q,F P) met
Q= (0,1), F=B((0,1)) en P = Lebesgue-maat. Neem nu A'k (0,—)
-1

fo = p = o 11 Va < o = B -
Dan is ? P(Ak) Il: k , terwijl P(An 0.v.) 1:'(11{I Pﬁ() P(AN)

voor iedere N ¢ IN. In feite behoort iedere w ¢ { tot maar eindig veel Ak's.

s . « o o P -
Gevolg 3.3.4. Zij (anl een rij stochasten en (c:n)1 een rii reele getallen.
Zij Y := X |
n n

. Dan geldt:
¥ lse,

-~
Als P(Yn +X)=1en % P(Ixn| > cn) < o, dan 1s P(Xn +X)=1.
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Bewijs: Zij A_ = [IX | > ¢ J, A=T[A o,v.] en B = [Y_ -+ X]. Volgens
n n n n, n

stelling 3.3.2 is P(A) = 0, zodat P(A") = P(}‘(n = Yn o.d.d.) = 1. Nu

is ook P(A™B) = 1. Omdat [X_~>X]> A™B, is ook P(X_+X) = I,

Opmerking 3.3.5. Iets algemener geldt onder de voorwaarden van gevolg 3.3.4:
Als ? P([Xn] 5 ¢ )<w, dan is P(X_ = X) = P(Y_~+X) en analoog

o

P(z Xn convergeert) = P(E Yn convergeert).
1 1

Stelling 3.3.6 (" lemma’s van Borel"). Zij (Ak)c; een rij 0.0. gebeurtenissen.

Dan geldt -
= -]
a. % P(Ak) < o P(An 0.V.)

1
o

]
—
.

b. )]: P(Ak) = o o P(An 0.v.)

Bewijs: Voor a = zie stelling 3.3.2. Om het bewijs af te maken hoeven we

-]
alleen nog b = te bewijzen. Zij dus 112 P(Ak) = «, Dan geldt

P(A o.v.) = P(n u Y=1=P(u A A*) =1 - 1lim P( n *N =
n n=1 k=n Ak n=1 k=n % nre k=n Ak

= ] - 1im 1 ‘[I"P(Ak)}=1,
m k=n

omdat uit tZ.lP(A.k) = © yolgt dat g {1 - P(Ak)} =0 (ne IN).
Opmerking 3.3.7. Implicatie b = geldt i.h.a. niet voor afhankelijke Ak:

neemAk = A (k=1,2,...) met P(A) = p ¢ (0,I). Dan is % P(Ak) = o, terwijl
P(A_ a.v.) = P(A) = p < I.

Definitie 3.3.8. Laat A en B gebeurtenissen (verzamelingen) zijn. Dan heet

AAB:=aB"u A"

het symmetrische verschtl van A en B.



- 37 -

Lemma 3.3.9. Zij (Xn)T een rij stochasten. Dan bestaat er voor iedere
B« G(xi’XZ"'

Tij N ,0y,0e0,T €1 een Awsa(xn ,...,Xnk) zd dat P{A A B) < g,
1

.) (vergelijk definitie 1.3.16) en iedere ¢ > 0 een eindige

Bewijs: Beschouw de vereniging, FO’ van alle ¢g—algebra's van de vorm

c(xn s+e+3X_ ) (voortgebracht door eindig wveel Xn). Dan is FO een algebra
1 )

en U{Fo} = 0(X ;X,,.-). Nu geldt (zie stellingen A 2.4 en A 2.7)

voor iedere B ¢ G{FO}

P(B) = inf{} P(A,) | Bc v A,, A, ¢F
1 J I J J

0 (G =1,2,...)}5.

Dit betekent dat er een rij (An)T in F0 bestaat en een N ¢ N z3 dat

@ ® N
IP(A) £P(B) +e/2en I P(A) < ef2, Voor A:= U A geldt dan
1 n N+l n 1 n

P(A A B) < g, terwijl A € FO'

Definitie 3.3.10 Zij (Xn)? een rij stochasten. De staart- o-algebra

I van (Xn)T wordt gedefinieerd door

o0

Le ngl c(xn’xn+l”");

de elementen van ] heten staartgebeurtenissen .

Stelling 3.3.11 ("Nul-&&n wet van Kolmogorov). Als ] de staart~o-algebra

is van een rij onafhankelijke stochasten (Xn)T, dan geldt:
Als B ¢ I, dan is (P(B))2 = P(B) , d.w.z. P(B) = 0 of P(B) = 1.

Bewijs: Zij (en)T een rij positieve getallen met lim €, = 0. Zij Be 1.
=
Dan is ook B ¢ c(Xl,Xz,...) en dus zijn er o.g.v. lemma 3.3.9 getallen

nl,l < 4ee < nl,k en een BI € c(Xn ,...,Xn } z6 dat P(B A Bl) < g
1 1,1 1k,

.) zijn er getallen

1

Ic . .
Omdat ook c(xn 'k1+1'xn k.42’

1 1771

< Jee € R en een B, ¢ a(Xn seeesX ) met P(B ABZ) < g

n <m 2,k 2
2

Lk, 2,1 ) 2,1 2.k 2
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Voortgaande vinden we getallen m, < mé < .., en gebeurtenissen

BI’BZ"' met Bk € U(ka,...,X +1-1 } en P(B A Bk) < Es zodat (zie
opgave 3.3.15) P(Bk) -+ P(B). Omdat X XZ"’ 0.0. zijn, zijn ook de

Il
c(xmk,...,X _l) en dus de B, onafhankelijk., Nu geldt dus enerzijds
+1

k
(ga na)

* * *
P(B & (Bn nB N = P(B Bn u B Bn+l) + P(B Ban+1) < P(B A Bn) +

n+1
+ P(B A Bn+1) =+ 0,
zodat (opgave 3.3.15) P(Bn n Bn+i) + P(B), terwijl anderzijds

- N B 2
P(Bn n Bn+1) = P(Bn)P(Bn+l) P(B)P(B) = (P(B))".

Gevolg 3.3.12 Als XI,XZ,... 0.0, zijn met staart~g-algebra T en als X

een stochast is met o(X) < I, dan is X met kans &&n gelijk aan een constante.

Bewijs: Wegens stelling 3.3.11 is FX(x):= P(X = x) =0 of Fx(x) = 1, d.w.2.

FX neemt alleen de waarden O en | aan, d.w.z. Fx(x) springt in een punt
X = x5 Van 0 naar 1. Dit betekent dat P(X = xo) = | (zie lemma 2.1.12).

Voor x, geldt: x; = min {x | Fx(x) = 1}.

Gevolg 3.3.13 Als X y+++ 0.0. zijn dan geldt

1%

o
P(Z Xj convergeert) is nul of &én.
1

Bewijs: Zij B =( % Xn convergeert]. Dan is B ¢ T, immers voor iedere
o0
N e N geldt: B = [§ Xn convergeert] ¢ U(XN’XN+1"")' Volgens stelling

3.3.11 is dan P(B) = (P(B))>.

Gevolg 3.3.14 Als Xi,X .. 0.0. zijn dan is de convergentiestraal van de

2"
-]
machtreeks ? Xn;n met kans 88n gelijk aan een constante (mogelijk oneindig).

Bewijs: Zij R:= (lim sup Ixnllln)-l

de convergentiestraal van de machtreeks.
T=roc

Als R een stochastische grootheid is, d.w.z. als R < = is met kans é&én,

dan is P(R = ro) = ] 0.g.v. gevolg 3.3.12, omdat o(R) <=I.

Als P(R==) > 0, dan is P(R = =) = [, omdat [R = ®] ¢ I (zie ook stelling A 3.

Opgave 3.3.15 Als lim P(B A B ) = 0, dan is lim P(Bn) = P(B),
e n o
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4. CONVERGENTIEBEGRIPPEN

4.1. Zwakke convergentie

Definitie 4.1.1 Een rij verdelingsfuncties (Fn)T s Fn: ]Rk -+ R, heet

zwak convergent (met limiet F), als er een functie F bestaat met de

volgende eigenschappen (zie definitie 2.5.8 en (2.2.3))

a. lim F_(x) = F(x) (x € C(F)) en 0 < F(x) 1 (xe R°)
honca
p. F is niet dalend en continu van rechts in xj (3 =1,2,....,k)
k k
c.uF(a,b]zo (ae R",be R, a<b).

We schrijven dan Fn ¥ F (W van weak convergence).

Opmerking 4.1.2 Als Fn ¥ F, is F niet noodzakelijk een verdelingsfunctie:

neem Fn: R -+ R met

"0 x <0
Fn(x)= 4 0<x<n .
]l x2n

k

W .
Lemma 4.1.3 Als Fn - F: R + R, dan is F continu op IRk met uitzondering

van punten in aftelbaar veel hypervlakken van de vorm xj = g,

Bewijs: Als dat van stelling 2.2.12; F verschilt maar weinig van een

verdelingsfunctie: vervang in dat bewijs F (ui) door U_F({x|xi < ui}).

1l

X

Stelling 4.1.4 Als F: R* ~ R een verdelingsfunctie is, of de zwakke

limiet van een rij verdelingsfuncties, dan geldt

u(fx ¢ B | x; = e} = 0

voor elk hypervlak dat niet tot de in lemma 4.1.3 genocemde aftelbare

verzameling behoort.

Bewijs: Zonder wezenlijke beperking (zie opgave 4.1.5) nemen we aan dat F

een verdelingsfunctie is: F = F . Dan is uF({x ¢ R Ixj = ch=

XI""’xéc

= P(Xj = ¢), zodat ij

discontinu is in x; = ¢ als uF({x € ]Rk[xj = ¢}) > 0 is.
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Uit de discontinuiteit van F_ volgt dan eenvoudig de discontimuiteit van F
in punt x € E? met xj = ¢ (vergelijk het bewijs van stelling. 2.2.12):

tegenspraak.

Opgave 4.1.5 Als F de zwakke limiet is van een rij verdelingsfuncties en
als uF(]Rk) > 0, dan is F gedefinieerd door

'l*:(xl,- ceaX ) = uF(-Q,x]/uF(]Rk)

een verdelingsfunctie. Hierbij is (=»,x] = {y ¢ Iﬁc ] yj < xj (j=1,2,...,k)}.

Stelling_4.1.6' Zij (Fn)T een rij verdelingsfuncties Iﬁc + R en zij Fn

. . k . .
convergent op een dichte deelverzameling D van R, Dan is er precies &&n

functie F 23 dat Fn H F.

Bewijs: We geven de details van het bewijs voor k = 2., Definieer

'E(y) = lim F_(y) (y e D)
n>re

F(x) = inf E(y) (x € IRZ),
yeD
y>x

waarbij x < y betekent x, < Yy en X, < y,3 VOOT X € D kan F(x) > F(x) zijn.Blij

1 2
baar geldt 0 <F{x) £1. We zullen verder laten zilen{vergelijk definitie 4.1.1):
a. F is niet dalend en continu wvan rechts, b. an+F op C(F), c. uF(a,b] 2 0 en
d. Als Fn ¥ G, dan F = G,

a. Uit de definitie van F volgt dat F niet-dalend is in X, en x,, terwijl
er voor iedere x ¢ m? en iedere € > Qeeny ¢ D is met i * X1 Yo > %,
F(y) < F(x) + €/2. Als n:= y-x, dan geldt dat voor alle w ¢ D

met x < w<x+ny = y dat 0 £ F(w) - F(x) < e¢/2. Voor iedere t ¢ ]Rz met

e

=]

0 <t <ngeldt dan 0 s F(w') = F(x+t) < €/2 voor iedere w' ¢ D met
X+t < w' < x+n. Nu is dus lF(x+t) - F(x)l < IF(x+t) - F(W')[+ [F(x) - F(W')l <

en dus ook (F is monotoon)|F(x1+tl,x2) - F(xl,xz)l < g.

b. Als x € C(F), dan is |F(x) ~ F(y)| < e voor {| x-yi:= ((xl-yl)z + (Xz‘Yz)z)ﬁ‘
< §d=46(e). Zij nux € C(F), Ilx-yll < &6, aeDenb e D 25 dat
y<a<x<benly=bl < § en dus ook |x-bll < § en lix-al < §. Dan is,

~

omdat F(b) s F(b) en F(a) 2 F(y):

F(b) < F(x) + ¢ ; F(a) > F(x) - e.
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Nu geldt dus: limsup (F_(x) - F(x))< limsup (F (b) - F(x)) = F(b) - F(x) < «,
nre n n-o n

en anderzijds: limsup (F(x) - F_(x)) < limsup (F(x) - F_(a)) = F(x) - ;(a) < g,
> n o nand) n

zodat lim Fn(x) = F(x).
e

c. Voor vaste x is de functie o(t) = F(xl+t, +t) continu in t voor alle

X
2
t € R met ten hoogste aftelbaar veel uitzonderingen (zie stelling 2.1.4).
We laten eerst zien dat F continu voor alle y ¢ ]R2 van de vorm yj = xj +t
met ten hoogste aftelbaar veel uitzonderingen. Stel dat ¢ continu is in
- . . . - + . .z
t to en F discontinu in x + tge (xl to,xz 1:0), d.w.z., dat

(4.1.1) 3 2 (ly - (xvegedl < 6, [E(y) - Flxrege)| > e ).

>0 V6>0 ayz—:IR
Er is echter een 60 zd dat ]cp(t) ~ cp(to)l = [F(x+te) - F(x+t0e)l < egf2

0 Als nu & < 60, dan is de "bol"

ily - (x+t0e)il < § bevat in de "kubus" (x + (to-ao)e, X + (t0+50)e], terwijl

voor alle t met lt-tol < 26

in de hoekpunten u = x+(t0-60)e en v = x+(t0+60)e geldt (o.g.v. de con-

tinuiteit van ¢)
[F(x+t0e) - F(uw] < e/2; [F(x+t0e) - F(v)| < e/2;

terwijl er binnen de bol en dus binnen de kubus wegens (4.1.]) een punt

y bestaat met

[FGxerege) - F| > 3

dit is echter in strijd met de monotonie van F (ga na). Voor iedere x ¢ R
is dus x + te ¢ C(F) voor alle t ¢ R met niet meer dan aftelbaar veel
uitzonderingen. Voor iedere interval (a,b] met a ¢ :IR2 y b€ IR2 en

a <b is er dus een rij reele getallen (tm)T met t ¥ 0 als m +~ = en 20 dat
a+ tme e C(F) en b + tme e C(F). Omdat Fn + F op C(F) geldt nu (zie

(2.2,3 )) an(a + tme,b-t-tme] > uF(a+tme,b+tme], zodat uF(a+tme,b+tme] z 0.

Tenslotte is wegens de continuiteit van rechts van F ook

u.(a,b] = lim p_(a+t e, b+t e] = O.
F o F m m
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3 2
d. Stel dat Fn ¥ G. Dan geldt ook voor iedere x ¢ R™ dat x + te ¢ C(G)
voor alle t € B met aftelbaar veel uitzonderingen(zie definitie 4.1.1 en
. . 2 <
bewiis van ¢).2ij nu x €e R™ en (tm)1 een rij met tm + 0 en x + tme g€ C{F) nC{!

Dan geldt voor alle m
+ - + = +
Fn(x tme) F(x tme) G(x tme)

en dus (F en Gzijn continu van rechts) F(x) = G(x) voor alle x ¢ '.IR2 .

Definitie 4.1.7 Een rij verdelingsfuncties (F )m (op IRk) heet volledig

(completely) convergent (naar F) als F ¥ F, waarb:.; F een verdelingsfunctie

is, d.w.z. waarb:LJ g (IR ) =1. Notatle . S F (vergelijk opgave 4.1.5).

Stelling 4.1.8 (eerste stelling van Helly). Zij {FA;A € A} een oneindige ver-

zameling wverdelingsfuncties op IRk . Dan bestaat er een rij (ln)mlD met

?\.l #lj voor 1 # j en een functie F zé dat FJ\ ¥ F.
n

Bewijs: 2ij D = {d 2,...} een aftelbare dichte deelverzameling wvan IRk . Nu
heeft de verzame.llng reele getallen {F (d ;A € A} een verd:.chtlngspunt c
=3 F(d ). De rij

1
en dus is er een rij (}\ ), 26 dat F (d ) > ¢
1,01 AI a 1
(F}\ (dz)) heeft een verdichtingspunt ¢, en dus is er een deelrij (A 1__1)
I’ ’

van (J\l’n) met F;\2 n(dz) >, = F(dz), terwijl natuurlijk ook

?

FA (dl) > F(d]). Zo vinden we voor iedere k ¢ IN een rij (J\k n) met
]

F (d.) +§(d.) voor 1 £ j £ k. Voor de rij (F) = (F ) geldt dus
X ] J n A
1 n,n

F (d.) - F(d. d. €D
NCBERICH (d; € D)
Op grond van stelling 4.1.6 1is er dan een functie F met Fn H F.

Opmerking 4.1.9. Stelling 4.1.8 heet ook wel "zwakke—compactheidsstelling”

(weak-compactness theorem).

Stelling 4.1.10 (Stelling van Helly-Bray, ook wel: tweede stelling van Helly).

Zij (Fn)m een rij verdelingsfuncties op R* met F;_l ¥r. Zij verder

La,bl:i= {x € B* l aJ < X, < b (j=1,2,...,k)} z3 dat de zijvlakken van
[a,b] bevat zijm in C(F). Dan geldt voor ieder functie h: IRk -+ T,

die continu is op [a,b] dat
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h(x)an -+ J h{x)dr
Ca,b] (a,b]

Bewijs: h is uniform contimu op [a,b], zodat we (a,b] kunnen opsplitsen

in disjuncte cellen (aj’bj] zd dat [h(x) - h@r)l < E VOOr X € (aj,b.]

eny € (a.,b.], terwijl de a.,b. zo kunnen worden gekozen dat de zijvlakken

van de cellen faj,bj] maat nul hebben (zie stelling 4.1.4). Nu geldt voor alle 3

(zie definitie 4.1.1) dat u_ (a.,b.J * u (a.,b.4.
F 3773 F 373

Definleer tu

h () = ) BGadle, o 1),
| I |

zodat |h - hsl seopla,bl. Danis | [ ndF_- [ hx)dF| <
(a,b] T (a,p]

s [ _ [a@ -h x)[eF + | [ In(xeF_- [ h GodF| + [ [a@)-h_(x)|dF
(a,b] (a,b] (a,b] (a,b]

< 2 + § Ih(aj)|[an(aj,bj] - uF(aj,bj]] < 3¢

voor n voldoende groot, omdat Hp (éj,bj] - uF(aj,bj] en omdat h begrensd
a .

is op [a,b] ( Eis een eindige som).
J
Tenslotte geldt nog uF[a,b] = uF(a,b] (zie st.4.1.4), zodat ook

Mg (a,b] - Mg (a,b] ~ 0 (zie opgave 4.1.11) en dus f han - f hdF =+ 0
n n [a,b] (a,bl]

Opgave 4.1.11. Als Fn + F en als de hoekpunten van [a,b] tot C(F) behoren,
dan geldt Mg (a,bl - Mo (a,b] =+ 0O '
n

3

Gevolg 4.1.12, Als Fn $ F en als h: ﬂfc + ¢ continu is en begrensd op ]fc,

dan geldt

J' h(x)dF_ > J h{(x)dF.

R R*

Bewijs. Kies [a,b] als in stelling 4.1.10 en bovendien z6 dat uF[a,b] > 1 =g,
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Dan is ook Hp [a,p]l] > 1 - g voor alle voldoende grote n. Zie verder
n

het bewijs van stelling 4.1.10.

Opgave 4.1.13. Als Fn 4 F, waarbij F continu is op ]Rk, dan geldt F (x) -+ F(x)
n

untform op IRk.

Opmerking 4.1.14. Gevolg 4.1.12 geeft geen uitsluitsel over de convergentie

van momenten: als Fx $ FX’ geldt dan E Xm + EX°7?
n

. . . 1
I.h.a. is dit niet zo: Kies F, met P(X_ =0) = | -~ en P(X_=n1n) =
- Xn n n n

Dan is EXn = | voor alle n, terwijl Fx(x) = IEO,W) (x) met EX = 0. Zie

|
n.
sectie &4.3.

Als F_ ¥ F, waarbij uF(]Rk) < 1, dan "ontsnapt" er kansmassa naar .

De volgende stelling geeft aan hoe dit wordt vermeden.

Stelling 4.1.15. Zij (Fn)T een rij verdelingsfuncties op ]]R\k en zij
k | -T< xj £ T (j=1,2,...,k)} met T ¢ R. Laat verder

(-T,T] = {x ¢ R

Fn ¥ F. Dan geldt

(4.1.2) {ug (-T,T7" + 0 (T -+ »; uniform in n)} -F $7T .
n

Bewijs: = We moeten bewijzen dat uF(IRk) = 1. 2ij T z6 dat de zijvlakken
(-T,T1" < ¢ (alle n) en

van (~-T,T] maat nul hebben en z& dat Mg
n
uF(-T,T]* < & voor een € > 0. Dan geldt
|u (IRk)-p(]Rk)] s 2e + |p, (-T,T] ~ u_(-T,T]] < 3e
F F - F * F :

n n

voor alle voldoend grote n, omdat Hp (-T,T1 » uF(—T,T]. Omdat e willekeurig
., k k n
ig, is uF(IR ) = an(]R )y =1,

« Stel dat de convergentie in (4.1.2) niet uniform is. Dan is er een rij

Tj + @ gn een rij nj + =, z§ dat

(4.1.3) w
n.
J

(—Tj’Tj]*Z £ (j=l,2,oo-),
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Maar Fn = F, d.w.z. we kunnen T ¢ R z& kiezen dat de zijvlakken van

J
(-T,T] maakt nul hebben m.b.t.auF ende Mp en zé.dat pF(-T,T}* < gl4,
nj
F (-T,T]I < e/4 voor j voldoende groot. Omdat
n.

terwijl ]uF('T,T] -y
J
{-T,T] < (-Tj,Tj] voor j voldoende groot betekent dit dat

* .
bp (STL,T)7 s lup  (-T,T1*

n. n.
J 1

* * €
T,71° [+ up(-T,T1" < 3,

F T Hp

in strijd met (4.1.3)

W s
Opgave 4.1.]6c Als Fn(x,y) -+, terwijl Fn(x,w) £ G(x) en Fn(w,y) 5 H(y),
dan geldt Fn + F.

4.2. Continulteitsstelling

Deze stelling houdt in dat de afbeelding F <+ ¢ behalve é&néenduidig

ook bi-continu is, d.w.z. dat onder weinig beperkende voorwaarden

c
Fn =+ F o= ¢n - @.

Stelling 4.2.1 (continulteitsstelling). Laat (Fn)? een rij verdelings~
functies zijn op ]ﬁc en (wn)T de corresponderende rij karakteristieke functies.
Dan geldt

a. Als Fn $ F, dan is lim @n(t) = ¢(t), waarbij ¢ de karakteristieke functie

e
van F is.

b. Zij de rij (mn(t»:’convergent op EJC met @(t) = lim mn(t), waarblj ¢
)
continu is in t = {0,...,0). Dan is ¢ de karakteristieke functie van een

verdelingsfunctie F (notatie ¢ = mF) en Fn $F.
Bewijs: a. Dit is een speciaal geval van gevolg 4.1.12.
b. Volgens stelling 4.1.8 is er een deelrij (Fn } met Fn ¥ F. We bewijzen
5 .
eerst dat Fn s F, d.w.z. dat pF(Iﬁg) = ], Stel dat uF(IJg) =A<1en
j .
kies £ met 0 < ¢ <1 — A. Omdat ¢ continu is in (0,...,0)}, geldt voor vol-

doende kleine h:
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h h
(—!—k | 1= o(t t ) |dt ...de, < e/2
2h LI l’..l’ k I - k 3
=-h -k
h h
1.k
zodat voor Ki= (EEJ J . J ¢(t1,...,tk)dt1...dtk
~h -h

geldt dat

(4.2.1) |K| >1 =-¢e/2>4 +¢€/2.

Kies nu T ¢ R z& dat 'E!f < ¢f4 en z8 dat de de zijvlakken van (-T,T] maat nul

hebken m.b.t. Hp en de p Dan geldt (stelling van Fubini)

P
- n
h h
K.i= (=5 | ... o (t,eeest )dE,...dE =
SR R L e Ry
-h “h
B b i<t,x> k sin hxm
J J R J k dt]'.-dtlc anj = J ]I --&;{-"'__anj -
kx -h ‘h (2h) k== m
R R

Zij J(x) =1 (sin h xm)/(hxm?. Dan is |J(x)| s I voor x ¢ [~T,T] en
1

[JCx) | < H%-voor X € [-T,T]*, zodat voor voldoende grote j

[-T,T] + == < & + e/2,

(4.2.2) IKj| sJ | J(x)lan_ < g ~

3 n,
rE J

omdat Hp (-T,T1 - uFi-T,T] < A voor j -+ =, Anderzijds geldt omdat
n.
J
@n + ¢, O0.g.v. gemajoreerde convergentie, dat Kj + K en dus
J
IKjl + |K| > A + /2 (zie(4.2.1)). Dit is in strijd met (4.2.2), zodat
k ..
uF(IR ) = 1 moet zijn.
Stel dat een andere deelrij (Fm ) bestaat met Fm ¥ G. Dan geldt volgens
i i
het voorgaande dat Fm $ G, zodat volgens stelling 4.2.1 a geldt:
]
@mj -+ ¢G. Maar ¢n + 9, zodat ¢ = ¢F =

% en dus (eenduidigheid) F = G.
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Dus iedere zwak comvergente deelrij heeft limiet F en ¢ is de karakteris-

tieke functie van F.

Stelling 4.2.2 2Zij X, X, ,X een rij stochastische grootheden Q -+ RF

2,00.

met Fx 3 F, en zij g: R~ ~+ IR™ een continue functie. Dan geldt
n

[
-

Fg(xn) Fg(x) ’

i<t,g(x)>

i<t,g(x)> _
Je den -+ Je dFX = ng(X) (t)

o £) =
Bewijs: wg(xn)( )

op grond van gévolg 4.1.12. De continuiteitsstelling zegt nu dat
[

F + F
g(Xn) g(X)

() @« m + & []
Gevolg 4.2.3 Zij (Xn)I (Xn,l’°'°’xn,k)1 een rij stochastische vectoren
c
umet Fx - FX' Dan geldt FX 4, .. 4% -+ FX +“'+Xk.
n n,l n,k 1

Stelling 4.2.4 (centrale limietstelling). Laat X Xz,... 0.0.zijn en

l’

dezelfde verdeling hebben met E Xj = |y en var Xj = g < =, Zij Un gedefinieerd

door
| B
Un = ovn % (Xk - W
T

u
—¢2 _2
Dan geldt: ¢, (t) + e t/2 n dus F (u) + I X 244
Un Un Yom

Bewijs: Zie K & S; zie ook hoofdstuk 6.

4.3.a. Convergentie van momenten

Lemma 4.3.1. Zij (Xn)T een rij stochastische grootheden (2 -~ R ) met

Fy L F en Elxnla S M voor alle n en een a > 0. Dan geldt Fx 5 F.
n ) n

Bewijs: Uit stelling 2.4.15 volgt dat voor T > O

=a
P(lx | 2 T) s ™I

zodat P(|xn| 2 T) +0 voor T + =, uniform ir n. Volgens stelling 4.1.15

geldt dan F, $rF.
n
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Stelling 4.3.2. Zij X’XI’XZ"" een rij stochastische grootheden (& >+ R)
met Fo $ Fy en zij E|Xn|p £ M voor alle n en een p > 0. Dan geldt E|X|a < o
n

voor alle amet 0 £ a < p en

lim E|X_{* = E|x|® (0 s a<p).

s n
Bewijs: We schrijven Fn en F i.p.v. Fx en Fx Analoog aan het bewijs van

n

stelling 2.4.15 hebben we dan

M2 J‘ |x|PaF_ = J |x| P72 |x|® ar_ =2 TP7? |x|® aF_,

n n n
R R |x|2T

zodat

J |x|® aF_ <M (P2
Ix|2T

voor T voldoende groot en qlle n. Volgens stelling 4.1.10 geldt nu

|| ® dF - |x|® aF < ¢

T<|x]<T+A T<|x|sT+A

voor T voldoende groot, als + T en +(T + A) tot C(F) behoren. Dit betekent
dat

|x]%dF < €

Ix =T

en dus dat EIX}a < © en bovendien dat (zie stelling 4.1.10)

E|lx_|? = j |x[® aF_ + J |x|® aF_ + E|x]|®.
it n n
~T lezT

c
Onga 4.3, :
pgave LN 3 Als Fx ) -> FX

n

en E|x_|* % E[x]® <=, dan E X+ E X,
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.. een rij stochastische grootheden ( +~ R)
1l < k
Als E|X|* <= enBlx |" s <=

Stelling 4.3.4. Zij X,XI,XZ,.

1’F2’!.0
voor alle n en k en als F de enige verdelingsfunctie is met kadF ='E7Xk‘

(ke =1,2,...), dan geldt

met verdelingsfuncties F,F

{E x’:+ E X5 (0 + o k=1,2,...)} = {F_$ ¥l

Bewijs: < is een speciaal geval van stelling 4.3.2.

= OmdatEX1:1+

E Xk voor alle k ¢ I, is E[Xn[k begrensd voor iedere
vaste k en alle n. Op grond van lemma 4.3.1 convergeert iedere zwak conver-
gente deelrij wan (Fn)T volledig, zeg Fn. £ q. Volgens stelling 4.3.2.

]
zijn de momenten van G gelijk aan de momenten van F. Omdat F door zijn
momenten bepaald is (gegeven!), is dus G = F. Nu convergeert dus iedere
zwak convergente deelrij van (Fn)o; volledig naar F, d.w.z. (zie stelling
4.1.8) Fn + F.

Gevolg 4.3.5. Als (X))

- y P o
met E Xik ! + 0 en E Xﬁk +L2—11:—?42 k (n+ o3k =1,2,...), dan geldt

een rij stochastische grootheden is (R + R)

X

2
1 -u" /2
FXn(x) -+ T J e du.

- OO

Opgave 4.3.6. Laat zien dat de verdelingsfunctie F_ met kansdichtheid fa

gegeven door

-1 e-i(log x)2

fa(x) = 71§'fx {1 + a sin(27 log x)} (x> 0; -1 < a s 1)

dezelfde momenten heeft als F0 (de log-normale verdelingsfunctie).

Opgave 4.3.7. Als P(Xﬁ = k) = (E)pk (1 - p)n-k (0 £ksn;ne W; 0<p<1)

X - np \k
dan geldt: E( Z ) + E Uk, waarbij U een normale verdeling heeft met
vap(1-p)

EU = 0 en var U = ] {(zie opgave 2.4.18).
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4.3.b Karakteristieke functies en momenten

In het nu volgende is ¢ steeds de karakteristieke funpctie van een
stochast X met verdelingsfunctie F,@n die van Xn met verdelingsfunctie

F , etc.
n

Stelling 4.3.8 Als E]X[k < w, dan bestaat m(k)(t) en is uniform continu

op R, terwijl
Ex) = (-7 48 (0) G = 1,200en0,k)
Bewijs. Zie K & S.
Omgekeerd geldt:

Stelling 4.3.9 Als m(zk)(O) bestaat, dan is E(X)Zk < ®,

Bewijs: zij AP o(t) = A? o(t) = g(t+h) - ¢(t=h) en A2+I o(t) = Al (Aiw(t)).

Dan geldt (zie stelling A 7.1)

2 %) 0y = 1im (2n)"2k 2 0(0)

h+0

-2k ,h

zodat ](Zh) A2k¢(0)] begrensd is, zeg door M, als h -+ 0. Nu is (ga na)

i 2k
| 20)7%% 42 (0] = J (S22 ap ) < u

zodat voor iedere eindigeaen b geldt

b b ok
J xzde(x) = lim J{siﬂéﬁﬁl} dF(x) s M.
a b0

Gevolg 4,3.10 Als ElX]n <=, dan heeft ¢ de ontwikkeling

n oL, -] .
o) = § LR Exd +o(eh (t » 0).
j=0 I

Bewijs: Zie K & S.
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Gevolg 4.3.11 Als ¢ analytisch is in een omgeving van t = 0, dan bestaan

alle momenten en in een omgeving van t = 0 geldt (vérg.stelling A 7.2):

© . i .
o(t) = § SR 5 x,
L=

Stelling 4.3.12 Als g analytisch is in een omgeving van t = 0 en als

(Xn)T een rij stochasten is, waarvoor geldt dat EIXnF < Mk €& ig voor alle
k en n, dan geldt
{E Xk - E Xk (n+o; k=1,2,...)} =g Sp3,
n Xn X

Bewljs: Zie stelling 4.3.4. en gevolg 4.3.11.

Opmerking 4.3.13 Als ¢(2k+1)(0) bestaat, dan is niet noodzakelijk

E]X|2k+1 < » (wel geldt dan ook dat E X2k <w ig ).

4.4 Vier soorten convergentie

k

Definitie 4.4.1 Z2ij (Xn)T een rij stochastische grootheden @ - R™, dan

definieert men:

l. X convergeert zwak (of: in verdeling) naar X, notatie: X, ¥ X, als
F, S F

2. X_ convergeert in waarschignlijkheid naar X, notatie: Xn £ X, als
2,4
%)

. k
voor liedere ¢ > 0 {en met lxll = (% xJ

lim P(”Xn - Xl 2g) = 0;
e

3. Xn convergeert bijna zeker (of: met kans één, afgekort m.k. I of b.z)

. b.z.
naar X, notatie Xn 3.2 X, als

P(X_ > X):= P({mlxn(m) - X(w)}h) = 1;

4. Xn convergeert in het r-de gemiddelde (r > 0) naar X, notatie Xn I X, als

lim EIX = XIF + 0,
n
b raad

.. . r . . .
waarbij verondersteld is dat EHXnﬂ en Eﬂxﬂr-elndlg zijn.
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Opmerking 4.4.2. In de gevallen 2 t/m 4 definieert men ook convergentie

van (Xn) (zonder een limiet te noemen) door te eisen dat (Xn) een Cauchy—-
rij is in de bijbehorende metriek. Ga in de gevallen 2 t/m 4 na dat een
Cauchy-rij een limiet heeft.Als de rij (Xn)T convergeert schrijven we wel:
P b.z.
3

X &, X en X £ .
n n n

i * L] - I i : - -
Opmerking 4.4.3. In de gevallen 2 t/m 4 is xd+x equivalent met Xn X+ 0;

in geval 1 geldt dit niet: bij verdelingsconvergentie spelen de stochastische
grootheden een symbolische rol; X en Xn hoeven niet op dezelfde kansruimte

te zijn gedefipieerd.

We zullen in de volgende stellingen laten zien dat tussen de convergentie~

begrippen de volgende relaties bestaan. We beperken de bewijzen tot het

geval k = .
b.z. P W
(Xn - X)*(Xn-rx) = (Xn+X)
4
r
X > X
b.z.
—_-

Stelling 4.4.4. (X X) = X_ £

Bewijs: Volgens de stelling van Egorov (Stelling A 3.8) is er voor iedere
§ > 0 een verzameling Ag metuP(Aa) > 1 -8 z8 dat Xn(m) op Ag uniform naar

X(w) convergeert. Zij dus € > 0 en N = N(e) z8 dat

IXn(m) - X(m)l <€ (n 2 Nen w € AG)’

dan geldt voor n 2 N dat P(Ixn - x] ze) s P(A;) < 4§, d.w.z. Xn 3 X.

b

Stelling 4.4.5. Als Xn E X, dan is er een deelrij . met Xnk 32

X.

o

Bewijs: Kies (¢ )m met § > 0 (j=1,2,...) en z 4§, < =, Omdat X L4 X,
k71 i k n

k

is er wvoor iedere k een n € N z6 dat

(4.4.1) B(|x_-%| 2 %J <8 (alle n 2 n).
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© @
Definieer nu Ak = Eank - XI 2 %]. Dan is I P(Ak) < f Gk < w, zodat
I

(stelling 3.3.2, lemma van Borel-Cantelli) P(Ak o.v.) = 0, d.w.z,
P(IXnk - x| < % o.d.d.) = | voor iedere k¥ ¢ IV .Dan geldt ook

b.z.
-

P(X ~»X) =PV [|lx -X|c«< loid.d. D=1 dowz. X X.
n’k m n.k m

Opgave 4.4.6. Als P(A) =1 voor k ¢ IV, dan is P(?lw’ a) = 1.

Lemma &4.4.7. P(IX + Yl 2 ¢) < P(Hl 2 ¢/2) + P(IYIl 2 €/2),

Stelling 4.4.8. X convergeert dan en slechts dan in waarschijnlijkheid naar X

als iedere deelrij van (Xn) een deelrij bevat die bijna zeker naar X

convergeert.
Bewijs: Als X z X, dan geldt voor iedere deelrij (Xnk) dat Xnk 2 X. Op
grond van ctelling 4.4.5 bevat(X_ )een deelrij die bijna zeker naar X

convergeert.

Als Xn niet in waarschijnlijkheid naar X convergeert, dan is er (zie definitie

4,4,1) een £ > 0 en een 6 > 0 met

limsup P(RX_ - Xl 2 €) = § > 0

e

en dus is er een deelrij met lim P(IX =~ Xl 2 g) = &, Dit betekent
3 nk
koo

dat (X ) geen deelrij bevat die in waarschijnlijkheid naar X convergeert

en dus (stelling 4.4.5) ook geen deelrij die bijna zeker naar X convergeert.

Gevolg 4.4.9. Als Xn 4 X: Q= ]Rk en f: IRk + R™ is Borel-meetbaar en

bovendien continu op B met P(X ¢ B) = I, dan geldt ook f(Xn) 1 £(X).

Bewijs: Zij (X_ ) een willekeurige deelrij van (Xn). Dan moeten we bewijzen

b.z.
-

dat er een deelrij (r, ) van (nk) bestaat 26 dat f(X_) £(X).
k rk
Omdat X L X, is er een deelrij (rk) met Xr byz. %, Ziji nu
k
A= [Xr + X 1 n[X € B]. Dan is P(A) = 1 en voor w ¢ A geldt

k

Xr (w) + X(w) en dus, omdat f continu is op B, ook f(Xr(m))+ F(X(w)).
k k
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k k,

]enYt—l-?-Y:ﬂ-»lR en als

P
Gevolg 4.54.10. Als Xn +X: @+ R

k +k
f: R bz, IRk Borel-meetbaar is, terwijl P((X,Y) ¢ C(£f)) = I (zie

definitie 2.5.8), dan geldt
£X,v) ¥ £, 1)
n’ n [

Bewijs: Volgt uit lemma 4.4.7 en gevolg 4.4.9.

Gevolg 4.4.11. Als xngx: @+ R en Yn—P;Y: Q-+ R, dan geldt

(1) aX +b¥ Sax+by
n n
(i) X_Y_ > Xy
n n

(iii) x;I ! (als P(X_= 0) = P(X = 0) = 0).

Stelling 4.4.12. (X +X) = (x_ ¥ x).

Bewijs: Voor iedere t ¢ ]Rk is exp(i<t,x>) continu in x (]Rk - JR2),

zodat op grond van gevolg 4.4.10 ook
(4.4.2) expi < £,X >) P exp(i < t,% »).

Na is dus |0, (£) - o ()] = flexp(i<t,X (w)>) - exp(i<t,X(w)>)|dP =
) _

< 2P(lexp(i<t,xn>) - exp(i<t,x>)| Zg) + ¢ voor iedere ¢ > O,

omdat |exp(i<t, x>)l < l. Door eerst = voldoende klein te kiezen en ver-

volgens n voldoende groot zien we hier uit met (4.4.2) dat ¢, (t) ~ oy (B)
n

voor alle t » BY » dow.z. dat X > X (continuiteitsstelling).

b.z.
=

Gevolg 4.4.13. (X_ %) = (X_ ¥0.

Bewijs: Zie stelling 4.4.12 en stelling 4.4.4.

Stelling 4.4.14: (X 3 X) = (X_ Ex

Bewijs: PUIX - Xl 2 ) = P(IX_ - ME > ety < e T BIX_ - Xt -0

voor iedere vaste ¢ > 0 en n + » (zie definitie 4.4.1 en stelling 2.4.15).
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Cpgave 4.4.15. Als Xn ¥ X en als Yn E Y met P(Y = YO) =1,
dan geldt

Opgave 4.4.16. Als X_ X x, dan EIIanIa ~Ex1? (as<).
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5. STERKE LIMIETSTELLINGEN

Onder gterke limietstellingen worden verstaan limietstellingen die
bijna zeker gelden, zoals de sterke wet van de grote aantallen (zie stelling
5.2’6).

5.1, Convergentie van sommen van Stochastische grootheden

We beperken ons tot het een—dimensionale geval.

Lemma 5.1.1 Als Z],Zz,...,Zn stochasten zijn waarvan de verwachting bestaat,

en met P(Zn 2 0) = 1, dan geldt voor iledere ¢ > 0

n
(5.1.1) P(max 2. 2¢) s é~ z J (z, - Z-_l)dP.
1£jsn j=1 3 J

b

j=1
waarbij Z.:= 0 (bijna zeker) en B, = n [Z < el (j=1,2,...,0+1).

0 ] k=0 k
n . =1

Bewijs Zij A = [Z, 2 ¢], zodat Ai= [ max Z, 2el = u A, en3B, = u . We

laten zien dat

1 n
(5.1.2)  1,(w) <= ) 2, =2, ) 1y @),

j=1 j

. Als w ¢ A, dan is er een kleinste index, j = j0 met w ¢ Aj, zodat

] n
weB, =n B, enw¢d U B.. Nu geldt inderdaad (5.1.2), immers:
o 1 3 j=j At
0
n do
) @) = 2, (W) 1y (w) = .Z @) =2, W) =2, (@) 2e=¢ 1.
1 ] j=1 0
n+1 1 n 1
2, Als w ¢ A, dan is w ¢ T Bj’ zodat @ = IA(m) < E.jzl (Zj—Zj_l) 1Bj(w)= pg

We krijgen nu (5.1.1) door in (5.1.2) verwachtingen te nemen (ga na).

Stelling 5.1.2 (Ongelijkheid van Hajek-Rényi). Als XI,XZ,...,Xn C.0.
stochasten zijn met wvar Xj < o (j=1,...,n), dan geldt voor iedere ¢ > 0

elk 1] z Zu..2
en e rij c ) . >0
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m n
(5.1.3) P( max c,|S, ~ES.| 2 €e) s = {e2 } var X, + ¥ c% var X.}
. J o o+l J

(m=!,...,0)

waarbij S8, = i Xk'

Bewijs: Zonder essentiele beperking nemen we EXj = ESj =0 (j=1,2,...,0).

2 2

Definieer: Zj = Coei-i Sm+j-l

(j=1,2,...,n—m+1), zodat

P ;ax Z, 2 52) = P( max c.]S.l = e).
1£j<n~m+1 msj<n 3

In de notatie van lemma 5.1.]1 geldt nu voor j=2,3,...,n-m+l
m+j—1 m+j—-2 m+j=2

B. B,
J 3

(5.1.4) J (2, - 2, )d = (2. -ci. ) J % . 4P +

2 2 2
cm&j-l j Xm.+j-l b + 2cr::.-l-j---'l I Xm+j-lsm+j-2dP'

B. B.
hi , j
en voor j=i (B1 = )
m
(5.1.5) (Z -2.)dP = c- | §%dP = 2 3 var X,.
1 0 m m m ]
B
i
Omdat lBj en Sm+j-2 onafhankelijk zijn van xm+j-1 is £ xm*j-l Sm+j—2dP =
i
= E 1Bj Sm_'_j_2 EXm#j-l = 0, Nu volgt uit (5.1.4) en de monotonie van
de cj dat voor 3 = 2,3,...,n = m + 1 geidt
2 2 2 2
- -* » - - S - L3 — - - -
{5.1.6) f (ZJ ZJ-I)dP cm&;-l J xm+3_1dP < cm+3-l var Xm#;-l
B. B.
] -]

O0.g.v. lemma 5.1.1 volgt (5.1.3) mu uit (5.1.5) en (5.1.6).
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Gevolg 5.1.3. (Ongelijkheid van Kolmogorov). Als XI,X Xn 0.0. stochasten

grees
zijn met var Xj <« {j=1,...,n), dan geldt voor iedere ¢ > O:

j n
P({ max ]i (Xk - Exk)l 2 e) s —%—% var Xj.
€

I1sjsn 1

Bewijs: Neem ¢ =1 (j=1,2,...,n) en m=1 in (5.1.3).
J

Omgekeerd geldt

Stelling 5.1.4. Als Xl’ 9
bestaat met P([xj| $K)=1 (j=1,2,...,n), dan geldt voor iedere ¢ > 0

X ,...,Xn 0.0. stochasten zijn, waarvoor een K

' 2
G 1.7 PCmax |} % - EX)| 2e) =1 - K+e)

n
1sjsmn I (K+e)2+ L var Xj~e2
1

.

Bewijs: Zij weer (zonder wezenlijke beperking) EXk = (0 en zij Sj = . lxk. Dan

geldt (zie lemma 5.1.] en stelling 5.1.2 voor notatie; we hebben hier het

speciale gevalm = | en c‘i =1 (3=1,2,...,n), zodat Zj = S?):

(5.1.8) sap = j s2 4p + | x%ap = J s2 gp + | 1. x%ap = J s° 4p +
b i~1 h] j-i B. ]
B. B. B. B. Q B.
j J 3 J j

+ P(B.) var X.
( J) i’

omdat Xj en ]B. 0.0, zijn. Anderzijds geldt, omdat Bj = Bj+l

v A.B,
3 J

J

(5.1.9) J s2ap = f s2ap + f s%dp < f 52dP + (X + e)° P(a.B,),
| i i j i i3

B, B. A.B, B,
3 Jj+l 173 j+l

dit laatste omdat ]Sj“A.B. < |sj_l||A'B. + llelA_B_ < (e + K)I, o . Omdat
3] 373 i3 33

de Bj niet-stijgend zijn volgt mmu uit (5.1.8) en (5.1.9) dat voor j = 1..:..,n
(5.1.10) I S? dP + P(B ) var X. = J S?dP + (K + e)ZP(A.B.).
=1 n+l 3 b 31

B, Biel
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Sommatie van (5.1.10) levert nu de gevraagde ongelijkheid: omdat A = v A.B.

* .
en A" = Bn+l’ vinden we (S, = Q)

0

) 2 2 2 2
{1 ~P(A)} ] var X; s J §dP + K + €)" P(a) <e™(1 - P(4)) + K + £)7B(A),
1
A

equivalent met (5.1.7).

Stelling 5.1.5 Als Xl,Xz,... o0.,0. stochasten zijn en als E var Xj < =, dan
I

geldt

P(Z (Xj - Exj) convergeert) = 1.
1

13
Bewijs: Zij S_ = I (X, - EX.). Dan geldt: P(limsup |S | 2 M) < P(sup |[S_| 2 M) <
n | J J n-<o n a o

sP(u [|s ] = %j)= lim P ( max ]S | = ") < — Z var X s
=l P Moo= l<nsN M

c.g.v. gevolg 5.1,3. Nu is dus P(llmsup]S [ = «) = P( n [limsup[S | =2M1) =0,
e M=] O n

zodat limsup Sn en liminf Sn bijna zeker eindig zijn. We laten nu zien dat ze

met kans 1 gelijk zijn: Voor iedere £ > 0 en iedere m ¢ W geldt

(limsup 8§ =~ liminf S 2 4e] c [sup S_ = inf §_ =2 4c] c [sup 8 - S_ =z 2] v
n n a2m © pem O p 0B

v [Sm - inf S 2 2e] < [sup ]S - Sm[ z 2e]}, zodat

nam nzm
P(limsup S - liminf S_ 2 4e) < P(sup [S =8 | > 2e) s P(u L[S -8 | 2¢)=
. n>m n=m
= lim P( max lS -5 ] 2 e) < _5' z var X 0.g.v. gevolg 5.1.3., Omdat
Neyoo msnsN o e n=m+1
L]
z var Xn + 0 als m + », is nu P(limsup S - liminf S z 4e) = 0 voor ieder

n=m+1
€ > 0. Dit betekent (ga na) dat P(limsup Sn = liminf Sn) = 1,
L]

.y 0.0, stochasten zijn en als I var Xn < @,

Gevolg 5.1.6. Als KI,X
|

dan geldt

2,.-

(5.1.11) [{ EXn convergeert] nh[P(E Xn convergeert) = 1],
1 ]
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: o [--)
| Bewijs: Als % EXn convergeert, dan is de convergentie van I (Xn - Exn)
: 1

o9
* equivalent met de convergentie van % Xn’ zie verder stelling 5.1.5.

; Opgave 5.1.7. Als Xl,X .+ 0.0. stochasten zijn en als 2 ijn! < », dan is
1

w
: L X met kans &n convergent.
|

!

Opgave 5.1.8. Bewijs de inverse implicatie in (5,1.11) (zie stelling 5.1.5)

Stellzng 5.1.9. Als XI’ g+ee 9.0, stochasten zijn, waarvoor cen K bestaat

met P(IX ! < K) = |1 (n=1,2,...) en waarvoor geldt P(? X_ convergeert) =

dan zijn de reeksen

o o«

z var X_en E EX beide convergent.
1 T

Bewijs: Kies stochastische grootheden (X;) z8 dat XI,X Z’Xé"" 0.0. zijn,

terwijl FX' = FX (dit kan o.g.v. stelling 2.3.3; ga na).
n. n
zij nu X := X - X', zodat P(]xn] € 2K) = 1 (o=1,2,...) en EX_ = 0. Omdat

-] L--] L= I
% Xn b.z. convergeert, convergeren ook % X; en % Xn b.z. Als we definieren

S =

0 » dan volgt uit stelling 5.1.4 dat voor elke Ne W, me¢ N enr ¢ W

— 1
?F?“

(2K + Nﬂl)2

: var X+ (2K + N H? - N 2
m+1 ar Xk

P( max S

I
-S|z 2
m<ksr = N

k

-]
Stel nmu dat E var Xk = % 2 var Ek = «, Dan geldt (voor iedere N ¢ N)
1 1

o« (-]

P(E X divergeert) = P{(u n u U [ISk -5 | = %]) z
N=l n=] p=n k2m n

zlmP(v v [|s -8 |2 -J)> lim 1im P( max [S -S| = %9 =1,

e mzn k2m 10 o n<m<sksr k

[+ - -]

d.w.z. P(Z Xn divergeert) = 1: tegenspraak. Dus I var X <=en dus
1 l

o

(zie opgave 5.1.8) I EXn convergeert.
l




_6]_

Gevolg 5.1.10. (drie reeksen stelling van Kolmogorov). Zij (Xn)T een rij
[--]
0.0. stochasten. De reeks % Xn convergeert dan en slechts dan bijna zeker

als er een c > 0 bestaat 28 dat de volgende drie reeksen alle convergeren:

¢S ) B(|x_| 2 ¢)
n=]

(ll) nl E(Xn 1lxn|<c)
(iii) ) var(X,

] .
n=1 an[<c)’

-
als (i), (ii) em (iii) voor &2n c > 0 convergeren, dan convergeren ze VoOOr
alle ¢ > 0.

Bewijs: Stel dat (i), (ii) en (iii) convergeren en zij Yn 1= Xn 1[Xrl <
Dan volgt uit de convergentie van (ii) en (iii) via gevolg 5.1.6 aft

z Yn b.z. convergeert. Uit de convergentie van (i) volgt (Borel-Cantelli,
1 .

stelling ?.3.2) dat P(Xn # Yn o.v.}) = 0 zodat ook by Xn b.z. convergeert (ver-

gelijk opmerking 3.3.5). 1

b

Stel mu dat ? Xn b.z. convergeert, dan geldt Xn 32 0, zodat P(!Xn] z2coww.)=0

voor iedere ¢ > 0. Hieruit volgt d.g.v. stelling 3.3.6 a dat
(i)} comvergeert voor alle ¢ > 0 en tevens dat
P(Xn # Yn 0.v.) = 0. Nu isg dus ook I Yn b.z. convergent, zodat ook (ii)

en (iii) convergeren o.g.v. stelling 5.1.9.

5.2, Sterke wet wvan de grote aantallen

In K & S hebben we de zwakke wet van de grote aantallen bewezen: als

X],Xz,... 0.0, 2zijn met EXj = u en var Xj = 02 (j=1,2,...), dan geldt

X,

i
(5.2.1) Y f

He

Ll e ¥ =

Nu zal blijken dat in (5.2.1) E vervangen mag worden door b4z', terwijl
het bestaan van var X. niet nodig is; we zullen daarentegen wel eisen dat

alle Xj dezelfde verdeling hebben.
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Lemma 5.2.1. Als (an)T een rij reele getallen is met lim a =a, dan is
n o
. -1
lim n Z a = a
e 1

Bewije: Ga na.

Lemma 5.2.2 {(lemma van Kronecker). Als (bn)T een rij reele getallen is

«w
waarvoor % bn convergeert, dan is

limn ' J k bk = 0.
e 1

Lo
Bewijs: Zij a = .i b, enlima = I bk = a, Dan geldt o.g.v. lemma

k=1 k o n k=1
5.2.1 dat
) B k
limE I E b- > a,
= © k=] j=1
. . 1 o, . n+l ¢ |
zodat (verwisseling van sommatievolgorde) — I (m=j+1)b, = ———-Z b, = —
n Jnl ] n 1 ] n
n
Cmdat %'bj + a, geldt ou
| B
—_— 3 -
= % ij 0.
Lemma 5.2.3. Laat X ,X.,... 0.0. stochasten zijn met 1—§ Ps2- %, dan
. L] l, 2, . - n X—k I

1
er een constante c met de eigenschap

PX=¢) =1,

is

n
Bewijs : Omdat Xk/n by2. 0 als n + » voor iedere k ¢ N, geldt 1 2 X. bs2. X,

ol j=k

zodat X meetbaar is m.b.t. c(Xk,Xk+l,...) voor iedere k ¢ IW. Dit betekent

dat o(X) « T, zodat X b.z. constant is (zie gevolg 3.3.12).

Lemma 5.2.4. E|X| < v e« Y P(|X| 20) <.
1

Bewijs: We hebben (zie gevolg 2.4.6) Elxl = f P([Xl > x)dx, terwijl
0

P(|X| 2 n+1) < J P(|X] > x)dx < P({X| = n),

[n,n+l)
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zodat )} P(|X| 2 n) <sE[X] = } P(|X]| 2 n).
n=1 n=0

Stelling 5.2.5. Als X Xz,... 0.0. stochasten zijn met EXk < @ (k=]1,2,...)

en Ili :l— var xk < o, dan geldt

b_.,_z. (n + =),

i‘ %, - EX)

Bewijs: Uit het gegeven volgt met stelling 5.1.5 dat
P(): - (Xk EXk) convergeert) =

zodat o0.g.v. lemma 5.2.2 geldt dat P(lim
nre

(Xk -EX ) =0) =

1
n

oy T= |

Stelling 5.2.6 (Sterke wet van de grote aantallen, stelling van Kolmogorov).

Laat X sX,50.0 0.0, stochasten zijn met dezelfde verdeling. Dan geldt

(zie opmerk:.ng 4.4.2 voor notatie)
1
(5.2.1) EE )ﬁ( ) e (E]X,] < ®);

n
als E|X,| < « dan geldt ?11- L X, B3Z- g g .

1 i

Bewijs: Als -l-g P32+ 4an geldt (met §_ = g )
n | X g X

X 8 s

n_"n_p-l n-lb.z
n n
X

n n-1 0,

v

1 o.v.) = P([Xn] > no.v.) = 0. Nu geldt o.g.v. lemma 3.3.6 a

-]
dat L P({x |

i\

n) < « en dus (X1 en Xn hebben dezelfde verdeling)
-
zl: P([Xl] > n) < =, zodat wegens lemma 5.2.4 EIX}I < .

Stel, omgekeerd dat E[Xll < =, en definieer

Y =X 1 .
n n

X _|<n
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Dan is B(X_ # ¥ ) = 2(Ix_| 2 ) = P({X[ 2 0) en met (lemma 5.2.4)

-] -]
% P(lel >n) = ? P(X ¢ Yn) < @, zodat (lemma 3.3.6 b) P(X_# Y 0.v.) =0

Nu geldt dus

Ex)w(—l-rf( - Ex,) Ps® 0)«»(-1-§(Y - EY
] n g Xk k n

b.z.
-l

1 n
(5.2.2) (= g X,

Voldoende voor de laatste uitspraak in (5.2.2) is (lemma 5.2.2) dat

= (O k) b, z', en voldoende hiervoor is weer (stelling 5.1.5)

1

@ ] . ..

I — var ¥ < =, Het is dus voldoende om te bewijzen dat
1

-]

(5.2.3) ¥ -%E*rin ) 2E(X

o=l n n=l n IX |<n

We hebben achtereenvolgens (stelling van Fubini)en gebruik makend van
T A 2 (vergelijkingsstelling):
A
n-
§ E(X] Ny, < © I 1 L Hx,|<n Tmels|x |
n m=1 n=l n
[--] [- -]
= 7 3 —E(X m—lslx |<o? S 2 2mP(m—l<lX | < m) <

m=] n=nm n m=l

IA

2 B(Jx, | + 1) <=

n
! b,z
.
Nu geldt dus Py z Xk +*" E X

10

Het volgende begrip is van belang voor de statistiek:

k k)

b.z.

-

Definitie 5.2.7. Laat XI’XZ"°' stochasten zijn met verdelingsfunctie F. De

empirigsche verdelingsfunctie F_ (schatter voor F, gebaseerd op XI,...,Xn)

wordt gedefinieerd door

a 1 v 1
Fn(x) = E; lKka (x) = T # ({k|XkSX}J.

Lemma 5.2.8. Als X

1’
dan geldt voor alle x ¢ R

XZ,... 0.0. stochasten zijn met verdelingsfunctie F,

0)
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F() %% F(x) em F_(x - 0) %3% F(x - 0) (o > ).
Bewijs: F(x) = E IXISK en F(x - 0) = E IXIé . Het bewijs volgt nu direct
. . - - . 18 . .
uit de definitie van Fn(x) (Fn(x ) = E.g 1 Xn<x) en uit stelling 5.2.6.

Stelling 5.2.9 (Glivenko—Cantelli). Als X

1’X2"" 0.0. stochasten zijn met

verdelingsfunctie F, dan geldt

P(lim sup |§ncx) - F(x)| =0) = 1.

n+ xelR
Bewijs: Definieer: x = =w, X = = en (F is continu van rechts)
r,0 T,T
o e k .
Xy = min{x|F(x)z ;& (r =2,3,4,...; k=1,2,...,r-1).
.. . k k+1
Zij Exr,k’xr,k+l) # @, dan is ;-s F(xr,k) < F(xr,k+1 0) = -~ - Voor
X € [xr,k’ xr,k+l) geldt dan
Fale) = F) S F Qe gy =0 = Flx ) = F 2Frper ~ O TFGL L -0
1
+ F(xr,k+l 0) - F(x .k ) s Fn(xr ” o) - F(#r,k+l o) + =
-~ _ -~ - _ = - +
Fn(x) F(x) = Fn(xr,k) F(xr,k+l 0) Fn(xr,k) F(xr,k) + F(xr,k)

-0) 2 F (x ) ~F(x .) -+,

- F(x*l:,]:cﬂ n r,k r,k r

Nu geldt dus voor alle x ¢ R, aller € N en alle w ¢ Q (fn is een functie

van w):
lf (x) - F(x)l £ max IF (x -0) - F(x - 0)| +
n 0<k<r—1 r,k+l r,k+l
= 1
+ max |F (x_,)~Fx_ )| +=,

lsksr-1  © Dok I,k r
zodat o.g.v. lemma 5.2.8 wvoor alle r ¢ N

limsup sup lF (x) - F(x)| = ;- (met kans 1)

e xR
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en dus ook P(lim sup IFn(x) - F(x)[ = 0) = 1.
n+e xelR

Qogave 3.2.10, Als X],

en met EIXI[ < = en als YI’YZ"" 0.0. stochasten zijn met dezelfde verdeling

Xz,... 0.0. stochasten zijn met dezelfde verdeling
(niet noodzakelijk die van Xl) met EIYII <wenkE ¥ # 0, dan geldt

X, EX]

2o Tomme

1

<]
-

als EX, + EY, # 0, dan geldt

X,
: b, z. .....Ef.l.._ e A
EX +EY1' Bewiijs dit.

(X.+Y,)
J 3

o= g | e 18
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. "6, CENTRALE LIMIETSTELLING

6.1. De stelling van Lindeberg

We geven hier een algemenere versie van de centrale limietstelling

(zie stelling 4.2.4). Voor de notatie zie ook sectie 4.3.b.

Stelling 6.1.1 (Lindeberg). Zij (Xk}T een rij o0.0. stochasten met

2 .. n
EXk m en vag Xk v, < (k=1,2,...)., Zij verder M,n % m en

n
V2 = T vz. Definieer
n 1 k

Xkﬂmk _ n
Xn,k = Vn ? Xn - g X

n,k °’

(6.1.1)

Fn,k(x) = FX (x), Fn(x) = FX {(x).
n,k n

Dan geldt: als voor iedere t > 0

' n
(6.1.2) lim ) x’dF_ | (x) = 0,
n+» k=] IK ST ?

1 1 -y2/2
dan is lim Fn(x) = 75 J e dy =2 ¢(x).

n
=
1+
y iy n ~t%/2 .
Bewijs: We moeten bewijzen dat @n(t)== ? 9, k(t) -+ @ . We bewijzen
]
eerst dat wn’k(t) +1 (n+=; 1<%k s n). We hebben (E Xn,k = Q)

(6.1.3) l"n,k(t) -1 = |] (1 - - itx)an,kl's %J x> dF

-—CX

2k’

omdat (ga na) lela -1 - ial < a2/2. Zij ¢ > 0, dan geldt

2

2 2 2
(6.1.4) J X an,k s e’ + X _an,k 5 2e
—e |x]>¢
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als n voldoende groot em voor alle k < n; de laatste ongelijkheid o.g.v.
(6.1.2), Uit (6.1.3) volgt dan dat (voor willekeurige T > O en geschikt

gekozen €)

o (&) =1 £ e21%<}
I n,k

voor alle |t| s T, alle voldoend grote m en alle k < n. Voor le] s T

geldt dan

o st n
(6.1.5) log o_(t) = g log 9 | (£) = § log(l + o (£)=1) = Elccpn’kct)-n +R,

2
n = 3 . n o . (e)-1
(-1 i |¥n,k [
met R | =]} § L qe () -1M] sy} L T S
Rl gap 2 n,k ko1 1Tlog R (801
n
2
< t) =17,
kzllmn’kc ) -1
) 2 g2
Wegens (6.1.3) en het feit dat var Xn = ? var Xn,k = % EXn,k = 1, hebben we
20 7 2
t 2 t
%lq: ’k(t)—lls—z—§ Jx dF =5 » zodat
ol <5 max | |
R | £ = max |9 () -1}.
2 I<k=n ok

Uit (6.1.3) en (6.1.4) volgt dat . k(t) + 1 als n + =, uniform in ¢t
]

voor Itl < Tvoor 0 < k < n, zodat Rn + 0 uniform in t voor |t| < T voor
iedere vaste T > 0. Anderzijds geldt (vergelijk 6.1.3)
n 2

t
(6.1.6) % G (B =1 = =0

o

n : .
met (we hebben z E X2 = ] en (ga na) [elu -1 -ic+ %Tl = .

1 n,k

en Ielu -1- iul 5 a2/2 voor a > 0):

w

lpnl = | tf J F o1 - fex + £ ls—l-E-l-Z
k=1 1

2 )an,k 6

n
+ tZ z

3 n n
2 le]”. 2 2 2 .
) A ¥ xdF o+t % { XdF
lx >e X|se lx >E

'



Voor een willekeurige n > 0 en een vaste T > O kunnen we € zo klein kiezen

en vervolgens (zie (6.).2)) n. zo groot, dat ]pn] < n voor allen 2 Dy =

0
$ T. Dit betekent dat p_ - 0 uniform op e] =T
o]

= no(n,eT) en alle lt

en dus, met (6.1.5) en (6.1.6), dat log wn(t)-+ - %? en dus

2
Wn(t) -+ e_t /2 (n + =),

uniform op elk eindig interval [t| < T. Dit betekent (continuiteitsstelling)

dat Fn(x) + #(x) voor alle x ¢ R als n » =,

Opgave 6.1.2. Bewijs dat voor o > 0 geldt

ia 2 i o o3
| e -1 = ia| £ a®/2 en le“-]—ia+7[75-—a—.

Opgave 6.1.3, Ga na dat de Lindeberg voorwaarde {(6.1.2) vervuld is als

XI'XZ'"' 0.0. zijn en dezelfde verdeling hebben met ¢ < var Xl < w,

6.2. De wet van de geitereerde logarithme

We zagen in stelling 5.2.6 dat voor onafhankelijke XI,X yees met de-

2
zelfde verdeling en Elxll < » geldt

(6.2.1) X, * ... *+ X - n EX, b,z

0 (n » =)

n

Formule (6.2.1) suggereert dat delen door n te grof is; het is inderdaad
niet moeilijk om in te zien (gebruik makend van de centrale limietstelling,

dus als wvar X1 bestaat) dat ook

xl + 4 ea + xn - n Ex] b.z-
3

Y] {n + =),

Yo log n
Anderzijds volgt uit de centrale limietstelling dat niet geldt:

X + LI +x -nEX
js

oy

1 1 b;z.

0.
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Hoe groot X, + ... + Xn ~ n EX wordt (met kans 1) is de inhoud van de
volgende stelling, die we bewijzen voor het speciale geval dat
P(Xl 2 1)=1- P(Xl =0) =pmet 0<p<1 (ziel 31).

Stelling 6.2.]1 (wet van de geitereerde logarithme): Als Xl, XZ"" 0.0.

stochasten zijn met dezelfde verdeling en met var Xl = 02 < =, dan geldt

X +,..#X -n EX

(6.2.2) P(limsup 5 L ]
m (2nc” loglogn)

= 1) =1

Bewijs: We geven het bewijs voor Bernoulli verdeelde XI. Nu is (6.2.2)

equivalent met (we schrijven X1+...+Xn = Sn en l-p=q) (6.2.3) &n (6.2.4):
(6.2.3) P(Sn > np + A{2npq loglogn)5 o.v.) =1 (< 1),

(6.2.4) P(Sn > np + A(2npq loglogn)i o.v.} =0 (> 1).

We maken gebruik van het feit (ga na) dat er een constante c bestaat, on-

afhankelijk van n, met de eigenschap:

(6.2.5) P(Sn > np) > ¢ (= 1,2,044)
Verder hebben we de volgende lemma's nodig.

Lemma 6.2.2. Zij x ¢ R en zij A = [Sk - kp > x voor een k < nl. Dan is

P(A) = c-] P(Sn - up > x).

S _-np -ix
Lemma 6.2.3. P(— >x )~ ! e © (x = o(nl/G); n -+ «).
vnpq n xn/Zﬂ o

We bewijzen eerst (6.2.4). Zij v 28 dat 1 < vy < A, n, = [Yr] en zij

1}.

= - i
Br {Sn np > A(anpq loglognr) Voor een n € (nr,nr+l
Het is nu voldoende om te bewijzen dat P(Br 0.v.) = 0, dus (zie
stelling 3.3.2, lemma van Borel-Cantelli) dat EP(Br) < =, Volgens lemma

6.2.2 geldt (we schrijven En = (s - np)(npq)-i):
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-1 _ ) 5, _
P(Br) <ec P(Snr+1 n_ P> A(anpq loglog n ) %)
-] ~ nr & -1 ~ i
= ¢  P(S > 2@ loglogn_)*) < ¢ ~ P(S > (2X loglogn_)*,
n n r n r
r+l T+l r+l

omdat YA > “r+llnr ~ y voor r voldoende groot. Nu is dus (zie lemma 6.2.3)

{ —Aloglognr

P(Br) <¢c e = ¢ {log nr)-l ~ é_ltr Tog Y)-A

zodat EP(Br) < «, omdat A > 1.

Zij nu A < 1. We kiezen mu N ¢ IN zo groot dat

(6.2.6) L > n >,
waarn <1 nog geschikt gekozen zal worden, en schrijven n_ = N°. Omdat
het lemma van Borel (lemma 3.3.6.b) alleen voor onafhankelijke gebeurtenissen

geldt, beschouwen we

zodat Dr een binomiale verdeling heeft met parameters n. =~ en p.

n
1

Qmdat n > A, is het voor (6.2.3) voldoende om te laten zien dat
{(6.2.7) P(A.r 0.V.) = 1,

i

dat de vervanging van Sn door Dr geen wezenlijke invioed heeft. We hebben
r

waarin Ar = [Dr - (nr - nr—l) P> n(qunr loglognr) J, als we nog aantonen

n
voor (grote r, zie lemma 6.2.3) met % - N 1 H
nr-nr_l N -1 n

D -(n -n -1
P(a) = p(— L T
Hnr;n

)p n }
> n(2 —Z=—— loglogn)") =
) pq) r -l

r-1

Dr:_(n}:_nr—l)p -nloglognr

=] =

z P( > (2n loglognr)i) >

({(a_-n l)pq)i

loglogn
r r- r

= 1 > %-voor grote r, omdat n < 1.

n
loglognr(lognr)
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o .
Nu is dus E P(Ar) = o, We laten nu nog zien dat vergeleken met Sn het
I r

"beginstuk' I te verwaarlozen is. Op grond van (6.2.4) met A = 2, is er
=1

bij iedere € > Q0 een N = N(eg) 25 dat

-— i -
(6.2.8) p(lsnrm1 nr*lpl < 2(2n__,pq loglogn _)%) > 1 - ¢

1)2. Dan volgt uit (6.2.6) dat

voor alle r > N. Kies nu n 26 dat I - n < (n;

-1 2
Qnr** = &nrN < nr(n A,

zodat 0.g.v. (6.2.8) voor alle r > N

- = byos g o
P(Snr-l n__,P > (n = A)(Zpan_ loglogn )®) > I - e.

Omdat Dr + Sn ~n_p= Sn - np volgt dan dat

r-1 T

- > £ C.V > - £
. - l -
P(S n_p A(qun 1oglogn ) )

voor iedere € > 0, d.w.2z. (6.2.3) geldt.

Opgave 6.2.6. Bewijs (6.2.5)

Opgave 6.2.7. Bewijs lemma 6.2,2.

Opmerking 6.2.8. Voor een bewijs van lemma 6.2.3. verwijzen we naar [3]. Voor

de normale verdelingsfunctie ¢ geldt

‘ 2
(6.2.9) 1 - #(x) ~ ;71_2_{ X /2

(x » »);

Het bewijs van stelling 6.2.1 voor normaal verdeelde Xl kan op dezelfde
manier worden gegeven. Dit bewijs kan dan worden gebruikt om de stelling
algemener te bewijzen door de verdelingsfunctie van S: met ¢ te vergelijken,

zoals 1n lemma 6.2.3.

Opgave 6.2,9., Bewijs (6.2.9).
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7. VOORWAARDELIJKE VERWACHTING EN MARTINGALEN

7.1. Voorwaardelijke verwachting

In deze paragraaf voeren we een abstract begrip voormwaardelijke ver-
wachting in. We zullen daarna het verband aangeven tussen dit begrip en
de voorwaardelijke verwachting berekend m.b.v. de voorwaardelijke kans-
verdeling, zoals die werd ingevoerd in K & §. Een belangrijk hulpmiddel
in deze paragraaf is de stelling van Radon-Nikodym ( gevolg A 6.4); deze

stelling maakt -de volgende definitie mogelijk (zie ook opmerking A 6.5).

Definitie 7.1.1. Zij X een reele stochast op (?,F,P), waarvan de verwachting

bestaat (zie opmerking 2.4.2) en zij B ¢ F een g—algebra. De voorwaardelijke
verwachting van X onder de voorwaarde (of: gegeven) B, notatie E(X|B)
wordt gedefinieerd als die eenduidig op fN(met uitzondering van een ver-

zameling B ¢ B met P(B) = 0) bepaalde B-meetbare stochast Z, die voldoet aan

(7.1.1) J ZdP = J XdP (B ¢ B),
B B

d.w.2z,

(7.1.2) J E(X|B)dP = J XdP (B ¢ B).
B B

Definitie 7.1.2. We zeggen voor A € B(IR) en U: @ »1® dat Ue A B- b.z.,

als er een B € B bestaat met P(B) = | en met de eigenschap dat U(w) € A

voor alle w ¢ B.

Stelling 7.1.3. De voorwaardelijke verwachting heeft de volgende eigenschappen:

(i) E (E(X[B))= EX

(ii) Als B = {#,0}, dan is E(X|B) = EX (alle w ¢ Q)

(iii) als P*(B) = P(B) voor alle B ¢ B dan is E(X|B) =EX B - b.z.
(iv) E(aX + bY|B) = aE(X|B) + bE(Y|B) (B - b.z.; (a,b) ¢ R%)
(v) Als X <Y b.z., dan is E(X|B) < E(Y|{B) B - b.z.

(vi) Als E(X|B) < EX b.z. dam is E(X|B) = EX B - b.z.

Bewijs: (i) Neem B = in (7.1.2); (ii) EX voldoet aan (7.1.2) en @ is de
enige gebeurtenis in B = {@,0} met kans nul; (iii) Omdat P(B) = 0 of P(B) = 1,
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voldoet EX aan (7.1.2); (iv) aE(X[B) + bE(Y|B) is B-meetbaar en voldoet
aan (7.1.2); (v) Stel dat E(X|B) > E(YIB) op B ¢ B met P(B) > 0, dan is

ook é XdP » f YdP: tegenspraak; (vi) Bewijs analoog aan dat van (V) (zie (i)).
B

Definitie 7.1.4. Als X,Y

definieert men

I’YZ"'° stochasten zijn en als E X bestaat, dan

E(XIYI,YZ,..):= E(XIG(YI,YZ,..)).

Stelling 7.1.5.Laat X en Y stochasten zijn en laat EX bestaan. Dam is er

een Borel-meethare functie h zd dat
EX{Y) = n(y).

Bewijs: E(x]Y) is o(Y)-meetbaar. Zie verder stelling !.3.20.

Stelling 7.1.6. Zij X een stochast waarvoor EX bestaat en zij (Bn)z een rij
<
disjuncte gebeurtenissen met 8 Bn = Q. Zij verder P(Bo) =0, P(Bj) >0

(j=1,2,+..) en B = U{BO’Bi""} (zie definitie 1.3.7).
Dan geld+

E X1
L] B
_ = n . 3 =
(7.1.3)  E(X|B) (0) = W(w) : ; T lp W@ (e By i3 1,2,...).
n=1 n n

Bewijs: De functie W is ten duidelijkste B-meetbaar en voor iedere

B ¢ B, d.w.2. voor iedere B van de vorm (zie opgave !1.3.19) B =u Bj . geldt
. o m

J WdP = } j Wi = § E(X 15 ) < ) J XAP = J xap
m g m jm L B '

Iy J

Omdat By het enige niet lege element van B is met kans mul, is W = E(X|B), d.w.

(7.1.3) is juist.

Opmerking 7.1.7. Voor w € Bj (j=1,2,...) geldt nu (zie K & §)

E(X|B) = E(X[Bj):= E x_ P(X = xnlnj),

als { P(X = xn) = ],
i
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Iomers E x P(X = xnIBj) = 2 x P((X=x]n Bj)/P(Bj) = E(X IB;/P(Bj).

E(X[B) interpreteren we als de verwachting van X gegeven het (deel-) ex-
periment B. Zie ook definitie 7.1.12 voor verdere aansluiting van dit

nieuwe begrip voorwaardelijke verwachting bij het oude.

Stelling 7.1.8., Als B en C o-algebra's zijn met B« C ¢ F, dan is

E(X|B) =EEX]|C)|B) (B - b.z.) .

Bewijs: Beide leden zijn B-meetbaar. Voor B ¢ B ¢ C geldt o.g.v. definitie
7.1.2

J E(E(X|C) | B)dP = J E(x|C)dP =J X dP.
B B B

Stelling 7.1.9. Laat X en Y stochasten zijn waarveor EY en E(XY) bestaan en

zij X meetbaar m.b.t. B < F. Dan geldt (b.z.)

E(XY|B) = X E (Y|B)

Bewijs: Laat X en Y niet-negatief zijn. Dan is er een rij trapfuncties

(X Yvan de vorm X =% b 1 met B ¢ B z6 dat X 4 X. Voor iedere
n n 1 k Bk k n

vaste Xn geldt dan

N N
I X E(Y|B)dP = % by J E(Y|B)dp = } b, J YdP = I X_YdP.

1
B Ban Ban B

Op grond van de monotone couvergentiestelling (stelling A 4.7) geldt dan

J X E(Y|B)dP = lim J X_E(Y|B)dP = lim J X_YdP = J XYdP ,
nre n e a

B B B
zodat X E(YIB) = E(XYIB) (zie ook stelling 7.1.3.(v)). Het algemene geval
. . + - + -
volgt nu door X en Y te splitsenin X =X - X enY¥Y =Y - Y en het
bovenstaande op elk van de vier termen toe te passen (vergelijk opmerking
2.4.2 ).
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Stelling 7.1.10. Als X en Y onafhankelijk zijn en EX bestaat, dan is

EX]Y) = EX (b.z.).

Bewijs: Zij B ¢ o(Y) (vergelijk defimitie 7.1.4). Dan zijn X en 1B onaf-
hankelijk, zodat

J E(X|Y)dP = [ XdP = J 1pXdP = E 1 EX = I EXdP.
B B Q B

omdat de constante EX meetbaar is m.b.t. tot o(Y), is mu E(X|Y) = EX b.z.

Stelling 7.1.11. Als B en C o-algebra's zijn, waarvoor Bec € c F, dan is

E(X|B) = E(E(X|B)|C) (C - b.z.).

Bewijs: E(X|B) is meetbaar m.b.t. B en dus m.b.t. . Op grond van stelling
7.1.9 (met ¥ = 1) geldt dan

E(E(X|B)|C) = E(X|B)E(L|C) = E(X|B) ¢ - b.z.,

omdat E(1|C) =1 C - b.z.
We geven nu een afzonderlijke definitie van E(X[Y =y), en laten zien
dat deze definitie aansluit bij definitie 7.1.]1 en bij de elementaire

definities in K & S.

Definitie 7.1.12. Laat X en Y stochasten zijn en laat EX bestaan. De voor-

waardelijke verwachting van X onder de voorwaarde dat Y = y, notatie:
E(XIY = y) is die PY-eenduidig bepaalde Borel-meetbare functie z, die voor
alle B € B(R) voldoet aan

(7.1.4) J z(y)dF_Y = J XdP.
B YeB

Deze definitie is weer mogelijk o.g.v. de stelling van Radon-Nikodym

(stelling A 6.3), omdat de verschil-maat v gedefinieerd door

v(B) = J XdP
YeB
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absoluut continu is t.o.v. de maat PY (zie opmerking 2.2.7): als P(Y ¢ B) = O,
dan is v(8) = 0. We kunnen.E(XlY =y) dus PY - b.z. definieren door

(7.1.5) J E(X|Y = y)dF, = J XdP, (B ¢ B(R)).
B YeB

Het verband tussen de definities 7.1.1 en 7.1.12 blijkt uit de volgende

stelling.

Stelling 7.1.13. Als z(y) = E(XIY = y), dan geldt

z(Y) = EX|Y) a{¥) - b.z.

Bewijs: Omdat z Borel-meetbaar is, is z(Y) meetbaar m.b.t, o(Y¥). Zij nu
Ce g(Y), dan is er een B ¢ B(R) met C = [Y € B] = Y-l(B). Dan geldt
(zie lemma 2.4.3 en stelling 2.4.4):

J z(Y)dP = I 2(¥) 1y pdP = f 2(¥)15(¥)dP = J z(y)dF, =
c Q Q B

= J XdP = J Xgr ,
YeB Cc

d.w.z. é(Y) = E(XIY) (b.z.).

Voorbeeld 7.1.14. Laat (X,Y) een discrete verdeling hebben met

P((X:Y) » (K,Y)) = Px,y

en E|X| < ». Dan geldt volgens de elementaire definitie (zie K & S):

Z(y):= EX|Y = y) = | x P(X=x|¥ay) = ] x p_ g/ By,
X X ’

zodat met B = {y} ¢ R geldt (vergelijk bewijs stelling 7.1.3):

(7.1.6) J 2(y)dF_ = Z(y)P(Y=y) = ) x p_ = [ x dF, _ = [ X dp.
B h¢ X XY yeB LY yip
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Omdat iedere B ¢ o(Y) een aftelbare vereniging is van verzamelingen van de
vorm [Y = y] geldt (7.1.6) voor alle B ¢ o(Y), zodat P
Z(y) = z(y) = EX|Y = y).

v b.z. geldt dat

Voorbeeld 7.1.15. Laat {X,Y) absoluut continu zijn met kansdichtheid £,
en zij E[X| < =. Dan geldt op het kansveld (]R2 , B(]Rz), PX Y)(zie (7.1.4))
>

PY - b.z. dat voor B € B(R)

J z(y)fY(y)dy = JJ x E{x,y)dxdy = j (J x f{x,y)dx)dy =
B _yeB B R

(o R
—
—
L]
W2
nly
~—
[+N
M
Ly
o
~~
“
~t

zodat By - b.z, geldt z(y) = J X f(x,Y)IEY(y)dx zoals gedefinieerd in K & 5

-]

Opmerking 7.1.16. Om voorwaardelijke verwachtingen te berekemen is het soms

handig om, zoals in voorbeeld 7.1.15 reele kansvelden van de vorm

(IRn, B(IR“), )} te beschouwen.

4
Xl,...,Xn

Opgave 7.1.17. Laat X en Y 0.0. zijn en exponentieel verdeeld.
Bereken
EX | X + Y).

Definitie 7.1.18. De woorwaardelijke kansverdeling van een stochastische

vector X gegeven B, notatie Px(- IB) wordt gedefinieerd door (vergelijk

opmerking 2,2.7)

P, (A]B) = E(1,(X)]B) A « B(RY))

Gevolg 7.1.19., Laat X en Y stochastische vectoren zijn met Y ¢ Rk, dan geldt

P (4) = f PX(A‘Y)dP = J Py AlY = y)dPy

Q BF

Bewijs : 1‘-‘}{(A):r= P(X e A) = E IA(X). Zie verder stelling 7.1.3 (1)
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Opgave 7.1.20. Laat XI’XZ""’Xn 0.0. 2zijn en N(p,!) verdeeld.
Bewijs dat voor A ¢ B(R™)
P (A]xl+...+xn)

XI,.-.,Xn

niet afhangt van p (d.w.z. dat X + ... + Xn voldoende is voor u; zie K & 8).

1

We bewijzen nu een aantal eigenschappen van voorwaardelijke verwachtingen,
die we al kennen voor "gewone" verwachtingen (d.w.z. voor integralen; zie

ook Appendix, paragraaf A 4).

Stelling 7.1.21 (monotone convergentiestelling). Zij 0 <X <X, < ... een

1 2
by X met EX < =, dan geldt voor iedere c-algebra

rij stochasten met Xn
B < F:

Ex_| B) bi2+ £(x| B).
Bewijs: Omdat E(anB) < E(Xn+1[B) < E(X|B) b.z. o.g.v. stelling 7.1.3 (v),

bestaat %ig E(Xn[B) b.z. Nu geldt wegens (twee maal) de '"gewone' montone

convergentiestelling (A 4,7) voor iedere B ¢ B

lim E(X_|B)dP = 1im J E(X_|B)dP = lim J X dP = J XdP.
n n n
T R LI

Stelling 7.1.22 {(lemma van Fatou). Zij (Xn)T een rij niet-negatieve stochasten

met EX < » en E liminf X < «, dan geldt b.z.
n o »® n
E(liminf X |B) < liminf E(xnls).
we [

Bewijs: liminf Xn = lim Yn met Yn = inf Xk’ waarbij Y een niet-dalende
e nre kzn n
rij is. Wegens de voorgaande stelling is dus

E(liminf X_|B) = lim E(Y_|B) s liminf E(X_|B),
e o = n = n

omdat E(Y {B) < E(X, |B) voor iedere k z n en dus E(YnIB) < f:;’ﬁ E(x, |B).
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Stelling 7.1.23 (ongelijkheid van Jensén). Als h: (a,b) - R een convexe

functie 18 en als X een stochast is met waarden in (a,b), terwijl E X en

Eh(X) . bestaan, dan geldt voor iedere oc-algebra B c F
E(h(X)[B) = n(E(X|B)) b.z.

Bewijs: We hebben (zie(2.4.3) h(x) 2 2(x) = h(xo) + A(xo)(x - xo), waarbij

A niet-dalend is. Substitutie van x = X(w) en x, = E(X|B) (u) levert
h(X) 2 h(E(X|B)) + AEX|BMX - E&I|B)),

zodat o.g.v. stelling 7.1.3 (v) E((X)|B) 2 h(E (X|B)), omdat
E(MEX|B)) (X - E(X|B))|B) = A(E(X|B)) EX - E(X|B)|B) =

vergelijk stelling 7.1.9 en stelling 7.1.3 (iv).

7.2, Martiqgglen

De martingalen vormen een klasse stochastische processen (in geval
van discrete tijd: van rijen stochastische grootheden) met speciale con-
vergentie-eigenschappen (zie stelling 7.2.15). Martingalen spelen daarom
de laatste tijd een belangrijke rol in de kansrekening. We beperken ons

hier tot het geval van discrete tijd.

Definitie 7.2.1. Een rij stochasten (Xn)T heet een martingaal, als

E Xn bestaat voor alle n en als met kans |

(7.2.1)  EX_,_ | 0K seeenX ) = K (ne N, me IN).

(Xn)l heet een sub~martingaal als E(Xn+m IG(XI,...,Xn)) p-] Xn (met kans 1)
en een Super martingaal als E(Xn+mlc(xl,,,,xn)) < X_ (met kans 1).

Definitie 7.2.2. (X )m heet een achterwaartse (sub/super) martingaal, als
,--.,x

2,X een (sub/super) martingaal is, d.w.z. als (met kans 1)

))(>) X {
(<) ne N, me N).

E .
(xnlc(xm+n'x m+n

m+n+1""

Voorbeeld 7.2.3, aAls (X ) een rij o0.0. stochasten is met E x =0 (ne IN),
en als S = E Xk dan is (S ) een martingaal.
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Voorbeeld 7.2.4. Als ¥,X ,X_,... stochasten zijn en als EY bestaat, dan is

1*72
Z = E(Y]Xn,x se«+) een achterwaartse martingaal.

n+1
Opgave 7.2.5, Verifieer de beweringen in voorbeelden 7.2.3 en 7.2.4.

Stelling 7.2.6. Als (Xn)? een (sub)-martingaal is, dan is

+ @ o
(Xn)l v (max(xnso))l

een submartingaal.
Bewijs: De functie g(x):= x" is niet-dalend en convex, terwijl natuurlijk
c(X:,...,X;) < c(xl,...,Xn). Nu geldt (ongelijkheid van Jensen; zie ook

stelling 7.1.8) met kans |

+ + + + N
E(Xnmlxl,.."xn) E(E(g(x )IXI,ooc,Xn)le,tta,Xn) 2

n+m

2 E(EM_, |X s e sX D X],enuX) 2 EGED X, 00X = X

n+m

Stelling 7.2.7. Als (xn)T een martingaal is, dan is ([an)? een submartingaal.

Bewijs: Als dat van stelling 7.2.6. De functie |X| is convex (niet niet-
dalend).

Stelling 7.2.8. Als {(Xn)T,X} een martingaal is, dan geldt voor iedere ¢ > 0O

)|
P(sup IXn[ >e) <= J |X|dP.

n supan|>e

n
Bewijs: Volgens stelling 7.2.7 is {(|Xn|)T,|Xl} een submartingaal, zodat
(7.2, ECUR[|x [ fx D 2 x| (bezas ne W),

i1 -
Zij Aj = [1xj| > el ? [leI <el]enBs= [sz? |Xn] > ¢], dan is B = ? Aj,
)

terwijl de Aj disjunct zijn. Nu geldt (zie definitie 7.1.1 en (7.2.1)
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-3

xlae = ) J £(|x]

A
n

[xl|,...,]xn|)dp

J' x|dp = ]
1
B

o r—

2

—r-18

n
J |x [dP = ¢ ] P(A ) = = B(B).
A o

n

Stelling 7.2.9. Als (Xn)T een achterwaartse martingaal is, dan geldt voor

iedere ¢ > 0

P(sup'lxnl > €) S-é— J’ lX][dP.

" suplxn|>s

n

Bewijs: Volgt uit stelliﬁg 7.2.8 door op te merken dat voor iedere n de ¥ij X

X ...r%, een martingaal d.w.z.aan (7.2.1)voldoet 1s en n + « te laten gaan.

n-1' 1

De volgende definities zijn voorbereiding voor de convergentie-stelling

voor (sub-)martingalen (stelling 7.2.15 ).

Definitie 7.2.10. Zij (xn)o; een rij reéle getallen en zij - < a < b < =,
Definieer '

ky =min {i ¢ W lx, < al) b
1

k2=min{ie]N[i>k],xi2b}

.
.

kzjﬂnmln{:.e]N | 1>k2j,xisa}
k2j+2 = min {i € W [1 > k2j+l’ x5 z b},
1}

hn=max{_]emlkzjsn}

1 als k,. < k s k

23 voor een J] € W

2j+1
en i, =

0 anders

We noemen hn het aantal "uperossings' van het interval [a,bl in de rij
XyseeesX 3 het aantal malen dat de rij boven b komt na eerst onder a geweest
te zijn. '

kl =walg {i ¢ W {xisa} = ¢,analoog voor kz,k3,...; hn=0 als {jeN 'ij <n’
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Lemma 7.2.11. i wordt bepaald door xl’xZ""’xk-I' Precieser:
[l.k = 1] Bjsk—l 3j<rsk—1[xj Sa, x_2b s X > 80X a]
[‘lk = 0] e ajSk-l [xj < a, xj-i-l < b,...,xk_l < bl Vv Vlsjsk—l[xj > al.

Bewijs: Ga na.

Lemma 7.2.12,
t +*

- L) 1 - s - + e -
(7.2.2) r§3 iz -x_|)s(a-bh + (x -a)

Bewijs: We beschouwen drie gevallen:(i) hn = 0, Dan zijn alle ir = 0, zodat

(7.2.2) triviaal geldt. (ii) hn > 0, kZhn < n, k2hn+l > n. Dan geldt (zie

definitie van ir en merk op dat X 3 b en X < a)
2n 2n+1
? ( )
iz, -x__.)=1 ( - ) ¥ el 1 (x. - )t el t
N IS e TS ky kg kgol
+ i ( - Y4+l ( - )t
D e R B P Kop -1 Kgp - Koy —17]
n n n n n n
+1i ( - ) ¥ e + 1 (x -x )=
k2h +1 kah +1. xk2h n n n-~1
n n n
= - + . a2 e + - + X - S
xka xk2 kahn-l xkzhu-z n xkzhn

+
Shn(a-b) +xn—a=hn(a-b) + (xn-a) .
(ii1) hn > 0, k2hn+1 < n, k2hn+2 >n. Dan geldt op dezelfde manier -

n

I

‘ +
“Xon < hn(a-b) < hn(a—b) + (xn-a) .
=3 n .

2h +1
n
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We definieren nu (gegeneraliseerde) stochasten Kj, Hn en Ir, door
in definitie 7.2.10 de rij (xn)T te vervangen door een rij stochasten

(Xn)lT Hierbij is K, mogelijk gegeneraliseerd geheelwaardig (vergelijk

definities A 3.1 en A 4.2), d.w.2. dat P(Kj = w} > (0. We kunnen Kl

yoluit schrijven als

K = E nl n-1 tels ’
n=1 [Xx gal] n [X.>al n[X >aj
o ) j ;@

waaruit blijkt dat K, meetbaar is m.b.t. U(Xl,Xz,...); dit laatste geldt

1
net zo voor Kj met j > 1.

Lemma 7.2.13. (i) o(L) c o(X 5..0,X )

o
(7.2.3) (i)  § I ~X_)s(a-bH + & -al

r=3
Bewijs: Zie lemma 7.2.1l-en 7.2,12.

Stelling 7.2.14. Als (Xn)T een submartingaal is, dan geldt (in de hierboven

ingevoerde notatie)

-+
(7.2.8) (b - a) E H < E(xn - a)

~ o
Als (Xn)1 een achterwaartse martingaal is, dan geldt voor het aantal
"upcrossings" H' X, X v o X
P £s Hn van Xn, xn-l' ,Xl

(b - a)E ! 5 E(X, - a)t

Bewijs: Zij (Xn)T een submartingaal., Dan is(definitie)

EX =% | XX ) = EQ [ X550 X ) - X 20 (bazl)
en dus, omdat Ik 2 0 (b.2z.) en U(Ik) c c(xl,...,xk_l) (lemma 7.2.13):
EL X - X ) = EEQE - X DXk ) = BLE &Ky XX )

n
Nu is dus wegens (7.2.3): (a - b)E H +EX - a2 E ) L& ~ %20

equivalent met (7.2.4). 3
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Stelling 7.2.15 (convergentiestelling voor submartingalen). Zij (X )T een
08 2’1

submartingaal waarvoor sup E[an < o, Dan bestaat er een stochast X met
n
de eigenschap dat

X b;z.

n X,

terwijl E|X| < sup Eanl
n

Bewijs: Definieer A:= [(Xn) is niet convergent]. Dan geldt (ga na)

A= y A = U [liminf X_ st < s < limsup X 1,
r,s r,s n n
r,s n+e D<o
waarbij de vereniging wordt genomen over alle rationale r en s. We bewijzen
dat P(A
Ty

7.2.10). Omdat 0 < H < H
b;z. n

S) = 0, Zij Hn het aantal "upcrossings" van [r,s] (zie definitie
01 is er een (gegeneraliseerd reéel-waardige) H
H. Op grond van monotone convergentie (Stelling A 4.7) en stelling

7.2.14 geldt dan

met H
n

E(X -r)"
EH= j HdP = sup E H_ < sup ———e— .
n s=T
1 n

Oudat E(X - )’ < E[x_-r| sE|X_| + |r] < szp E|X_| +{r[,is EH < =, zodat

P(H < =) = . Dit betekent dat P(Ar S) = 0 voor iedere r en s; immers
¥

Ar s < [H ==, Nu is ook P(A) = 0, zodat (Xn) bijna zeker convergeert:
b ]

X b;z.

0 X. Voor X geldt dan (lemma van Fatou; stelling A 4.8 ):

E|X| = E lim|X | = E liminf|X | < liminf E|X_| < sup E|[X_| < =.
o D o B oo n a n

Stelling 7.2.16,21i] (Xn)T een achterwaartse submartingaal..Dan is er. een
bz
7 X

(gegeneraliseerd reeel-waardige) X met X

Bewijs: Analoog aan dat van stelling 7.2.15 voor eindige rijen in,...,il.
Dan geldt voor H; (zie stelling 7.2.14)

L+
E(X,-1) E|X11+]r]

§—Y §—r

E'H' =<
n

Nu is X niet noodzakelijk eindig met kans I, omdat niet geeist is dat

E|Xn| begrensd is.
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Definitie 7.2.17. Een rij stochasten (Xﬁ)? heet uniform integreerbaar, als

Y50 %k >0 Vnew E(Ianllx IzK) < g.
£ n €

Lemma 7.2.18. Als de rij (Xn)T uniform integreerbaar is, dan geldt

v £ [B(B) < 8 = (¥ J [Xn[dP < g)l.

e>Q 6 >0 B
B

Bewijs: Ga na.'

Lemma 7.2.19. Laat X_ byz.

X, waarbij P(|X]| < =) = 1, terwijl (Xn)? uniform

integreerbaar is. Dan geldt (zie definitie 4.4.1 4)

X =+ X.

Bewijs: Op grond van lemma 7.2.18 is E(IX [ 1 ) < € voor alle n en

iedere A met P(A) < 6 . Volgens de stelling van Egorov (Stelling A 3.8) is er
een A met P(A) < 6 z8 dat X + X unlform op A" Nu is dus

E|xn-xm| < E([xn—xml 1,%) + E(lxnllA) + E(lxmllA) < E(IXn-XmI 1,%) + 2e.

Omdat X + X uniform op A" is dan EIX -X | S 3e voornenm voldoende

groot. Er is dus een X' met de eigenschap dat E|X'| < » en X 4 X' =X (b.2.)

Opgave 7.2.20, Bewijs dat (E[xnl) begrensd is als (Xn)T uniform integreerbaar

is.

Opgave 7.2.21, Bewijs dat ElX'[ < @ gn dat X' = X (b.z.) in het bewijs
van lemma 7.2.19.

Stelling 7.2.22., Als (Xn)T een submartingaal of een achterwaartse submar-

s, . . . . s b.z.
tingaal is, die uniform integreerbaar is, dan is er een X met Xn + X

en Xn 1 X met P(lxl < w) = ],

Bewijs! Zij (Xn)T een submartingaal, dan is (zie opgave 7.2.20)

Sup Elxnl < @, zodat er (stelling 7.2.15) een X bestaat met X b2 %
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en Ele < sup E|an. Lemma 7.2.19 zegt dan dat ook Xn 1 X.
n
Zij nu (Xn)T een achterwaartse submartingaal, Uit stelling 7.2.16 volgt

dat Xn b;z. X, waarbij mogelijk P(|X] < «) < |. Om lemma 7.2.19 (en de

stelling van Egorov) te kunnen toepassen, moeten we bewijzen dat
P(|X| <=} = 1. 2ij A = [|X] = =] met P(A) = a > O.
Dan geldt X;] + 0 met kans 1 op A, zodat (stelling van Egorov) X;] + 0

uniform op X met P(A) > a/2., Dit betekent dat er voor iedere K een N bestaat
met Xn(m) > Kvoor alle n 2 N en alle w ¢ A. Dit is in strijd met de

uniforme integzeerbaarheid van (Xn)T (ga na),

Gevolg 7.2.23. Als (Xn)T ean achterwaartse martingaal is, dan is er een X

byz. X en Xn 1 X.

met X
n

Bewijs: We bewijzen dat (Xn)T uniform integreerbaar is. Zij K> 0 en

B = [[X I > K] en dus B:= U B_ = [supIX | > K]. Omdat (stelling 7.2.7)
n n 1 n an

([an)T een achterwaartse submartingaal is, geldt met kans 1

x| < EC|x__, | ' RN PN SR PP (1 £k sn-1;ne N).

Nu is B_ € o(|X_[,[X__,|

»eee) €I Bn c B, zodat voor alle n ¢ N
(7.2.5) J |X_[dP = J ECI, D] xR b0 eddp = J % |ap < J |x, |ap,

B3 B B B
n n n

en dus wegens stelling 7.2.9,

E|X
K

|
. 0 (K » ).

P(B) < -I](-j %, |dp =
B

Voor iedere € > 0 is er dus een K(eg) met bijbehorende Bn(e) en B(e) 26
dat £ ]XlldP < g en dus (zie (7.2.5))

|x_|dP < J %, |dP < e,
B () B(e)
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- (Xn)T is uniform integreerbaar. We kunnen nu stelling 7.2.22 toepassen.

Opgave 7.2.24. Als E]XI] < @ gn als lim P(Bk) = 0, dan is ook

koo

lim J IXI[dP = Q.
ke o
k

Opgave 7.2.25. Bewijs gevolg 5.1.3 m.b.v. stelling 7.2.8.

Opgave 7.2.26. Bewijs stelling 5.2.6 (=)} m.b.v. martingalen. ARanwijzing:
n - n

1 _ . , t -

;-% (Xk EX,) is geen martingaal, % o (XI E X, ) wel,

Stelling 7.2.27. Laat Z, Y,,Y,,... stochasten zijn met E|Z| < =, dan is de

rij (Xn)T, gedefinieerd door

X = E(ZiYI,YZ,...,Yn) (n e N)

b.z.
e

een uniform integreerbare martingaal met Xn E(Z!YI,YZ,...) en

1
X > E(ZlYI,Yzf...).

Bewilis: (Xn)T is een martingaal (ga na) en EIXnI < Elz[ (zie stelling

7.1.23), zodat X ®3%* ¥ met E|X] < E|Z| (zie stelling 7.2.15).

Analoog aan het bewijs van stelling 7.2.8 (p.82) geldt met B = [lxn‘ > K] en
-]

B=uB
1 n

J X |dp = j |z]dP < I |z|ap,
Bn Bn B

terwijl P(B) + 0 als K+ =, De rij (Xn)T is dus uniform integreerbaar,

zodat (stelling 7.2.22) xn L X. We bewijzen nog déf X = E(Z]Y],Yz,...)

(b.2.)., Zij A ¢ G(Y]""’YN)’ dan geldt (omdat X =+ X). '

lim J X 4P = J X dp,
= A
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terwijl (definitie voorwaardelijke verwachting) f XndP = f Z dP voor n =z N,
A A

zodat £ X dP = { Z dP voor alle A ¢ U(Yl,...,YNQ en alle N ¢ W. Dit

betekent (omdat U(Yl,Yz,...) wordt voortgebracht door {G(Y,...YN)[N € WN}) dat

J XdP = J Z dP
c C

voor alle C ¢ U(Y],Yz,...), dw.z, X = E(ZIYI,YZ,...).

Analoog gef&t

Stelling 7.2.28. Laat Z,Y],Yz,... stochasten zijn met E|Z] < =, an zij

L]

I de staart-c-algebra van (Yn ?

dan is de rij (Xn)T gedefinieerd door

X = E(ZlYn,Yn+i,...)

een uniform integreerbare achterwaartse martingaal, waarvoor geldt

> b.z. T o1
X 3 E@|D) en X > E@Z{D).

Bewijs: Analoog aan dat van 7.2.27.
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APPENDIX: OVERZICHT MAAT EN INTEGRATIETHEORIE

In deze appendix geven we een aatal definities en stellingen (zonder
bewijs) om een indruk geven van een opbouw van de maat- en integratietheorie.
De voor ons belangrijkste stellingen zijn aangegeven met *. Voor de bewijzen
verwijzen we naar [2] ; een deel van de informatie kan, in een iets andere
vorm, ook in [ 1] worden gevonden. De notatie is enigszins aangepast aan

die in de rest van dit dictaat.

A 1. Algebra's en o-algebra's

We gaan wuit van een niet-lege verzameling 0 met elementen w. De ver-
zameling van alle deelverzamelingen van Qgeven we aan met P(R). We schrijven

soms &\ A voor A* en B\ A voor BA*, speciaal als B > A.

Definitie A 1.1. F c P(Q) heet een algebra als geldt:

(1) Qe F, (ii) Als A e F, dan A" ¢ F, (iii) Als A, « Foeersh e F, dan

I

n
YAjeF {(ne W).

F heet een g-algebra, als i.p.v. (iii) geldt:

€ Fyouu, dan U A, ¢ F.

(iii) Als A « F, A
I

2

Opgave A 1.2. Als AI e F, Az'e Fyeeo dan limsup An € Fy, liminf An e F
o o
en dus (eventueel) 1lim An e F.
ne

Stelling A 1.3. Als FA voor iedere A € A een o—algebra is, dan is

n F_ een og-algebra.
A A

Stelling A 1.4, 2ij C < PQ). Er is precies €&n o-algebra A met de eigen-

schappen: a. C< A, b. Als B een c-algebra is met ¢ c B, dan A < B;

Definitie A 1.5, De g~algebra A uit stelling A 1.4 noemen we de door C

voortgebrachte c-algebra. Notatie: ¢{(C}.
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Definitie A 1.6. 2ij Q= R? en Cu de collectie van deelverzamelingen van

de vorm {x € R"| x; < a; (i=1,2,¢0.,0)} =z (==,a]. Dan heet G{Cn}

g-algebra der Borelverzamelingen van R". Notatie O’{Cn} = B(R™).

Opmerking A 1.7. B(R") wordt ook voortgebracht door de collectie van alle

open verzamelingen van R™. In een topologische ruimte T worden de Borel-

verzamelingen B(T) op deze wijze gedefinieerd.

Definitie A 1.8. Een meetbare ruimte is een paar (Q,F), waarbij F < P(Q)

een o-algebra is.

Definitie A 1.9, Laat (QI’FI) en (ﬂz,Fz) meetbare ruimten zijn. Voor

Ae F1 en B ¢ F2 heet het Cartesisch Product A x B een meethbare rechthoek.
De door de klasse van meetbare rechthoeken voortgebrachte c-algebra, notatie

F ;@ -F_, heet de product-g-algebra.

2’
Zij voor A © S‘zl x 522 en voor w, € 2 de verzameling Am < @, gedefinieerd
1
door A‘”l = {mz € Q, ] (ul,mz) € A}. We noemen A‘”l dan een @ -sectic van A.
®2
Analoog definiéren we R,-secties A  van A voor w, € Qe

Stelling A 1.10. Laat (QI’FI) en (RZ,FZ) meatbare ruimten zijn. De klasse

van eindige verenigingen van disjuncte meetbare rechthoeken is een algebra

van deelverzamelingen van ﬂl x Qz.

Opgave A 1.11, Ga na dat de klasse van "rechthoeken" van de vorm

{xe R ] a < x s b} de o-algebra B{R) voortbrengt (zie definitie A 1.6)
n
en dat B(IRZ) = B(R) ® B(R). Evenzo is B(R") = ? B(R).

Stelling A 1.12. Laat (QI’FI) en (QZ’FZ) meetbare ruimten zijn en zij
W

. 2
AeF ®F._. ..
< F, F2 Dan is A“] € F2 voor alle w e Ql en A " € FI voor alle w, €
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A. 2. Maten

Definitie A 2.1. Een maatruimte is een drietal (R,F,u), waarbij Q@ een

niet-lege verzameling is, F < P(Q) een o~algebra en p een afbeelding
FaR (de gegeneraliseerde reéle getallen (zie bijv.[ 1 J) met de volgende
eigenschappen: (i) u(A) 2 O voor alle A e F; (ii) Als A e F, A e F,.
en AiAJ =@ (i+# 3j), dan is u(u A ) = ? u(A ); (iii) u(@) = 0, De functie

W heet dan een maat op F.
Eigenschap (ii) heet o-additiviteit. Als F een adebra is, dan heet n

een maat op F als (ii) geldt voor rijen (A ) met ? Aﬁ € F
Een maat u heet c-ezndzg (of: o-finzet) als er een rij (Bj)l bestaat met

j € F, B B =@ (i 4 3), U BJ =0 en u(Bj) < o (j=1,2,...); u heet eindig
1
als u(l) < = en U heet een kansmaat als u(R) = 1. We nemen in het vervolg

steeds aan dat de beschouwde maten o-fipiet zijn.

Stelling A 2.2, Zij (Q,F,u) een maatruimte en zij Al e F, A2 € Fyeses Dan

geldt

p (liminf A ) £ liminf u(An),
by o] o e

u (limsup An) 2 limsup U(An), mits u(Q) < =
o prees

u (lim A ) = 1im u(A ).
n n

Definitie A 2.3. Een afbeelding u: P(Q) —+ R heet een uttwendige maat,

als geldt: (i) u(A) = 0 voor alle Ac Q: (ii) n(@) = 0, (iii) Als Ac B,
- - - [- R

dan is u(A) < u(B); (iv) u(q Aj) < 112 u(Aj)-

Stelling A 2.4. Zij F0 c P(Q) een algebra en u een maat op F.. Dan is u ,

0-

op P(Q) gedefinieerd door

o

(A 2.1) u(A) = inf {? ula ) | ac L;Aj, & e Fo (i=1,2,..01,

een uitwendige maat met de eigenschap ;(Ao) = u(AO) voor alle A0 e F

O-

Definitie A 2.5. Zij M een uitwendige maat op P(Q). Een verzameling Ac
heet E-meetbaar, als voor alle B ¢ P(Q) geldt: u(B) = u(AB) + E(A*B).
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Stelling A 2.6. Zij W een uitwendige maat op P(Q) en zij F de verzameling

van p-meetbare verzamelingen. Dan is F een o-algebra em u is een maat op F.

De nu volgende stelling speelt een belangrijke rol bij de constructie

van kansmaten (zie bijv. stelling 2.3.3).

* Stelling A 2.7 (Voortzettingstelling voor maten).Zij FO c P(Q) een algebra,

¥ een maat op F0 en ¢ de in (A 2.1) gedefinieerde uitwendige maat. Zij
tenslotte F = G{F }. Dan is u de enige maat op F die op FO met u overeen-—
stemt, 4.w.z.: als v een maat is op F en als wvoor alle A € FO geldt dat
U(AO) u(A Y, dan is Vv(A) = p(A) voor alle A ¢ F

Voorbeeld A 2.8. Z2ij =ZR2 en zij F de algebra bestaande uit alle eindige

verenigingen van rechthoeken (a b] = {x € B.l a; < x; < b , i=1,2}.
Z2ij F: 13.2 + R° een functie, die continu van rechts J.s, nlet-dalend in

beide argumenten en met de eigenschap dat

voor alle a EIRZ, b e m? met a, (i-l 2). Deflnleer L op F door
u(a,bl = g (a,bl. Dan wordt door (A 2 1) een maat op B(Hl ) = G{F }
gedeflnleerd. Deze maat noemen we de door F geinduceerde StleltJes—Lebesgue~
maat, die we aangeven met Wpe
Opgave A 2.9, Hoe definiéren we Stieltjes-Lebesgue maten op B(R™)
(Vergelijk lemma 2.2.6)7

Voorbeeld A 2.10. Als we op F (zie voorbeeld A 2.8) u vastleggen door

n(a,b) = (bl - a )(b2 - a ) dan krijgen we door voortzetting de Lebesgue-

maat, A, op B(R"). Analoog definieert men A op B(R™.

Definitie A 2,1]. Laat (QI’FI’“I) en (QZ’FZ’HZ) g-finiete maatruimten
zijn. Zij FO de algebra bestaande uit eindige disjuncte verenigingen van meetbz
rechthoeken. Definieer voor zo'n rechthoek (vergelijk definitie A 1.9)

My %M, door (“l x uz)(A x B) = ul(A)uz(B). De voortzetting van Hy X u, tot

F1 & F2 = q{FO} noemen we de productmaat van TR Y De maatruimte

@, x 4,5 Fl @ F2. My X uz) heet productmactruimte. (Vergelijk stelling A 1.10;
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Opgave A 2.12, Ga na dat de Lebesgue-maat op ﬂiz de product maat is van de

Lebesgue-maten op twee copieen van R.

Opmerking A 2.13. Men noemt een maatruimte (Q,F,n) volledig, als uit A ¢ F,
Bc Aen u(d) = Q volgt dat B € F (met natuurlijk u(B) = 0).

We kunnen een niet-volledige maatruimte volledig maken door F via de uit-
wendige maat U (zie (A 2.1)) uit te breiden tot een maat op de daarbij
behorende c-algebra (zie stelling A 2.6). De uitbreidingsprocedure levert
altijd een volledige maat (niet noodzakelijk op c{FO}). De cg-algebra F,

die ontstaat dobr completering van B(Eﬂl) noemt men de algebra der Lebesgue-
verzamelingen. Omgekeerd noemt men de Lebesgue maat beperkt tot B(R™)

wel de Borel-maat.

We besluiten deze paragraaf met twee stellingen over het benaderen van

Borelverzamelingen door open, gesloten, resp. compacte verzamelingen.

Stelling A 2.14. Voor alle A ¢ B(Eln) en alle € > 0 zijn er U€ open en Cs

gesloten zodat C_ <€ A c U_ en P(U\C ) < g,
£ £ € €
Bewijs : Laat

_ n
A :=B€B(IR )lvg>0 acEgESIOten aueppen

108 <A R'cA
ii) A € A, dan A ¢ A.
Immers laat € > 0 en kies C_gesloten, Ue open zodat CE c AC Ue en P(Ue\cs)

c c,.c c .
dan uC e Ac cC_ , CA\U_ =UN\C , U geskoten en c© open.
£ € £ E £ € (3 3

y ox o o
iii) A, ,A ,... € A, dan A = u A, e A.
17772 . i
i=1
Immers laat &€ >0en kies voor n = 1,2.... C c gesloten, Un . open zd dat
r r
C chA cU _enP(U \C ) <—=—_.LaatU_:= U U _enC := u C
n, e n ’ n,e' n,c n £ n,c n,e
3 n=1 n=1
. h £ h
Kies h zodat P(C UC ) << en laat C_ := U C . dan geldt
n=1 n,e 2 € n=1 +E

Ue open, Ce gesloten, CE A &U en

[
T z
< —
P(U\C_) € P(U\C) + P(C\C ) < nzl P(Un,e\cn,a) + =<
- E _E 1 £ _
< Z stz T3 t 3= e

n=1l 3 i --%

[cE SBcU_A P(Us\cE < gJ]} dan geldt:

r
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Dus A is een O-algebra.

Zij P < K" gesloten,dan P = {x|d(x,F) = 0} = n {x|a(x,F) < i} en omdat
n= '
d centinu is geldt voor n =1,2,... U, o= {x|d(x,F) < %& is open.
Laat nu € > 0. Kies C_ =F en U_ =U_ .zodat P(U_ \F) < €. Dus F ¢ 4,
£ £ n, n,

Conclusie: A = B(R").

Stelling A 2.15. Er is voor alle A ¢ B(nfl) en € > 0 een compacte K ¢ A zodat
P{A\K) < g.

‘s n .
Bewijs: Merk op dat IR = llm‘?Kk met Kk compact. Kies dus Kk compact zecdat
k-

n £ 3
P(IR \Kk) < 5 en Ce c A gesloten zodat P(A\CE) < 5 - Dan Ce n Kk compact en

P(A\CE n K < P(A\CE) + P(ﬂfi\K) < E.

A.3. Meetbare functies

In het volgende is (9,F,u) een vaste o-finiete maatruimte.

Definitie A 3.1. Een functie X: @ ~+ R (de gegeneraliseerde reéle getallen)

heet meetbaar (of: F-meetbaar) als

{w | X(u) £ a} eF (alle a ¢ R)

Opmerking A 3.2. We korten {w | X(w) < a}, {w | X(w) € B} e.d. meestal
af tot [X 5 a] enlX ¢ B] e.d.

Stelling A 3.3. X: 2 » R is d.e.s.d. meetbaar als X-l(F) < B(RR) en bovendien
[X = =] ¢ Fen [X=«] ¢ F.

Lemma A 3.4. Als X en Y meetbare functies zijn, dan geldt
(X>Y]eF, [X2Y]eF en (dus) [X = Y] ¢ F.

Stelling A 3.5, Als X en Y meetbare functies zijn, dan geldt

(i) X + a is meetbaar voor alle o ¢ R
(i1) oX is meetbaar voor alle a ¢ R
(iii) X + ¥ is meetbaar

(iv) XY is meetbaar

(v) X/Y is meetbaar als Y # O op Q.
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Stelling A 3.6. Als (X )

o
n'l
de functies inf Xn, sup Xn’ liminf X , limsup Xn en (eventueel) lim Xn
n n P B e oo

een rij meetbare functies is, dan zijn ook

meetbaar,

Opmerking A 3.7. Het komt dikwijls voor dat relaties als X = Y of Xn + X
niet voor alle w € Q gelden, maar op een verzameling A ¢ F met P(A*) = 0.

We schrijven dan X = Y pu-b.z. of Xn + X p-b.z. (b.z. voor "bijna zeker").
Als (Q,F,u) een volledige maatruimte is, dan volgt uit de meetbaarheid van Y
of die van Xl,§2,... de meetbaarheid van X. Omdat we de maatruimte altijd

kunnen completeren, geeft dit geen problemen.

*Stelling A 3.8 (stelling van Egorov). Zij (R,F,u) een eindige maatruimte

(-]
en zij (Xn)1 een rij meetbare functies die b.z. eindig zijn en waarvoor
geldt dat Xn -+ X b.z. Dan is er voor iedere ¢ > 0 een AE ¢ F met

P(A:) < ¢ en z§ dat Xn + X uniform op Ae.

A 4. Lebesgue-integralen

Definitie A 4.]1. Een (eindige meetbare) trapfunctie X op 2 is een functie

van de vorm

x=1

a 1
ok oA

k 1’

We noemen A],...,An een (eindige) partitie van Q.

’ 2}
waarbij @, € R en A Az,...,An disjuncte elementen van F zijn met % Ak = Q.

Definitie A 4.2. Zij X een niet negatieve functie @ + R. We definigéren de

Lebesgue-integraal f Xdp = f Xdu door
Q

a _
J Xdy = sup[% inf{X{w) l W e Ak} u(Ak) | AI,...,An partitie van Q1.
Voor een willekeurige functie X: Q + R definieren we

Jxau =Jx+du -Jx' du,
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waarbij verondersteld wordt dat minstens een van de integralen in het

rechter lid eindig is. We definiéren verder f Xdu = f iA Xdu
A

n
Stelling & 4.3. Als X een trapfunctie is, dan is [Xdu = ? aku(Ak).

Stelling A 4.4. Als X: Q -+ R meetbaar, dan is er een rij trapfuncties

(Xn)n; met deeigenschap [Xll < ‘le S ... enX - XopQ. Als X begrensd

is, kunnen de Xn 26 gekozen worden dat Xn + X uniform op Q. Als X 2 0

kunnen de Xn z9 gekozen worden dat Q < Xl £ X2 £ ... £ X,

Stelling A 4.5. Als X en Y niet-negatief en meetbaar zijn, dan geldt

(1) [ (X + Y)dp = J Xdu + J Ydyu
J

(ii) JXdu=0e-o (X =0 b.z.).

Stelling A 4.6 (Stelling van Lesbesgue). Zij (Xn)T een rij niet-negatieve

meetbare functies § - R . Dan geldt

chxnduaijxndu.

i !

1‘kStelling A 4.7 (monotone-convergentiestelling). Zij (Xn)T een niet-dalende
rij meetbare functies £ + R met de eigenschap dat f Xndu >=w yoor alle

nz n, € N, Dan geldt

limJXducjlideu.
o n e B

*
Stelling A 4.8 (Lemma van Fatou). 2ij (Xn)T een rij niet-negatieve meet-—
bare functies § +~ R . Dan geldt

J liminf Xndu £ liminf J X du
o v n
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Definitie A 4.9. LI = L](Q,F,u) is de klasse van meetbare functies X waarvoor

f Xdu bestaat en eindig is (dan is ook f]x[du < «); de deelklasse van
-+
l'

niet~negatieve X ¢ L1 geven we aan met L

*Stellégg A 4.10 (gemajoreerde-convergentiestelling). Zij (Xn)T een rij
R T 26 dat anl =Y (n=1,2,...).

meetbare functies § + R en zij Y ¢ L1

Dan geldt

(1) liminf Xndp £ liminf J X du ,
e  raa] n

(ii) J limsup Xndu 2z limsup J X du,
- ) read ) read n

(1ii) f lim X dpy = lim J X dyu {als (X )T convergeert).
e B e n n

A 5. De stellingﬁvan Fubini

In deze paragraaf zijn (Ql,Fl,ul) en (Qz,Fz,uz) o~finiete maatruimten;
de productmaatruimte (zie definitie A 2.11) geven we aan met
(Ql x 92, Fl ) FZ’ By X uz) en de secties van A (zie definitie A 1.9) met
w

A resp A 2,
“1

Stelling A 5.1. Als A ¢ FI ® FZ’ dan geldt

(1) HZ(Aml) is Fl-meetbaar
“2
(ii) ul(A ) is Fz-meetbaar
“2
(iii) J “2(Aul)d“1 = J u](A Jdu,.
% 4

Stelling A 5.2. Zij A ¢ F, ® F,_, dan geldt
£ 1° 72

(uy x uz)(A) = J uz(Am Jdu, = J ul(Am )du2 .

I 2
2, )
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Stelling A 5.3. Zij X: @, x @, » R niet-negatief en meetbaar. Dan geldt

i 2
(i) X(w],wz) is Fl-meetbaar voor alle w, € 92,
(ii) X(ml,mz) is Fz-meetbaar voor alle w € Ql,
(
(iil) X(ml,wz)du1 is Fz-meetbaar,
&)
(iv) X(ml,wz)du is F,-meetbaar,
J 2 1
2
{v) J Xd(ul xu2)= J (J Xdul)du2 = [ (J Xduz)dul .
leﬂz 92 Ql QI 92

* . A . ') ®
Gevolg A 5.4 (Stelling van Fubini)., Zij X € LI(Q1 x @y, Fl FZ’ Hy X uz)-

Dan geldt

Xd(ulx u2)= I (I Xduz)d“I = f (I Xdul)dpz .
Q. Q

2 %0y 2 2 2 4

A 6. De stelling van Radon-Nikodym

Definitie A 6.1. Een functie v: F - R heet een verschilmaat, als v(@) = 0
€ F, A

en als voor disjuncte A e F,... geldt dat

i 2

Qo -]

v(l-; Aj) = g v(Aj) s

waarbij of voor iedere keuze van de Aj de som §(v(Aj))" < o of voor iedere

keuze van de Aj de som }:(v(Aj))+ )
1

Definitie A 6.2. Een maat (of een verschilmaat) v heet abgoluut contiru

m.b.t. een maat p, notatie v << y als geldt
(u(a) = 0) = (v(a) =0), ne F;

als y << v en v << p, dan heten y en v equivalent.
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Stelling A 6.3 (Stelling van Radon-Nikodym). Laat u en v {(o-finiete) maten

zijn op (Q,F) en 2ij v << u. Dan bestaat er een niet-negatieve, meetbare

functie Z: @ + R met de eigenschap

(A 6.1) v(a) = J Z du (alle A ¢ F);
A

als (A 6.1) voor een tweede functie Z' geldt, dan is Z' = Z b.z.

*Gevolg A 6.4 (Stelling van Radon~-Nikodym). Zij (Q,F,p) een (o-finiete)

maatruimte en 213 v een (g-finiete) verschilmaat met v << p. Dan is er een

meetbare functle Z: 2 » R met de eigenschap

(A 6.2) v(a) = J Z du (alle A € F)3
A

als (A 6.2) geldt voor een tweede functie Z', dan is Z' = Z b.z.

Opmerking A 6.5 Men noemt Z wel de Radon-Nikodym afgeleide naar p van v
dv
dy °

en schrijft dan Z =

Opmerking A 6.6 Bij de definitie van voorwaardelijke verwachting (Zie

definitie 7.1.1) kunnen we of stelling A 6.3 toepassen of gevolg A 6.4 op

zowel X+ als X-.
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A 7. Differenties en Differentiaalquotiénten

Stelling & 7.1. Zijn € W, t € R en zij I een omgeving van t. Laat de
{n)

functies £ : I - € in het punt t een eindige n-de afgeleide f t hebben.
Dan geldt Az £(t) -

lim - = £ (t),

h-0 {2h}

1
waarin AE gedefinieerd wordt door Ah f(t) = £f(t + h) - £(t - h} en

k+l _ .1k
A - Ah(Ah £(t)).

i

Bewijs: Voor n =« geldt: {2h)d A; f(t) = %{f(t + h) - £{t))/h +

%(f(t - h) - £(£)Y/( = h) + £ ().

(n~-1} (n=-2)

Als n z 2, dan bestaat f (x) in een omgeving van x = t, terwijl £

in die omgeving differentieerbaar is en dus continu en (Borel-) meetbaar. Dan

is ook f(n_l)(x) = 1lim (f(n_z)(x + h} - f(n_z)(x - h)/(2h) meetbaar, zodat
h-0
-1) (n-1) . ,
tenslotte (fn (t +u) - £ (t - u)/(2u) meetbaar is en bovendien,o.g.v.

het gegeven, begrensd in een omgeving van u = 0.

De Taylor-reeks (met integraal-restterm; partieel integreren) levert

1
n-2 i oL n-1 _ _

(1) £t + ahy = 7 @R )y g %g-rl_’z—)- J (1-v"2 gD ¢ v anviav.
520 j. ! !

Voo? AE £(t) geldt (volledige inductie)

n ° k ( -k
(2) AL E(E) = ] (=D () E(e 4 (- 2 = [ =DTTIE) (6 - (n-2k)k
k=0 k=0

n

Voor f{t) = et geldt enerzijds (2h) AE et{(eh - e_h)/(Zh)}nﬁ-et; anderziijds

(zie (2)) :

— — n -
(2h) n QE et = (2h) n 2(—1)k(n) et+(n 2k) _
k
k=0
_ n ) n | .
= 2m™ F § _(-1)“(]’:) (7 2B om-o207 + om™y,
k=0 k=0 7"

voor h + Q. Dit betekent dat




(3)

uit (1),

n
A, E(E)

(2n) "

Stelling A 7.2.
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)(n - 2k) = —1)k(2)(n-.2k)j

i ~10

n .
(-1) (k =0 (j=0,1,...,n-1}.

(2) en (3) volgt nu (zie ook de tweede gelijkheid in (1)) :

1
n -1
=7 nk()TJL—ﬁ-ul—zmn“lhd J(l—wanquﬁH%n-thwdv=
o n -2)!
k=0
0
n N -n
= E (-l)k(;) ?—2:"577-(n - 2" x
k=0 n !
! (n-1) 1
J (1 -2, £ (t + (n - Zohw) - £ e - (- 2ny 5
' 2(n - 2k)hv ‘ v
0
AT £(t)
h {n) . ;
—_— > f (t}) wegens gedomineerde convergentie, omdat (geval n = 1)
(2h)
0D v any) - 2™ (6 - oanv) 1/ (2amv) > £ ey L

Zij X een stochast met ﬂk = EXk eindig (k = 1,2,...). 2i3

verder

=]

(Uk); zd dat Z E%—zk een positieve convergentiestraal p heeft.

o

Dan geldt

(4)

d.w.z.

Bewijs: omdat E|X)F™ = u

E Ejx|"

i
ko,
xT F”?)k

. —

v (t) = (|t} <o)

or18

p, is door de rij (uk)

m-1
o en E|X)ﬁ < (u

o0
X 0 bepaald. om—1
m .
2m) < max(l,uZm),ls ook

convergent voor |[z| < p. Nu geldt o.g.v. de stelling van Fubini

o

Ji(l

-

dF (x) = z (lt) )
k=

ok

i

X
d?x{x)

-
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