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§ 1. Inleiding.

Algemene omschrijving.

Er wordt een systeem beschouwd dat zich op verschillende tijdstippen in ver-

'schillende toestanden kan bevinden en waarvan de voortgang door een kansme-

chanisme wordt bepaald.

De verzameling 8 van mogelijke toestanden wordt de toestandsruimte genoemnd.

T is de verzameling tijdstippen waarop het systeem beschouwd wordt. Voor
elke t € T is x(t) een stochastische grootheid die waarden in § aanneemt en
die de toestand van het systeem op tijdstip t voorstelt.

De collectie stochastische grootheden {x(t) ] t € T} heet een stochastisch

proces. Het stochastisch proces beschrijft het gedrag van het systeem in de
tijd.

OBmerkingen.

I. De stochastische grootheden x(t) moeten op hetzelfde kansveld gedefini-

eerd zijn.

2. De collectie punten {(t,x(t)) ] t € T} heet een Ead van het stochastisch

proces., (x(t) is een realisering van x(t).)

Klassificatie.

Naar de structuur van de verzamelingen S en T onderscheidt men de stochasti-
sche processen.

Indien de verzameling T eindig of aftelbaar is spreken we van discrete tijd.

‘Meestal kiest men dan T = {0,1,2,3,...}. Indien T een continuum is spreekt

men van een stochastisch proces met continue tijd. Evenzo onderscheidt men

discrete en continue toestandsruimte.

Voorbeelden.

Continue tijd en continue toestandsruimte.

Van een proefpersoon wordt een cardiogram gemaakt. De uitslag van dit expe-

riment is een continue kromme. De toestand van de wijzer van de cardiograaf

op tijdstip t is een stochastische grootheid. De waargenomen kromme is een

péd van het proces.




1.2

1.3.

1!4.

Continue tijd en discrete toestandsruimte,
In een spinnerij vinden op door het toeval bepaalde ogenblikken draadbreuken
plaats. Het dantal draadbreuken in [0,t) is een stochastische grootheid in

i(t)'

Discrete tijd en continue toestandsruimte.

Ieder uvur wordt door een dijkwacht de waterhoogte bij een sluis gemeten. De
waterstand hangt, behalve van de positie van de maan, van de wind af. De wa-

terstand bij de n-de meting, x(n), is een stochastische grootheid.

Discrete tijd en discrete toestandsruimte.

Op de t-de dag van het jaar is x(t) de voorraad van een artikel uit een ma-

gazijn van reserve onderdelen,

Literatuur.
f1] Feller, W., An Introduction to Probability Theory and its Applications,
Vol. I, John Wiley and Sons, New York (1957).

(2] Kemeny, J.G., Snell, J.L., Knapp, A.W., Denumerable Markov Chains,
D. Van Nostrand Company, Inc. (1966).

[3] Karlin, S., A First Course in Stochastic Processes, Academic Press,

New York and London (1969).

f4] Ross, S., Applied Probability Models with Optimization Applications,

San Francisco: Holden Day, 1970.




§ 2. Markov-ketens met discrete tijdsparameter.

Alvorens een formele definitie van Markov-ketens te geven wordt eerst een

verbale omschrijving gegeven en vervolgens een voorbeeld.

Een Markov-keten is een stochastisch proces met discrete tijdsparameter en
discrete toestandsruimte, met de eigenschap dat de voorwaardelijke kansver-
deling van de toestandsvariabele op tijdstip n, x(n), gegeven de waarden van
de toestandsvariabelen op tijdstippen O t/m n-1, alleen afhangt van x(m-1). ﬁ
Dit betekent dat het proces geheugenloos is: gegeven het verleden t/m tijd-

stip n-1 hangt het verdere verloop alleen van x(n-1) af. Dit noemt men de i

Markov-eigenschap. F

Voorbeeld 2,1. Stochastische wandeling (Engels: random walk, Duits: Irrfahrt). I

Beschouw een rij stochastische grootheden {gn | n=1,2,3,...} die onderling
onafhankelijk zijn met alle dezelfde discrete kansverdeling en beschouw de
stochastische grootheid X die onafhankelijk is van‘{gn | n=1,2,3,...} en

die ook een discrete kansverdeling heeft. Hieruit wordt een nieuwe rij ge-

vormd :
n
X, = X + kzl 2y n=1,2,3,... ..
Er geldt nu:
Xy T X T E

RHet stochastisch proces {§n l n=20,1,2,...} heet een stochastische wande-
ling.

Als voorbeeld wordt de kansverdeling voor z, als volgt gekozen:

It

j)

P(z_ 1-Plz_=-1} =p

en voor X
P(i‘O =0) = 1.

De toestandsruimte is de verzameling der gehele getallen (Z).

Een pad van dit proces kan de volgende vorm hebben:




-t

Met behulp van de elementaire kansrekening is het eenvoudig om de kans op

alle paden waarvan de eerste n punten gegeven zijn te berekenen (laat
a]=il; ak=ak_1tl):

P(x)=2),%%8),%3%83, ..., %,2) =

r =1‘P(§n=an | Xp=a,,... ,gn_]=an__]) -P(:_(]=al »Xy= 8y 5 e0e X Ta

) .

Eenvoudig is in te zien dat

]P(gn=a =g ) =P(z = a -a

| xy=a;, s n-1 Zn T %n %

) .

X
n =n-1

Aangezien deze voorwaardelijke kans niet van a, t/m a _, afhangt is hier
sprake van de Markov eigenschap.

Hieruit volgt:

n-'-L‘bk n—):bk
n ] ——-—i--— 5
P(l‘l:al""”-‘n:an)=k£1P(Ek=bk)=P (1-p)
waarbij
b] P=oay bn =oa - oan als n 22 .

De kans dat op tijdstip n toestand x bereikt wordt (waarbij verondersteld

‘wordt dat n en X beide even of oneven zijn) is te berekenen door alle paden

die op tijdstip n in x zijn te tellen:

(1.1)  P(x = %)= p?2 u-p % .




Een interessant probleem is de berekening van de kans dat het proces ocit

weer in toestand 0 terechtkomt:

o

B(u {x =01 .
n=1

Om dit te berekenen wordt er gedefinieerd

uy = I

L =ZP(§n =0) voor m 21}
en

fO = 0

fn = P(gn =0, Xy # Ovoor 0 <k <mn) , nz1.
Daar

f

P(u {x_ =0} = n

I
=]
He~318

is het voldoende om fn te berekenen.

De waarden u zijn met (i.1) eenvoudig te berekenen. Men kan gebruik maken

van de volgende betrekking:

n
(1.2) u, = k=-z-0 fe Uk (a2 1)
hetgeen op de volgende wijze is in te zien:

P(gn = 0)

n
kZI'P(gn = 0, X, = 0, %, #F 0wvoor 0 < ¢ < k) =

n
! P(x. =0 | x =0, x, # 0 voor 0 < & < k)ef =

ft

=1

n -

kzo Unek e

fi

n
kzl un—k-.fk =

daar door uitschrijven te verifieren is dat

Pz, =0 , x =0, %, ¥ 0 voor 0 < £ < k) =

= P(gn =0 | x

X = 0) =P(x

n-k = 0)




[+=]

In een opgave wordt Z fk op directe wijze berekend door de paden van het
k=1 o
proces te tellen. Hier wordt ) £y
k=1
functie, ook wel z-transformatie genaamd, voor s < I:

berekend met behulp van een genererende

F(s) := Z fnsn . U(s) := Z unsn .

Met {(1.2) is in te zien dat

It

U(s) = 1 + F(s)U(s) j
zodat

1
1 - F(s) °*

(1.3) U(s)

Verderop wordt deze methode voor Markov-ketens uitvoerig beschreven. Hier

zal volstaan worden met de mededeling dat ook voor s = ! de vergelijking k

(1.3) juist is, zowel voor I u, convergent als divergent (= =}. Dus, voor

o n=0
s = | en veoor E un convergent:
n=0
u(l) = Z u = -1
o ™ OIO '
i~ £
n=0 "

Voor n is oneven is u, = 0, zodat met behulp van (1.1)

[ w = 1 E% a-m°.

n=0 k=0

0
Om te onderzoeken of I u ~convergent is maken we gebruik van de formule

" van Stirling: n=0

Uy = _(2;‘){;;(1 -py¢ (a®) (2k)2k (k) 5{p(l-p)}

(k)

o Hapr - py 3k

o0
Dus ) wu_ is convergent als p # 4. Dus:




>

. b)

Met behulp van de identiteit

A < oG
volgt er
5 -7 b —)3¥ = {1 - IR SN S
nzo up k_g_o(k){ 4p(1-p)} = {1 - 4pU =)} * = =g
Dus z £f =1- |1 - 2p| voor p € [0,1] .

n=0 1

Nu wordt er een constructieve definitie van een Markov-keten besproken.

In het vervolg wordt de toestandsruimte $ geldentificeerd met de natuurlijke

getallen of een deelverzameling hiervan, nl. § =N of 5 = {1,2,3,...,n}.

Definitie 2.1.

Een afbeelding P van S x S naar het eenheidsinterval [0,1] heet een Markov-
matrix met elementen pij’ i en i € S, waarbij pij het beeld van (i,j) onder

P is, indien

(i,i)esxs Pij = 0
V. .=1,
1e8 jgs le

Definitie 2.2.

Beschouw een kansveld (9,F,P) met daarop een rij stochastische grootheden

| n=0,1,2,3,...} die waarden aannemen in S. 1nd1en voor n = 0,i,2,...

:de kansverdellng van (xo,x},xz,...,x ) bepaald wordt door de Markov~matrix P

en de rij {pk | k € S},uwt V s Px 2 0 en z Py = 1, op de volgende wijze
kes

a) ]P(l_cor'k)'_'Pk’ k € §3;

n-1

5) B(xg=ko X =k s Xy =k oo s Zp=ky) =0y M Pr .

0 i=Q 1

noemt men het stochastisch proces {§n.| n=20,1,2,...} een Markov-keten.




OEmerkinEen.

}. In de literatuur noemt men een Markov-matrix ook wel een stochastische

matrix.

2. De rij kansen Py gedefinieerd door Py = P(go = k) heet de beginverdeiing

en wordt als rijvector genoteerd: p.

3. Indien S eindig is en n elementen heeft, is P een n x n matrix in de ge-

bruikelijke zin.

4. Bij een Markov-matrix P behoort voor iedere beginverdeling p een Markov—
keten, d.w.z. de simultane kansverdeling van XgsXpseresXy is bepaald door
P en p voor alle n € N,

In een aantal stellingen in dit kollege wordt alleen de Markov-matrix P

o]
1

aangegeven en wordt niet over de beginverdeling gesproken. Zulke stellin-

gen zijn geldig voor de verzameling Markov-ketens met Markov-matrix P.

Stelliqg 2.1.

Een markov-keten {gn; n=20,1,2,...} met overgangsmatrix P en beginverdeling

p. heeft de volgende eigenschap:

Voor iedere eindige rij natuurlijke getallen 0 < B Sty <een <t <t <
< .... <t geldt, indienP(:_v:t ==1'I yoes s X, = im) > 0 '
1 m
P(gt =i seeen B =i | X, =i, 00K =1m) =
m+ 1 n 1 ™
= P(x =iy eee,x. =i | x =1)-=
tm+1 m+ | tn n tm m
=P('}-{s S LA "' | % i
1 n-m
‘waarbij S = Lygm ~ by VOOT k= 1l,...,n~m, mits P(go = im) > 0,
Bewijs.
. .
P(x, =i,,.00,x =1} = z p N p ,
Tl iR S SN S R B L

waarbij de sommatie genomen moet worden over alle rijtjes (ao,al,...,at )

met a = ik-voor k=1,...,nen a € 8§, n

Yy
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|
|

P(x Lysveeesx =i | x =i ,...,x =i) =
-tmfl m+ | tn n t] 1 tm m
]P(Xt "il,ll- ’Et =ln)
- 1 n _ )
P(x i, 5 00, »y X, =1_) ”
tl 1 tm m
) b ) ki )
{ n p P I p
. . _ s . . an . _ s
A Lpppree ool k tmfl Be-17% 1iseeesl 0 k=1 Zk-1'% )
) Fs
P P
i ,e0esi_ 20 k=1 Zk-1"%
1 m
t
n
= ‘ z ]'[

i

p =
kst _+1 1%

m+l,-.o,ln

=P(’—{t Tlmey ot o ¥ Sy | X, =ig)
m+ | n m
waarbij de sommatie Z over alle rijtjes (at FERTRENE ) met
SUPRRPRES 3 m n
a_ = ik voor k = m+l,...,n genomen dient te worden. Hiermee is het eerste
k
gelijkteken aangetoond. Daar ook geldt
k; P( )
P =P(x,=a 1 Xy=a 55 een s X =a X,=a

k=tm+l Be-12% tm+l 2 tm 2 Sa-m In 0 ‘m

is ook de laatste gelijkheid aangetoond. . (]

Gévolg.

~ Stelling 2.1 zegt dat gebeurtenissen in de "toekomst", uitgedrukt in

X, seesX,., gegeven het "heden”, nil. X,
m+] n m

zijn van gebeurtenissen in het "verleden", uitgedrukt in X sevesX

: | m-1

s (stochastisch) onafhankelijk

Voor Markov-matrices wordt een matrixprodukt ingevoerd. Voor het geval §

eindig is, sluit deze definitie aan bij het gebruikelijke matrixpfodukt.




Definitie 2.3.

‘a) Voor Markov-matrices P en Q behorend bij een toestandsruimte S wordt het

produkt R = PQ gedefinieerd door:

r.. = Z Psy Qs o
1] Kkes ik “kj

b) PP = 1 met I de eenheidsmatrix (I = 1 als k = j, O anders), i

n n-1 kyJ (n ) #
P = PP voor n = 1,2,3,..., . De elementen worden als p aangeduid. ;
Daar Z P-. 9, : < Z Piy = 1s is het matrixprodukt altijd gedefinieerd. Q
ik “kj ;

keS keS
Stelling 2.2, - : ﬁ

a) Als P en Q Markov-matrices zijn behorend bij §, dan is R = PQ ook een

Markov-matrix voor de toestandsruimte S.
b) Het produkt is associatief: (PQ)R = P(QR).

) PPn-—l - Pn—]

P.
Bawijs: opgave.,

Stelling 2.3.

Voor een Markov-keten {gn [ n=20,1,2,...} met beginverdeling p en Markov-

matrix P geldt:

(n)

a)‘]P(g:n = j I X5 = i) = 1J s 1,7 € S, mits P(go =1i) > 0.
g)'Laat (k) de vector met als i-de component P(x = i) zijn. Dan:
'p(k) (r) voor k 2 r 2 0.

Bewijs.
a) Met inductie. Uiteraard: p( ) . P(gl = j | Xy = i). Stel

(n 1) _ . _ :

lJ P(-n- j | X0 "1)‘

PG, =3 [xy=i)= ] PGi=3,x,,=k|x=1-=
. keS
=} P(x ‘—-"JIz_(n__]=k,§0-‘-1)1’(§n_l=kl§0—1)—
ke$S




_ll_

= ZP(§1=j|§0=k)P(§n_]=k|§0=i)=

keS
- (1 (=) _ _(a)
st Pri Pik Pij
b) P(x, =§) = ] Plx =3 |z =1 Px =1i)=
ie§
- 1 e P RG, =0 0
ie§

Voorbeeld 2.2, Het Ehrenfest diffusiemodel.

Er wordt een eenvoudig stochastisch model gegeven voor diffusie door een
membraan (nl. een stochastische wandeling met reflecterende grenzen).
Beschouw twee dozen met tezamen a deeltjes, Op ieder tijdstip t, t = 1,2,...,
wordt een willekeurig deeltje (uit de a deeltjes) geloot en naar de andere
doos gebracht. Noem de toestand, dit is het aantal deeltjes in de eerste

doos, x_ na de n-de trekking.

C e 14
P als j 1+1
= 4 = 1) = i T = 1 -
P(gn =3 | X i) =5 S als j = i-1
0] anders,

']

dit alles onder de voorwaarde dat P(gn_l =1) > 0.

De Markov-matrix P heeft a+ | rijen en kolommen:

(0 1 0 0)
Lo &L :

a a .

2 a-2 .

P = 0 a. 0 -, a .
: =, L

a a

LO P E B R E P b ] OJ

(n) _ p(1:1-1) P (n) _

Volgens stélling 2.3: p
(0)

n=1,2,3,...), ofwel p

wéarbij_p de beginverdeling is.

e B et e s s S b S

-

B R e - Hoan s a e
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Als er een limietverdeling p(m) = lim p(n) bestaat, dan geldt daarvoor:
]
NONINOIN
Dus p(m) is rij-eigenvector van de matrix bij eigenwaarde i. De componenten

van de rij-eigenvector p = (po,p},...,pa) voldoen aan

Py T AP
_a-k+] k+1
P =% k=1 ¥ "2 Prey» 1 <k<a
=1
Py a Pa-1 *

 Eenvoudig is te verifieren dat

sz(z)po’ l sk<a.
a.
Daar Z Py = 1 geldt
_ ,a,,-a
pk— (k)z .

Dus de limietverdeling is binomiaal met parameters a en }.
Men kan met dit model verklaren dat in de limietsituatie aan beide zijden

_even grote concentraties voorkomen.
P(-Ba < }_cm-ﬁa < Ba) m» P(-28Va < u < 28va)

waarbij u de standaard normale verdeling heeft en de benadering juist is
voor grote waarden van a. Voor concrete waarden van a (de orde van het getal

van Avogadro) is deze laatste kans praktisch gelijk aan t.

P

Er zal nu een klassificatie van de toestanden van een Markov-keten besproken

“worden.

Definitie 2.4.
a) Een toestand j € S heet bereikbaar vanuit toestand i € S indien er een

(

n 2z 0 bestaat zodanig dat p.?) > 0. (Dit wordt genoteerd als i -+ j.)
g ij i

il



b) De toestanden i en j ¢ S heten verbonden indien i +~ j en j » i. (Dit

wordt genoteerd als 1 <> j.)

Eenvoudig is de juistheid van de volgende stelling te bewijzen:

StellingﬁZ.A.

a) De relatie -+ is transitief en reflexief.

b) De relatie <> is een equivalentie relatie.

Gevolg.

De toestandsruimte S is m.b.v. deze equivalentie relatie in disjuncte deel-

verzamelingen van onderling verbonden toestanden te splitsen.

Definitie 2,5.

a) Een Markov-keten die slechts uit &&n equivalentieklasse t.o.v. <+ bestaat
heet irreducibel.
b) Een equivalentieklasse C t.o.v. <> met de eigenschap dat er geen toestand

j in S|C bestaat zodanig dat i + j voor een i € C heet een fuik.

¢) Als een fuik bestaat uit &&n toestand i, noemt men deze toestand absorbe-

rend.

Stelling 2.3.

- Als S eindig veel toestanden heeft, dan bestaat er tenminste é&é&n fuik.

Bewijs: opgave.

Definitie 2.6.

_{(n)

Indién er een n > 0 is zodanig dat p;;’ > 0 voor toestand i € S, dan heet

(n)

ii

> 0} de periode van i,

d; = ggd{n | n >0, p

V&drbeelden.
TEfIn voorbeeld 2.2, het Ehrenfest model, bestaat de Markov-keten uit &&n

equivalentieklasse en de periode van elke toestand is 2.

2. 0ok in voorbeeld 2.1, de stochastische wandeling, bevat de Markov-keten

een equivalentieklasse en ook hier is de periode van elke toestand 2.

d.uiﬁ
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Stelling 2.6,

Verbonden toestanden hebben dezelfde periode. (Dus: periodiciteit is een

klasse-eigenschap.)

Bewijs.
Stel 1 <> j en d; = d. Laat p.(?) >0 en pJngl) > 0. Dan geldt: d | (k+m).

Bovendien d | (k+ 2 +m) als ng) > 0, dus dan d|%. Hieruit volgt d, < dj'

Analoog bewijst men dJ <d,. G

1

Er wordt voortaan gesproken over de periode van een klasse.
Als deze 1 is spreken we van een aperiodieke klasse.

Stellin§72.7.

Indien i «+ j dan geldt voor alle m, n, waarvoor geldt pé?) > 0 en p(?) > 0

dat m = n (mod d) met @ de periode van de klasse die i en j bevat.

Bewijs.

Daar j~+1 3 p( )

>0 zodanig dat pgg)

Vdof\V. i met i ++ j bestaat er &&n geheel getal 0 < tij < d zodanig dat
(n ) > 0 geldt n = tij {mod d).

Beschouw nu &&n klasse, Voor de toestanden uit deze klasse wordt de relatie

voor 1edere n > 0 met p

R tussen twee toestanden ingevoerd: i Rj dan en alleen dan als tlj'= 0.

Stelling 2.8.

De relatie R is een equivalentierelatie.

Bewijs.

Laat de periode van de beschouwde klasse d zijn, Indien pi?) > 0 dan d|n en

dus t;; < 0, zodat R reflexief is,

Laat pg?) > 0 en p}?) > 0 en tij = (. Dan geldt n = tij (mod d)} en
mst 31 (mod d), echter t, i3 + tji Em+n =0 (mod d). Dus tj‘ = 0, zodat R
. symmetrlsch is. Laat nu tij = tjk = 0 en laat p( n) >0 en p(m) > 0. Dan
- (n*m) - - .
plk” >0 dus n+m = tik (mod d). Daar n + m = tij + tjk =0 (mod d) is
t‘ik' = 0. ' a

>0. Dusd|m+k len d|n+k dus dlm-n, O
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Dankzij deze equivalentierelatie valt iedere klasse van verbonden toestanden

uiteen in een aantal equivalentieklassen die men cyclische deelverzamelingen

noemt. Tussen de toestanden uit een cyclische deelverzameling zijn alleen

overgangen mogelijk waarbij het aantal stappen een veelvoud van de periode

van die klasse is,

Stelling;2.9.

Er zijn in een klasse van verbonden toestanden met periode d precies d cy-

clische deelverzamelingen.

"Bewijs: opgave.

Stelling 2.10.

Als toestand i periode d heeft dan is er een getal N zodat voor v > N geldt

(vd)
a) Pj; >0,
en als voor j geldt p§?> > 0 dan ook
b). §@+vd) >0 .
. ji

Alvorens deze stelling te bewijzen wordt er een hulpstelling uit de getal-

theorie besproken.

Hulpstelling,

Beschouw de verzameling natuurlijke getallen {nl,nz,...,nk} met ggd = d.

Laat

k
W= { Z a: n

i i.l a; geheel (eventueel < 0)} .

Dan geldt nd € W voor alle natuurlijke getallen n.

Be&ijsp
Laat
.k k-
e := min {i£| a; n; I iZ] a; n; > 0} .

Voor elke w € W zijn er natuurlijke getallen r en q zodat

:
i
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w=9ge+r mete>r =20,
Dus r = w - ge en dus is r een lineaire combinatie van BNy 5ees 0. Daar e
de kleinste positieve is moet r = 0 zijn. Dus elke w is deelbaar door e, zo—

dat ook e [ni, i=1,2,...,k. Hieruit volgt e|d en dus nd ¢ W. 0

Nu het bewijs van stelling 2.10:

Laat .

. (n) -
vV : {n > 0 , Pii. > 0} = {nl,nz,ns,..-} .

Er bestaat een k zodat d := ggd(V) = ggd{nl,nz,...,nk}. Op grond vande hulp-

k
stelling is er een rij gehele getallen 815855000,8 zodat d = 121 a,n,. Laat
+ - -
a; = max{O,ai} R a; = - mln{O,ai}

en

Dus d = AT - A”. Laat n=qA +rmetOsr<A -1. Dan

nd = qdA + rd = qdA + r(A*-A7) = (qd-1)A” + AT .

Indien qd-r 2 0, dan is nd op deze wijze geschreven als een lineaire combi-
natie van Nyyeee,n met uitsluitend positieve coefficiénten, dus geldt dan

nd € V. De voorwaarde die aan n opgelegd dient te worden om qd 2 r te laten

-1 -

] A ., Hiermee is a) bewezen. Deel b) volgt rechtstreeks uit

a). 0

zijn is n 2

Beschouw een irreducibele Markov-keten met periode d en start-toestand i.
Na ieder voldoende groot veelvoud van d tijdseenheden is het systeem met po~
sitieve kans in toestand i terug em is in elk geval in de cyclische deelver-

zameling welke i bevat.

Er zal nu een nieuwe karakterisering van de toestanden worden besproken, nl.
naar de kans om ooit in een toestand terug te keren indien het systeem ge-

start wordt in dile toestand.

e




Definitie 2.7.

Zij {En | n € N} een Markov-keten. ‘ _ a

k , \ )
fgi) :=P(:_{k=1,3_cli‘1,0<2<k|:_co=1), k=1,
£9 =g,

11

£, :=]P(n:I (g, =i} | xy= 1) .

. t i Leo= 1.
a) Een toestand i heet een terugkeertoestand als f11 1

b) Een toestand i heet een doorgaqg§;oestand als fii <1,

(Dit noemt men ook wel recurrent, respectievelijk transient.)

| Eenvoudig is in te zien dat fii = Z fg?) en dat een toestand recurrent of
% transient is. n=l
? Stelling 2,11.
m
pFW) = E fgk) pF? k) voor m 2 ] ,
ii koo it Tii

Bewijs: opgave.

Beschouw de genererende functies Fi(s) en Pi(s) voor de rijen {fgi)} en

{pig)}, respectievelijk:

F.(s) := ) fFE)‘sk ’ [s] < 1.

g=p il
o 7 )k
Pi(s) : kZO P;0 s |s| < 1.

Stelling 2.12.
Voor |s| < 1 geldt P,(s) =

| :

iy

Bewljs: als bij het voorbeeld van de stochastische wandeling.
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Om het gedrag van de functies Fi(s) en Pi(s) te bestuderen wordt een versie

van de stelling van Abel, bekend uit de analyse, hier opnieuw bewezen.

Stelling 2.13.

Indien . 20, k=0,1,2,..., en A(s) = z a sk, dan geldt
k=0

= -]

lim A(s) = Z a zowel als Z @ convergent is als wanneer deze reeks di-
s+1 k=0 k=0
vergeert.

Bewijs.

l. Indien < oo,
k=0 “k

A(s) s } voor s ¢ [0,1] .
k=0 &

Dus A(s) is uniform convergent op [0,1] en daarom is A(s) continu, zodat

lim A(s) = A(1) .
s+l

oo

2. Indien de reeks | a divergeert, is er voor iedere M een N zodat
k=0

)
_ > M, dus
k=0 ak

N

N
k N
) s 2 (] )s = M
k=0 L k=0 *
als s dicht genoeg bij 1 ligt. Dus

lim A(sj =, : 0
st1
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Stelliqg 2.14,

De toestand i is een doorgangstoestand dan en slechts dan als Z p(n)

nop il
Bewijs.
- T ) _
lim F.(s) = F (1) = ) £:] PP
s+l
evenzo
7o
n -
L Py =By .
n=0
Met behulp van de stelling van Abel:
E‘ 1
neo 1L T T fgy
waaruit de bewering volgt. ' 0

Gevolg.

Het verwachte aantal bezoeken in een doorgangstoestand is eindig en in een

terugkeertoestand is ® als de keten in die toestand begint.

Stelling 2.15.

De toestanden van een klasse van verbonden toestanden zijn 3f alle door-

gangstoestand 6f allemaal terugkeertoestanden.

Bewijs.
Laat 1 <+ j en i een terugkeertoestand. Dan 3 zodat p(n) 0, P;?) > 0,
l
(k) (m) _(k-m~n) (n)
.. + .

JJ PJ1 Pis 13 voor k>m+n

Dus
o
Z (k) m (n) ) (k=m-n) _
P; 2 P.: P .
i ‘13 k=m+n ii :

Dus j is een terugkeertoestand. 0

Analoog aan definitie 2.6:

LA R e e

3

R

vt e i A
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Definitie 2.8.

(k) ,_ - -
fij i= P(:_{k =i, x 3,0 <2 <k | X, i), k=21,
fgg) =0,

1]

Stelling 2.16.

oo

(n)

a) Indien j een doorgangstoestand is geldt Y. . Z p.." < o,
1€8§ n=o0 J

b) Als i <> j en de klasse die i en j bevat is een terugkeerklasse, dan is
=1,

f..
1]

Bewijs: opgave.

Stelling 2.17.

In een irreducibele Markov-keten met een eindige toestandsruimte zijn alle

toestanden terugkeertoestanden.

Bewijs.

Veronderstel dat alle toestanden doorgangstoestanden zijn, dan

(=]

(m)
E pij

. s < o,
Jes m=0

Laat s = {1,2,3,...,n}. Dan
n o ® n
(m) m)
w > ,Z Z pij = E X pij =® .
i=1 =0 n=0 j=1

Dit is een contradictie.

Stelling 2.18.

Iedere klasse van terugkeertoestanden is een fuik,

Bewijs: opgave.

Indien S aftelbaar veel toestanden bevat en irreducibel is, kan elke toe-

stand een doorgangstoestand zijn;rbeschouw als voorbeeld de volgende sto-
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'chastische wandeling van voorbeeld 2.1 met p ® }. Voor toestand 0 geldt:

©«

fOO = E fn € 1, zodat in deze keten elke toestand een doorgangstoestand
n=0
is.

Stelling 2.19.

| als i een terugkeertoestand is,
P(En = i voor = veel n | Xy = i) =

0 als i een doorgangstoestand is.

Bewijs.
qu) i=P(x_ = 1 voor temminste N waarden n ] X. = 1) , NzO
11 n =0
(M) _ F ) -1 _ -1 . N (0)
4 = kZI VI PP PP TP R C PO I g
Merk op dat qgg) = 1. Dus:
ii
(N _ N
43" = (£ -

Daar

{gn = 1 voor minstens N waarden n} > {x = i voor minstens N+ 1 waarden n}

geldt:_

+-P(§n = i voor » veel n | x, = i)

(N)
93 0

zodat deze kans 0 is indien fii < 1 en 1 indien fii =1, ' . a

Er zal nu aandacht besteed worden aan het limietgedrag van P" en P(:jn = i)

voor n + », Eerst een voorbeeld.

Voorbeeld.

Beschouw een Markov-keten met Markov-matrix
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(=) (=)

Is er een p zodat p

(=) (=)

=p P en p. 20,p =) oy 4

(=)
1 Py

Er is een unieke oplossing:

o
a+B

pfw) =8B

(=) _
G+B’ p2 =

De tweede eigenwaarde van P is: 1-a-8., De eigenvector hierbij is: r(1,-1)

(indien a+ 8 > 0). Men kan P herleiden tot de vorm

~1

P=Q AQ
met . ' !
B o 1 0 3
Q: en A=
1 -1 0 1-o-B
Dan wordt
! E
L. ¢
o+ 1 -8
Hiermee is P™ eenvoudig te bepalen:
P - Q—lAmQ
met
o ] 0
AT = m
0 (1-o-8)
dﬁs
P _ ] B o e —a-p) [ @
a.+rB 8 o a,.+B -8 8
Dus
| s o) [ @
w . m_ 1 _ | 2
P := 1lim P" = = .
a+B (=) (=)
e L L

..cn. . .
P is dus weer een Markov-matrix.

Voor iedere beginverdeling p = (pl,pz) met PsPy 2 0, P;*Py = 1, geldt:

lim me = pr =p .
o :

De convergentiesnelheid is geometrisch met reductiefactor (1-a-g).




Van nu af aan wordt een keten waarin alle klassen van terugkeertoestanden

uit &é&n absorberende toestand bestaan, een transiente keten genocemd. (Dus

ook een keten die alleen doorgangstoestanden bevat wordt een transiente ke-

ten genoemd.)

Om het limietgedrag van Markov-ketens te onderzoeken kunnen we volstaan met
het beschouwen van transiénte ketens en irreducibele ketens bestaande uit
een terugkeerklasse. Dit wordt op de volgende wijze aannemelijk.

Beschouw een willekeurige Markov-keten met Markov-matrix P en klassen van
terugkeertoestanden Cf,Cz,C3,..., Ci c §voor 1= 1,2,..., en laat de door-
gangstoestanden de verzameling E vormen.

Beschouw nu -een nieuwe Mafkov—keten met Markov-matrix Q en toestandsverzame-
ling S=Eu E, waarbijfg = {QI,CZ,C3,...}. Laat Q de volgende gedaante heb-
ben:

gij = pij als 1,j ¢ E

qii =,1 als 1 € E

q.. = E p., als icE en jekE.
Mo kec, K

Het gedrag van de beide ketens t.a.v. de toestanden E is identiek totdat E
verlaten wordt, d.w.z. de overgangskansen binnen E zijn gelijk. Elke klasse
Ci’ i=1,2,..., is op te vatten als een irreducibele keten daar het proces

Ci nooit meer verlaten kan worden als het er eenmaal inzit (vgl. stelling
2.18). ‘ '

Transiente ketens.

Laat E de verzameling der absorberende toestanden zijn en laat E de verzame-

ling der doorgangstoestanden zijn. Rangschik de toestanden z5 dat de Markov

matrix de volgende vorm krijgt:

:
4
-4
: 4:;",!
[
5
K
§
g
3
4
K
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Stelling 2.20.

Pk‘heeft de gedaante

I 0
P* = | k-] .
(] QDR Q

n=0

Bewijs: met inductie is dit direct te verifieren.

Stelling 2.21.

Voor de matrix Q geldt:

lim Qk =0 . E

ko

Bewijs.
Volgens stelling 2.16 geldt:

E p£?)< @ voor i,j e E
n=0 J

en dus moet

lim qgk) = lim pgg) =0 . 0
koo 1) ko 1]

Stelling 2.22.

De matrix (I-Q) is inverteerbaar en

a-97t= 7 oF.

Bewijs.

vk Tk
(lim ] Q)(I-Q =1lim | QYI-Q) =

e k=0 nse k=0 -

() Ma-o
k=0

]

lim (1-Q™1) = 1. | o
o
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Laat B de absorptiematrix zijn, gedefinieerd door
o0

bij 1= P(n:] {gn = jl | X = i) met i e Eenj ¢ E .

Stelling 2.23.

Voor de absorptiematrix geldt:

-]

B= (] QMrR= (- 'R,
n=0 :
Bewijs.
PSR ¢ 3)
bip 7 iyt 2 By
(k) _ (k-1)
£33 REE is  Tgj ot
Dus
v (k-1)
b.. = A r .
1] kZI REE Yip 2]
en hieruit volgt: B = (I-—Q)_1 R. 0
Gevolg.

De limiet van de P" voor n + = bij een transiente keten heeft de vorm

P” = met B = (I-Q ' R.

4

Als de beginverdeling p is, dan geldt voor de limietverdeling

Piw) =0 als i € E ,
(=) _ .
pi = pi + ZN Pj bji. als 1 EE .

icE
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Irreducibele recurrente ketens.

Voor het algemene geval worden de eigenschappen van P" voor n + = alleen ge-
noemd. De stellingen worden bewezen voor het geval er slechts eindig veel

toestanden zijn. Op het algemenere geval wordt in de paragraaf vernieuwings-

theorie teruggekomen.

Voor een aperiodieke irreducibele recurrente keten geldt:

a) De limiet P = lim P™ bestaat en
N>
" . p(®) _ 1
j>ie8” "ji '

Z nfg?)
it
n=1
(Merk op dat de noemer de verwachte terugkeertijd tot toestand i is.)

b) Of voor alle i € § geldt: Z r1f£?) < », 1in welk geval men de keten

positief recurrent noemt,

df voor alle i ¢ § geldt: Z nfgt}) = e, zodat V. . p‘.(q?) = 0, in welk
: ii i,j7 %ij

geval men de keten nulrecurrent noemt. {De symmetrische stochastische

wandeling is hier een voorbeeld van.)

¢) In een positief recurrente keten geldt

lim pgy) = pgm)
SOV b i
met
(=) () ()
P: = Z P. P en z P: =1,
J ies 1 2 jes J

Opmerking. In een doorgangstoestand komt de keten slechts eindig vaak voor;

in een nulrecurrente toestand » vaak alleen het duurt "heel lang'.

Van nu af aan bevat S slechts eindig veel ﬁoestanden, nl. n,
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Stelling 2.24.

Een eindige Markov-keten is dan en slechts dan irreducibel en aperiodiek als

er een M is zodat PM uitsluitend positieve componenten heeft.

Bewijs: combinatie van stellingen 2.15 en 2.10.

Stelling 2.25.

Stel de matrix P van een eindige Markov-keten heeft als kleinste component
€ >0, Laat x een n-kolomvector zijn met grootste en kleinste componenten res-
pectievelijk My en my. Dan geldt voor M, en m, de grootste en kleinste com

ponenten van Px:

0~ 1 0

en

Ml-m1 < (1-25)(M0—m0) .
Bewijs.

M, < emy + (1--€)M0 = MO - e(MO-mO) H
toegepast op - x levert deze redenering:

- m, s—mo-a(—mo-*-MO) .
Door optelling van deze ongelijkheden wordt het bewijs verkregen. (1

Stelling 2.26.

Voor een eindige irreducibele aperiodieke Markov-keten geldt:

oo

1) Er is een matrix P met lim pf=p .
Tr-+oo

2) P” heeft identieke rijen die elk een kansverdeling op {!,...,n} vormen.
3) P” heeft uitsluitend positieve componenten.
4) Er zijn constanten b en p met 0 < p < 1, zodat voor elke i, §, s

(x) _ (=) ..«
lPij -pij | = bo" .

\ . - {r) . () . .. Pe o
5) lim p bestaat, hangt niet af van p en 1s gelijk aan een rij uit P,

o t-)
6) Precies &&n kansverdeling op {1,...,n} is rijeigenvector van P bij de ei-

genwaarde 1,
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Bewijs.
De j-de kolom van P' is gelijk aan P’ ej, met ej de j—-de kolomeenheidsvec-
tor. Noem de grootste en kleinste componentwaarden M en mr; dr = Mr - m .

Uit stelling 2.25 volgt dat de limieten van M o T, en d bestaan voor r :
{(begrensdheid, monotonie). De dr naderen naar 0 als P maar een positief _?
kleinste component heeft. Stel P bevat een 0. Dan is er een N zodanig dat

PN geen nullen meer bevat (stelling 2.24)., Dus de deelrij d nadert naar 0.
Daar de rij d monotoon nlet-stljgend is geldt dus dat d naar 0 nadert. Dus
iedere kolom van P* heeft een limiet bestaande uit een constante vector. De

overige beweringen zijn eenvoudig na te gaan. 0

OBmerklng. Punt 3) van stelling 2.26 zegt dus dat elndlge irreducibele ape-
riodieke Markov-ketens positief recurrent zijn.

Stelling 2.27.

Voor een eindige irreducibele aperiodieke Markov-keten met limietverdeling

( )

geldt dat de verwachte terugkeertijd tot toestand k gelijk is aan _T&T .
Pk
Bewijs.
Mij
start in toestand i (eventueel =),

= de verwachte tijd die verloopt voor toestand j bereikt wordt bij

In ons geval zijn alle “ij eindig, nl.: maak toestand j absorberend (vervang
j=de rij van P door Gij)’ dit heeft geen invloed op “ij' Alle toestanden # j
zijn nu doorgangstoestanden (ga na!), zodat het verwachte aantal bezoeken

aan andere toestanden, voordat j bereikt wordt, eindig is (gevolg van stel-
ling 2.14),

Wi: = ) P (u . 1) + p., =
g Ma i
Moo= ) P + 1

Dus

M=PM-M)+E,

hierin is
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M = (“ij)?,;|= 5 My e= (dlj “ij)ril,j=| ; E := (1)1;1,_]-=l .
Dan
p() = p poi-M) + ™) E
pt < p(“’)(M—Md) s g,
@ w ™) g
dus
Pﬁ”) e T 1 -

Nu zullen we de resultaten voor eindige irreducibele aperiodieke Markov-ke-
tens trachten te generaliseren tot periodieke irreducibele Markov-ketens.

Merk op dat in het periodieke geval lim pm niet bestaat, nl. als de periode

Moo
d is, is elke pﬁ?) bij toenemende m steeds d~1 keer nul en ! keer > 0
n
(stelling 2.10), terwijl Z pF?) = 1.

j=1 ™
De bewijzen zijn niet zo elegant als mogelijk is, doch worden zo gegeven om

de opbouw duidelijk te maken.

Stelling 2.28.

Voor een eindige irreducibele Markov-keten geldt:

) . e . i Dk e
1) Er is een matrix P met lim —— E P" =P |,
=1 2o

2) P° heeft identieke rijen die elk een kansverdeling op {1,2,...,n} vormen.

3) P” heeft uitsluitend positieve componenten.

LT W ~ (0)
4) lim p bestaat, is onafhankelijk van p en gelijk aan een

me 3% 1 oo

rij uit P .
5) Precies &én kansverdeling op {1,2,...,n} is rijeigenvector van P bij de

eigenwaarde I.

Bewijs.

De relatie R uit stelling 2.8 is een equivalentierelatie. Hernummer de toe-

standen z0 dat de elementen uit &&n equivalentieklasse bij elkaar staan.
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In d perioden wordt elke klasse precies &&n keer bezocht en wel in een vaste

volgorde. Hernummer zd dat opeenvolgende klassen ook opeenvolgend staan. Nu

geldt:
—
—EAd O

O T3

1

e e £ T e

g he

waarin Al""’Ad overgangsmatrices zijn van een eindige irreducibele aperio-
dieke Markov-keten (stelling 2.10 en 2.24).

S Bt

m ‘\
Ad N
Pmd - .2*[j. .
O -
A
N J
Dus
r At
Aoo
= O
. md ﬂ . . *
lim P = - =: P

L J

volgens stelling 2.26, terwijl elke A; uitsluitend identieke rijen bezit met

alleen positieve componenten.

lim p"9*K = pK g p™ o pk pr

oo Mo

De rij {Pm}:=0 kan dus gesplitst worden in d convergente deelrijen en is

Césaro-convergent naar het gemiddelde van de d limieten:
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. * .
P" wordt uit P verkregen door in elke kolom de nulcomponenten te vervangen

door componenten van dezelfde waarde als de reeds aanwezige niet-nulcompo-

nenten, nl.:

£ = 0 levert P*

1 levert PwP* s

=
[}

met

N

l

W/
.
U |

alleen componenten # 0 in de gearceerde blokken. Dus PP~ levert een bijdrage i

met juist in de gearceerde blokken de benodigde niet~nultermen.
d-1 :

Enzovoort; z p* P* levert voor alle matrixcomponenten precies &é&n bijdrage
1=
# 0. 0 [

ek T ete g st R - i




§ 3. Markov ketens met kostenstructuur

Veelal zijn we niet alleen geinteresseerd in het kansgedrag van een systeem,
maar ook in een of andere grootheid die door het verloop van het proces be-
paald wordt, zoals kosten of opbrengsten.

In het vervolg spreken we alleen over kosten. Als de kosten negatief zijn
interpreteren we ze als opbrengst. We beperken ons tot eindige toestands-

ruimte.,

Aan ieder bezoek aan een doorgangstoestand i verbinden we de kosten r(i).

Aan een terugkeertoestand i verbinden we de kosten r(i) = 0 omdat we gein- ,ﬁ
teresseerd zijn in de totale verwachte kosten over een oneindige horizon en ‘ %
het aantal bezoeken aan een terugkeertoestand oneindig is waardoor de totale {%

verwachte kosten oneindig groot worden als r(i) > 0. De kolomvector met componenten r‘-.('f,\k

noteren we als r, i ¢ El' Laat E0 de verzameling der terugkeertoestanden

zijn en El de verzameling der doorgangstoestanden. (De toestandsruimte is ,ﬁ%
De overgangsmatrix is P. We definieren

en q(n) is de rij-vektor van kansen qi(n) met 1 e E].

Verder definieren we

qij = pij voor 1,] ¢ E].

Q is de matrix van de componenten qij' i,j € El'
De kosten behorend bij tijdstip n noemen we u(n) en we zijn geinteresseerd
in

ao

u = Z u(n) .

n=0
Er geldt

wm) = T qu@ . x@ + [ p () - 0=q@m - r.

. keEl keEO

Nu weten we dat

q(n) = q(a-1)Q = q(0) - Q"

zodat

Tl




daar r(k) = 0 voor k € E.:
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u = Z q(O).Qnr .
n=0

Daar EI de verzameling der doorgangstoestanden is, weten we dat voor alle

i,j « EI geldt _ j

) q§9) < w
n=0 I

oo ) "
n
Dus |} Q bestaat en dus bestaat u.
n=0

Dan geldt Sy = QSy_; * T» zodat

§ := lim S = QS+r , -

N+
Hieruit volgt

s= (-9 'r.

o

(Merk op dat (I - Q)‘] bestaat omdat 2 Qn bestaat en eihdig is.) Hiermee
n=0
hebben we gevonden dat

u=q@.(-Q 'r.

Dit resultaat is ook op andere wijze in te zien.

Laat vi de verwachte kosten bij start in toestand i & E, zijn. D.w.z.

i e

v, = éi }or(x) | X, =il = ] E[r(§ ) |
n=0 n n=0 n

1 §O=i]=
=x@)+ § ¥ TPl =k | x) = i)
n=1 ke¢E

0
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sr@ v T r@.p®
= (i) + Z Z r(k)..z P-. pgn-])
=r@+ J p.. I 1 r(k)-pj(E-l) =
= (i) + Z P.. X Etr(gn_l) [ X
‘ n=|
=r() + ] g, ) r(x) | x
i ] n=0

=r(i)+ ] q.,.v, .
jeE, ij' 73

In matrixvorm met v de kolomvector der vi's:

<
1]

r + Qv

zodat

- .

v

(Merk op dat u = q(0).v.)

Als we ook kosten aan de terugkeertoestanden willen verbinden dan worden,
zoals gezegd, de totale verwachte kosten oneindig als alle kosten negatief
of alle kosten positief zijn.

Als we twee systemen met elkaar willen vergelijken dan moeten we niet de
totale verwachte kosten als kriterium kiezen maar b.v. verwachte gemiddelde
kosten of de verwachte verdisconteerde kosten, d.w.z. de kosten die op tijd-
étip n gemaakt worden, worden met een factor sn, 0 <B <1, vermenigvuldigd
om de kosten op de constante waarde te herleiden, - _

Laat v, de verwachte verdisconteerde kosten bij start in toestand i zijn

dan geldt, analoog aan hetgeen we hiervoor afgeleid hebben:

v. = r(i) + Z Bp...v,
t jeE ]

o R

g

a i A T
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eit in matrixvorm

v =1r+ APv
zodat
v =1+ RPr + 82P2r + 83P3r o0, = Z BnPnr
n=0
of

(I -B8P)v=r1.
Zonder bewijs vermelden we dat (I - 8P) regulier is voor 0 < B < 1. Dus

v= (I - BP)_Ir .

Tot nu toe hebben we steeds verondersteld dat de kosten op tijdstip n alleen
van de toestand op dit tijdstip afhangen. Het is echter in veel praktische
situaties zo dat de kosten afhankelijk zijn van de overgang van toestand i
naar toestand j.

We zullen zien dat dit op eenvoudige wijze te herleiden is tot hetgeen we
hierboven besproken hebben,

Laat aij de kosten zijn van de overgang van i naar j. Er geldt dan:

v. = ] a ..p,. + } ..V, .
t jeE 31 jeE1 1]

Hierbij zijn r{i) := Z ;.o de verwachte kosten bij een toestandsover-
jEE .] J
gang vanuit toestand i. Dit is voor iedere i te berekenen en we kunnen \

zo weer herleiden tot

v, = r(i) + .Z Q. .V, .
JEE]

Ook het verdisconteerde kosten geval:

+ B Z P..sV,

v, = E a.,.p..
1 jeE 1313

j€E o H

- kunnen we met substitutie van r(i) herleiden.
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Zelfs indien de kosten verbonden aan de overgang van toestand i naar ] een

stochastische grootheid a; is geldt:

v(i) = ng pij'Eéij + jéE] IFTAAN

Nu moeten we r(i) := Eéij substitueren om de bekende vorm te krijgen.

Do
jeE 1]

Voorbeeld 3.!. (Rijexamen)

s

% P

a) Laat de kosten voor het gehele examen (theoretisch + praktisch) § 100,--
- bedragen en f 50,~— voor het praktischexamen alleen, en f 10,~~ voor het
theoretisch examen alleen. De verwachten examenkosten uitgaande van toe-

stand A zijn dan te berekenen door te definiéren:

rp = 100, r, =r =10, r_ =50, r_ =0 .

T] T2 p E

Laat r = (rA,rT,,rT ,Tp)T. De matrix Q, voor de doorgangstoestanden, heeft
. 1 2 :

de volgende vorm:

A T T P

1 2
A /3 1/3 0 1/9
T, 0 0 2/3 0
T, 2/3 0 0
P 1/6 0 0 0

Vv =V, ,V, 4V YV )T waarbij v, de verwachte kosten vanuit toestand A zijn,
A T] T2 P A
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VTI vanult Tl enz.

v=rx+Qy
zodat we het volgende stelsel kunnen oplossen
(I—Q)V=r|

Hieruit volgt dat v, = f 222,22,
b) Om het verwachte aantal "bezoeken" aan toestand P te berekenen definiéren

we rA = rT] = 1',1,2 = 0 en rp = 1, Uit

I-Qv-=r

volgt dan dat vy = 2/9.
c) Als de aanvraag voor een theoretisch examen 2 weken en voor een examen

met praktisch deel 3 maanden duurt dan is de verwachte studieduur te be-

rekenen met behulp van r, = rp = 3, Tp =g = LUt U -Qve=r volgt
=7 g-maand ! 2
nu v, 5 .

Voorbeeld 3.2. Beschouw de volgende Markovketen.

7y
' 2
h
vy O =0
Y

met de kosten van overgangen:

De verwachte verdisconteerde kosten met B = 1/4 zijn:

il

v(D) = 2/3a, + /32, + 802/3v(1) + 1/3v(2)]

v(2)

]

l]2a22'+ 1/2a21 + BL1/2v(1) + 1/2v(2)]

. o, 12
waa?ult volgt dat v(l) = 5 %o en v(2) = 4 %5
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§ 4. Markov processen met continue tijdsparameter en discrete toestandsruimte

In deze paragraaf worden stochastische processen beschouwd die de Markov ei-
genschap bezitten, een discrete toestandsruimte S hebben en waarvan de tijds-
parameter een continuum T doorloopt. Tenzij anders vermeld, zijn

§ := {0,1,2,...} en T := [0,»), Paden van het proces zijn functies op T die
waarden aannemen in S, Voordat een formele definitie van deze Markov proces-
sen gegeven wordt, wordt de Markov eigenschap besproken, Een stochastisch

proces {x(t) | ¢ € T} heeft de Markov eigenschap als voor iedere rij

0 < £, < tz < aee < tk+1 geldt
P(x(t ) = 8, | X(E) =5 ,000,5(6) = 5) =
=Pl ) = s, | x() = s)

voor iedere rij S 98500 ne a8 uit S waarvoor het linkerlid gedefinieerd is.

Dit is geheel analoog aan de in stelling 2.1 bewezen eigenschap.

Definitie 4.1, De collectie P = {P(t) [ t ¢ T} is een Markov semi-groep op
S als:

a) P(t) is een Markov matrix op S, Vt ¢ T met elementen: pij(t).
b) P(t + s) = P(t).P(s), Vt,s ¢ T, d.w.z.

pij (t + s) = kgs Pik(t).pkj (s) .

c) P(0) is de eenheidsmatrix, d.w.z. pij(O) = Gij.
Merk op dat als T = {0,1,2,3,...}, dan vormt de collectie machten van een
Markov matrix P, {p" | n=0,1,2,...} een Markov semi-groep, en dit is ook

de enige Markov semi~groep.

Definitie 4.2. Beschouw een kansveld (2,F,P) met daarop een stochastisch

proces {x(t) | t e T} waarbij x(t) waarden aanneemt in S. Laat
P = {P(t) | t € T} een Markov semi~groep zijn en {pk | k € 5} een kansverde-

ling op S.
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{x(t) | £ € T} heet een Markov proces als voor iedere rij

0= ty < t1 < t2 < ey < tn en iO’il"'°'in € § geldt

n
P(E(to) = 1'.0, _15(1:]) =1],...,§_(tn) = in) =pio k£| pik_lik(tk-tk__]) .
De analogie met definitie 2.2 is duidelijk. Dat een Markov proces aan de
Markov eigenschap voldoet is op dezelfde wijze als in stelling 2.1 na te
gaan,
De overgangskans?P(E(t + 8) = j I_E(S) = 1) is gelijk aan pij(t) zodaf de
Markov matrix P(t) de overgangskansen van overgangen in een tijdsinterval

ter lengte t weergeeft.

Eenvoudig is in te zien dat P(x(t) = i) = Z pk'pki(t)' Voor de semi-groep
keS
geldt bovendien P(t + s) = P(t).P(s) = P(s).P(t).

Er zullen nu twee voorbeelden besproken worden, waarbij het proces gecon-

strueerd wordt.

Voorbeeld 4.1,

Proces met 2 toestanden

De paden van dit proces zijn stapfuncties in de tijd.

De toestandsruimte S = {0,1}. Als het proces in toestand O zit, blijft het
daar een exponentieel verdeelde tijd v met parameter A (> 0} en in toestand
! een exponentieel verdeelde tijd ¥ met parameter 1(> 0), De verblijftijden
zijn onafhankelijk. Laat v, de k-de verblijftijd in 0 zijn en Q de k-de

k k
in I, voor k = 1,2,3,... De paden hebben bijvoorbeeld de volgende vorm

S

I
ll
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Er zal een afleiding van de Markov semi-groep van dit proces gegeven worden,

P(x(h) = 1 | x(0) = 0) = P(minstens &&n sprong in [0,h) | x(0) = 0) -
~ P(aantal sprongen in [0,h) is even en 2 2 [ x(0) = 0).
P(minstens &&n sprong in {0,h) | E(O) =0 =1 *e_Ah = Ah + o(h) (voor h ¢ 0).

=0) =
P(aantal sprongen > 2 | x(0) =~ 0) =P(y, +w, = h) < (1-e M- -
o(h) (voor h + 0) zodat

P(aantal sprongen in [0,h) is even en 2 2 | x(0)

[Fa

(h) :=P(x(h) = 1 | x(0) = 0) = Ah + o(h)

N

(h} :=yh +o(h)

Pyy(h) =1 = wh + o(h) .
En

Polt + 1) = po(t)epyy(B) + p (©).p o (h)
waaruit volgt dat

Polt +b) - py(t) = -an Po(t) + uh p, (t) + o(h)
en dus

dpo (t)

—qr— = ey (e) + wp (£) = ~(% + Wy (t) + u .

Deze lineaire differentiaalvergelijking, met beginvoorwaarde pO(O) = Py heeft

als oplossing:

- ___u =(Mut u
po(t) (p0 — A)e + T
en dus
R R ¢ A
p,(t) (r u+A)e et
Voor t - w:
lim po(t) = -_%—T en lim pl(t) = ——%—x ’
£-o0 H £ 00 H

onafhankelijk van Pge




..4]...

Met po(t) = po.poo(t) + Pl'plo(t) is eenvoudig in te zien door Py = 0 en

P; = | respectievelijk P, = 0 en Po = | te substitueren, dat:
_ A =(A+u)t oA o ()t
pOO(t) Y + — 7 ° , pOl(t) =TTy {1 - e }
o M - ~(A+u)e o A u —(A+)t

Als p(t) = (po(t),pl(t)) dan geldt

p(t) = p(0).P(t)

geheel analoog aan

p(n) = p(0).2"

in het discrete geval.

Dit voorbeeld levert een continue analogon van de 2-toestanden Markov keten

van blz. 21. 4

Voorbeeld ﬁ.Z; ' _T@

Proces met » veel toestanden; een wachtrij model, ;ff

Klanten komen volgens een Poisson proces bij een loket, d.w.z. de tussen-aan-
komsttijden zijn onafhankelijk en exponentieel verdeeld met parameter A(> 0),
Als het loket bezet is sluiten de klanten achteraan de wachtrij aan. De be-
dieningstijden van de klanten aan het loket zijn ook onafhankélijk en expo-
nentieel verdeeld met parameter u{> 0).

x(t) := aantal klanten dat in [0,t) is binnengekomen, Merk. op dat

{x(t) | t € T} een Poisson proces is (zie Kansrekening en Statistiek).

n(t) := aantal klanten in het systeem op tijdstip t. Als n(t) = 0 dan is het
systeem leeg en als n(t) = | dan is de wachtrij leeg,

pi(t) i=P(n(t) = 1), Hieruit worden de volgende eigenschappen afgeleid:

1. pii+l(h) = xh + o(h) voor h + 0

2. P (h) = yh + o(h), iz

ii-1

3. p;; (M) = 1= (u+ Dh +oh), i1 £
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4. poo(h) = 1= 2h + o(h)
5. sup P:n(h) = o(h) .,
j#-1,0,1 0

Hieruit volgt:

Po(t + 1) = Py (€).pgo () + py(£).p o (R) + L py ey -

Po(E). (1 = Xh + o(h)) + Py (t). (ph + o(h)) + o(h)

zodat

G A T R R e e

Pyt + h) - Py () ~Ahp,(t) + uhp  (£) + o(h)

. . ,

po(t) = lim T lim T =
h{0 h+0

]

]

=dpg(t) + up, (t) .
Voor n > 0:
Pale + 1) = p (). {1 = O+ Wh) +p ()M +p_, () + o(h)
zodat
-(A + whp (t) + P _;(E)xh + P4y (Euh + o(h)

p'{t) 1= lim =
n hv0 a

SO+ WP (E) + Ap_ (6) + up_ (E) .

n+l

Men kan bewijzen dat voor t -+ o

1) pn(t) * P» Vn
2) p;(t) >0, vn.

(Zie: J,W, Cohen: The single server queue, North-Holland, Publ. Comp. 1969,)

zodat

o
it

o
]

“Gos u)pn * Apn—l T My

o0 o0
Bovendien weten we dat Z pn(t) = | zodat Z pn < 1.
n=0 n=0
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A+ oq

. A X . . .
Uit P, = T Py en Poyl = P, m Po— volgt met volledige inductie dat
_ An
pl'l (u) po' -

Zodat aan de eis z G%)npo = 1 alleen voldaan kan worden als A > u, Als
n=0

A 2y dan P, = 0, n. Dus voor A < yu: P, = G%)n(l - %Q,n 2 0, De factor

% heet de bezettingsgraad van het loket, (zie Cohen).

Definitie 4.3. Een Markov proces met Markov semi-groep P waarvoor geldt dat

lim p..(h) = §,, heet een standaard proces. In matrixvorm: 1lim P(h) = I (com
h+o *J H h+0
ponentsgewijze convergentie), In de rest van dit hoofdstuk beperken we ons

tot standaardprocessen, deze voorwaarde betekent dat P(t) continu van rechts

is voor t = O, Hieruit volgt de continuiteit van P(t) voor alle t,

Stelling 4.1. Een standaardproces heeft een continue Markov semi-groep.

Bewijs. Py;(t +h) = ) Py (6), h20.
k

Pij (€t 0 Ry (®) = gy () = g5+ T pyy ()py )

k

Merk op dat O < pkj(t) £ 1 en Z pik(h) = ] = pii(h)’ zodat
: k#1i. ‘

+ {1 - Pii(h)}

waaruit de continuiteit van rechts volgt. _
Voor h > 0 geldt p,.(t)=Zp., (£t = h).p, .(h). Geheel analoog bewijst men hier-
ij Kk ik *® L

mee de linkscontinuiteit. , ' l

Er worden nu enige stellingen afgeleid voor de differentieerbaarheid van
P(t) naar t. Enkele stellingen worden bewezen voor eindige toestands-
ruimte, doch ze zijn ook geldig voor een aftelbare toestandsruimte als geldt

dat lim pij(h) = Gij uniform in i (een Markov semi-groep met deze eigenschap
h+0 ' -

heet een uniforme Markov semi—groep){
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Stelling 4.2. pii(t) >0, VYt ¢ T,

L _ t t, N t
Bewijs. p, (t) = pii%@' N) = {pii(ﬁ)} . Daar pii%? + 1 voor N + =, zodat
pii(t) > 0, vt, G

Stelling 4, 3. pii(t) is rechts~differentieerbaar in t = 0. Noem de afgeleide

—q; - Dan geldt q; 2 0.

Bewijs., Uit stelling 4.2 volgt het bestaan van log pii(h)'

_ log p..(h) _
i I pii(h) - 1in | - e % log pii(h)
heo B hvo 108 Py;(h) h
Merk op dat
. e1Qg p;; ()
— =]+O(l).
log p.. (n)
~log p;; (1)
We moeten nog het bestaan van lim ———n—F———-—-aantonen. Laat
h+0
~log p;, (h)
q = sup — » 420,
h>0
Dus
. ~log p, . (h)
lim sup o £q .
h+0

Als ¢ = 0 dan Pii(t) = 1, en is de stelling bewezen, ~log Pii(t)

t
Er is een S > 0 zodat t = ns + § met 0 5 § < s, waarbij n en § van s afhan-

Stel q¢ > 0. Kies een 2 : 0 £ a < q. Dan is er een t > 03 z a.

gen,

Py (E) = p (ms + 8) 2 (pﬁcs))“.piim) .
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-log pii(t) -n log pii(S) - log p..(d)

ii
< < =
@ £ t
_n.s '8 Pyj(s)  logpy, (8)
t 8 t e
ns ~log p.. (s)
Als s >~ 0 dan'j? +1lendé >0, dus a £ lim inf . Dit geldt voor
5+0
iedere 0 £ a < q, zodat
-log p.,.(s)
lim inf S“ >q .
s+0
Uit combinatie met
-log pii(s)
lim sup B — < q
s+0
volgt dat lim p,.(s) bestaat, en dus q, = q 2 0. 0
i1 i
s>0
P, ; (t)

Stelling 4.4, Als q; <= dan bestaat lim

. Noem deze afgeleide Q5o
£40 1

Bewiis.
n-1 o
(%) p;;@8) 2 mzo (p;; () p;;(8)epss (@ = m = 1DE) .

Dit is in te zien door de Markov keten te beschouwen die op discrete tijd-
stippen (n.8) na m stappen weer in i is en dan daarna naar j gaat en er

blijft, Uit het bewijs van stelling 4.3 zien we:

-log pii(t)
t

q. = sup
s

-qi t
duS’-qi .t <log pii(t) waaruit volgt dat pii(t) 2 e "+ Kies € > 0, Kies

- -q. t
t > 0 zoddnig dat e e B

SR R S,

TR
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Dan geldt veoor m§ < t:

a -q; 8 -q. 6m -gq. t
{pii(5)} > {e 1 =e > e >1 -k
en voor s < ti
: -q. S -q., t
pii(s) >e >e T > —-e .

Zodat (*) impliceert:
p..(@8) 2 (1 - ¢)%nup, . (8)
1] 1]

waaruit volgt:

p..(nd) p.. () :
1] _ 2 °ij E
(x*) v > (1 £) ; . |
Laat %
. Py () 3
q.. t= lim sup 3 . :
] d>0
. P, (6)
Kies een rij &'s zodanig dat § =+ 0 en ——%——m-+ qij' Kies vervolgens een rij

n ~+ « zodat né > s < t, Dan volgt uit (*%):

p. . (s)

De matrix Q van elementen qij’ i,j € § heet de generator van de semi-groep.

2y -e)?
zodat f
p..(s) '
lim inf 1; 2.q;; . 5
Hieruit volgt dan het bestaan van de limiet, O 5f

Stelling 4.5. Als q;; > "= en de toestandsruimte is eindig dan is P(t) dif-

ferentieerbaar voor alle t =2 0 en P'(t) = Q.P(t) = P(t).Q (d.w.z. pij(t) be-

staat voor alle t = 0).




en dit nadert naar Q.P(t) voor h -~ 0,
Eenvoudig is in te zien dat P(t).{P(h) - I} = {P(h) - I}P(t) zodat
P(t).Q = Q.P(t). 0

Opmerkingen. g
Jy

1)

2)

3)

p;; (6) + )) pij(t) = 1 zodat

lijkingen.
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Bewijs.

P(t + h) - P(t)

= = P(t) .

-+ P(t).Q als h =+ 0,

{P(h) - 1}
h

P(t) - P(c = h) _P(t —h) - P(h).P(t —h) _ I = P(h)

. 4
— — % P(t - h)

Fote AR e T LT

j#i

pii(t) =1 . Z pij(t) o, v .
t j#i t

Van beide termen bestaat de limiet (mits $ eindig). Dus q; = Z qij'
j#i
Voor S aftelbaar geldt q, < Z qg...
i T ¥
. j#i
Het stelsel differentiaalvergelijkingen P'(t) = QP(t) wordt het stelsel

van achterwaartse Kolmogorov differentiaalvergelijkingen genoemd en

P'(t) = P(t)Q hetstelsel van voorwaartse Kolmogorov differentiaalverge-

De oplossing van deze stelsel differentiaalvergelijkingen is voor uni-

forme Markov semi-groepen P(t) = th, waarbij
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§ 5. Stoptijden en de vergelijking van Wald

Beschouw een kansveld (Q,F,P) met daarop gedefinieerd een rij stochastische
grootheden {En' n=1,2,3,...1. :
Een stochastische grootheid N op dit kansveld gedefinieerd, heet een stop- +
tijd voor de rij {gn, n=1,2,3,...} als er voor iedere n ¢ N een verzame-
ling uit de Borel-c-algebra op de R" is zodanig dat de volgende gebeurtenis- ;
sen gelijk zijn: {N = n} = {(51,...,§n) € A}, Dit wil zeggen dat de gebeur-
tenis {N = n} geheel bepaald wordt door XjseeesX o Dus om te zien of N = n
behoeven slechts Xy sees X Waargenomen te worden,

Stoptijden vinden toepassing in de theorie over Markov ketens. Bijvoorbeeld
het tijdstip waarop een Markov keten {gn, n=1,2,3,...} met toestandsruimte
S een bepaalde verzameling A ¢ S binnenkomt is een stoptijd.

In de sequentiele statistiek is men geinteresseerd in het tijdstip waarop

men genoeg informatie verzameld heeft om het experimenteren te kunnen sta-
ken en een uitspraak te doen. Oock hier geldt dat iedere stopregel een stop- !
tijd is want het al dan niet stoppen op tijdstip n is geheel bepaald door y
de rij waarnemingen tot en met tijdstip n.

Voor Markov ketens met discrete tijdsparameter geldt dat de voorwaardelijke
kans, gegeven dat de keten op een stoptijd N in toe;tand i zit, dat de keten
k tijdseenheden later in toestand j zit onafhankelijk is van de stoptijd.

Deze eigenschap noemt men de sterke Markov eigenschap: Dit wordt nu bewezen.

Laat N een stoptijd zijn en {ﬁn’ n=20,1,2,3,...} een Markov keten slechts
op de gebeurtenis {N < =} is de stochastische grootheid 2y gedefinieerd.

Vandaar dat er steeds over {EN = i, N < =} gesproken wordt.

Stelling 5.1. (sterke Markov eigenschap).

]P(_}_(E+k=jIl(N=i,H<m)=P(l(k-j|§0=i).

Bewijs.

[ T
I
[
-
=
]

IP(}-{'g“‘"k = EEE . _-( W) = nEOP()_('E:'-k = j' E.ﬂ n | ._}(H=i, E(m)

=nEOIP(§n,+k=j |N=n,_x§=i).][’(§_=n [ ?LLN—-i'.E<m) .
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Daar {N = n} = {(51""’§n) € A} voor een A uit Borel-o-algebra op B® geldt
volgens de (gewone) Markov eigenschap dat

Pl =3z =i, N=m) =R, =35 =1 =p .
zodat B
b -— n=0 —
0

Voorbeeld, Beschouw de volgende Markov keten

PEAR=UAN

i
T

A
¢+ g .
i PR i
o 4 2 O

R e

o )
Wi

s
,

]
Om de volgende voorwaardelijke kans te bepalen

P(gnr- 2 voor een n | X, = 0)

0

wordt de stoptijd N ingevoerd:

N := infin | x =1},
P(;_cn='- 2 voor een n l X = 0) =]P(5N+k = 2 voor een k,N < = | Xy = 0) =
P(§N+k=zvooreenk|E<m'§N=].§O=0)_P(}_{N=]’£<m,§0=0)=

P(§k22vooreenk|§0=l).IP(§<m|>_<0=O)=

L}

2% 1k 1.k 3
-S-Z (-5-) ) (g) ST
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Stelling 5.2. (Vergelijking van Wald). Laat LN O8T SYRRRNL LY rij onafhanke-
lijk identiek verdeelde stochastische grootheden zijn en N een stoptijd voor

deze rij en laat E[gll <wenEN <x, dan geldt

]
EC) %) =Ex
n=1

I.EE .

Bewijs. Voer in de rij stochastische grootheden Yo M T 152,3,.+. met

I, = 0 als N < n, = als N 2 n. Dan geldt:

N. 00
L S L o in 0
- n=] n=1
zodat
(%) E(nzl x) = En-zl Gy ) = ngl Ex .y -

Daar ¥, een functie is VAN X pees X geldtdat ¥ onafhankelijk is van x_.

1
Formeel:

(g = 00 = Wend = Wxn= 1) = Layueeenmy ) € &)

; n
voor een A uit de Borel-o-zlgebra op de R en evenzo

g =1 =Mz2n)=N=n- 110 = {Gppeeenr, ) £ A) .

Daar 51,52,;.., onafhankelijk zijn, zijn x en y onafhankelijk. Dus

[
~—
]

E(% . g Ex «Ey = Ex, . E(] y) =

n=1} n=1 n=|

.« [ P( 2n) = Ex
n=1

I
t
"

1'EE

want
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o [+4] o [- -] k_ o0
] PW2n)y= §J ] PN=k)= ] [ P(N=%k)= ] kP(N=k).
n=1 n=1 k=n k=1 n=1 k=1 B

Tot slot nog een opmerking over de verwisseling van somteken en verwachting,
Het bewijs kan eerst gegeven worden voor gn = |§nl. In dit geval is de ver-
wisseling geoorloofd omdat alle termen niet negatief zijn. Met behulp van

de gedomineerde convergentiestelling is de bewering ook juist voor gn = x

-n
daar

Engl z 1y, = Elx [EN <=, 0

Voorbeelden,

1) XisXgpene onafhankelijk identiek verdeeld met'P(En = (J) = IP(§n 1)

N =inf{n | x, +x, ..ot x = 10}
N
E(n£1 ) = Ex,.EN = {EN
anderzijds
N ®
E(C] %)= ] 10B®=n)=10.
n=1 n=10
Hieruit volgt dat EN = 20,
2) XisXppere onafhankelijk identiek verdeeld metiP(gn =-]) = P(Eh = 1) =}
N = min{n | X Y Xy et x = 11 .

Als -de vergelijking van Wald gebruikt mag'worden, d.w.z. als EN < « dan
geldt

N
E(] =) =Ex .EN =0,
n=]
. ¥ |
dit is onjuist daar E( ) x,) = 1 zodat de conclusie EN = = getrokken
n=1

mag worden.
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§ 6, Vernieuwingstheorie

- (litteratuur: S. Ross, Applied probability Models with optimization

Applications, Holden Day 1969},

Laat {En' n=1,2,3,...} een rij niet-negatieve, onafhankelijke identiek ver-
deelde stochastische grootheden zijn met distributiefunktie F en verwachting u.
Er wordt verondersteld dat y > 0 zodat E’(En = 0) < 1, Verder worden gede-

finieerd:

11

s, L Xonzl
nLo k

—m&&&:«&ﬂl Comal T

N(t) = sup{n | s, <t

e

Een intuitieve interpretatie van deze stochastische grootheden is het 3
volgénde. i
Beschouw een gloeilamp. De levensduur van deze gloeilamp wordt voorgesteld

door de stochastische grootheid X Steeds als de gloeilamp kapot gasat wordt
hij vervangen door een identieke gloeilamp. S, is de totale levensduur van n
lampen en N(t) geeft het aantal vervangingen tot en met tijdstip t weer. 3

In de tekening is N(t) = 4,

Het stochastische proces {N(t), t ¢ [0,x}} heet een vernieuwingsproces.

De toestandsruimte is de verzameling der natuurlijke getallen en de paden
van dit proces zijn stapfunkties in tijd waarbij de stapgrootte steeds +1
is, zoals bij het Poissonproces,

Volgens de sterke wet der grote aantallen geldt

S
N
T - u met kans 1 .
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Dus s stijgt met kans 1 boven elke waarde uit zodat s, < t voor slechts
eindig veel n optreedt, met kans 1, waaruit volgt dat N(t) < « (met kans 1).

Eenvoudig is in te zien dat

1A

N(t) 2nes

t .
e

Hieruit volgt

I

P (N(t) = n) = P (N(t) = n) - P (N(t) 2 n+i) =

]P(gnSt)-IP(s T t) .

-n+l|

Noem:

Fn(t) 1= IP(gn <t) .

(Dus Fn(t) is de n-voudige convolutie van F.)

Hiermee wordt

P (N(t) =n) = Fn(t) -F, () .

Noem de verwachting van N(t) : m(t).

Er geldt

m(t) = EN(t) = } n P(N(t) =mn) = ] nfF (t) -F_ ()} =

n=0 n=1
@ n
= nll k£1 {Fn(t) - Fn+1(t)}

daar Fn(t) -3 Fn+l(t) mag de sommatie volgorde verwisseld worden:

m(e) = ) {F () -F__ (1)} = Fo (t) .
- k=1 n=k O n+l k£1 k

m{t) heet de vernieuwingsfunktie (renewal function).

Stelling 6.1.

m(t) < « VtzO .
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Bewijs. Introduceer een rij stochastische grootheden Y, B < 1,2,3,604 &
waarbi]

Yy =0alsx <a,a>0,
n ~n
=0 als x_ 2 a .

Op dezelfde wijze als voor de rij X 9% 9 Xgsees worden gedefinieerd:

Ey(t) := sup{n | T < t}.

Ook {§y(t), t € [0,#)} is een vernieuwingsproces.

Voor t = ke*a met k een natuurlijk getal, geldt: §y(t) is negatief binomiaal

n

verdeeld met parameters k en IE’(gI > ), Voor t ko geldt

k k.

E ij(t) = ]P(ZEIZO’-) = ]'F(QT .

Daar s, = En, n=1,2,3,... geldt gy(t) > N(t) zodat

ft/al+1

=7 <~ C

m(t) S E N (t) s

Een opmerking over Laplace transformaties,

Laat g*(s) de Laplace getransformeerde van de functie g(t) zijn, dan is

oo

g (s) = j e fag(t) .
0

Stel, voor de convolutie van de distributiefuncties h en f geldt de volgende

betrekking:

t

g(t}.:= J h{t-t)df (1) .
0

Er wordt nu bewezen dat g*(s) - f*(s)h*(s).

e

.

A ]
E i

Lt
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Voer 2 onderling onafhankelijke stochastische grootheden x en y in. Laat
f(x) de distributiefunctie van x zijn en £(y) die van y. De som t = X + y

heeft dan de distributiefunctie g(t). Eenvoudig is in te zien dat

£7(s) = Ee °F

h*(s) = Ee °¢ R

g*(s) = Ee °F ,
Daar

Ee™S (YY) _ 78X peSY
geldt i

g (s) = £°(s).0"(s) .

| . b .
P ing: bij i el rong in a mee
Opmerking: blij integratie aj f(x)dF (x) moet een eventuele sprong

genomen worden,

Laat m*(s) de Laplace getransformeerde van m(t) zijn.

Dan geldt 5
* ' it s * k -
m(s) = ) F (s} = I {F(s)} ,
=} k=1
zodat
. ® k .
) n¥(s) = F'(s)+n'(s) [ (F' ()} =F'(s) (1 +m'(s)) .
k=]
* *(s)
Hieruit volgt dat F (s) =-—J£1;i—— en dus is F(t) eenduidig bepaald door
1 +m (s)

m(t) (en omgekeerd).

Bovendien volgt uit (x)

. t
m{t) = F(t) + J m(t-1)dF(t) .,
. 0

Deze vergelijking wordt de vernieuvwingsvergelijking genoemd (engels: renewal

equation).

Deze vergelijking is ook op andere wijze in te zien:
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[=+]

m(t) = B N(t) = E{EIN(®) | x, = x]} = J ELN(E) | %, = x)4F(x) .
0

E[N(t) | X = x] =0 als t < x

= 1 + E[N(t—x)] als t 2 x ,
Want X ,X,pee. zijn onafhankelijk,
Dus

t

m(t) = F(t} + J m{t-x)dF(x) .
0

Met een vernieuwingsachtige vergelijking wordt bedoeld een vergelijking van

het type , ‘?

t .:

g(t) = h(t) + J g(t-x)dF(x), t = 0 , -

0 i

waarbij h en F bekende functies zijn.

De oplossing van g{(t) uit zo'm vergelijking wordt afgeleid in de volgende
stelling.,

Stelling 6.2. Als

t
g(t) = h(t) + J g{t-x)dF(x), t 2 0 ,
0
dan
t
g(t) = h(t) + J h{t=-x)dn(x) ,
.0
waarbi j
nx) = ] OF G .

n=1

(Fh(x) is de n-voudige convolutie van F,)
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Bewijs. g (s) = h*(s) + g (s)F"(s), zodat

o

1~F"(s) k=0 k=

waaruit de bewering volgt. []

Er zullen nu enige limietstellingen voor het vernieuwingsproces afgeleid

worden.

Stelling 6.3. Met kans 1 geldt

N(t)
—— v alstoe

Bewijs. Daar N(t) < « met kans 1 is Eg(t) met kans [ gedefinieerd.
- 4 ) Y t-aS
0 SNy  © SN(E)+]

Uit de definitie van N(t) is direct te zien dat

] f£t<s s

N(t) N(t)+1 !
zodat

W)y . e

N Moy N
Met kans 1 gaat N(t) + « als t - = want stel dat er een k is zodat

P (sup y(t) £ k) >0
t

dan

=oo)>0

P (n{N(t) < k}) = P {(n {gk 2t} =P (gk
t t

~ waaruit volgt dat E’(gl = =) > 0 zodat lim F(x) < | hetgeen betekent dat

- * - . » —+ca
F(x) geen distributiefunctie is. x

sy LoF @ = 0t (e) + b (e) ) Fo(s)
1
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]
Volgens de sterke wet der grote aantallen geldt 1? + | met kans | zodat

En(e)
W +.“ met kans 1,

N(E)+I SN(t)+! N(t)
Daar ook ﬁftjg" Eff)+l -+ p met kans 1 moet

}-Jmet kans 1. OO

Stelling 6.4, (elementaire vernieuwingsstelling)

m(t

—

s t > o ,
s al

= -

Bewijs.

a) Veronderstel u < = ,

Merk op dat N(t) geen stoptijd is want

(e} = n} = {x, +..04x < thn{g +..+x > t}

1 =n+l

en dus is {N(t) = n} geen gebeurtenis die alleen door EIETRRYS bepaald
wordt,

Echter N(t)+1 is wel een stoptijd hetgeen met een analoge redenering is
in te zien.

Om de verwachting van s te berekenen mag de vergelijking van Wald

N(t)+1
toegepast worden omdat u < « en volgens stelling 6.1 is m(t) < =,

Dus

Els

Sy(ey+1) = MELM(O*1] = u@(e)+1) .

Daar s > t geldt Els

Sy(ey+1 = E(t)_”] z t zodat

u(m{t)+1) = t en dus E%?lz

h = £
t)—
-

hetgeen betekent dat lim inf Eﬁﬁl
t > =

v
— =

m(t)
t

L =i [

Nu nog te bewijzen dat lim sup
f = o

Voer een nieuw vernieuwingsproces in:

y = | n=1,2,300. .
n M als En > M -

b3

7
Pt

1
i
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n
Laat T = k£ y, en ﬁy(t) = sup{n | In s t}.
1
0 T t T
~N (t =N (t)+1
_y( ) _y(
Daar y < M geldt
< t+M ,

zodat met behulp van de vergelijking van Wald

E(X'I)E(gy(t)ﬂ) < t+M,
Noem: wy := Ey, en my(t) 1= E@-y(t)) y zodat
g(m (£)41) < £0t

waaruit volgt

cm(t) £ my(t), Y s Want

t=0

gy(t)snaT 2 t=5 2t=N(t)<n.

“n -n
Dus -
lim sup m(tt) =4 —]-
t > o MM
Dit geldt voor alle M > 0., Daar lim Hy = ¥
. Moo
. 1
lim sup I-H-(—tti-)- <=,
t > o H
Hiermee is bewezen dat lim -m—tQ- = i- .

t-0
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b) Voor u = = is het voldoende te bewijzen dat

H

t)

lim sup ==—= < 0,
t » = t
Beschouw weer het afgeknotte vernieuwingsproces {xn,n = 1,2,3,...}.

Weer geldt hiervoor

m (t)
lim sup S —
t 9+ o t uM

waaruit weer volgt

lim sup L — ¥ . i
s w © My * M>0 i
Nu geldt : : ‘-@
lim y,, == , 0 L
Mo M ' .-.":

Zonder bewijs zal nu een sterkere stelling over het limietgedrag van de ver-
nieuwingsfunctie vermeld worden. Deze stelling onderscheidt twee typen

distributiefuncties,

Definitie 6.1, Een niet-negatieve stochastische grootheid X heeft een

roosterverdeling met roosterconstante d als:

J P(x=mnd) =1eng.g.deln | P(x=mnd) >0} =1,

{(De tweede voorwaarde betekent dat er geen rooster met roosterconstante k+d

is, met k een natuurlijk getal, zodat Z:=0 P (x = nkd) = 1.}

Stelling 6.5. (Blackwell)

1) Als F een roosterverdeling is met roosterconstante d dan
lim P (vernieuwing op tijdstip nd) - 5

-+

(formeel: lim P ( | {s, = nd}) ~ g) .
: k=1

n-rx
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2) Als F een niet-roosterverdeling is dan geldt

. . a
m(t+d) ~ m(t) - " als t + =, VaZO .

Bewijs, Zie voor 1): Feller, W., An introduction to Probability Theory and
its Applications, vol, 1
2): - Vol,.II,

Gevolg van Stelling 6.5, 1)

p, i P (vernieuwing op tijdstip nd), Pg *= 0.
Het verwachte aantal vernieuwingen op tijdstip nd is

n

m{nd) = z P A
en op tijdstip t: -
[tgd]
m{t) = P, -
k=1 &
Dus
[t/d]+n
m(t+nd) - m(t) = .
k=[ t/d]+1

Daar P~ S voor k + = geldt

m(c+nd) - m(t) - %?-.

Voorbeeld 6.1. Beschouw een irreducibele aperiodieke Markovketen met aftel~

bare toestandsruimte. Als vernieuwing wordt een bezoek aan toestand i be-
schouwd bij start in i. De tijd tussen twee bezoeken is een rij onafhanke-
1ijk identiek verdeelde stochastische groctheden.

(n)

ii

P (vernieuwing op tijdstip n) = p

Volgens Stelling 6.5:

lim psv) -1
oo MT H

13

zodat verwachte terugkeertijd in toestand i bij start in i uit de limiet-

. . )
verdeling te berekenen 1s, . i
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De volgende stelling wordt ook niet bewezen. In deze stelling wordt het
limietgedrag van de vernieuwingsfunctie nader bekeken, Eerst een definitie

over integreerbaarheid.

Definitie 6.2. Een functie h(t), t 2 0 heet direct Riemann integreerbaar als

DI ]ﬁn(a)l en ) |gn(a)| eindig zijn voor elke a > 0.
n=1 ' n=|]

2) lim a Z gn(a) = lim a Z mn(a) '

a+0+ nfl a~>0+ n=1
waarbij-ﬁh(a) = sup h(t) en gn(a) = inf h{t) .
: tel (n~1)a,nal tel (n—1)a,nal

Een voldoende voorwaarde hiervoor is:

1) h(t) 20, Vo

2) h(t) is niet-stijgend

3). h(t) is Riemann-integreerbaar en J h(t)dt < = ,
0

Stelling 6.6, (key renewal theorem)

Als F een niet-rooster distributiefunctie is en h(t)} is direct Riemann-

integreerbaar dan g
t @
lim J h(t-x)dm(x) = J h(x)dx .
o0 “0

Bewijs. Zie Feller Vol, 1I.

Tntuitief is deze stelling op de volgende manier in te zien,

Volgens de Stelling van Blackwell
X
m(t+x) - m(t) > E als t > @ ,

De staart van h(t) - 0 als t + = zodat voor kleine x h(t-x) weinig invloed

heeft, vandaar dat het aannemelijk is dat

|
ik,
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t o
[ [ x
J h(t-x)dm(x) ~ J h(x)d 5 veor £t > oo,
0 0

Met de Stelling van Blackwell is de key renewal stelling te bewijzen,
echter uit de key renewal stelling volgt de Stelling van Blackwell zodat

ze equivalent zijn, want voor
h{t) =1 0£t=sa

=0 anders
geldt voor t 2 a: :
o
{ w
J h(t=x)dm(x) ¢
0

m(t) - m(t-a) ,

zodat
a
h dx = - ,
J (x)dx .
0

m{t) - m(t-a) -+

S o

i

Voorbeeld 6.2. (alternerend vernieuwingsproces)

Beschouw een systeem dat onderhevig is aan storing. Er zijn twee toestanden:
"het systeem werkt" en "het systeem is buiten bedrijf",

Als het systeem buiten bédrijf is wordt het gerepareerd.

X, is de tijd dat het systeem werkt, 1 de tijd dat het buiten bedrijf is.
Daarna werkt het systeem weer, X,, en is daarna weer 1, nodig voor het
herstel, enz. _ _

XiaXysXqpees onafhankelijk en identiek verdeeld met distributiefunctie F,
AR ST SYIRT onafhankelijk en identiek verdeeld met distributiefunctie G.

H is de distributiefunctie van x+y en H is een niet-rooster verdeling.

P(t) := P (op tijdstip t is het systeem in bedrijf)} '

formeel:

P(t) := P (
N

b 8

N N
0 {nzl G, +yy) <t A n-zl G i) * gy > th .

De limietverdeiing van P(t) voor t -+ « wordt bepaald.
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Stelling 6.7, Als Ex <= dan
Ex

. -1
Iim P(t) = —————,
poveo Ex) *Ey,

o

Bewijs. P(t) = J P (op t systeem in bedrijf | Xty = x)dH(x)
0

P (op t systeem in bedrijf | X *y, = X = P(t=x) als t 2 X

P(x >t | §]-+zl = x) als x > ¢,

Dus

¢ -
P(t) = J P(t-x)dH(x) + J P(x, >t I X, *y, = x)dH(x) = ;
0 t
t o :;‘
= J P(t-x)dH(x) + J P(§]> t [ §1-+21= x)dH(x%) f

0 0

= {1 - F(t)} + J P(t-x)dH(x) . ,é

Met behulp van Stelling 6.2:

t
P(t) =1 = F(t) + J {l-F(t-X)}de(X) ’
0

waarbi j
m(x) = ) H(x) .
n=}

Volgens de key renewal stelling:

t o« -

[ f
Lim B(£) = lim | (1=F () bemy (x) = 1 | t-Feodax

oas te H

0 0

waarbij

i
A
A

+
1
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o

TR J xdH(x) = E§] + Egl .
0
Merk op dat
‘o © o © t *® {
{ { [ [ A
J (1-F(x))dx = J J dF (t)dx = J J dxdF (t) = f tdF(t) ,
0 0 x 0 0 0 &
A
zodat ﬁ
Egl '
lim P(t) = s | []
g0 Ex) *Ey,

s TR L AR Rl

Er zal nu een ander aspect van het vernieuwingsproces besproken worden,

Pt

nl, de restlevensduur,

Definitie 6.3, De restlevensduur v(t) is:

v(t) := -t .

SN (t)+1

Dit is de wachttijd tot de eerstvolgende vernieuwing na tijdstip t.
vit)

e,

t

t—-as
En(r) EN(E)+1

Het limietgedrag van de kansverdeling van de resttijd wordt nu afgeleid.

Stelling 6.8.

, t
P (v(t) £ x) = F(t+x) - J {1 ~ F(t+x~y) Hn(y)
' 0

en als F een niet-rooster verdeling is dan geldt

X

J {1-F(t)}dt

lim P (v(t) < x) = 2
P M
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waarbi j

oo

m(y) = [ F_(y) enn = J xdF (x) .
n=1 0

Bewijs. Noem P(t) := P (y(t) > x). Merk op dat

P(t) = P (geen vernieuwing in (t,t+x])
P(t) = J P (v(t) > x | x, = y)E(y) .
0
Er geldt:
P{t-y} als t =2 ¥y
P (v(t) >x | X, =¥ = 1 als y > t+x
0 als t <y £ t+x
zodat
t
P(t) = J P(t-y)dF(y) + {1 - F(t+x)}
0

met behulp van Stelling 6.2

t
P(t) = {1 - F(t+x)} + J {1 ~ F(t-y+x) }dm(y)
0
en dus
t
P (v(t) s x) = F(t+x) - J {1 = F(t-y+x) }dm(y) .
0

Beschouw nu eerst: u < = ,
En vervolgens de key renewal stelling
-] [=+]

lim P(t) = :: J {1 ~F(t+x)}dt =
£ 0 X

= -

zodat

X
lim P (v(t) £ x) =]-J]- J {1-F(eylae . O
>0

0

J {1t -F(t)ldt ,
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Nu het bewijs in geval u = =
P(v(t) < x) = P(N(t+x) - N(t) > 0} =IP(§(t+x)f§(t) > g)
voor O < g < 1}

Gebruik de ongelijkheid van Chebyshev:

P(N(t+x) - N(t) > €) < E(N(F*z)fﬂ(t) - ESEi&%:ELEl

Volgens de stelling van Blackwell

P(v(t) < x} = mitx)-m(e) _ P é-- =0 voor t + = , O

2

= | %

Het is eenvoudig om de leeftijd van het proces op tijdstip t te berekenen
met behulp van Stelling 6.8.

De leeftijd z(t) is als volgt gedefinieerd:

Definitie 6.4, g(t) =t

T EN(e)”

{z(t) > x} = {geen vernieuwing in [t-x,t]} = {v(t-x) > x} ,

zodat %
P (2(t) > %) = P (u(t=x) > %) b
en dus
=X
F(t) - J {1 =-F(t-y)}dm(y) als x < t
0
P (2(t) < x) =
1 als x > t ,

Als F een niet-rooster verdeling is geldt

X
lim P {z(t) < x) = & J {1 - F(y)ldy .
t_H”

0

Laat de stochastische grootheid v als verdelingsfunctie hebben
lim P (v(t) < x) dus

tsw

X
P(v =x)=

S 1
I m J {1 = F(t)}dt .
' 0

Dan heeft v een continue kansverdeling met dichtheid:

X

J {1 = F(t)}de = = (i - F(x)).

= L]

En dan geldt:
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Ey = J v fg(v)dv = & J v {1 = F(v)}dv =
0 o
=~ co o X
= ilI J v { J dF (x) }dv = i‘ J { J VdV}dF(X) =
0 v 0 0
=L xzdF(x) = -1-1-2- met i= deF(X)
2u 2u Hp ¢ ’
0 ¥

Daar, onder de veronderstelling dat F niet gedegenereerd is, geldt dat
My - u? > 0 moet Ev > bu.
Dit resultaat is intultief met het volgende voorbeeld te verklaren.

¥ is de homogene verdeling op [0,1], dus P(x < }) =P(x 2 }) = }. Op een

L i,

willekeurig tijdstip t is de kans om in een lang interval te zitten groter

dan in een kort.

oM o1 o2 i
Voor de exponentiele verdeling: iy U] =y =H . ;

A

Dikwijls gedraagt een proces zich pas na zeker moment als vernieuwingsproces.,

Als het proces de volgende vorm heeft spreekt men van een vertraagd ver—

nieuwingsproces,

Beschouw een rij onafhankelijke stbchastische grootheden {En,tl= 1,2,3,...1
: \
met x, heeft distributiefunctie G en de overige hebben dezelfde distributie~
functie F,
Weer is N(t) := supin | s, s th
Het proces {N(t), t ¢ [0,=)} heet een vertraagd vernieuwingsproces.
Het is niet moeilijk te bewijzen dat

R(t)
1) - u als t > =, met kans 1,

mD(t)

2) e > 1 als ¢t + = (m (t) = EN(t))

3) als F een niet—roosterverdeling_is geldt mD(t+a)-mD(t) -+ f als t +» o=,
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Zonder bewijs wordt nog vermeld dat indien

x
6(x) = ﬁ J {1 - F(t)ldt
0
dan
Irx
=1 _
P (y(t) < x) == J {1 - F(t)}dt , V4
0
en bovendien geldt dan
t
mD(t) = EN(t) = T Vtzo .

Tot slot worden vernieuwingsprocessen met opbrengststructuur besproken
(renewal reward processen},
Beschouw een vernieuwingsproces met tussen-aankomst-tijden X oXysKgpene +

Iedere vernieuwing geeft een opbrengst, de eerste ¥ de tweede ¥, enz.

{(gn,xn)} zijn onafhankeliﬂk (merk op dat X eny. afhankelijk mogen zijn),

N(t)
W(t) = Z I, de opbrengst tot én met tijdstip t.
=
Voorbeelden,
) I, =1 » V¥ dan is W(t) = N(t)
2) SN S Vn' dan is W(t) = Eg(t) .
W) EW(t)

In de volgende stelling iets over het limietgedrag van en vap ———— .

Stelling 6.9.

w(t)  Ey,
1) Met kans 1| :—-E-—~*-ﬁ-ic—]- als t » oo,

Eg(t) EX]

T ->-E_}?;-_alst—>5°.

2)
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Bewijs.

1)

2)

= Ely, [ x, =x]als t <x.

Dus
t w
(+) g(t) = [ g(t~x)dF (x) + J Ely, | ¥, = x1dF(x) .
0 t
Noem
h(t) := J E(y, | x = x]JdF(x) .
t
~ Daar Elgll = J E[|1]| ( x = xJdF(x) < = geldt dat |h(t)| < E’I]l en

N(t)

W(t) nzl La  N(R)
T € I

1
-+ Ezl . E_T met kans 1,

volgens de sterke wet der grote aantallen volgens Stelling 6,3.

N(t)+l
EW(t) = E { nzl I, " Xg(t)+1} = Ey, {m(t)+1} - E¥y(e)+1
Dus
EW(t)
. gy O
— = By, ¢ £ IN(E)+1

Als bewezen kan worden dat % ExN(t)+l + 0 als t + = volgt het resuitaat
uit de elementaire vernieuwingsgtelling (6.4).
Voer in: g(t) := Ezg(t)+l'
Dan i
g(t) = J E[XN(t)+l | x, = xJdF(x).
0 2

E[le(t)ﬂ I .o x] = g(t~x) als t > x

0
h(t) -~ 0 als t > w,
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Uit (%) volgt met behulp van Stelling 6.2

t
r |
E%?l =‘E%§l . % J h(t-x)dm(x), kies € > O,

0

Kies nu A zodanig dat {h(t)| < ¢ als t = A,

t-A t
ﬁ%?l = ijl + % J h(;-x)dm(x) + % J h(t-x}dm(x) ,
0 | t-A
zodat
(t) h)| . e Ely, |
)51?— s == *3 m{t=A) + = {m(t) - m(t~A)} ,

hetgeen naar E%— nadert als t > «, Daar e willekeurig is volgt hieruit
=1

E%FL + 0 als t > » waarmee de stelling bewezen is. [

Voorbeeld 6,3, Reizigers komen volgens een vernieuwingsproces het station

binnen, De verwachte tussenaankomsttijd is p. Steeds als er N passagilers
zijn vertrekt de trein. De totale wachttijd van de passagiers tot en met

tijdstip t is W(t).
EW(t)

t

et limietgedrag van zal bepaald worden.

| T

Laat X het tijdsverschil zijn tussen de vertrektijd van de n-l-ste en de

n~-de trein, I, is de totale wachttijd in de n-de periode, d.w.z. na het
vertrek van de n~]-ste trein en voor het vertrek van de n~de {(gn,zn)] is
een vernieuwingsproces met opbrengsten en dus geldt:

EW(t) Ezl

b —

t E§I
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Nu 1is:
E§1 = Nu en Ezl = E{I_1 + 212 + e t (N_I)IN-I} ’

waarbij L, het tijdsverschil tussen aankomst van n-de en n+l-ste reiziger.
" Dus

Ey, = IN(N-1)Ex, = IN(¥-Du ,

zodat

EW(t)

+ $(N-1) als t » =,

JORERE - S St

T e
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§ 7. Semi Markov processen en Markov vernieuwingsprocessen

In deze paragraaf worden stochastische processen met een discrete toestands-
ruimte en continue tijdsparameter besproken. De toestandsovergangen gaan
volgens een Markov keten, en de verblijftijd in een toestand is een stochas-—
tische grootheid. ‘

In § 4 zijn reeds zulke processen aan de ordé geweest, doch daar was de ver-
blijftijd in een toestand steeds exponentieel verdeeld terwijl nu willekeuri-

ge verdelingen voor de verblijftijd toegelaten worden,

Beschouw het volgende stochastische proces bestaande uit paren stochastische

grootheden:

{(z ,t,) [ n=0,1,2,3,...} .

De beeldruimte is de productverzameling
sx[0,x)

waarbij S een discrete toestandsverzameling is.

De kansverdeling van het proces wordt bepaald door een Markov matrix P, gede-
finieerd op S, en een collectie verdelingsfuncties Fij(t) waarbij i1,j ¢ S op
de volgende manier.

Laat q = P(Eo = i),

Plzg=igs L9 < tgr 2) = 1) £ S BpaeennZy g = 1 g0

St = tne1? E T 1n) =

=d; Pyg oFp g (pdePy g oy g (B eeepy g oFp g ()
o *o'1 o 1*2 Iitp n-1'n n-1"n

De interpretatie hiervan is als volgt:
Met kans q; Start het proces in toestand io. Vervolgens wordt de kans be-

paald dat het proces naar toestand i, zal springen door de rij met nummer i

|
uit de Markov matrix P, dus van :i.0 naar i

0

| met kans P: g o Daarna wordt be-

.pé&ld hoe lang het proces in toestand i, blijft zittenoais al bekend is dat

0
naar i, wordt gesprongen door middel van de distributie functie Fi : (t).
01
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Eenvoudig is na te gaan dat

_ s o iy o (@
Pz, = | z5=1 =p;
zodat {En | n =0,1,2,3,...} een Markov keten vormen,

Deze wordt de ingebedde Markov keten genoemd.

Definitie 6.1. Het proces {y(t) | t ¢ [0,~)} wordt bepaald door

PAC B Esup{nhgoi-f_:l *oeett  <t)

en heet een semi-Markov proces.

Het semi-Markov proces geeft aan in welke toestand het proces {(gn,En)} op

tijdstip t zit,

X
-
"~
@

1
|

i

Definitie 6.2. Laat gi(t) i= = {(n | z = i, £+ b, *o..¥ £ < t} en
E(t) H (Eo(t) !E](t)jgz(t)"") *

Het stochastische proces {N(t) ] t ¢ [0,~)} heet een Markov vernieuwingspro-

ces (Markov renewal process),

Een- Markov vernieuwingsproces is een proces waarbij de toestanden vektoren
zijn, met eventueel «~ veel komponenten.

Eenvoudig is in te zien dat uit het Markov vernieuwingsproces het semi-
Markov proces is te construeren als de begintoestand z, segeven is, en als

M(t) < = met kans | (zie definitie van M(t) verder op).
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Als voor de Markov matrix P geldt dat Pii = 0, Vi € S, dan bepaalt het semi-
Markov proces het Markov vernieuwingsproces. Als echter P;i 0 dan is dit
niet waar. Kies maar eens het semi-Markov proces met een toestandsruimte be-
staande uit | toestand (io). Het semi-Markov proces y(t) is constant, het
Markov vernieuwingsproces is echter een vernieuwingsproces met vernieuwings-

verdeling F, . (t).
i5i,

Er worden nog enige grootheden ingevoerd.

1) M(t) := Z §i(t); het totaal aantal sprongén voor tijdstip t.
120

2) H.(t) := z P.as
t jes )
stip t gegeven dat het proces op tijdstip 0 in i zit.

Fij(t), de kans dat het proces een sprong maakt voor tijd-

3) Gij(t) :='P(§j(t) >0 [ y(0) = 1), de kans om voor tijdstip t in toestand

j te zijn (geweest) bij start in i,
=]

4) B = J X de(x), de verwachte verblijftijd in toestand k.
0

o

5) “ij 1= J X dGij(x), de verwachte tijd die nodig is om van I naar j te
0

gaan,

Steeds wordt verondersteld dat

33>0’E>0 1 ~Hi(a) » £, Vi ¢ S

deze voorwaarde impliceert: Fij(a) <1 =g, ViL,j € S met pij > 0,
Zonder bewijs wordt vermeld dat onder deze voorwaarde Ei(t) < = met kans 1,
Vi € S. (Het bewijs gaat analoog aan het bewijs in § 5, bewijs zelf,) Boven-

dien geldt PM(t) = = | z,=1i) =0, vi « 8.

0
Voorbeelden.,
‘0 alst <1,
1 - F..(t)={
: 1] 1 als t =1,

Het semi-Markov proces is dan een Markov keten, identiek aan de ingebedde
. Markov keten waarbij de tijd continu genomen wordt. |
2) F.. =1—-¢ ~M ().
1]

Nu is het semi-Markov proces een Markov proces met continue tijdsparameter,
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3) Het alternerend vernieuwingsproces

s = {0,1}, Poy = 1, Flo(t) = F(t), Fy () = G(t) .

Pio ©
(Zie voorbeeld 6.2.)

4) Beschouw een wachtrij systeem waar klanten volgens een Poisson proces bin-
nenkomen en een bedieningstijd hebben die een distributie functie F heeft.
Noem het tijdstip waarop het systeem voor het eerst leeg is X, voor de
tweede maal X, enz. Dan bepaalt de rij KoKy TX yXy T Xyyee. 0N vernieu-

wingsproces.

Het proces dat op de volgende wijze verkregen wordt is een semi Markov-

proces: Eﬁt) = n als er de laatste keer (voor t)} dat er een klant het

systeem verliet n klanten .overbleven. Dit proces wordt wel het ingebedde

semi-Markov proces van het wachtrij systeem genocemd,

n tt) |
= inﬁe bedele st Mauvko v protes ;

————_—

- rve— —
' — ~vn} — Sataade [
.,___________j' mew\r v v I

RN N

<
<

i
>
).l

1
[P

Analoog aan Markov ketens kan de toestandsruimte verdeeld worden in klassen

van verbonden toestanden:

1) 1> j: ﬁGij(m) > 0.

2) i+¥rj: ﬁGij(m)-Gji(m) > 0.

Een semi~Markov proces heet irreducibel als er steeds &én klasse van verbon- 5
den toestanden is.

Een toestand i heet recurrent als Gii(m) = | en transient als Gii(m) < 1, En

1 heet positief recurrent als i recurrent is en Wyj < e Als i recurrent is
en .. = dan is i nulrecurrent. Zonder bewijs wordt vermeld dat in een

semi-Markov proces toestand 1 dan en dan alleen recurrent is als deze in de

ingebedde Markov keten recurrent is. Het zelfde geldt voor verbonden zijn,
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Nu zal er een stelling besproken worden over het limietgedrag van een semi-

Markov proces,

Stelling 6.1. Laat {Xﬁt) | t € [0,2)} een semi-Markov proces zijn met de vol-

gende eigenschappen:

1) het proces is irreducibel,

2) u.. < o=,

) ¥y _

3 ij(x) is een niet-rooster verdeling voor alle j ¢ S.

Laat verder z de ingebedde Markov keten zijn en

i= 11u1P(§n =k I Z, = 1) .

>

Py

Dan geldt:

) . LE L
LimP(y(t) = j | y(0) = i) = -z——— .
£ P, U

keS k'k

Bewijs. De tijdstippen van binnenkomst in toestand j vormen een {vertraagd)

vernieuwingsproces,

q--JM) QJJ-M 9554 gJ-_)-u)
:‘ \{ .\f Er .\a L -as
' d J J J

Voer in: x = inf{t | gj(t) > 0}. Dus x is het tijdstip waarop het proces voor

het eerst in j komt., P(x < t I y () =1) = Gij (t).

t

[2a@ =51 30 = ix=mac;00 -
0

P(y(t) = | y) = 1)

t

!P(g(t -0 =3 | 20 = Dac G .
0
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Evenzo voor start in toestand j:

t .
P(y(t) = i | y(0) =3) = Jr(g(t -x) =3 |y = j).dej(x) +
0

+ {1 - Hj(t)} .

Noem: P(t) :=P(y(t) = j | y(0) = j).
Hier staat dus weer een vernieuwingsachtige vergelijking waarvan de oplos-

sing volgens stelling 6.2 is

t
P(t) = OJ {1 - Hj(t - x)}dmjj(x) + {1 = Hj(t)}

waarbij m..(x) = Z Gf?(x), met Gf?(x) de n-voudige convolutie van G, . (x).
JJ n=1 31 1] : J

Met behulp van de key renewal stelling:

o ",
lim P(t) =-u-‘—- J {1 - B ())de = =L
tr i g ? i3

(Dit resultaat volgt ook onmiddellijk uit stelling 6.7 waarbij X, = verblijf-
tijd in toestand j en L = terugkeertijd tot toestand j).

. Eenvoudig is na te gaan dat

U,. = upi + Z Prisl .
ij #j 1k uk] :

Zodat -ook voor de limiet verdeling {pk} geldt:

Z P.oeH,. = Z P:eU. + E P. z Peq el - =
ies © M qes Pt ies ' kéi ik k]

z P.ell. + Z { Z P.eDsy JU, . =
ies * 1 kfj des T ik k]

it

Y Pieus * ; D, ol s o
jes T 1 g P k k]

Waaruit volgt:

P:sMes = Z P.U: o
3713 ies

M oo -
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Dus:
P.u.
lim P(t) = —3J |
Eove PR AT
1eS

waarmee de stelling bewezen is voor y(0) = j.

Voor start in i geldt voor 0 < A < t:

A t
P(y(t) = ] | _3_7_(0) = 1) = JP(t - x)dGij (x) + JP(t - x)dGij(x) . :
0 A ¥
Merk op dat [P(t - x)[ < 1 dus ;
t
| I P(t - x)dGij(x)l < Gij(t) - Gij(A) .

A

Met de gedomineerde convergentiestelling:

A
P.u.; pP-u.
lim J P(t ~x)dG, . (x) = J——J—J—- dG, , (x) = ~—ddem G . (A) .-
1] 1] 1]
e Pi¥y L pyw
ieS ie8
bDus:
"2 . . . Pk
Ar LimP(y(t) = § | y(0) = i) = —dduc . (&) + 6(A)
tere PiM;
. it
1e8
waarbij 6(A) + 0 als A - w,
Hiermee is de stelling bewezen, 0

Tot.slot.wordt nog een opbrengst structuur beschouwd.

Laat gn(i) de opbrengst zijn, als het proces voor de n-de maal in toestand i
komt.

De kansverdeling van En(i) ! Gi(x) =ZP(gn(i) < x) hangt niet van n af. Bo-

.véﬁéien zijn w, (1),5,1),w,1),... onafhankelijk. Laat

q; := J X dGi(x) .
0
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De totale opbrengst tot tijdstip t is v(t) en is als volgt'gedefinieerd:

N, (8)
vy = § 1w (D).
ieS n=1
v(t)
Indien S eindig is wordt het limietgedrag van op de volgende wijze be-
paald. |
N, (t)
v(t) on® o
mRRMORE I el i B
t (5 N, (t) t \;
!
Met kans 1 geldt: ‘E
3
N, (t) ]
l-lT.i(t) K nzl ) -
+ —en * q,, als t > =,
T N (&) i

Zodat

"met kans | als t » =,

Uit het bewijs van stelling 6.1 blijkt dat

1 opon
L. =des 17
ii P;

zodat

-

¢ )
A
ies 1%

metlkans 1, als t =+ o,
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