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0. Inleiding
Het college Stochastische Processen II zal bestaan uit een algemeen
theoretisch gedeelte, waarin een aantal begrippen op tamelijk formele

ﬁijze worden ingevoerd en uitgewerkt en, vervolgens,toepassingen in:

A Spectraalanalyse van stochastische processen

We pogen een proces weer te geven als supefpositie van zuiver har-
monische trillingen. Feitelijk betekent dit dat we een stochastisch

pProces als volgt proberen te schrijven:

w©

X(t) = I'Z(A)e”itlda

-0

of:

X(t) = ¥ z(g)e it

j=1

waarin {X(t)|t € T} en {Z(A\)|A ¢ A} stochastische processen zijn met continue

tijdsparameter, en {Z(j)|j = 1,2....} een stochastisch proces met discrete

tijdsparameter is.

De reden hiervoor is dat processen, die 0p'deze‘manier te schrijven
zijn, zich uitstekend lenen voor allerlei berekeningen. Voorbeelden hier- ' g

van vinden we in het tweede onderwerp van dit college, de

E Filtertheorie

Onder een filter verstaan we een mechanisme, dat een proces, de
“input", omvormt tot een ander proces, de "output"; een filter is dus

feitelijk een transformatie (beide termen worden gebruikt}. Voorbeelden:

1 Ruisfilter, b.v. om een signaal in een telefoonverbindlng terug

te vinden, wanneer het vervornd is. - o

[T




2 Versterkers, schokdempers (vérandering van amplitude en frequentie).
3 Bij het analyseren van veelvsociaal-economische processen worden

filters toegepast om voor allerlei toevallige fluctuaties te corri-

geren,

Het geboortecijfer b.v. wordt bepaald door een normaal, periodiek, verloop +

~ trendverschijnselen + toevallige fluctuaties. We kunnen schrijven:

X (t) - ¥(t) & z (t)
| | | |

waarneembaar proces basis proces toevallige fluctuaties
We zoeken nu naar een filter, zddanig dat voor Z(t) gecorrigeerd wordt:
X(t) ~+ + Y(t) .

4 Meetfouten: ook meetfouten kunnen in principe op deze wijze gecorri-

geerd worden. Wanneer weer:

X(t) ¥ (t) + Z(t)

I | |

gemeten proces ‘zZuiver proces meetfouten

dan zoeken we naar een transformatie welke X(t) in Y(t) overvoert.

S Voorspellen: het voorspellen in tijdreeksen kan worden gezien als
een toepassing van filtertheorie, n.l.: gebruik een filter welke X(t)
zo goed mogelijk in X(t + k), k ¢ IN overvoert.

Beschouwen we nu b.v. het filter, gedefinieerd door de volgende dif-
ferentiaalvergelijking:

dCi(t)

‘—a-E-— + FCi (t) = GCu(t)

waarinA{Ci(t)|£ € T} het ingangsproces en {Cu(t)lt € T} het uitgangsproces

ig, dan blijken deze filters eenvoudiger hanteerbaar te zijn, wanneer we




de processen als een soort Fouriertransformaties kunnen zien, m.a.w.
als een combinatie van e-machten kunnen schrijven (zie al).
Merk op dat bovenstaand filter lineair is.

N.B. Differentiéren van stochastische processen komt in dit college

nader aan de orde.

& Het voorspellen en interpoleren van procesrealisaties en het schatten
van procesrealisaties bij meetfouten (ruisfilters), o.a. met behulp van.

de ontwikkelde spectraal- en filtertheorie.

Voor niet-wiskunde studenten is het mogelijk tentamen te doen over
een boek of een gedeelte daarvan (b.v. Papoulis [1]), dat ongeveer de-
zelfde stof behandelt.

Aan het eind van leder hoofdstuk volgt een overzicht van de literatuur,
waaraan gerefereerd wordt.

De apart te geven oefeningen vormen een essentieel onderdeel van het
college en dienen vooral om de formele theorie te concretiseren.

In het vervolg wordt met SP bedoceld: stochastisch(e) proces(sen).

Referenties

[1] Papoulis, A.: Probability, random variables and stochastic processes,
M¢ Graw-Hill, New York, 1965,




§ 1. Algemene theorie, basisbegr%EPen

Met een stochastisch proces bedoelen we praktisch een proces waarvan
de realisatie - dat is dus een funktie van de tijd - in enige mate door
het toeval bepaald wordt. Dit uitgangspunt suggereert een definitie ge~
baseerd op het idee dat een tijdsfunktie volgens een of andere kansver-

deling uit een verzameling van tijdsfunkties wordt getrokken.

Definitie {.1. Zij X en T ¢ IR verzamelingen;

zij § een verzameling afbeeldingen van T in X (met F een g-algebra van
deelverzamelingen van Q);

zij P een kansmaat op (2,F);

dan leggen X,T,Q,F,® een stochastisch proces vast met toestandsruimte X
en tijdsruimte T. '

Opmerking. Zoals in de colleges Wiskunde 31/49 en Kansrekening en Statistiek ‘ .f
uiteengezet wordt, is voor de definitie van een kansveld naast de mogelijk-
hedenverzameling (hier Q) een klasse van te beschouwen uitkomsten (deel-
verzamelingen van {) nodig. Deze klasse dient een speciale structuur te
bezitten en wordt o-algebra gencemd. (zie college Kansrekening en Statistiek
§ 1.1 en 1.6 en voor verdere detaillering de colleges Maat- en Integratie-
théorie en Voortgeiette Kansrekening, of de referenties Papoulis [5], § 2.2,
Fabius en Van Zwet [2], § 1.2, 1.5 en 2.1, Feller [3], hoofdstuk 1).

Simpele voorbeelden met T = [0O,~) en X = IR:

1. 0= {t,tz}, loten met gelijke kansen.

2. Q= {cos(t + ¢) |9 € [0,27)}, loten volgens uniforme verdeling voor g¢.

n C
3. 0= { E aktk|n ¢ N, vast: ay ¢ [0,1], X = 0,...,n}, loten van
k=0 .
coéfficiénten volgens uniforme verdeling,

In deze voorbeelden ligt de realisatie onmiddellijk na het begin vast.

Om het mogelijk te maken meerdere stochastische processen tegelijk te




beschrijven buigen we de definitie iets on, zodat @ niet langer een

verzameling tijdsfunkties is, maar die funkties indiceert.

Definitie 1.2. 2ij Xen T c R verzamelingen (met B een og-algebra van

deelverzamelingen van X):

zij @ een verzameling (met F een g~algebra van deelverzamelingen van 9);
zij P een kansmaat op (R,F);

zi) x een afbeelding van T x @ in X (notatie voor het beeld van (t,w) ¢ x(t,w)
zédanig dat {w|x(t,u) € A} ¢ Fvoor alle A e Ben t ¢ T (m.a.w. x(t,*) is
een meetbare afbeelding van § in X);

dan leggen X,B,T,Q,F, ,x een stochastisch proces vast met toestandsruimte
X en tijdsruimte T. -

Vb.: & = [0,1), X= R, T = [0,=), P = lengtemaat:

x1 (t,w}

cos(t + 2mw)

t als w < &
_x2(t,t.u)

tzalswk‘:

en met § = {(wo,ml,...,wﬁ)lwi e [0,1), i = 07,...,n}, X cR, T cl0,»),

P = "inhoudsmaat":

. n
x3_(t'w0'o--|mn) = E_ w t -

We zullen ons in dit college beperken tot het geval X ¢ IRk of X ¢ d:k,

T is een interval in IR of in I (grenzen * en -= toegestaan). Voor die
situatie is definitie 1.2 gelijkwaardig met:

Definitie 1.2': Z2ij T een interval in IR of Z, X een Borel verzameling

in IR]lc of L’Bk;- zij (Q,F,) een kansveld;

zij X(t) voor t. € T een stochastische vector op (Q,F,P) met voor elke t
waarden in X;

dan heet de familie stochastische vectoren {X(t) It € T} een stochastisch

proces met toestandsruimte X en tijdsruimte T.




Vb.: O = [0,1), X=R, T=[0,»), P = lengtemaat:
xl(t) = cos{t + 2rw) ‘

t als w <X

2

Xz(t) =
t° als wz Xk

en met {} = {(mo,ml,...,wn)lmi e [0,1), 1 =0,.su4n}, X=1IR, T = [0,)
¥ = inhoudsmaat:
n

X (t) = E w
3 k=0

K
K©
Voor een SP{X(t)|t e T} definiéren we:

F la) 1= P (X(t) < a) = P ({u|x(t,w) < a})

(s voor vectoren is gedefinieerd als < voor alle componenten).

Algemeen:

ceay X(t ) £ &)
Eirenert ! ' (n n

1

= Ip ({mlx(tl,m) < al,...,x(tn,m) < an})
cor alle t, t T. a ]Rk (of mk) N - ' >
Vi r 1'--0ln‘e r algnunlne O sy NI € . . . r
Nu geldt:
Stelling 1.1.
a) F (@) 000,®) 3= - lim : F (A, 7000,2 ) =1 ;
) PR t ()
Fyreerty A B T LA n
n

b} Ft et (*u,az,...-,an) = lim Ft yeeast (al,...,an) =0 .

1 n a, e 1 n |
c) F (a, ;+++sa_) is monotoon niet-dalend en kontinu van e

tlfuno'tn 1 n :

rechts in elke variabele a,i




d) F (‘”,a '.oo'a) = limF (a l---,a)=F
tl'...'tn 2 n a e tl'-..'tn 1 n

1 t2'.-.'tn

a) 2ij Tl,...,Tn een permutatie van tl""'tn en al,...,an de overeenkomstige

permutatie wvan al,...,a ¢« dan geldt:

n

F (G, 4e0e,0_ ) = F A, paeesd .
TyresesT, 1! " n tl""'tn( 1! ! n}

De definities 1.2 en 1.2' bieden alleen houvast voor het bewijzen van zeer
algemene stellingen, aangezien de structuur van'het kansveld (2,F,P) in
beide gevallen snel ingewikkeld wordt. Zelfs het aangeven van het kansveld
voor een concreet proces kan al vrijwel onoverkomelijk zijn.

Het is aantrekkelijker om uitsluitend met de door het proces voort-
gebrachte familie verdelingsfunkties te werken. Dit wordt mogelijk ge-
maakt, doordat Kolmogorov bewezen heeft dat ook omgekeerd zo'n familie

@en stochastisch proces vastlegt:

Stelling 1.2,

Zi) T een verzameling; zij een familie distributiefunkties gegeven
bevattende voor elke n ¢ IN.en elke groep'tl,...,tn £ T een n-dimensiocnale
distributiefunktie F

nzk {of mk), terwijl de klasse tevens eigenschappen d) en e) uit stelling

1.1 bezit;

& t met alle argumenten steeds in dezelfde
1|loo,n ' .

dan is er een stochastisch proces met toestandsruimte nzk (of mk) en

tijdsruinmte T waarvoor precies geldt:

;P (X(t)) < aj,eee X(t)) < a)l =F (al,...,an)

tl'.-.'tn

VJN;Vt teT';V aeJRk(ofEk).
ne 1po-c,n al,---'n

We geven hieronder een schets van de bewijsmethode voor het geval

k = 1 (voor een volledig bewijs zie b.v. Yeh [6], hoofdstuk 1, § 2).

Voor een deelverzameling U van T definiéren we:

:R:=II:IRt met IRt=‘JR, Ve e T .

(a2,---'an):

o

;
R




T
Laat nu & .:= IR en laat FO de verzameling van alle cilinderverzamelingen
met eindige basis zijn:

T\{t1'°"'tn}
1(ai,bi] x IR {(a;b, ] < mti

F0={A=

I =9

. : nem;{tl,...,tn} CT}‘

zij verder F := U(Fo) met O(Fb) de kleinste o-algebra die FO omvat.
op FO definiéren we nu een verzamelingsfunktie (die zoveel mogelijk op

de gewenste kansmaat lijkt) en wel als volgt:

T\{tk} : _ : j
op A = (ak,bk] x IR . (ak,bk] <R,
r{a) =F_ (b)) -F_ (a)
t K t, 3
T\{tk'tﬂ.}
op A = (ak.bk] x (az'bg] x IR . ' (ak,bk] c mt , (an'bf.] SR,
k . 2
P(A) = F (b, ,b,) - F (a,,b,) ~F (b_,a,) +F. . (a,,a,)
t ooty X% £, oty A0y t oty k'R bty kTR
enz. : _ .é

De verzamelingsfunktie P op Fa kan nu op eenduidige wijze worden voortgezet
tot een kansmaat op F m.b.v. de voortzettingsstelling {(zie: Voortgezette -
Kansrekening, appendix, stellihg A2.7)., | _

we hebben nu een o-algebra Fb van deelverzamelingen van {, en een kansmaat

Ir, Dafini&ren we tenslotte een SP.:

{x(t) |t e T . met x(t,w) = w,

waarbij {w} de &énpuntverzamelingen uit Q zijn met “t® coordinaat” w_, dan

geldt.

J.P (X(tij ® alr...,X(tn) 'S an) B Ftlr!-oftn(alr...'an) :




Voorbeaelden:

1. Discrete Markov-ketens, met T aftelbaar (T = {0,1,2,...}) .

a, a a
F (a l---’a) = z Z ...E p p ..lp .
Oresssn™0 P10 1=0" "1 =0 Yo fgriy tp-111,
0] i n
2_- T = (00“’)
0 als 32 : a_ < min{t ,t2}
) _ L7748 2 2
F ) (a feeesl ) = .0 als a3k - ‘0 ) az ) 1<2ak' tz(aﬁ(tz' tk <lak<tk
tl""'tn 1 n 1 als V¢ a, ; max{tl,tz}
‘ & elders .

Belangrijke voorbeelden vinden we ook in de klasse van z.g. Gauss- of

normale processen, die hieronder gedéfinieerd worden,

Definitie 1,3, Laat A = (a, )" een n X n symmetrische positief-
i3°i,3=1 ‘ -

definiete matrix zijn en m = (mi)i_1 een vector in R, Laat verder

)

-1

_ . |
B= (b)) 4oy A en |B] = qet B, dan\heet:

. g- %y -1 n .
f(xl""fxn) =[(2m“|a|"] expl-y4 § 'bij(xi - mi)(xj - mj)]
‘ i,j=1
de n-dimensionale normale dichtheidsfunktie.
Als xl,...,xn stochastische grootheden zijn, waarvoor de simultane ver-
delingsfunktie wordt gegeven door:
%4 n
F(al,..,an) - J RS J f(xignng'xn)de'UOI,dxn

- -0

dan geldt .

‘ Exi = m, ;_cz(xi) - aiil‘_cov(xi,xj) - aij (L # 3)

F wordt de multinormale verdolinqlfantiq genoesmd.
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Definitie 1.4. Een stochastisch proces met toestandsruimte IR en parameter-

ruimte T heet een Gauss-proces (of normaal proces) als elke eindig dimen-
slonale verdelingsfunktie F
is.

& ¢ een (multi~)normale verdelingsfunktie
1;-.-' n

gggerking.-Er is een zekere samenhang tussen de elementen van de familie
vardelingsfunkties van een normaal proces. Stelling 1.1. d) zegt dat we
voor a, = ® de i-de rij en kolom van de matrix A weg kunnen laten, stell;ng
2.2 e) betekent dat permutaties van rijen (en dan overeenkomstige per-
mutaties van kolommen) van A zijn toegestaan, Altijd blijft gelden:
W(E) = mgs o (X(£)) = a1 cov(X(E,) X)) =,
Uit stelling 1.2 volgt dat een stochastisch proces in hoge mate wordt
bepaald door een familie van verdelingsfunkties (niet helemaal: een familie
verdelingsfunkties bepaalt niet &én en slechts &&n stochastisch proces).
In principe opent dit echter ook de mogalijkheid het proces vast te leggen
dooxr een "voortgangsmechanisme”: de kans op een bepaalde voortzetting ge-
geven aeen eindig aantal punten uit de historie (zie voorbeeld 1, waar een
voortqangsmechanismg optfoodt, welke zelfs onafhankelijk van het verleden

is}. Dus: gegeven:

Pt ) e Xy AL xte) =a),

met de averaenkomatigé veorwaardelijke kanasdichtheid

£ (a_ Ia were gl ),
tl'...'tn’tn+1 n+l 1 n

is aenvoudig in te Zien, dat, mits deze voorwhardelijke kangen (kané-
dichthedeh) in voldoende mate bestaan, ze de familie distributiefunkties
ult staelling 1.2 vastleggen en omgekeerd. We hebben immers (in het geval
van b.v. kanldichthqdeﬁ)} '

£ I'(.;'looya ‘} =
tlfno-ptn+1 1 n+l

£ (ln+llaralo-ca £ ‘ (31'--;,én) .

t‘l’-nlp'thltn.'.'l n ti'...'tn‘
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De relatie, van rechts naar links gebruikt, opent de mogelijkheid, recur-
sief de verdelingsdichtheden, en dus de verdelingsfunkties en een sto-~
chastisch proces te bepalen.

Voor discrete tijd wordt een nauwkeuriger formulering geleverd door

de volgende stelling, éfkomstig van Ionescu Tulcea.

Stelling 1,3. Laat {(E F ); n=20,1 2....} een aftelbare verzameling

meatbare ruimten zijn, E N = nlk {of c ) voorn=0,1,2,..., en laat,

voor iedere n, een funktie G (a |ao....,a ), gedefinieerd op

{(E,, F ),...,(E F ) gegeven zijn, zédanig, dat voor vaste
ao,r.., -1 Gn(a [ao,...a 1) een distributiefunktie is op (E ,F ).
Dan bestaat er een stochastisch proces met toestandsruimte na (cf Ek)

en discrete tijdsruimta, en sen unieke kansmaat IP zSdanig dat:

P (X(0) e‘Aol....,x_'(n.) € An-) =

= f R J '.Gn(danlaoplo.'an_l)o,unGi(dﬂllﬁo)GO(dao)
ane n aoeao
¥n , Vhi € Fi ' i =0,,.e,n

Voor bewijs: zie Neveu [4].

Resumerend zien we dat er verachillende manieren zijn om een stochastisch

proces te karakteriseren, n.let

1. volgens definitie 1.2: theoretische beschouwingen met name over
analytische eigennchappen van realisaties; |

2. overeenkomstig gtelling 1.2: limietaigenschappen, analyao van processen
meat zekerae stationaritaitleignnlchappcn. .

3. ovoxolnkomntig stelling 1.3 ‘direkte bo:okening van kansen en verwach-

‘tingen, mogolijkh-id van tamelilk concrete analylo in spaciale gavallen

(Markov-katenl, ltOchaltilche diffnrontiaalvorqelijkingon).
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Onderzoek op de verschiliende niveaus is sterk onderling afhankelijk,
eigenachappeﬁ worden ontleend aan het naast hogere (abstractere)
niveau, terwijl inspiratlie vaak ontleend wordt aan het naast lagere
{concretere}. |

De colleges Stochastische Processen I en Inleiding in de theoxie
van de stochastische processen speelden louter op het laagste, meest
concrete nivéau. Dit college zal hoofdzakelijk op het middenniveau
spelen, terwljl voorbeelden en toepassingen weer van het laagste

niveau komen,

We zullen ons in het-ve;volglbcperken tot stochastische processen

_zonder véctorkarakter, wel zullen in het algemeen stochastische processen

complexe waarden mogen aannemen.

In het hiernavolgende zal gesproken worden over de verwachtings-
funktie van een stochastisch proces en ovar de verwachting van produkten
van stochastische grootheden. Voor een goed begrip van daze definities

voeren we eerst de verzameling LZ(Q,F,Iﬂ in.

Definitie 1.5, 2ij (Q,F,P) een kansruimte, en f een complexwaardige
funktie op 9, dan definidren we: '

S feL (@,Fm) & J[f(m)|2d1_p < ®
g .
m-a.wei Lo bavat alle complexwaardige kw;drati-ch integreerbare funkties

op f (in kansrekening-taal: L, bevat alle stochastische grootheden met

eindig tweede moment},

OEmarkingen.

i. Op L2 kan een inprodukt gedefinieerd worden, als volgt:
Als £,9 € L, dan is:

2
£ o g_‘z- I £gdP = J f‘(u)a(m)dr.
Q-

(hierin is g de complex geadjungeerde van g).
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De integraal is gedefinieerd wegens de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz:

| Ift}d]?[z < J|f|2dl’}{ I lg|%am) .
a Q

2. Met de gewone inprodukt-noxm | £ll = {f o f}L’ vormt de L, een volledige
genormeerde lineaire ruimte, ofwel: een Hilbertruimte,

(Merk op:

{f' ° f}l"= { f fEam }L‘ = j‘]flzdr }L’
Q a

3. Da ongeiijkheid van Hélder geldt: voor | S p S ® en -:;-4- é = 1 ig

f fgdr

s { fkelpam 11/py Iblqdr 3174
Q f .

?]

Voor p = 2 komt dit weer neer op de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz.

4. Definitie 1.6: Van f,q € L, zeggen we dat £ loodrecht staat op g als

. . 3
- : "

Jfgdn‘-‘ =0, : i

Q ' ‘ ' &
Notatie: £ L g .

5. fELz.-ldeJP|<°°
A

Immers:

| ffd:plz - ]Jf.id:ﬂz < (flfl 2aw) ( fizdl‘?) - f|f| 24P < w .

f T 1 : 1) 1) f
Definidren we nu de verwachting van een stochastische grootheid X ¢ L2
als voigtn

EX = jxdm - fx(w)d:?
8 Y '

dan:
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X oY = BXY X,¥ € L,

hx = m|x|2)l’ .

We zi}n nu toe aan het definiéren van verwachtings- en correlatiefunkties

van stochastische processen:

Definitie 1.7.:

ux(t) i=EX(t) = def't(x) = Jx{t,w)IP (dw)' o

is de yerwachtingsfunktie van het proces {X(t)|t e T};

—

Rﬁ(t:S) imEX(t)X(8) = Jx(t;w)x(n.w).‘m(dm)'
Q _

is de autocorrelatiefunktie van het proces (X(t) |t € T}

Mark op: Rxx(t,a) begtaat, als x(t,*) ¢ l'.‘2 (Q,F,JP)‘, Vt.

Cxx(t,s)‘ =1 (X(t) - ux(t))(xt) - ”x('”

is de autocovafiantiefunktie van het proces {x(t)‘lt- € T}. ‘ ‘
Voor My (t), R (t,s) en c (t,i) zullen we vaak schrijven ple), 'R(t,s)
resp. C(t,s) als duidel:l.jk is om welk proces het gaat.

Tenslotte definidren we: _ .
R, (t,8) =EX(t)Y¥(8) is de krulscorrelatie van de stochastische processen :
{X(t}|t € T} en {¥(t)|t € T}. a E

Gevolgent
1. ‘ |'g(t;';) |2 S-‘g(ti-i.t)R(!,l) - (Cauchy-Schwarz)
2. c(t,s) = R{t,s) i ult)u (')

3 cte) = ot .
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Stelling 1.4. {X(t)|t € T} is een proces waarvoor R(t,s) bestaat, Yt,s ¢ T,
Dan geldt:

a. R(t,8) = R(s,£)

b. i?jR(ti,thuiE;‘z O'Iyoor alle t,,...,t € T; ai,...,un € @,
Bevijs.

a. R(t,s) =EX(t)X(8) =EX(s)X(t) .= R(s,t)

b, | 'j}j R(ti,tj)u aj igj'EX(tl)aliW -

= EJ (e )o K€ 7e, -m(g X(t,)a,) cj)f"x"_'(tj)aj -

1.3

-EIZ X(t )uilz

Ogmerkini. Stelling 1.4 geldt ook omgekeard.

Stel een complexe funktie R(t,s) voldoét aan stelling 1.4.a en b, dan
bestaat er een (normaal) proces {x(t)|t ¢ T} ‘waarvan voor de verwachting
u{t) elke funktie van t ¢ T gekczen mag worden en waarvoor R(t,s) de
autocorrelatiefunktie is (merk op dat voor T = {1,2,...,n} stelling 1.4
batekent dat de matrix (R(t;l)):’s_l hermitisch en semi-positief definiet
is). Dit valt gemakkelijk in te zien door definitie 1.3 en 1.4 uit te breiden
veor het complexe geval (voor bewijs, zie Doob [1], stelling II, 3.1.).

Stationariteit

Bij het bééchouwén van -tochaltilchg processen zullen we ons in het
aléomaen bepérken tot processen die asen zekere mate van stationariteit
vertcnen. In épncre;c zin bltokint dat, dat we bijvoorbeeld geen last
willen hebben van aanicOpvorlchijnlolon.'Eon heel voor de hand liggende
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definitie van stationariteit is de volgende:

Definitie 1.8. Een stochastisch proces {X(t)|t e T} heet sterk stationair

als voor alle & en elke groep (t1""'tn) met ti' t,+eeT;i=1,...,n

geldt:

i

k

F (al,‘...,an) = F +s'...'tn+€(ai;..o'an)’ Val,-..,an e T

tl'..-'tn t

1
. {of n!k)
(stationary in the strict sense).

Voorbeeld. Markov-keten (diacreto tijd, eindige toestandsruimte) uit-

gaande van de statiocnaire verdeling van het proces d.w.z.: stel

p(") = lim p(n) - l:l.m_p(O)Pn bestaat, met.p(o)

(@) _ =T e

P =P 'P.

de beginverdeling, dan

In de praktijk is sterke stationariteit zeer moeilijk controcleerbaar,
terwijl onder zwakkere voorwaarden al belangrijke resultaten verkregen

kunnen worden., Vandaar de volgends definitie:

Definitie 1.9. Een SP{X(t) |t ¢ T} waarvoor R(t,S) bestaat voor alle
t,8 € T heet zwak stationair als:

1. u{t) hiet‘afhangt van t,

2. V‘t",a € 'I", Ve z6dat t + €, s + € €T geldt: R(t,s) = R{(t + ¢, &8 + €) .

+ €)

N.B. In qevalmx(ti)...)f(tk) "':_Ex(tl + e‘)‘...xttk

Vt1"“'tk € T, Ve z&dat: Lyt Eeet, +eeT Wit lsksn,

wordt gesproken van n-de orde zwakke stationariteit.
Opmerkingen..
l. Eis 1 speelt geeﬁ rol in de theorie van dit soort Processen, maar
is wel van belang bij praktische problemen.
2., Sterk ntétionéir ¥ zwak stationair, :
3. Sterk stationair A R(t;s) bestaat = zwak stationait.
.4, Zwak stationair = R(t,s) is een funktie van t - s, daarom schrijven

we in dat geval R({t - =) in‘plnatl van Rit,s),

p
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Afspraak. Uit het eerste gevolg van definitie 1.7 blijkt, dat R(t,s)
bastaat voor alle t,s € T zodra E|X(t) |2 < = yoor alle t ¢ T. Voortaan
zullen we dan Ook voor een zwak stationair proces JE|x(t) |2 < = veronder-

stellen voor alle t € T in plaats van R(t,s) bestaat (dus X(t) ¢ LZ(Q, F,®))

Stelling 1.5. R(t) is autocorrelatiefunktie van een zwak stationair proces

) -
i, R(t} = R(-t)
2..“ ‘ 12;1 -R{ti - tj)aiaj 2 0 voor alle eindige grepen tl"“'tn € T en
- F
al,....un‘e c. : : ‘ | _ ‘%

Bawijs. " = " : direkt uit stelling 1.4,
" e " : direkt uit de opmerking volgend op stelling 1.4. gq.e.d.

Stelling 1.6. R(t,s) continu in (1, T) voor elke T # R continu.

Bewijs, " = “ : lR(t +h, 8+ ;?.) - R(t,s)| =
= [BIX(t + h)X(s + 2) - X(E)X(s + L) + X(£)X(s + 2) - X(£)X(a)]] =

S [mLX(E + h) = x(e)IX(s + 2)| + |EX(E)[R(s + 2) - X(2)]] .

‘Bekijk |BLX(t + h) - X(£)1X(m + 2)|% =: A,
Met Cauchy-Schwartz geldt:

A< E[X(t +h) - X(t) |?m|x(- +03]% -
= R(s + L, 8 + L)[R(t + h, t + h) + R(t,t) = R(t + h,t) -R(t,t + )] .

Als h + 0 gaat de faktor tussen de rechte haken naar nul, terwiil voor 2 + 0

Ri(s + %, B + L) naar R(s,s) convergeert, zodat:

A+0Oalsh-+0,2+0,
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Analoog: |[EX(t)[X(s + 2) - X(S)J] +0 als £+ 0

M. AW,

R continu : . ' g.e.d.

Gevolg: ‘Voor een zwak stationair proceo geldt:

[1]
[2]

[3]
L4]
£5]

(el

R continu in O« R continu .

Doob, J.L.: Stochastic Processes, John Wiley & Sons, Inc., 1953,

Fabiue, J. en w R. van Zwet: Grondbegrippen van de waarschijnlijk-
heidsrekening, Mathematisch Centrum, 1970.

Feller, W.: An :I.ntroduot.'l.on to Probability Theory and its
applications, volume I, sec. ed., John Wiley & Sons, Inc., 1965 .

Neveu, J.: Mathematical Foundations of the calculus of probability,
Holden-Day, 1965.

Papoulis, A.: Probability, random variables and stochastic processes,
Mc Graw-~Hill, Inc., 1965.

Yeh, J.: Stochastic Processes and the Wiener integral, Marcel Dekker,
Inc-; 1973, . .
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2. Infinitesimaalrekening voor stochastische processen

. ' n ix t
Baschouw het S.P.{X(t)[t € IR} met X(t) = Z Ae k waarin {Ak}]r:_1 een
_ ‘ k=1 "
verzameling stochastische grootheden is met

- | 2
EA]( = (0 en EAKA!, leck ’ k,f- = 1,.-.,1‘1 .

Merk op dat dit proces zwak stationair is met

n 2 ilkt
.ux(t) =0 en Rxx(t) = z cke .

k=1
Nu zouden we graag algemeen voor een zwak stationair proces zo'n soort Fourier-
voorstelling tot onze beschikking willen hebben. Dit zal in het algemeen geen ;

som worden, maar b.v.:

f vy etih .y

waarin {Y(A)|A‘e A} wqgr een stochastisch proces is. Bovenstaande uit-
'dxukkinq hebben We echter ﬁog‘hiet gedefinieard, zodat eerst een integraal-
begrip voor stochastische processen moet worden 1nge§berd; Bovendien wor-
den in §¢ 3 transformaties van stochautischc processen beschouwd, waarbij
het gewenst is deze processen naar de tijd te kunnen differentiéren en
integreren. ‘

Voor deze definities hebben we allerearst een limietbegrip‘nqdig.

Definitie 2.1:

lim X(t) = X = lim E |x(t) - X|% = lim [ |X(t,w) X |% P (dw) =0

t*to e t*td t*to 0

Dit heet convergentie in kwadratisch gemiddelds, of van orde twee,

‘PezZe convargentie koﬁt precies overseen met convergentie in de norm van
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de Hilbertruimte L, (a, F,®»).

Opmerking: In dit college kiezen we voor convergentie in Lz-norm. Er
z:Ljn achter heel andere convergentiebegrippen denkbaar (zie b.v. Arnold
£1], 8 1.4}, 20 hebben we:

Definitie 2.1.a:

lim X(t) = X » lim P (|X(t) - X| > ¢) =

Lt t+t '
0 | 0 .

= lim I ({wl,[x(t,w) - x(m)| >e}) =0 {(voor alle £ > 0)
t+t

o (convergentie in waarschijnliikheid)

of:

Definitiﬂ 2.1.b:

" lim X(E) = X e P (lim X(t) = X) =

t-*to | t-*to

JP.({Mlim x{t,w) = x(w}}) =1
‘t+t0 o

(c_omerge:itie met kans 1)
of:

Definitie 2.1.c: Als F,(x) de distributiefunktie is van X(t) en F(x) van X,

dan:

lim X{(t) = X e lim Ft(k) ‘= F(x) in alle pimten waar F continu is.

t+t o . t+t 0

(convergentie in verdeling).

Definitie 2.1.a geeft p:eéias het convergontiébogrip uit de zwakke wet
van de grote aarit&llen, ‘definitie 2.1.b dat uit de sterke wet van de grote
aantallen, definitie 2, l.c dat u:l.t de centrals limietstelling. Bovenstaande

- definities hangen in zekere matc samen. 2o kan bewezen wordan-

PR v v o ST R e

S R R R




Definitie 2.2: Het SP{X(t) |t € T} heet continu in t = ¢
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P (lim X(t) = X) = 1 = lim P ([X(t) - x| > €) =0
t+t0 t-"t0

en ook:

lm E |X(t) ~ x[% = 0 = 1im P(|x(t) - x| >e) =0

t+t0“ t+t0

Bewiis van de laatste bewering: direkt uit de ongelijkheid van Chebycheff:

E|x(t) - x]% = I % (tow) = x@)|*P (aw) 2 f w0y - x| :p(dwaa
Q [x (t,0)-x () |>€
2'52 : J TP (Aw). = ¢ :IP (Ix(t) - x| > €) dus:

]x(t.w)-x(w)[>e

E |x(t) - x|2

52 .

®(|x(t) - x| > e)s

Kies nu ¢ vast, en neenm iinks'an rachts de limiot'ﬁoor t + t0 g.e.d.

In het vervolg zal uitsluitend met het limietbegrip uit definitie 2.1

gewarkt worden.

als lim X(t) -X(t l.

0
trt,
Definitie 2.3: Het SP{X(t)|t e T} heet differentieerbaar in t = t, als
X(ty+h) = X(t)) _
lim n bestaat,
h~0 o :

Als X(t) differentieerbaar is, voor alle t ¢ T dan heet het proces dat
X{t + h) - X(t)

gevormd wordt door de limieten lim e het afgeleide proces.
h-+0 ' .
Notatie:
X(E) S x(e) = 1im BEFR) - X(8)

at il B |

T T L
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Voorbeeld van toepassing van een differentieerbaar proces: een filter,

gedefinieerd door

- a
Ez‘x(t) + X(t) = Y(t)

met X(t) : inQangsProces

en Y{t) : uitgangsproces

Definitie 2.4: Het SP{x(t)It € T} heet integreerbaar over [a,b] als

n
“Lim 1 X(t,)At
pee gay  + 3
max At£+0
1si=n

bestaat en onafhankelijk is van de partitie to""'tn'
(Hierin is Ati =t - ti*l' i=1,,..,n met tgee-ot, zodanig dat

amty <t <<t <t =D,
Notatia:

b _

1]
I X(t)at = lim L x(t)ae, .
: Tisee i=1 |
. max ﬁti*o
1sisn

In bovenstaande defiﬁitie hadden we ook

’ n
lim - ] X(s,)At
e g +OE
max Ati+0'
18isn

kunnen ngmen,'mét‘t191_< s, S t,. Definitie 2.4 is echter de meest ge~
bruikelijke. A . o '

De“ihtegraal uit definitie 2.4 wbrdt Itd-ihttgraal genoemd. Overigens
zljn de ntochﬁétiséhe grbothedon X'(t) en fi X(t)dt niet vastgelegd

op een verzameling met kansmaat O,
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In dit college zal ook nog over de volgende integralen gesproken worden:

Dafinitie 2.5. Voor een SP{¥(t) |t € T} en een funktie ¢(t) geldt:

b : n |
f p({t)dy(t) = lim Z cp(ti)[Y(ti) - Y(ti-i)]
a n-keo i=} : ‘
max Ati-ro
1si<n

mits deze limiet bestaat en onafhankelijk is van de partitie to,...,tn

van [a,b].

Definitie 2,63 Voor een SP{x(t}lt € T} en een funktie H(t) geldt: ' | é

b

n
J X(t - T)@H(T) =  lim L X(t - t)[&(1) - Bir, )]
max A'ri-vo - _ :
15isn i

mits deze limiet bestaat en dmifhankolijk is van de partitie TO reee 'Tn

van Ea,b].

Stelling 2.1: {X(t)|t € T} continu in t = 7t & R(t,s) continu in (r,7).

Bawiis:

"e' 3 |X(t) - X(T)|2 = R(t,t) - R(¥,7} - R(1,t) + Ri{r,7) - 0 als t + t.

"w' 3 R(t,8) ~ R(1,T) =EX(t)X(8) - EX(r)X(1) =

= B(x(t) - X(1)) (X(8) = X(1)) + BX (1) (X(8) -X(1)) + I (X{£) ~X(1))X(1)

Bekifk: |E (X(£) - X(1))TK(a) = (V]2 =t A .
Met Cauchy-Schwarz geldt: ‘ "

AsE|x(t)- x(0)|°E |x(8) -x(1)|? + 0  alst-+1ofssr.
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Bahandel analoog:

| Ex (1) X(s) - x(-r))l2 en |E (X(t) - x(r))x(r)l2

(bedank: E|x(.r)|2 = R{T,T) < =),

Gevglgen:
1. {X(t)|t € T} continu in t = T = lim EX (£)X(8) = E1lim X(t)X(s) .
t+T t+T

8T o : 8T
2. Voor een zwak stationalr proces geldt:
{X(t)|t € T} is continu in t = T = R(h) continu in h = 0.
3. Vooi een zwak sﬁafionair proces geldt:

{X(t) |t ¢ T} is overal continu of nergens.

Stelling 2.2: lim X(t) = X =» lim EX(t) = IEX .,
: it A

- Bewijs:

| ‘Imx(r+h)-r:x|2- !Ei(x(1+h)-x)|25
12 | - 2 . |

-4 E:|1|JE]x(t + nh)- x| -0 als h=+20

{m.b.v. Cauchy=-Schwarz) . g.e.d.

Gavolg: {X(t)|t € T} is continu in t = T = y(t) = EX (t) is continu in
t =T, '

Een nodig en woldoende voorwaarde voor het bastaan van het SP f: X(t)at
levert de velgende stelling:"
b b | ' o p |
Stelling 2.3: IJ R(t,s)dsdt bestaat = J X(t)dt bestaat en bovendien:
: a a B A . a
- b .. b b
E | fx(t)dt|2 - [ f=n(t,-)d-dt

a ‘a a
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Bewijs:
"»" : Laten, voor iedere n,m ¢ W, (to,...,tn) an (TO""'Tm) twee partities
zijn van het interval [a,b], at, = ti -t (L =1,...,n) ,
&Ti'Ti—Ti_l (i=1,’.--,m) . "
Noem
) )
I = ) X(t,)At en J = X(t,) AT, .
By 1 Boge POH

Wanneer nu voor elk tweetal :::thaﬂ-‘(Il_l)::_= en (J ) =1’ gedefinieerd als

boven, geldt:

(x) IE |I:_l—..'.i’.m|2 + 0 al.s min{n,m) + «, max Ati + 0, max Atj + 0
' 1sisn 1295m

dan volgt:

1. Elke rij (In):=1 igs een fundamentaalrij (neem Jm = ImJ en dus convergent
wegens de volledigheid van LZ(Q,F,IH .
2. Elk tweetal fundamentaalrijen (In):_1 an (Jm):-i cenvergeert naar de-

zelfde limiet (rechtstreeks uit {(*)) en dus
' b

'f.x(t)dt
R

bestaat.

We bewijzen dus ().

- 'n ' n
E[I - Jmlz Y ): R(t,,t,) AL, ot Z R(t, ,7,) At AT

)
1=l 4wt ] 3 et e 2

{ Znnk,tj)m AL, + E ER(Tk,TE)ATkAT

j=1 k=1 I k=1 ey '
en olk van deze vier termen convargeert naar
b b | | |
J R(t,s)dsdt, als min(n,m) + », max t.\ti + 0, max Arj + 0
' 1$isn 1<4<m

a4 a
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=» IE Irl - Jm 2 +0 als m:l.n(n',m) + =, max Ati + 0, max At, + 0
‘ 1sisn 15j<sm 3

"«" 3 Laten, voor iederes m',n,p,q e W, (to,...,tm), (ro,...,rn),

(so,...,sp) en (qo,...,aq) vier partities zijn van [a,b] (met Ati etc.
als boven).
Dan:

- 1) R(s, ,d,)48, 40 ] =

[} ) Rl ,7v))At, AT
O R N ¢

3

¢ " 3’57

EL(] X(e )8t (:)1: X(T)AT,) - (§ x(ti)Ati)(E X(5,780,) +

+ (] xteae ) (] X(a,080,) = (] X(s,)88,) (] X{5,780,)] =
1 A ! X %

- m)i:xttimtitgxcrjmj - EX(-%M%J + E[EX(ti)Ati-Ex(sk)Ask] X(o,) 4o,

;3

Nu geldt volgens Cauchy-Schwarz: !

2

..Im; x(ti)Ati[g: x!'ro'A'rj - ’Z‘ X, Aq£]|2 <

| | 2 : 2
< E |} xtepae |“® | x(rar, = ] X(o,)a0,|¢ +
E_ o ;)1: S

b .
+ E| f x(tyae|®0 = 0

a
als minim,n,q) -+ 05, max At

+ 0, max At, + 0, max Ac, - 0

isism  * 1sisn 3 1spsq *

immers: , | _
iim Elzx(ti)Ati'lz =E( lim | J X(ti)Atilz)

W Bt Moo i :

_ max At,+0 ' max At,-+0 o

1<ism ™ 1gigm

wegens stelling 2.2.
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De tweede term wordt analoog behandeld.
Wederom is nu bewezen dat elke rij van getallen

g ¥ Rt ro8t a7
A TRRE N M i IE WL

ean fundamentaalrij is, en dusrconvergent, terwl]l verder elk tweetal

fundamentaalrijen naar dezelfde limjet convergeert, m.a.w.:
bb
f- I R{t,s)dsdt
aa '
bestaat.

Op grond hiervan en weer het feit dat verwisseling van limiet en ver-

wachting is toegestaan (stelling 2.2) geldt:
b

2 | 3 2 v 2
E|Jx(t)dt| = E| lim Ex(ti)btil = lim E| Zx(timtil =
. e im] o 1=1
max Ati+0  max Ati+0
1sism 1Sism
b b
o'm m -
- linm ) Rttt AL, = J I R(t,s)dsdt q.e.d.
mre im] jmi | :
max Ati*o a a
i5i=m

. b
Opmerking: De definities en stellingen betreffende het bestaan van I kunnen

: a .
ultsraard worden ultgebreid tot uitspraken over cneigenlilke integralen); wanneer

b
J X(t)dt bestaat , Vva,b ¢ R -
. : | ‘ :
en tevens
b .
lim J X(t)dt. bestaat,:
a-+—w :

beroo

I et
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dan geldt per definitie:

.- o b
f X{t)dt = lim J X(t)dat .
a-r—co
- a .

Het analogon van stelling 2.3 wvoor oneigenlijke integralen wordt dan:

Stelling 2,.4:

o E o
J-x(t)dt bestaat « J J R(t}s)dadt bestaat.
‘-w . ’ - -—C

en bovendien:

mlj x(tyae|® = f J R{t,s)dsdt .

-0 -0 =0
Hat analcgon van stelling 2.3 voor de inﬁograal uit definitie 2.5 wordt:

Stelling 2.5: _ ‘
b . b b

J'm(t)dY(t) bastaat e J' m(t)@(f)dzntt,ri bestaat
a : a 2a

en kovendien:

E | j m(t)df(t)lz - f J tp(t)q:('r)dzn(t,‘r)
a E a a '

en idem voor de integraal ult definitie 2.6t

Stelling 2.6: . ‘
b . b b

J X(t - 7)dH{t) bestaat J f R(t - T, t~ 0)dH(0)dH(T) bestaat

en bovendien:
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b b b
E | I X(t - Dau(m|? - J [ R(t - T, t - ¢)dH(d)dH(T)

a _ a a

De bewijzen van de laatste drie stellingen gaan min of meer analoog aan
dat van stelling 2.3, Op het bestaan van de integraal uit stelling 2.5

wordt nader teruggekomen.

Tenslotte nog een stelling over differentieerbaarheid:

Stelling 2.7: Het SP{X(t) |t € T} is differentieerbaar in t =T = i(t,s)
is tweemaal differentieexbaar in (T,f) en bovendien:

.aza(t!s)

EX'(£))X' (8)) = === (ty8)=(t,,8,)

(vergelijk ook Papoulis [2], § 9.6)

Raferentles:

(1] Arnold, L.: Stochastische Difforentialgloichungen. Theorie und
Anwendung, Oldenbouxg, 1973.

[2] Papoulis, A.: Probability, random variables and stochastic processes,

MC.Graw-H:I.ll, Inc-. 1965-
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Transformaties van stochastische processen

Een realisatie van een SP is, zoals we gezien hebben, op te vatten als
een tijdfunktie. Laat T een klasse zijn van tijdfunkties. Beschouw nu

transformaties ¢ van T in zichzelf:
¢ : T>T of g(f) =g met £,ge T.

In dit laatste geval heet f inEut(groces) en g output (proces). De trans-

formatie ¢ heet ook wel filter (voor voorbeelden zie de inleiding van
deze ayllabué, blz. 1 en 2). | ‘

In het geval van een stochastisch inputproces is ook het outputproces

in het algemeen stochastisch, en de kansverdeling van het inputproces en
de transformatie samen bepalen de kangverdeling van het outputproces.
Bij dit socort van transformaties kunnen we het volgende onderscheid

maken:

Dafinitie 3. 1 .

a. Zonder geheugen: op tijdstip 7 wordt g - 9f helemaal vastgelegd door
de waarde van f op tijdstip t = 15 (9£) (1) = @(£(1))

Vib.: een "ideale" versterker (zonder naijlen).

b. Met onbeperkt geheugen: op tijdstip T wordt g helemaal vastgelegd
door de waardentvap f op de tijdstippen t 5 1}

Vb1 g(t) = I £(t - fih(T)dT ¢ bev. een wel ngijlende versterker.

¢. Lineair: cp(af1 + BE,) = ag, + Bgz' waarin £,08509,19, ¢ T en
g, = @(fl) en g, = ¢(f2).
d. Tijdsinvariant: voer de volgende transformatie in: T

h H f(t) +f(t + h)'
notatie: fh(t) t= (Thf)(t)

(q:f)h tm Thwf .

¢ is tijdsinvariant betekent (pf)y = ofy .

Wederom nemen we de versterker als voorbeeld: komt de input een tijdsinter-
val ter lengte h later binnen, dan zal ook de output een tijd h later

ter beschikking komen,

PO O

IR A
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e. Niet-anticiperend of caugaal: de ocutput g van een filter g = ¢pf zal

op tijdstip t hooguit afhangen van de waarden f(1); T = t, maar zeker
niet van toekomstige waarden van f; een versterker "versterkt" alleen
de reeds binnengekomen signalen; ook bij de analyse van sociaal-

aconomische processen zullen alleen de data uit het verleden een rol

spelen,

Er bestaan echter ook niet-causale filters, b.v.

L]

glt) = J f£(t - 7T)h(1)dr .

In dit'colleqe zullen we ons hbofdzakelijk beperken tot lineaire, tijds-

invariante filters, en wel die filters, die in het algemeen als volgt- te

schrijven zijn:

(Lx) (£) := .I x(t - 1)dH({T)

-0

waarbij H een funktie van begrensde variatie is en x een meetbare en
H-integreerbare funktie. Uiteraard mbéeten we dan aantonen dat een filter

van deze vorm inderdaad lineair en tijdsinvariant is,

Lomma 3.1: Laat H : R -+ T een funktie zijn van bbgrenada varlatie en
laat L een transformatie zijn, gedefinieerd op de verzameling meetbare
funkties x van IR naar € die H~integreerbaar zijn:

-]

(Lx) (t) -_f x(t - Tau(T) ,

dan is L zowel lineair hla tijdsinvariant,

Bawids: (L(ox, + Bx,)) (t) = I‘(le + Bxy) (€ - T)AH(T) =

- f [lel(t = T) + Bxy({t ~ T)]aH(T) =

it s e L - s
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= g I xl(t - t)dH({Tt) + BJ xz(t-r)dH(T)==a(Lx1)(t)-+B(Lx2)(t) .

Hiermae'is de lineariteit bewezen, nu nog de tijdsinvariantie:

mmhw)rux)n+h)= !x&+h-—ﬂdﬂh)- Ixhu-ﬂdﬂh)=

- (Lxh)(t) . ' g.e.d,

Welke filters zijn nu te schrijven in de vorm

- -]
(Lx) (t) = j x(t - T)dH(1) , met H van begrensde variatie ?
.—ﬂ
Zi) L een lineair, tijdsinvariant filter, en definieer, voor elke t,
L x := (Lx)(t}. Dan is L, voor elke t een lineaira funktionaal. Nu geldt

t t
de stelling van Riesz:

Stelling 3.1: Zij u een begrensde lineaire funktionaal, d.w.z.
[u(x)[ s Mixll, op de Hilbertruimte Lz(ni,B,G) van alle tijdsfunkties.
(Hierin is B een Borel c-algebra en G een maatfunktie).

Dan is er precies &én h ¢ Lé'zédnt

ulx) = J x{t)h{t)dG(T)

(zie b.v. Lineaire Analyse 1, Stelling 5.1.13);!

In ons geval betekent dit dat, mits Lt begrensd is (Lt is zeker lineair,
want L is lineair), we voor elks t ssn funktie ht kunnen vinden z4 dat:

(Lx) (£) = L x -'-I x(?)ht(t)ds(ri_.
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Met behulp van de tijdsinvariantie (Lx)é = Lm% volgt gemakkellijk:

J x(T + G)ht(r)dG(r) = J x(r)ht+6(1)dG(T)
ofwel: o« ' L
x(r)ht(T - G?dG(T - §) = J x(r)ht+6(t)ds(1) .

Ult het bovenstaande blijkt dat het gedeelte
ht(T)dG(T)

slechts van t - 1 afhangt, zodat we mogen schrijven
. -] -]
(Lx) (t) = j x(r)dﬁ*(t -1 = j x{t -~ T)aH("T)
_u'.. : } | O
met H* qeachikt gekozen en H(T) = 43*(1) r+ YT ¢ R,
Uit bovenstaande redenering blijkt dat voor esen grote klasse van lineaire,
tijdeinvariantg transformaties de gekozen achrijfwijze tamelijk voor de
hand ligt. In het vervolg zullen we, tenzij anders aangegeven, praten

over lineaire, tijdsinvariante filters van bovenstaande vorm.

Definitie 3,2, w.‘nbnmnn een transformatie lineair, als hij op de manier
van lemma 3.1 door middel van een integraal is voor te stellen.

De funktie H wordt de impulsresponsie van L genoemd.

Stelling 3.2. L is een linqéira transformatie an {x(t)]t € T} een SP.
Noem ¥(t) = (LX) (t)., Nu geldt:.

EY(t) = LEX{t) ..

Bawija. Kies t vast:

IEY({t) = E f X(t = 7)AH{1) =
, ' n
= E lim . lim ) Xt - Ty)AH(T,) =
A= -+ j-]_ o ‘
by max Ati+Q
1sisn

a-‘[o<f 1 Cinn <tn-b
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-]

n
= lim lim } Ex(t - rj)AH(Tj) = J EX (t - 1)dH(T) = LEX (t)
a-re n-re J=1 e
b+—» max Ari+0
1€5isn
a=ro<11<...<1n=b ‘

waarbij tweemaal het verwisselen van limiet en verwachting is toegestaan

op grond van stelling 2.2,

Opmerking: Stelling 3.2 blijft geldig als L lineair is in de zin van
definitie 3.1, dus zonder integraaiVoorstelling en tijdsinvariantie.

Stelling 3.3: L is een lineaire transformatie en {x(t) |t € T} een sP.
Laat Y(t) := (LX) (t). Dan geldt: : .

R (t,s) = f Rx*(t,s - g)dH{o) ,

Xy
an -

Ryy(g,s) - J R*y(t - t,8)dH{T) .
Bewijss

k-]

Y(g) = f X(s - ¢)aH(g)

X(t)Y({s) -f X(t)X(s - c)dH(a)

en, mat behulp van stelling 3.2:

g‘y{taé)’-- I '”hxx(t,l - o)dH(g) .




- 35 -

Aﬁaloog:
Y(t) = f X(t - 1)dH (1)
Y(t)¥(s) = f X{t -~ T)Y(s)dH(T)
Rw[t,a') = [ .RW(‘th-— 7,8}dH(T)
Ge’volg: ©
Ryy(t,s) = ! f Rxx(t - T, 8 - ¢g)dH(T)dH(g®) .

bt - - BT -]

Opmerking: Een zwak stationair proces wordt doox een lineair filter ge-

transformeerd in een aéveneens zwak stationailr proces, :I.mmera:
; » o |
Rw(t,s} - f f R (t-8-71+ o)dH(r)ém
o e ‘ :
is slec;:hta afhankelijk van t - 8, terwijl volgens stelling 3.2:

EY(t) = [ EX(t - T7)3H(1) -f udH (1)

onafhankelijk van t is, met p = ‘EX{t}, vt.

Wat betreft ‘sterk staticnalre processen, geldt het volgende:

een tijdsinvariante transformatie L voert een sterk stationalr proces
' over in een eveneens sterk stationair proces.

Inmers: wanneer x(ti),.‘.\.._,x(tn) an x{t1 + h) ,....X(tn. + h) dezelfde
simultana kanavntdalir;g hebben, dan geldt dat ook voor het Y-proces:

Y(t + h) = (LX)(t + h) = (LX), (£) = (LX) (t) .
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4. De spectrale verdelingsfunctie voor zwak stationaire processen

Beschouw eens de volgende, niet stochastische tijdfunktie

it

X(t) = e " (zuiver harmonische trilling) ,

en laat L een lineaire‘transformatierzijn (in de zin van definitie 3,2).
Dan geldt: ' '

y(t) = (Lx)(t) = I _ D p(gy -

-_—n

-

- o1t fe'iﬂant-r) - o0 .

-0

Noem y(Q) =: A(A) .
A()) heet ook wal de fregquentieresponsie van L (merk op: A(A) is de
Fourier-Stieltjes-getransformeerde van H(t)).

Nooteh N it
Voor xit) = ):‘ane vinden we analoung: (Lx) (t) = E ae nann).

n=} . ‘ nwi-
Stel nu: ‘ ;
®
1 it
x(t) = T f E(A)e dax
waarin £()\) de Fouriergetransformeerde van x(t) is en laat weer L een

lineaire transformatie zijn.

Dan:
[ -]
yie) = (Lx) (L) = f x(t - T)8H{T) =
- f f % et T Varan(r) -

1 gen, [ -toa o itA
'2-;[ E(d)e (f e ‘dH('r))dk- Z“J .M_J\.)E(A)e di .

- . -co : -0

N

A

P
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Bierin is A(A)E(}) juist de Fouriergetransformeerde van y(t)

= Fouriergetransformeerde (output) =

= Fouriergetransformeerde (input) X frequentieresponsie.

Uiteindelijk willen we toe naar Fouriertransformaties van SP's.

Daarvoor is het zinvel eerst Fourlertransformaties van autocorrelatie-
funkties te onderzoeken (ook al vanwege het feit dat m.b.v. Fourier-
transformaties convolutieintegralen =zoals in stelling 3.3 en gevolg, in
veel makkelijker hanteerbare produkten worden overgevoerd).

We zullen ons hierbij tot zwak stationalre processen beperken.

Eerst nog even wat eigenschappen van de autocorrelatiefunktie op een rij-
tle:

_1- Rxx(h) - Rxx(-h)

R = R =h
o = BT

2. Voor alle ti,...,tn'en Gyravera € T2
R _(t, -t )aa, 20.
1=y gmg ¥4 LY
3. Een funktie die dan 1 en 2 voldoet is autocorrelatiefunktie

van een zwak‘itationair sP.
4. : JR*x(h)I <R (0) .

__2

| 2 .
Bawijs: |R_(W)[° = |Ex(t + b)x t) |’

| | 2
=R (0)R (0} , met R, (0} = E|x(t)|® 2 0

(mebov, Cauchy—SChwarzi} ‘ | g.e.d,

s E|xte + n|%E xi|? -




- 38 -

Analoog:

2
R, M7 s Ry (OIR . (0) .

Tenglotte:

2]ny(h)]' SR (0) + Ry (0) -
Bewijs: 4ln¥y(h')|2- < 4|EX(t + DT <
saElxe+rm’Elve) |2 < mxie w2+ Bl |H2 -

= (R_(0) + RYY(O))Z . 1 q.e.d.

Definitie 4.1:

=it
S(A) = J e Rxx(t)dt

heet het spectrum of delsgectrale dichtheid van het SP{X(t}|t ¢ T} mits

de integraal bestaat.

Soms wordt ock de notatle Sxx(l) gebruikt in plaatz van S(X).
In qevalex(t) continu en absoluut integreerbaar is geldt ook de om-

kearformule uit de Fouriertheorie:

‘ 1
‘Rxx(t) - J e

1At aan .

Opmerking: Voor het discrete tijdgaval wordt definitie 4.1:

| -
Definitie 4:.1's () = ] @ 'R _(n) heet de spectrale dichtheid

ne—co

van het SP{X(n)|n € Z} mits de som convergeert. (-7 < ) <m

In geval ) |k*x(n)1=< « geldt weer de omkeerformule:
Nm-w ‘
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‘Stelling 4.1: Als voor een SP{X(t)|t ¢ T} de spectrale dichtheid S

bestaat geldt: § is reéel en voor een redel proces is $ zelfs even,

Bewijs:

S(A) = I eiAtR(t)dt.= j e-iATR(r)dr = S(A)
= S()A) is reéel.

Stel nu: X(t) is redel = R(t) isredel = R(t) = R(-t)

S(-1) = f e r(tyat = I o P Tr(nyar = s(1)

= S(\) iseven. _ q.e.d.

-]

Zelfs kan worden bewezen: S(A} 2 0 en J §(A)d\ < =, (Dit laatste is
triviaal wanneer de omkeérformule geldEmomdgt dan;II,S(l)dA = 27R(0)}.

M.a.w: S(A) is, eventusel op een multiplicatieve constante na, een
echte dichthéidsfunktie.

Eveneens kan vrlj eénvbudig gordan aangetoond, dat voor een niet-
negatieve -funktie S{\) met f S(\)dA < = geldt dat

R{t) :m J

. =00

+1t"s (A)dA

autoqorrelatiefunktie is van ean zwak stationailr, continu SP.

Deze bawarinqen bewijzen we niot hior, maar voor een wat algemenere
aituatia (zie het bewijs van atelling 4,2 hierna), Men kan zich n.l.
afvragen of elke autocorrelatiefunktie van een zwak stationair continu

proces cok inderdaad in de vorm
) ‘

R(t) = f

a+itls(l)dk
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te schrijven is.

Beschouw daartce eens het volgende stochastisch proces:

i ?xkt

. a
X(t) = ) Ae + Wwaarin {Ak}E=1
k=1

een verzameling stochastische grootheden is met, voor k,2 = 1,...,n:
2
]EF&( = 0 | en EAkA!. = szqk .
Dit proces 1s zwak stationalr en continu; we vinden

n iA t

2 k

R_(t) = ] ole .
XX k=1 k o

Deze funktie is 2eker niet absoluut integreerbaar. We kunnen echter

schrijven:
o it)
Rxx(t) = [ e dr (i)
met
' 2
F(A) = ?n .

. {n|AnSA}

‘Algameen geldt de volgende stelling:

Stelling 4.2 (Hoofdstelling van de spectraaltheorie).

Als het SP{k(t)|t € T} zwak stationair en continu is, dan bestaat er een

reéle, monotoon niet-dalende, begrensde funktie F()\), zé. dat
-]

' 1. it
R, (t) -.-2-;[ e " aF ())

-G

en F voldoat aan
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F(A+) + F(A,) F(A+) + F().) T -:Ltl2 -itA1
2 20 1 - 1m | 8 -8 R g
2 2 - —it <x (B AL

T
=-T

terwijl omgekeerd elke op deze wijze gedefinieerde R(t) autocorrelatie-

funktie is van een continu, zwak stationair proces,
Alvorens deze stelling te bewijzen enige opmerkingen voocraf.

Definitie 4.2: De funktie F uit de formuléring van stelling 4.2 heet

de spactrale verdelingsfunktie van het SP{X(t)|t e'T}.

Als F differentieerbaar is en bovendien R intégreerbaar, dan geldt:

F'(}) = §5())
want
F(Az) _ F(Al) f e-itlz N ;itll
e = lin ‘ R(t)dt =
2 1 T+¢°._T - ﬂit(lz - li)

© =it} ©o=1ltaA

2 1 ‘
e - @
- = R(t)dat .
) 1t(d, - .A,) -
Laat nu 11 + AZ' dan |
0 B-itl2 ) ;itl1
F'(A,) = lim R{t)dt =
2 -it(A, - A,)
APAy L 2 T M
. i, o TR T ) ~1t),
= lim e St R{t)dt = [ e R(t)at =S (3,)
e Ay?Ay 2~ "1 e

waarbl} verwlsseling van iimiet en 1ntégraal is toegestaan omdat de

irtegrand uniform begrensd is.

Tenslotte formuleren we het discrete analogon van de hoofdstelling:




- 42 -

Stelling 4.2'. Zij gegeven een zwak stationair proces {X(n) |n e Z}.

Dan bestaat er een redle, monotoon niet-dalende, begrensde funktie
F(A\), voor |A| <. 7, z6 dat

n

1 inx
R"F"(n) = 2_“j e ar{i)

-

terwijl F voldoet aan de volgende vergelijkingen:

r

o+ - + -
F(Az? + F(Az) F(Al) + F(Rl)

2 T2 -
. . ? e-ink2 ) e-inl1 |
R __{O) (A = A + lim - R__(n)
xX L in XX
ng0

waarbij - < AI < Az <7

[F(m) ~ F(-1) = 21+R(0) .

Omgekeerd is elke op deze wijze gedefinieerde R(n) autocorrelatiefunktie
van een discreet, zwak stationair proces.

Bij het bewijs van stelling 4.2 zullen we van de volgande twee stellingen

gebruik moeten maken:

a) De stelling van Fubini: een préciaae formulering hiervan zal achter-
waga blijven vanwege de typisch maattheoretische terminclogie, maar de
stalling garandeert dat in geval van een dubbolintegraal van een ab-
soluut intagreerbare funktie de integratievolgorde verwisseld mag
lworden (zle bijv. het college "Maatthdorii sn Lebesgue-integratie"”,
of Loéve [2] , § B8.2.A).

b) De continuiteitsstelling van Lévy: laat Pl,Pé,..m een rij kansverde-
lingen op n11 zljn, en Fi'Fz"" de bijbehorende rij verdelingsfunkties.
Als voor de bijbahorando rij karaktoriltickn funkties wi,wz,... geldt
dat lim L (x) bestaat voor slke x e m1 en l:Lm , (x) = g(x) met ¢
continu in x = 0, dan geldt dat ¢ de karaktcri-tiake funktie is van
een kansverdeling P met verdtlinglfunktie F waarveor galdt:
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lim F_(x} = F(x)
n-mn

voor alle x ¢ IRl‘waar F(x) continu is.
(zie Fabius en van Zwet 11, § 2.9 en 2.10).

Bewijs (van stelling 4.2):

Stel we hebben een reéle, monotoon niet-dalende funktie F met:
bt . .
' 1 | it
R(t) := T J e drF(i) .
- O

R(t) = R{-t) voor alle t ¢ T.

n n - . L

le kZ1R(tj ) t’.‘)ujak ) ?’?I =1 k-.=1El 3% FH =
1 ?l n _it'a 2

- f j{le ] ay| aF() 2 0

an dit ﬁoor alke keuze tl""'tn € T en al,...,an € T voor elke n._.
Dus we hebben al: R(t) is autocorrelatiefunktie van een zwak stationair
proces (stelling 1.5).

Nu de continuiteit:

|R(t) - R(O)]| = ]2_11?J @ yar | s I lett.1]ar ().

-0l -0

Noem F (=) := lim F(A) en F(=®) = 1lim F(}).

Ao A—+b=o0 ;

Deze bestaan want F is monotoon en begrensd, i
= Ve > 0 Ekl,lz zddat: ?
A, <A 0= 'F(u)'-ru)s-l-s : OSF-(A)-F(—M) sl

15 2 2’ T EE 1 8¢

;é
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Kies € > 0,

Ay

- |R(t) - R(O)l < 2-%-5 + j ] 1t 1|dF(k) + g.é.s.

A

Verder geldt: 3§ > 0 zddanig dat, VYt met |t| < § en VA met Al S A= 12:

£
3[F(12) - F(liTj

IeiAt -1 s

g als'|t| < § dah'IR(t) ~ R{0)| < ¢ = R 18 continu.

Nu gaan we eerst aantonen dat als er een zwak stationair, continu
proces gegeven is, er een redéle, monotoon niet-dalende, begrensde funktie
F bestaat zédat - '

1 ita
R(t) = -2-_"-J e  dF()) .

Voor het geval dat R absoluut integreerbaar is, kan de spectrale dichtheid
worden gedefinleerd. Dit idae kunnen we ook toepassen, in geval R niet
absoluut integreerbaar ig: we kappen R dan af op een eindig interval,
zdédanig dat de afgeknotte funktie continu blijft, als volgt:

R(t) T—-TE-L voor It[ ST

(t) =
' RT e ‘ voor £ > T ,
Definleer nu:
o .
5,(A) = I e_itART(t)dt .

Nu geldt:
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T

ST(A) = J e'ima(t) T_"T_lﬂ. dt =
T 7 i
- %‘J J e-i(s-d)AR(s - g)dsdo =
0 0
n n -i(s, - 8,)A
- 1im % z Z e [ 3 R(EQ - sj)AszAsj =
ne L=l mi
max As +0
1<4=n 3

1 n . 2
= = la [ ) E o, u R(s, = 8,)](2s)
n+»  fm=l j-1 ]
Ag =Ag+0

3

(immere: R is continu en autocorrelatiefunktie van ean zwak stationair

proces). ' : : _

Omdat nu RT{t) continu en absoluut integreerbaar is geldt weex (volgens

da omkaerformule):\
=
Ry (t) = -z-l;J sp (et
Definieexr nu:
. .
F(A) = J Sp(widv

dan galdt: .
F, i8 monotoon niet-dalend en niet-negatief omdat ST niet-negatief is,

FT(-w) = 0
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-}

FT(“) = J ST(v)dv_= 2'rrR,I,(0) = 27R(0) = F_  1s begrensd.

T
-
FT(A) RT(t)
Merk op dat E;r.l-!(_d')- voor alle T een ve.rdel..’mgsfunktie is, en dat R(O)
| Fp (0
precies de karakteristieke funktie is die hoort bij EFETET .
RT{t)
R(t)
Nu geldt: lim = '
Tue R(0)  R(O) |
- R(t) :
mEt‘R(O} con#inu in t = 0.

Dus op grond van de continuiteitsstelling van Lévy geldt:

%%%% is de karakteristieke funktie var een verdeling met verdelingsfunktie
Fo ()
JEO) i T F( .
ZTR(0) Waarvoor geldt: _m‘_ﬁ_zﬂR(O) 37R(0) En daaruit @1:;1:. _
o - ' . )
R(t} = 1im R (t) =lim 31; f o“"drTm - .51? J %3k )
e Troo ' : -

Nu is alleen nog te bewijzen dat F dan voldoat aan de vetgelijking:_

L

FO) + F(,)  FOD + FOD e T
T4 Tit
-t
stel A1 < A, en definieer
=itA, =1ltx :
e - !
—- alg t ¥ 0
b*(t)‘:- ;
A, - Ay als t = 0 ,
Dan geldt:
‘ Az C m
p*(t) = Ja"'“_da - J b(A)e *FAan
A -

e

e megdans e BT et 0D
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1 alsAlsA<12
waarin b(x) := {& alg ) = Ay of X = Az'

0 elders .

Merk op: b*(t) is de Fouriergetransformeerde van b(\) en
b(X) voldoet aan de Dirjichlet condities,

Aoz,
1, (") en b(A7) bestaan, Vi
+ -
2, L AR bOD ,, BO) -bO - h) bestaan, VA.

he0 h h+0 h

Bovendien geldt: b(A) = X[b(A") + b(A\™)] , Vi.

Wederom geldt nu de omkeerformule uit de Fouriertheorie:

T

B(A) = == lim | b (t)el*tar .
27 <
-T

Bakijk:
- : -
lim f b (t)R(t)at = Llim J b"(t)%[ e} ar yat

- o0
T , e -2

en op grond van de stelling van Fubini:

= 1m | | Y weltPararon @ 1im L [ vy et arar oy =
n oo 2n

- -T -te -T

‘ + - oy + + -
- f b(A)dF (A} -HEF(AI)-'F(Al)]i-EF(AZ) -F(AI)J+H[F(J\2) -F.'(Az)] -

+ - + -
_ F(A)) + F(A) ) F(A]) + F(\))
2 2 .
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T

De overgang (%) is toegestaan, omdat [ b*(t)elktdt uniform begrensd is,
want -1

T T -it,mA) L -1E (A )
U b‘ft)e“tdt‘ = = .- dt‘ =

=it
-1 -T

Teos 1:(}\2 - 1) -cos t()\l -A) Tsin t(Jt2 =Xy =sint (A, = 2A)
- U - at - 1 j !

= -it -it
-1 -T

(de integrand van de eerste integraal is een cneven funktie van t en die

van de tweede integraal een even funktie)

T sin t, = A) = sin t(A, - 1)
- 2] — :

: : | s
0
" ein t(, - A) | ain 0 - )
< 2' J P VR T f e, - vy oW
t=0 t=0 :
(alternerende integranden met monotoon dalende bijdragen)
m ‘ m
szf Ei—;ldy+2j Ei—;-xdyuo.
0 g.e.d.

Ean voorbeeld

Laat het sp{x(t)|t € T} zwak stationair en continu zijn, en bekijk Y :=LX

met L een lineaire transformatie, dus

[--]

Yi{t) = J X(t - 1)dH(T)

-0

Volgens de hoofdstelling geldt:

R N B2+
R, (t) = 5= J e ar, ()

« | =00

dt

<

.. .
T
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met Fxx(A) reéel, monotoon niet-dalend en begrensd.

Het gevoly van stelling 3.3 voor zwak stationaire processen luidt:

[~ <IN

R_{t) = - H(g)
" yy( ) J [ R (t = T + o)aH(1)dH(0)
¥ —C0 o .
en dus:
o [ -] o
_ 1 i(t=-1+a) X —
Ryy(t) =5 [ J I e dex(A)dH(-r)dH(c) =
T=—® g=— l=-x
o og o
- — A
= 31— { ( J e 1T A am(1)) ( f e etar o) =
i XX
A== T=m0 (J=—00
1 it} e, _ 4 it 2
= o I e A(A)A(A)dex(A) = 5y I e IA(A)] dex(A) .
Cmdat het SP{Y(t)|t € T} wederom zwak stationair en continu is, geldt:
1 ita
yy( ) 5 J yy( )
Wegens de

éénduidigheid van de Fouriervoorstelling kunnen we nu schrijven
L1) 2 1]

i ar_ () = |am)|“ar_ (.

i Yy b 414

Voor de punten waar Fxx(k) en F

Y(A) differentieerbaar zijn, geldt:

2
S,y () = lao{®s ),

terwljl voor de sprongpunten:

+ - 2 + -
F Q) - F 00 = [am|T{r D) - F 0D} .
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5. De lineaire kleinste kwadraten schattingen

Stel we zijn geinteresseerd in een SP{S(t)'t € T},

We kennen dit'stochastisch proces niet, wel echter een ander SP{X(t)lt € T},
dat op @en of andere manier aan {S(t)|t € T} gerelateerd is.

Varder voeren we voor elke t een verzameling A(t) in, zédanig dat het

SP{X(1) |t € A(t)} gebruikt kan worden voor een schatting van S(t).

Voorbeeld
Alt) = {rl% €T, TSt}
A(t) ={x-|reT,t41sTSt}_
Alt) = {t - NA, t - (N - 1)8,u.0,t ‘-"‘A,t} .

De bedoeling is nu dat we S(t) schatten met behulp van
(YX)(t) , t € T, ¢ een filter,

en y wel zodanig dat (wX)(t) in termen van de X(1), T ¢ A(t) wordt uit-

gedrukt. Noem de verzameling van deze filters: I,

Als criterium voor zo'n schatting kiezen we:

E|s(t) - (yx).(t) |2

waarblij we een schatting é('t) de beste noemen als

JEIS(t) - §(t)|? = min E[S(t) - (yx) (t)|2
Yell

met s(t) = (wx)(t), t €T an w €l

Opmerking: De kaugn van bovenltaand criterium sluit aan op vroegere
ervaringen. Als voorspelling van de uitkomst van sen stochagtische
grootheid X namnn we messtal a = an, ofwsl: de a die de funktie

£fla) = E (X - a) minimaliseert, _
Analoog: wannheer X en Y aen -i.:imltano verdeling hebben, een real.iutie'
van ¥ bekend is en X voorspeld moet worden, nemen we als schatter dfe
a(Y) die

E|x-amw]|?

minimaliseert.
Resultaat: a(¥) = E (x]Y).
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Op grond van bovenstaande opmerking mogen we verwachten:
Lemma S5.1: §(t) = E (S(t) [{X(1) |t € A(t)}) .

' 2 2 .
Bewijs: Ex,sls(t) - (¥x) (t) | =mxms(]s(t) = (X)) (8) |[“H{x() |t € A(E)}) = (%)

moset minimaal zijn voor (¢X) (t) = S(t).
Noem B := {X(1)|7T ¢ A(t)} en bekijk

E ([s(t) - wx) (6) |*}B) = E (1s(t) - W) () BIET =0 (57 8) =

= B ((§() ~D(t) +D(t) - (y) (£)) TS(E) ~B(H FBET = WO T |2) =
(met {D(t)|t € T} een SP)

= E[|s(t) - D(t)|2|B] + E[|D(t) = (¥X) (t)|2[B] +

+ EL(s(t) - DY) (D{E) = (¥X) (£))+(D(t) - (yX) (t)) (B (E) =D(E]) [B] = (¥x),

Noam de laatste term van (%w) ; (***) .
Kies D(t) = IE (5(t)|B).
Omdat E (S{t) |B) een funktie is van B geldt nu:

E (D(t) |B) = D(t)

Verder warken we met filters v, zédanig dat {YX) (t) in termen van de
X{1), T € A(t} wordt uitgedrukt, m.a,w,: (PX) (t) :Ls een funktie van B
z6dats I ((YX) (t)[B) = (yx) (t).

Nu geldt:
(wwx) = (D(t) - WX)(E))E (S(t)lﬂ; = (D(t) -_(wx) (£))D{t) +
v o - (¥X) (£)) B (BTET|B) ~ (D(t) - (X) (£))BTET =
=0+0=0,
Ent

() = B (|s(e) -E (806) |[B) | |B) + ([T (5(6) |B) - ¥y (&) |2 ).

Er R e
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Da eerste term is onafhankelijk van Y, de tweede term is gelijk aan
nul voor de keuze: (yX)(t) = E (S(t)|B).
Dus volgt:

() is minimaal voor (yX)(t) = E (S(t)|B) = s(t) . - q.e.d,

H o
Om praktische redenen kan men van het filter Y dat X(t) in (PX) (t)
overvoert elsen dat (YX) (t) te schrijven is als lineaire combinatie
van de X(t), T € A(t). In stelling 5.2 zal worden aangetoond dat voor
het geval S(t) en X{t) simultaan normaal verdeeld zijn, dit geen echte
baperking is. Dit suggereért dat ook in een meer algemene situatie de

baperking niet al te sterk is.

Laat L de verzameling zijn van lineaire transformaties van X, zdédanig

dat voor elke L ¢ L geldt: (LX)(t) is te schrijven als lineaire combinatie
van de X(1), T € A(t). '

Stelling 5.1: Stel aL'O e L z.d.d. VT € A(t): S(t) - (;.Ox) (t)iX(T) dan:

min E[s(t) - @) (©)]? = Blsw - @©x @) ]2
Lel .

met IE (S{t) - (LOX)(t))S(t) een maat veor de fout in de schatting.

Definitie 5.1: De LO uit stelling 5.1 heet een beste linéaire schatter
van S(t).

Bewijs (van stelling 5.1):

E(s) - @)@ |2 =E{s®) - @ x© + @x © - @0 e [? =

= E|s(t) - (LX) (1:)|2 + m!((Lo - L)X) (t)[2 +

+ E(S(8) = (LyX) () TTLy ~ LX) (6) + B (L =L)X (1) B0 = G ()

oy e A e s L L e e
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De earste term is onafhankelijk van L,
de twaeede term is 2 O en = 0 als L = LO'
de derde en vierde term = 0 vanwege de orthogononaliteit, immers, ook
((L0 : L)X} (t) = (Lox}(t) - {LX) (t) kan worden geschreven als een

lineaire combinatie van X(T), T € A(t), terwijl

EX(t)(S{t) - (LX) (t)) =0 VT e A(t) .

N.B. Een verwachting van een lineaire combinatie van stochastische
groothaeden ig een lineaire combinatie van verwachtingen van stochastische

groetheden.

De fout in de schatting is nu:

- EA{s () - (LX) (£)) (S(t) - (LyX) (t}) =

= IE (5(t) - (Lék) (t))s(t) - E(S(t) - (LyX) (£)) (LOX) (t) =

= IE (s(t) - (Lox) (£))s(c) ,
immers: (Lox)(t) kan weer geschreven worden als een lineaire combinatie

van de X(1), t € A(t), zodat we weer van de orthogonaliteit gebruik
kunnen maken.

Stelling 5.2: Laten {S(t)|t € T} en {X(t)|t € T} twee simultaan normale

processen zijn (d.w.z. voor alle t € T, T € T zijn S(t) en X (1)

iim@ltaan normaal verdeeld). Dan is een Beste lineaire schatter van S(t)

tevens de beste schatter van S(t).

Bewijs: Zonder beperking vah de algemeenheid mag worden aangenomen:
EX(t) = ES(t) =0 .

Stal (LX) (£) is een bcuté lineaire hchlttcr.vah s(t), dus
VT e Alt) & B(8) - (LX) (£) L X(1), |




Noem B := {X(1)|1 ¢ A(t)} .
Op grond van lemma 5.1 is het voldoende te bewijzen:

E (S(t)|B) = (LX) (t) .
Bekijk

E (S(t) - (LX) (t)]B) .

§(t) en X{(t) zijn beide normaal verdeeld, Vt (marginale verdelingen),

en daardoor ook S(t) - (LX) {t). (Bedenk dat (LX) (t) een lineaire
combinatie van X(1), T € A{t) is).

Uit de orthogonaliteit van S§(t) - (LX) (t) en X(1) ¢ B, T € A(t) volgt

de ongecorreleerdheid van S(t) - (LX) (t) en B (bedenk dat de verwachtingen
van S(t) - (LX) (t) en X(t) ¢ B nul zijn). Omdat het hier normale ver-
delingen betreft volgt nu:

8(t) - (LX) (t) en B zijn onafhankelijk.
Dan wveolgt:
E (S(t) ~ (LX) (t)[B) = E(S(t) - (LX) (L)) =
= E(S(t)) - E(LX})(t) =0 - 0= 0
zddat: . |
E (S(t)|B) = B ((LX) () |B) = (LX) (t) ,

waarblij het laatste =-teken weer geldt vanwege hat falt, dat (LX) (t)
geheel door B bepaald wordt. _ q.e.d,

Voorbeeld 1: Gegeven een SP{X(t)[t e T}, een SP{Y(t)|t ¢ T} en een
SP{S(t)|t € T}; de beide laatste processen zijn zwak stationalr en on-

gecorreleerd, er geldt:
X(t) = 5(t) + ¥(t) teT.

Hierbi] is S{t) het (cnbekende) proces dat ons interesseart, X(t) is
wnarhhembaar, texrwijl Y(t) als een storing (ruis) kan worden geinterpre-
teerd. We willen nu S(t) schatten m.b.v. X(t). (Dus A{t) = {t]).
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Lemma 5.1 levert dan als schatter ﬁB(S(t)|x(t)).
Zoeken we een beste lineaire schatter, dan vinden we: (Lox)(t) = aX(t),

waarbij o zodanig is gekozen dat:
S{t} - aXit) 1 X{t),
oﬁwal
ES(t)X(6) = aEX(£)X(E) ,
en dus
Rsx(O) = aRxx(O)
.Wagens het feit dat de processen {S(t)]t € T} en {Y(t)lt e T} bnge-
correleerd ziin, geldt: ' -

R (0)
XX

RSS(O).+ RYY(O) en Rsy(O) =0,
zddat we vinden:

Rés(O)

Rsx(O) = qux(O).= a(RSS(O) + Ryy(O))

en dus
. - RSS(O)
RSS(O) + Ryy(O)

Om nu te zien hoe goed een schatting Z(t) = aX(t) is,vergelijken we de

spectrale dichtheden van Z(t) en S(t) (aangenomen dat ze bestaan):

t

- 2 = 2 -
'S, () = [a S, ) = |a] (s, () f S, M) =

R (D) 2
SS

R (O +RrR _ ()

ss Yy

(Sss(l) + Syy(A)).=

= (SSS(X) + SYY(K)) .
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Voorbeeld 2: We beschouwen dezelfde situatie als in voorbeeld 1 met
dien verstande dat we nu S(t) proberen te schatten op basis van

{x(1)} , dus A{t) = IR.
TE

IR
Beperking tot lineaire schatters en toepassing van stelling 5.1 levert:

b ®
E ( f X{t -~ T)AH(T) - S(t))X(E) = 0 .

De vraag is nu of we een H kunnen vinden, die voldoet,

¥t,£ ¢ IR volgt uit bovenstaande vergelijking:

J ka(t - £ - 1)dBE(Tt) = Rsx(t -£) = Rss(t - E) N

ofwel (met u =t - §):

oo

J R (v - t)éH(t) = R_, (u} .

onderstel nu: de processen zijn continu en de spectrale dichtheden
S (A, 8 (M) en dus ook S _(A) bestaan, YA € IR. Links en rechts
58 Yy XX

de Fouriergetransformeerde nemen levert dan:
s _(ME () = 8__(A)
CUxx &8 !

wadrin H*(A) de Fouriergetransformeerde van H(t) voorstelt.

Dus:
'H*(A) ] EES(A) i} Sss(k)
sxx(l) sss(x) +_syy(k)
Noemen we

@

Z(t) i= J X(t - v)ad(1)

dan weten we uit het voorbeeld aan het eind van de vorige paragraaf dat:
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§,,(\) = ki (3)] S (M) =

SSS(A) 2 5 (A)

) (S__(A)+S5_{A)) = =2 S (A
Sss(k) + Syy(l) ss vy s S(l)-+Syy(A) ss

_ =
N

m.a.w.: de spectrale dichtheid van de schatting en het te schatten proces

zijn aan elkaar gelijk, op een "verhoudingsconstante" na.

Voor het geval dat A(t) = {TlT < t} vinden we de volgende vergelijking:
o«

J Rxx(u ~ T)dH(T) = Rss(u) ' uz0
0

de z.g. Wiener-Hopf-vergelijking.

Integraalvergelijkingen van deze soort worden behandeld in het college
Toegepaste Aanalyse II. Voor het geval dat A(t) discreet is, krijgen we
stelsels vergelijkingen.

Voor toepassingen is het i.h.a. een nadeel dat we voor grote systemen
toch nog veel moeten onthouden, terwijl vaak de gebeurtenissen in een
verder achter ons liggend verleden een minder belangrijke rol spelen
bij het voorspellen van nieuwe procesrealisaties. Dit maakt beperking
tot nog eenvoudiger schatters gewenst. |

i

Definitie 5.2: Een SP{S(n)|n =1,2,...} heeft de zwakke Markov-eigenschap

als voor elke n > 2 een beste lineajre schatter (voorspeller) van S(n)
gebaseerd op S(1),...,5(n - 1) dezelfde is als de beste lineaire schatter

gebaseerd op S{(n - 1).

]

Lemma 5.2: Laat {S(n)|n 1,2,...} een SP zijn met de zwakke Markov-

eigenschap en laat é(n) a S(n - 1) de beste lineaire schatter van
8(n) zijn gebaseerd op S(n - 1).

Dan geldt:

Rss(i,n)Rss(n-l,n-I) =Rss(i,n-1)Rss(n - 1,n) Vi,n met 1 =<

i

<

n-1.
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Bewijs: R(i,n)R{n - 1,n - 1) = R(i,n - 1)R(n - 1,n) is equivalent met

R(n,L}R(n - 1,n - 1) = R(n -~ 1,i)R(n,n - 1), Uit het feit dat S(n) = G

de beste lineaire schatter van $S(n) is volgt:

| S) - oS- 1) L s , £=1,.0m -1
E(S(n) -GnS(n—l))S(i‘)=0 ’ i'—’l'.c-'n"l

Ri(n,i) - anR(n -1,iy =0, - i=1,...,n - 1.

Als voor een i, ie {1,...,n - 1}, geldt: R(n - 1,i) = 0 dan volgt:
R(n,i) = 0 en de relatie is bewezen.
In het bijzonder geldt: R(n - 1,n - 1) = 0 = R(n,n ~ 1) = 0.

Dus: stel nu: R(n - 1,i) #0 voor i € T ¢ {1,...,n - 1}, met n - 1 ¢ I.

Dan:
R{n,1i)
= et
an Rn - 1,17 ' Vi ¢ I,
en dus

R{n,i) - R(n,n—-1) _ _
Ri{n - 1,1) R{n - 1,n - 1) ] r

R{n,i)R(n - 1,n - 1) = R{n,n - 1)R(n - 1,i) . g.e.d.

Stelling 5.3: Voor het SP{S(n)|n = 1,2,...} met 0*(S(3)) # 0, § = 1,2,...
geldt:

S(n) heeft de zwakke Markov-eigenschap «

L Rss(i'n)Rss(k'k)==R35(i'k)Rss(k'n) Vi,k,n met 1 £ f <k <n -~ 1,

Bewijs: 02(S(n - 1)) # 0= E|S(n - 1)|2-=_R(n -1, n-1) #£0,
Kies ' ' '

- Ri{n, n - 1)
n Ri{n-1, n-1) °

o

]
o
[
—

Voor R{n - 1, i) # O vinden we uit het gegeven, met k
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- - = ..—-BM)._._ - 1 =
E (S(n) - a S{n - 1)}S(i) = E (S(n) Rn - 1,1) Sr=1))8() =0

Voor R(n - 1,i) = 0 vinden we, wegens R(n - 1, n - 1) #£ 0 :
R{n,i) = 0, en dus:
E (S(n) —ans(n - 1))S(i} =R(n,i) - anR(n - 1,1y =0-0=0.

"w" Uit lemma 5.2 weten we:

R(i,n)R(n - 1,n - 1) = R(i,n - 1)R(n - i,n), Vinmet | 1 <n~1,

(%) Kies n
(%) Kieg i

m : R{i,mIR(m-1,m-1) =R{i,m~1)R{m~1,m) 1<4i<m-1

m-2, n=m: Rm=-2,m)Rm-1,m-1) =R(m-2,m-1)R(m - 1,m)
(*x%x) Kiegs n=m- 1: R(i,m=-1)R(m-2,m~2) =R(i,m-2)Rim-2,m-1) 1< 4i<m-=2,

Stel (**) # 0 voor een of andere m.

Nu: (i:)) (x%%x) levert voor 1 < 1 < m - 2:

R{i,m)Rm~-1,m=-1) - R
R(m-2,mR(m~1,m-1) 210~ DR~ 2,m - 2)

= Rm-2,m =~ DR(m = 1,m) R{i,m 2)R(m 2,m 1)
zodat voor R(i, m - 1) # 0 volgt:

R{i,m)R(m - 2,m - 2) = R(i,m - 2)R(m - 2,m) 1£ism=-2.

Voor R(i, m -~ 1) = 0 volgt dit resultaat rechtstreeks uit (*) en (**,*) f
(wegens (xx) # 0). : ‘ o
Stel nu (*%) = 0 voor een of andere m.

Merk op: o> (S(j)) # 0 impliceert R(j,j) # O.

Nu geldt: (%) = O +R(m - 2,m - 1) = 0 v R(m - 1,m) = O..

R(m - 2,m~ 1) =0 «R(i,m-1)=0, 1<i<m-2=R(i,m =0, 1<i<m-2,
. {Fxx) (%)

terwlijl R(m - 1,m) = 0 = R{i,m)
Dus: ' (*)

o, l1sism-1,

iA

ism-2, i,h.ob., R{m - 2,m) = 0,

zédat wederom

R(1,m)R{m ~ 2,m - 2) = R(i,m - 2)R{m ~ 2,m) l=<di=sm-2.
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Nu geldt dit ook voor elke m,

Met induktie kan het nu ook verder worden aangetoond voor k = m - 3,...,1.

q.e.d.

Stelling 5.4: Het SP{S(n) |[n € N} heeft de zwakke Markov-eigenschap ¢
3 ‘een SP{U(n)In € lﬂ} met U(n) L U(n) voor n ¥ m en 3 getallen A zédanig
dat

s(1) u(l)

S(n)

AS(-1) +UMm ,  n=2,3,...

Bewijs: Laat S(n) de beste lineaire schatter zijn voor S(n) gebaseerd
op 8(n - 1),...,5(1).
Yyt S(n) = anS(n - 1) met S(n) = unS(n - 1) L s8({i) , i=1,2,.c.,n -1,
Definieer U(1) := s(1)
U{n) := S(n) - ans(n - 1) .

uit s{n} - unS(n -1 1 s8(i) , i=1,2,...,n - 1 volgt:

S{n) - anS(n - 1) 1L 8{1) - GiS(i -1}, i= 2,...,n -1

!

alsmaede
. S{n) ~ anS(n -1) 1 s8(1) ,

dus:
U(n) 4 U(i) i = 1,...,1’1 - 1 ’

It

zodat we Ah

i

o, kunnen kiezen voor n = 2,3,... .

"«" Kies o = An ' n=2,3..., dan
S$(n) - a S - 1) = U(n) L u() , i=1,..0,n-1
S(n) - o St - 1) -1 5(1) , 1i=1,...,n -1,
want elke S(i) is een lingaire conbinatié van U(1},...,U(i) ., qg.e.d, . ?

Toepassing: Het Kalmanfilter .

Gegeven zijn een SP{S(n)|n € N}, een SP{V(n)In € N} en een SP{X(n}|n ¢ W}.
Verder geldt:
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S(n)
X(n)

#

De bedoeling is nu S(n) te schatten met behulp van X(1),...,X{n}.
De bewering is: de beste lineaire schatter van S(n) gebaseerd op

x&i),...,x(n) is van de vorm:

S({n) = uns(n - 1) + BnX(n) met an, Bn e T .

De transformatie die X(l},...,X(n) in é(n) overvoert, heet het Kalman-
filter. '

De volgende notatie blijkt handig: R (1,3) =t Ry; en _]E[V‘(n)l2 =1 oi .
Dan volgt: '
Rxs(i'J) - Rij
R als i #£ 3
R, (W, =4
Rii + oy als 1 =3

De bovenstaande bewering betreffende é(n) is gerechtvaardigd als a en R

zo gekozen kunnen worden dat

S(n) = S(n) L {X(1),...,X(n)} .

Stel daarom

: E[S() - o S - 1) - B X(m)IX(X) =0, k=1,.0.,n,
dus - —_— [
ENMﬂkV-%ESm-UMH-%Exmmm)=O, k=1,e00,n .
) N _0 als k #n
(*) ’ Rnk*anIES(n-l)X(k) - Bn Rnk+ 2 = O ’ k = 1,-..,!‘1 .
o, als k =n .

Rnk - anIES(n - I)x(k) - Bn‘Rnk =0.

Ahs(n - 1) + U(n) met Ah € CTenU(n) L U(m) voor n#¥ m, P(S(0) =0) =1.

S{n) + v(n) met V(n) L v(m) voor n # m en V(n) L S(m) voor alle n,t.
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Uit S(n=-1)-S(n - 1) L X(k) , k=1,...,n - 1 volgt:

ES( - 1)X(k) = ES(n - 1)X(k). Dit invullen levert:

R k" anEs(n- 1)X(k) =B

n = - Bn)R'nk -

n%m n%rhk=

[ “n Rk
Li 1-8 =R r k=1'o|¢’n_1 .
n n-1,k

Volgens stelling 5.4 heeft het S~proces de zwakke Markov-eligenschap en
op grond daarvan volgt (stelling 5.3)

th Rh,n—l
R =R H k= 1,----,“"'1
n‘l,k n"‘l,n"l
% Rnk
zddat we uit 1= 8 =R + k=1,...,0 - 1 slechts één eis voor
n n_l'k

¢ en B kunnen halen:
n n

n - Rh,n-l

1 -8

n  Rp-1,n-1

Nu nog het geval k = n in (x):
(den) R -aESH - 1)X(n) - B.[R ~+ 2] = 0
nn  %n n““nn ~ °n *

Bekijk de gemiddelde kwadratische fout van S(n):

(oek) e = Elsm) - §m)]|? = E(5(m) - 5T =

ES(n)S(n) 7- EsS(n)s{n) = Rnn - E (anS(n - 1) + BnX(n))S(n) =

= Rnn - anJES(n - 1)8{n) - Bann . :

En omdat

ES@m - DS = ES(n - DT — V@) = B - DX

volgt ult (ww):
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~ —_— 2
R, - anJES(n - 1}8{n} - Bn[Rnn + cnIl =0 .

Invullen van (**x) geeft nu:

2
. e Bnon =0,
Tezamen met
*n _ Rn,n-l
lavert dit
R e e
n-1
o =t (g - By 2 g - -4,
n 2 n 2
n-1,n-1 o c
n n
waarin
R
A = n,n-1
n R
n—l ’n-l

op grond van stelling 5.4.

De en's en daarmee de un's en de Bn's kunnen als wvolgt recurrent berekend
worden. '

Uit (***) volgt: -

' e e
= - - Y ESn - 1)5(0) ~ =2
e = Rhn An(l 2)IE:S(n 1)S(n) > R.rlln .
g o]

n n '
ook geldt:
e, = ElSt-1) -sta-nIsh - D = Ri-1,n-1 ~ES(-1S@-1)

dus

ES(n - 1)S(n - &) = Rh-l,n-l e
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Merk op:

S(n - 1) = [C(X{1),u..,X(n - 1)) =

LC(S(I),..-,S(R - 1), V(l),...,V(n - 1)) =

LC(U(I),...;U(R - 1), V(l)'.--,V(n - 1)) ?

waarin LC staat voor "lineaire combinatie”.

Verdar impliceert U(n) = S(n) - AnS(n - 1) dat U(n) L V(i), 1 <s4i<n~-1.
Dus: .

S(n) ~ AhS(n - 1) = Un) 1L §(n -1

en invullen levert

e e
- - - 5 - 3
s = Rin " A0 02)Ah[Rh—1.n--1 en—l:I 7 Bon ¢
n n
R + A2(e R
_ nn n 1 n-1,n-1’ - 2
®n 2 5 %n
Rhn + An(en-l - n-l,n—l) * %n
a, = An(l - -Eﬁ
o
®n
Bn T2
* c’n

De rekenprocedure is nu als volgt: bhepaal BI uit
E (S(1) - B X(1))X(1) =0

2
Rig ~By(Ryy +o) =0

6. = Ry ' TR
1 2
Ry t oy
2
o o 1%
1 )
Rig ¥ oy

etc.
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Daar S{(n) = ané(n - 1) + an(n) is het voor de berekening van de
volgende schatting voldoende alleen de vorige schatting en de vorige

kwadratische fout te onthouden.

Qgﬁarkingen

1. Voor het geval X{(n) = BnS(n) + Chv(n) met Bn' Cn matrices en X(n},
§(n), V{(n) stochastische vectoren kan men eenzelfde resultaat op
@en in feite analoge wijze afleiden. '

2. Nergens wordt zwakke stationariteit vefeist.

3. Bovenstaande vindt toepassing in het separatieprincipe: bepaal
eerst é(n), ga dan met deze geschatte toestand sturen, i.p.v. met

-de toegtand zelf.
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6. Spectraalanalyse van stochastische processen

In het verleden (§ 4) hebben we gekeken naar Fouriertransformaties van
autocorrelatiefunkties. Dit idee willen we nu uitbreiden voor stochas-
tische processen. Stel we hebben twee SP's {x(t)|t € T} en {Y(n)]n € W}

t
waérvoor geldt:

¥Y{n) L Y(m) voor n # m

E|vn |2 - oi

k itA
X(t) = ) v(ie I
3=1
Dan volgt:
k i{t+1) A -itlz
EX(t + OX(®) = ) EY(§T(De ] -
3ol
k iti ® .
= Jode 3. f et ar (1)
j=1 T
met
F(A) = ci {spectrale verdelingsfurktie: merk op
{jlljsh}' : dat {X(t) [t € T} een continu SP is).

De generalisatie van het discrete naar het continue geval zou nu als
volgt kunnen luiden: 7

Stel we hebben een SP{x(t)It € T}, continu en 2zwak stationair en een
sP{¥Y(}) |A € R} waarvoor geldt:

-]

X(t) = I eIy (nax

-—C

met Y(Al) 1 Y(Az) voor AI # 12.
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Zo'n Y-proces levert echter teveel problemen op, met name t.a.,v. de

integratie, het proces is n.l. bijna altijd discontinu, VA, immers:

ElYo) - vo )% = mlym]? Elrag |z elvayl? .

Daarxom zullen we zoeken naar een Y-proces waarvoor geldt:

-]

X(t) = J v ()

-0

met de toenamen van Y orthogonaal.

Definitie 6.1: Het SP{Y(A)IA € IR} heet een SP met orthogonale toenamen

als:

E(Y(A,) - Y(l3})(Y(12) - Y(3)} = 0 wvoor A <A, Sy < Ag s

Voorbeeld: Stochastische wandeling

Laat gegeven zijn stochastische grootheden 2(n); n ¢ IV, onderling onaf-
hankelijk met P (Z(n) = 1) = PP (Z(n) = -1) = &,

Definieer een SP{¥(n)|n ¢ W} door ¥(n) := I_ Z(k). Dan: E¥(n) = 0
en E (¥(n,) -Y(n3)) {(¥{n,) - Y(nl)) = E (¥(n,) =Y(n))E (¥Y(n,) ~¥(n)) =0,

met n4 > n3 2 n2 > n1 > 0.

Stelling 6.1: Als {Y(A)|X € IR} een SP is met orthogonale toenamen dan

bestaat er een monotoon niet-dalende re&le funktie F met

2
E[Y() -Y0) | = Fry) - F(X,) voor alle A, A, met A, 21 .

Bewijs. Kies

Ejvy() - y(m|®  alsrzo0
F(A)

~E|Y() - v(@]?  alsi<o0.
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Veronderstel )\2 > ll 2 0, dan

2
E|vi,) - YO [® = E(Y(A)) - Y)Y (Y = ¥(2)) =

E (Y()\z) - Y(0)) (Y(Az) - Y(J\l)) +1E (Y(0) -Y()\l)) (¥ (2,) -Y(Al))

]
I

E (Y(Az) -Y(0)) (Y(J\z) - Y(0)) +E (Y(kz) -¥(0)) (¥ (0) -Y(?\l)} +0

=F(A) + E (Y(J\z) -Y(Al)) (Y(O) “Y(A)) +E (Y(ll)-(Y(O)) (¥ (0) YA =

F(Az) + Q - F(Al) = F(J\z) - F(Al) -

De gevallen Az < 0<% Al en )\2 < )\1 < 0 gaan analcog. gq.e.d.

Opmerkingen:

1) De funktie F uit stelling 6.1 1s niet noodzakeliijk begrensd.

2} F heeft hoogstens aftelbaar veel sprongpunten, immers een monotone
funktie heeft op elk eindig interval, en dus op IR, hoogstens aftel-
baar veel discontinuiteitspunten.

3) F is bepaald op een additieve constante na.

Lemma 6.2: Het SP{Y(}) |A € R} heeft orthogonale toenamen impliceert dat
voor elke )\0 € IR stochastische grootheden ¥ (A ) en Y(A ) en getallen
F(?k ) en F(A ) bestaan, zodanig dat:

YO = lim Y(A) Fg) =lim F(A) ; F(A) ~F(Ag) = E |¥(A) -v(r D12 aza
0]

A4 AdX

0 0

an

YOQ) = lim FO): FOD) =lim F() s FOG) ~FO) =B |Y (4] 3 =Y %, s
0

)\‘H\O )\H\O

Bovendien geldt: Het Y-proces is continu in dfé punten, waar F continu is,
en omgekeerd, m.a.w.: op hoogstens aftelbaar veel ) na (de sprongpunten

van F) geldt voor alle A

P(Y A7) =y =Y =1,
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Tenslotte geldt:als F begrensd is bestaan ook stochastische grootheden

Y(=) en Y(-«) en getallen F{(«) en F{-») z5 dat:

¥(®) = lim Y(A); F(®) = lim F(A\); F(=) - F(A) = I ly(=) - v(ay|?
C 0o Ao . .
en ) .
t ¥(-=) = lim Y(A);i F(-=) = lim F(A); F(A) - F(-=) = E [Y(A) ~y(-=)|° .
A= Ar—oo -

Bewijs: Uit definitie 2.1, definitie 2.2 en stelling 6.1 volgt direkt:

Ln  E|Y0) - v )|% = un [y - F(X,)|

A+AO A+AO

« F(A) continu in A_,

‘Mme8.W. ¥Y(A) continu in AO 0

In de continulteitspunten van F definiéren we dan: Y(A;) s= Y(Aa) := Y(AO)
zodat:

- +
P (Y(Ay) = Yy = Y(A.O” =1,

Nu de discontinuiteitspunten.

m  E[v() -y0)|?=  lim |FA) -FOL)| =0
A, ohy4h 2 R PP 2 L
1’727% 17720

immers: F(l2) enETAi) worden van boven begrensd door F(AO). De rij {Y(A)[A+AO}
is dus een fundamenteelrij, zodat, wegens de volledigheid van de ruimte

der kwadratische integreerbare stochastische grootheden, geldt:

lim Y(\) =: Y(J\B) .

A+A0

De rij {F(A)|A + AO} is eveneens een fundamentaalrij, zodat we, wegens de

volledigheid van IR, kunnen definiéren:

lim F(A)

A+lo

: F(AO) .
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Nu geldt:

F(Al) - F(Ao

) = lim {F(J\l) -~ F(A)} = lim E [Y(Al) - Y(l)|2 =
A Atd,

=E lim [Y(A) - ¥(}) 12 - = [y - Y(Aa)lz .
M2

Analcog voor Y(Ag) en F(A;).

Tenslotte: als F begrensd is, dan bestaan F(-=) en F(w»):

F(-»} 1= lim F(x)
A>r=co

F(») := 1lim F{A) .

Ao
Verder:
0= lin {ra) -FO)| = lm mlro) - vay|?
Aperyome Apedgr=e

zbédat, wederom wegens de fundamentaaleigenschap en de volledigheid:

Y(-*) := lim Y¥{A) bestaat en analoog ¥Y(=).
A>—o0

Het bewljs van

2.
F(®) - F(A\) = E [¥(=) = Y(\) |
en van
2
F(A) = F(-) = E |[Y(A) = Y(~=)]|
is geheel analoog aan het voorgaande. : g.e.d.
In het wvervolg zal'{Y(A)[A ¢ IR} steeds een SP met orthogonale toenamen

zl)n waarvan de bijbehorende F begrensd is.

F(-«) kan dus/0 gekozen worden.

Laat ¢ de klasse zijn van de funkties op IR die abscluut Riemann-Stieltjes

integreerbaar zijn met betrekking tot een monctoon niet-dalende be-

grensde F, behorend bij zo'n SP{Y{\)|XA ¢ R}.
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Stelling 6.2: Laat voor A,B € IR, A < B (beide eindig) :

B
J lo ) |2ar(n) < met ¢ €
A
en
' 2
F(A,) - F{i,) = 33|Y(A2) - Y(A1)| veor A< X <A, <B.
Dan geldt: *
B
J P (A)dAY (\)
2 _
bestaat,

Bewljs: Beschouw eerst het geval dat ¢ een eindige trapfunktie is op
[a,8], dat wil zeggen

n
P(r) = z.b X metA = A, < A, < ... €A =8B,
k=1 k (Ak—i'lk] o} 1 n
Dan geldt zeker
‘B
2
J lo (0) [“ar(x) < =
a
en ook:
B
- e + +
I, = | eMar() = J b [Y() = ¥( )]
? k k k-1
k=1
A
dus I¢ bestaat.
Verconderstel nu ¢ € ¢ willekeurig.
Laat {Aj}g=0 een partitiezijn van [A,B] en definieer de eindige trap-
funktie '
n
p_() = Zcmj)xmj » ] opla,;B]l.

j=1 -1’75
op [A,B] is 9 m.b.v, zo'n eindige trapfunktie willekeurig dicht te be-
naderen in die zin dat Ve, € > 0 een eindigetxapfunktieme op [A,B]

" bestaat zédanig dat
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B

(%) J le(n) - an(A)IzdF(A) <e.
A

Immers. voor elke rij partities {A |j ""'nk}k 1 van het interval

[A,B] die op den duur fijn genceg worden, en de bijbehorende rijen onder-

sommen {sk}k , en bovensommen {sk}k , van de |¢I , met:
* ' 2 o+ +
Sy = j£1 inf{ | (2} | |Ak'j_1 RRARRCUPY AL CIEMER I JONIRISY:
n | |
5, = jz sup{|¢(l)]2|lk 41 <A S lk'j}'{F(A;,j) - F(A;’j_l)}
geldt dat:
EEEE
terwijl
B
Vk 15 S J |¢(A)|2_dF(A) <s
A

Kies nu k zddanig dat Ek = < % en daarbij een trapfunktie me op de
fx

A
bijbehorende partitie { X j}j -0 ¢

Py

o) = ] e

K,3-1"2k, 57

Dan gelgdt:
B _ B o
- 2 2

J oy = o 0 [“ar(n) = f e [“arn) +
A _ : a

B B

2 —_— _

+ f lo, 0 [Farn) - J (Mo (A + o (M oA))aF ()

A A

In de laatste som zijn de eerste twee termen kleiner dan‘gk, terwijl de

laatste kleiner is dan _2§k' zdédat
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B
[ lo(ny - wE(A)lzdF(A) < 2(§k -8) <e.
A

waarmee (*) bewezen is.

j = . = 0,...
Laat {Ak'jlj O,ee 'nk}k , en {vi,jlj ' ,m }2 y twee rijen van
partities van {A,B] zijn met
lim max (A . =A_ . .) =1lim max (v. . =v . ) =0
k"'“' 15i$nk klj k'J_l ) 2% 1SjSm£ R‘Ij 2"3-1

en laat {Qk}k -y {mz}z=1 de bijbehorende rijen van eindige trapfunkties

zijn. Dan volgt uit (*): HNE zddat, als k,% > NE, dan

B

J lo, (1) - wgmlzdr(x) <e
A

(convergente rijen hebben de fundamentaal-eigenschap).

Bekijk nu:
Y
. + +
Iq’k. jzlmkmk'jmwx 9 Y(Akjl)]
en
By
.z - + :
le : jzl¢£(v2 RIS N ’j) oy, 0.

Op grond van de orthogonale toenamen van het Y-proces geldt nu:

2 2.+ +
- = A -~ F(A
E I“’k Im£| j£1|q’kukv3)| POy ) = FOL DT+
| y
+ z |¢2(v2 j)| [PV ) - F(v )1+

L j £,3-1
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n

+.
j51¢k‘°j’°z‘° )[F(p ) - Flog

1+

n
— + +
Flp.) - . =
jglmk(pj)wk(pj)[ (b3} = Floy_ ] =

¥

(waarbij A = Po < Py < wee < Ph = B de gemeenschappelijke verfijning van
de partities Ak en v, is.)
B - B
2 2
lo, 3 [%aFr) + | o, ) [%ar(a) +
.\ A

B B

¢k(A)¢2(l)dF(l) - J ¢2(l)¢k(l)dF(A) =
A a '

-l
—

B
I lo, ) = o, 0 |%aF() < e
A

]

z6dat, wegens definitie 2.1 en de volledigheid:

B

lim I_ = lim J mk(x)dzcx)'= f 9 (M) AY (1) g.e.d.

ko Tk ko
A A

[
3

ggmerkingens

'l) De stelling blijft gelden met A = », B = -» , Dit valt eenvoudig in

té zien met behulp van de veolgende redenering:

Kies A1 1= Al(e) en B1 1= Bl(e) z&danig dat lim A1= - lim B1= ~=  an
L. £+ e+
A 1 " |
12 : 2
I lo(X)|“dF(}) < %  en J lo (2} [ “aF(n) < %e .
m 00 B

1
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Dan geldt:
| % B
lim I p. (MAY (A) = J plA)AY (A) .
k
kroo : ,
! A

H

Laat vervolgens e -+ 0.

2. De ﬁtelling is hier bewezen onder algemene voo:waafden. Voor ons doel is
het echter voldoende dat de stelling geldt voor funkties ¢, die stuks-
gewljs continu en begrensd zijn, deze funkties voldoen zeker aan de eis
van integreerbaarheid t.a.v. F., Het bewijs van de stelling, met name het
benaderen van een funktie m.b.v. trapfunkties, wordt daardoor wat een-

voudiger,
De omgekeerde bewering van stelling 6.2. luidt:

Stelling 6.3: Het bestaan van

o

I¢(A)dY(l) met ¢ € &

impliceert:
,
f lo (A |“ar(n) < =

-0

Bewljs: Voor eindige trapfunkties is het zonder meer in orde. Stel dus,

veor ¢ willekeurig.

xR

Icp t= J p{A)ay{(x) .
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Z1) varder gegeven een rij partities {li j|j = 0,1,...,ni}: , van een
' =
interval [a,b] zédat:

limn, = = lim max () - ) =0
i+ i ' i-re 1Sani i3 1,31
&n lagt
Py
+ +
I = A Y - Y
- 321 9 (g ) (RO ) = YY)

mat mi(l) een trapfunktie, gedefinieerd zoals gebruikeliik,

Dan;:

I = 1lim lim I .
ar—w {4 U4
b+

Verder geldt, omdat het Y-proces orthogonale toenamen heeft, dat:

n
i .
2 + + 2
E|I = IE Y -y =
|z, | | 1 oe 0y Py - val |
1 =1 |
ni 2 + +
= . F(X. - F
jzllmltxi'j)l [FOT, ) = FOY 5 )] :
.
Wegens:. ) .
' 2 , ' 2
E[Il = lim lJ.m]ElI [ < @™
¢ are iwo i '
=
(verwisselen van limiet en verwachting)
geldt:
. , |
© > IE | J o (dY ()] ” =2E|Im|2 =
n ' o

i
2 2
=ln Um J o, 0, J|IF(, ) - FO, . )] = [ o 0 12ar (1)
adr—o jroe j£1 i71,3 i,J i,j-1 ) f | !

b ‘ - g.e.d,

De laatste regel van het bewijs van stelling 6.3 zegt feitelijk dat de
afbeelding -

oo

p = I e (AIAY (A)

—CO
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norminvariant is. De volgende stélling levext een sterkere bewering: de

invariantie van het inwendig produkt.

Stelling 6.4: Het bestaan van

J¢(A)dY(A) en J P (R)ay (d)

- O -0

voor ¢, ¥ € & impliceert

oo -] -]

EI ?(MdY(l)[ Y)ay(x) = I (MY (A)AF(A) .

- 00 - 00 -

Bewijs: Veronderstel eerst weer dat ¢ en ¥ eindige trapfunkties zijn op
Ea'b]

0 A<avaizb
p{}) = n .
kzlbkx(xk_l'lk](l) elders
en
o A<avazb
V() = '

n
. ) c.X (\) elders
s k=1 ¥ Opogrdyd

waarbij de bijbehorende partities Agre+esd altijd hetzelfde gekozen
kunnen worden omdat in geval van verschil de gemeenschappelijke verfijning
ock voldoet. '

Neoem

-]

= ¥ (X
I, J_cp(?\)d (x)

-

n .
Z b (Y() = YA _ M)

k=1

o0

= av (i
I, me (A)

T
}o (Y(A) - YA )
oy kK k-1
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Dan volgt analoog aan vroeger:

o

n

—-_ - . + 2 = T —
BIT - kzlbkckm YO0 -vat | Jcp()\)w(l)dF(l) .

oo

Nu gog het geval dat ¢ en y willekeurig zijn. _

Uit stelling 6.3 volgt dat ¢ en ¥ kwadratisch integreerbaar zijn met
betrekking tot F, en ult het bewiis van stelling 6.2 volgt dat ¢ en
op R willekeurig dicht te benaderen zijn (in de kwadratische

F-norm) door eindige trapfunkties ¢, en wj' Analoog aan h:# bewijs van
stelling 6.2 kunnen we dan weer een rij trapfunkties {¢i}i=1_vinden, z6
dat op grond van de volledigheid van de L_~-ruimte der kwadratisch inte~

2
greerbare stochastische grootheden geldt:

lim lim ¢i-='¢  lim lim I =1 .
a»—o j-rw ar—w j-rwo mi : ¢
b boo

Evenzo
lim lim ¢, = ¢ = lim 1lim I¢ = I¢ .
a-r—os j—)m J a-»+=—oo j—m j
b b

Zonder beperking mag verondersteld worden dat de partities horend bij mi
en wj dezelfde zijn. Noem die partitie Ak dan volgt uit het eerste deel
van dit bewijs’

(%) IE'IqJ Iw = J @k(l)wk(A)dF(k)
k "k -
Uit
lim 1lim I =I ,. lim 1lim I¢ = Iw
ar—o k+o Pk _Q a»>—w K-rea k
beo Do

volgt m.b.v. Cauchy-Schwarz:

= I1I

lim 1lim I I

a-—w k-

oo
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en met behulp van stelling 2.2:

(** lim 1lim EI I =IEI I
¢ acmo0 koeo % ¥k Y
b

Anderzijds volgt uit de continuiteit van het inprodukt:

b oo

(k) lim 1lim J 7 (MY, AR (X)) = J ¢ (MY A)AF(A)
a+r—« kow
o -
(*), {**) en {*x*) leveren nu de bewering. g.e.d.

Lemma 6.2: Het SP{X{(t)|t € T} gedefinieerd door
o

X(t) := J eitldY(A)

- OO

is continu en heeft een autocorrelatiefunktie IEX(t)X(s) die alleen afhangt

van t -~ s.

Bewijs: Op grond van stelling 6.4:

1 -] e ——
ik 00

EX(t + s)X(0) = IEI ei(t+S”dY(?\)J vy =

-0 -

o« (-]

- J R P S J

= 0O . - 0D

isa
e

dF(A) = R(s) .

De continufteit van het X-proces kunnen we nu rechtstreeks bewijzen, n.l.
door te bewijzen dat R(s) continu is in s = 0.

Het resultaat volgt echter ook direkt door op te merken dat de funktie

Fo(l) i= 2nF(}))
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voldcet aan de voorwaarden, genocemd in de hoofdstelling van de spectraal—

theorie (stelling 4.2), waaruit de continulteit onmiddellijk volgt. qg.e.d.’

Ogmerking: uit

o [--]

R(s) =J el arny = %J is"dF ()

— —co
volgt m.b.v. de hoofdstelling van de spectraaltheorie het bestaan van

ean zwak sgtationair, continu proces {E(t)|t € T}. Dit behoeft echter niet
het X-proces uit lemma 6.2 te zijn. De SP's {X(t)|t ¢ T} en {E{t)|t € T}
hebben weliswaar dezelfde (continue) autocorrelatiefunktie, maar IE X(t)
behoeft niet onafhankelijk van t te zijn.

Zoals reeds opgemerkt bij definitie 2.9 speelt eis 1 van deze definitie
geen rol in de theorie, met name wordt er bij het bewijs van de hoofd-
stelling vén de spectraaltheorie geen gebruik van gemaakt. Dit betekent
dat ook voor het X-proces een spectrale verdelingsfunktie Fxx(A) gede-

finjeerd is.

Bekijk nu de volgende lineaire transformatie

Z2({t) = (LX) (t) = J X(t - 1)dH(T)

00

en stel eens dat X(t) te schrijven is als

-]

X(t) = J etPav(ny .

e 00

Uit lemma 6.2 volgt dat {X(t)|t ¢ R} continu is en dat R . (t,s) slechts

afhangt van t - s. Uit

@0

R__(t,s) = J J R (t-1, 8 - U)dH(T)dH(cj
z . Txx .

—00 OO
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en het feit dat H van begrensde variatie is volgt dan hetzelfde voor
{Z(t) |t ¢ ®}. Wegens de opmerking na lemma 6.2 volgt dan dat de
spectrale verdelingsfunkties F xx 0 Fzz bestaan (Fxx = 27F met F gede-
finieerd door stelling 6.1).

Manhkan zich afvragen hoe Y()A) eruit ziet, als deze al bestaat, en

tevens wat dan het verband is tussen Fzz(l) en Fxx(A). (zie ook blz, 49).

@ . o -] oo

Z (t) =I [ et (5" gy (nyan(n) =f eit"J e *an(nax (n)

T==— A=—c0 ' A==co T ===00

mits we veronderstellen dat verwisseling van integratie~volgorde is toe-
gestaan.,
Met

L]

H*(A) 1= f e_ideH(T) {de frequentieresponsie van L)

vinden we dus:
w -
Z (L) =J S % nar ().

-0

oo o«

R (£) = EZ(0)Z(0) = mj itAH*(A)dY(A)I B (NdY(a) =
(wegens’stelling 6.4) ,
=J e VE IR (1) = j 1% () | Zar ()

Omdat tevens:

n

] 1
Rzz(t) e

an
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1
FA) = 5= F ()

volgts
F_oo = |eton%ar oy
z X -

ﬂ .
We zullen echter moeten aantonen dat elk zwak stationair en continu

proces {x(t)]t € T} inderdaad te schrijven is als

-]

X(t) = f Pavon .

-0

Dit is des te meer van belang omdat in dat geval het schatten van F XX

en Rxx minder bewarkingen kost. Beschouwen we b.v, een discreet proces

{X{n) |n ¢ W}

en wensen we ka rechtstreeks te schatten m.b.v. N waarnemingen van het
proces {X(1),...,X(N)}, dan gebruiken we voor j = 1,...,N, als schatter

voor Rxx(j):

T L XU+ XA,
=1
Merk op dat deze schatter zuiver is, echter, wegens de afhankelijkheid van
X(1),...,X(N) zal de variantie van de schatter niet al te snel naar nul

+ - .
gaan voor N -+ w«, N )
Het schatten van'Rxx kost op deze manier 'ZI(N -~ 3+ 1) =%N(N + 1) = O(N")
vermenigvuldigingen, terwijl we voor het schatten van Fxx nog een stap
moeten doen.
Echter niet rechtstreeks, via het Y-proces, met behulp van de zogenaamde

Fagt~Fourier-Transform (FFT} die voor N waarnemingen O{N log N) vermenig-

vuldigingen kost, gaat het als volgt:

o«

X(t) = J ety




zédat het schatten van het Y-proces in N punten op grond van X(1),...,X(n)
O(N log N) vermenigvuldigingen kost.

Varvolgens:

aF(n) = E |avon |2

t

Veor het schatten van Rxx zijn tenslotte nog eens O(N log N) vermenig-

dit kest N vermenigvuldigingen,

vuldigingen nodig, via
_ 1 itA i
R (€)= 5= f e dex(}) = J,e drF (A}
zédat in totaal2.0(N log N) + N = O(N log N) vermenigvuldigingen nodig

zijn. Voor grote N levert dit een aanzienlijke besparing op in vergelijking

met de rechtstreekse schattingsmethode.

We. hebben gezien (stelling 6.2, 6.3, 6.4) dat er een l-l-correspondentie
bestaat tussen de ruimte van kwadratisch integreerbare stochastische groot-

heden van de vorm

@«

Jm(k)dY(A)

w00

en de ruimte der kwadratisch Riemann-Stieltjes integreerbare funkties, en wel
vahwege dg invariantie t.a.v. norm en inwendig produkt van de afbeelding

L]

Im(k)dY(l)++¢ .

-l

Dit verband zullen we gebruiken bij het zoeken naar een SP{Y(A)|A ¢ R}
z&danig, dat:

[

X(t) = J eitAdYIA)'.

-0
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Stelling 6,5. (Hoofdstelling)

1) Als het SP{X(t)|t ¢ R} zwak stationair en continu is dan bestaat er

aean SP{Y(X)ll € IR} met orthogonale toenamen, waarvoor geldt dat

X(t)= I eit)\dY(A)

en
©

ita
Rxx(t) = J e drF(A)

: 2
- = - > €
met F(Az) F(Al} I:IY(AZ) Y(11)| voor 12 AI en A1'A2 R, en
F begrensd.,
2) Ook het omgekeerde van bewering 1 geldt, behalve dat dan voor de zwak
stationariteit van het X-proces ontbreekt dat E X(t) niet van t afhangt.

3) Bovendien geldt met kans I de volgende relatie:

vOh +voD  voh +voD ToTitd, -t
2 2 1 1 1 e -e
- - . = lim =- - X(t)dt .
T anw . -i

BeWijs: Bewering 1. Gegeven is het zwak stationaire continue spi{x(t) jt ¢ ® .

Noem

n it A
Mi={) a,e them,ajem,% e R}, Mcd

=]

M

(!

axX{t)|nemwN,a e, t, e R},
j=1 1 3 b

3

Cmdat het X-proces zwak stationair en continu is, bestaat de spectrale

vardelingsfunktie Fxx(l), kies deze rechtscontinu,

Definleer F(A) := f%ﬁFxx(A), en bekijk de inwendige produkten in M en M

resp. met de maten PPen F, te weten

) § bx
E } a.X(t,) ) b X(t, )
j=1 3 ¥y kK

an
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* n it A E___"I?;T
J 3 Yoe Kara) .
4.3 k
‘=14 k=1
H?t volgende verband geldt:

) ) A T E )
E ) ax(t) ) ox(t,) =) JabEx(t,)X(t) =
g=1 3 Ty KBRS 2y ke Tk Ik
) R E R

a b R . = T,) = a.b J e drF(A) =
joi k=1 1 ¥ o5 7 i j=1 k=1 3 K )
® n it A m irkl
= f ) a.e ! be “arm .
B

Vorm nu de afsluitingen van Men M : M resp. M en wel met betrekking tot

juist deze inwendige produkten of afstandsdefinities, Nu geldt:

L= ]

M > {¢(A)|J ,Q(A)IzdF(l) < =}

-0

(Riemann-Stieltjes-integraal)

omdat een resultaat uit de lineaire analyse garandeert dat de eindige
lineaire combinaties van e-machten dicht liggen in de verzameling van
kwadratisch Riemann-Stieltjes integreerbare funkties. ﬂ omvat uiter-

aard de verzameling van kwadratisch integreerbare stochéstische
grootheden X(t) -

Stochastische grootheden ¢ M die afstand 0 hebben zullen geindentificeerd
wprden. Hetzelfde wordt gedaan voor funkties € M.

Voer nu de afbeelding f in
A
£: e x()
met t vast en laat f zelfs lineair zijn, zdodat:
n n
- E a_.e R Z a x(tj) .

19 j=1 j_.

Volgens het voorgaande is f dan één-éénduidig en afstandsinvariant,
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En omdat M en M ingebed liggen met betrekking tot de inwendige
produktnorm in de volledige ruimte ﬂ, resp. ﬁ, kan met behoud van de _
één-&éénduidigheid en de afstandsinvariantie deze afbeelding f uitgebreid
worden tot een afbeelding van M op Il, die ook f gencemd zal worden.

K M en 5

l;es x(-w,loj(l) € M en definieer Y(AO) e M 25 dat

f (x) » Y(AO) .

X -
{~ ,AO]

De earste vraag is nu: is het SP{Y(A)IA € R} een SP met orthogonale |

toenamen? Bekiijk daartoe

EI(Y(Al) - Y(Az))(Y(A3) - Y(A4)) met A, > 12 = A3 > A4.

X € Men f :
(12;A1]

Daar Y(ll) - Y(Aé) € M, -+ Y(Al)-v(xz)

x(xz.xll
geldt:

E (Y(Al) - Y(AZ)) (Y(A3) —Y(A‘l)) =I x(kzpé\l](nx(l‘i;)j]

De tweede vraag is nu of tussen de in dit bewijs ingevoerde F{A) en Y(})
inderdaad het verband bestaat waar stelling 6.1 over spreekt.

Er geldt:

2 2
E:|¥(Al) - Y(AZ)I = J |x(12'A1](A)] dr(x) =
A
7 1
= J dr{x) = F(Al) - F(Az) voor kl > A2 .
A2

De derde vraag is dan nog, geldt

0

X(t) = J ety 2

—r




- 88 -

Uit stelling 6.2 volgt
© B ®
Jm(k)dY(A) bestaat, als j |¢(A|2dF(A) < w

Verder geldt:

Iw(l)d!(l) e M voor P e M

immers ' -ié
Jcp(l)dY(A) =  lim z P ) (YO - YN _))
o N k=1 , ;
max AAiqo‘. i
l<dn
an
n . . _
kzlm(Ak)(Y(Ak) -YOol ) e W

Bovendien geldt:

=3 a:

£ oplA) » f e{A)AY (1)

- O

want
: o e - vty
£ p{r )x (A) - e(A ) (Y (X)) = ¥(A _.))
kel k (Ak_lplk] k=1 k k _ k-1
texrwiil n
lim Y ey 1) = ()
e . | .
max AAi40 Ly
I<i<n g
4
en E
7 + + ) -
lim ) ¢(Ak)(Y(Ak) - YO ) = I p (A)AY (X} . L
n-ew k=1 - &
max Ax . -0

I<i<n




Dus in het bijzonder:

£ : ¥t S J e1Pav o)

-—

Eghter, krachtens definitie geldt:

£ eltA + X(t) .

Wegens de identificatie van stochastische grootheden ¢ M met afstand
0 volgt dan:

X(t) = J ey .

Bewering 2. Dit is in lemma 6.2 al bewezen.

Bewering 3. Het bewijs hiervan gaat ‘analoog aan het bewijs van een
soortgelijke uitdrukking voor de spectrale verdelingsfunktie in stelling

4.2, en zal hier achterwege worden gelaten. , 7 d.e.d.
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7. Schatten van spectrale verdelingen en autocorrelatiefuncties

In deze paragraaf zal iets gezegd worden over het schatten van autocorrela~-.
tiefuncties en spectrale verdelingsfuncties. Voorafgaand hieraan zillen we
eerst eens de verwachtlngsfunctie van een zwak stationair proces proberen

te schatten. : S v

Stel we hebben een SP{X(t) ] t e R}, zwak .stationair ‘en continu, en

00
X(t) = f i”dym :
. . I
o= ux(t) = EX(t) .
Rxx(t;) =JE3_{(t + )X {1) :
w© i
1 itA l
Rxx(t) =3 J e dex(R} E“
o !
1 .
IE|dY(A)|2=-5--dF () !
. ST XX :
met Fxx-de spectrale verdelingsfunctie van het X-proces. S
Voor een discreet SP{X(n) [ ne®&}, zwak stationair, bestaat een analoge re- -_ E
presentatie; nl,: 3
. !
X{n) = JemAdY;(A) . Co

Dan geldt (zie stelling 4.2')

e M e e

T
_1 inx
R x(g) =27 J e dex(A) .
-7
a}) Gegeven (N+ 1) waarnemingen van het SP{X (t) f t ¢ R}, nl. X(O},x(ﬁ),..;x(N.A){

Dan is een zuivere schatter voor p:

- 1. X{n.&
N +1 neo

immers
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De kwaliteit wvan deze schatter wordt bepaald door:

N N
i1 2 1 2 2
ZE|N ) _Z .X(n.A) - p] =:E|N T 1 Z X(n.A)I - |u| =
n= n=0
N N
=—— ] I R(n-m.a - |u|?- '.‘
(N+1)° n=0 m=0
N b
= ! 5 L Wm+1-|kR(k.2) - lu|? = ;
(N+ 1) k=—N A
N .
R T o Ax[.a - 2
SN+ DA kE_N Q- n.a MR - " .

Stellen we T = (N+ 1)A, T vast, en laten we vervolgens A tot nul naderen

(dus N + «) dan:

T
N
EIN 1 } X(n.p) - uI2 +% J (1 - -I%L)R(t)dt - |u|2 .
n=0
- -T
Omdat (zie blz..37, punt 4}:
|R(t)| < R(O)
geldt:
T
L[ o lel _
T J (1 - -7 ) |R(t) |dt < R(0).1 = R(0)
-T
zodat:
T -
X J (h%—'—)ln(t_)ldt— [uf? < R(O) - |u|? = [x(0) |2 = Ex(0) |2 = 62 (x(0))

-T
ofwel: de gemiddelde kwadratische fout van de schatter is ten hoogste

6% (X(0)).

Opmerking. Voor t groot zijn X(t) en X(0) redelijk onafhankelijk zodat
R(t) =EX(t)X(0) w~ u2. Voor T groot geldt dan R(t) =~ u2 op het grootste deel

van het interval [-T,T]} zédat:
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] |
[ a-deh incertae -l ~ uf - l? - o0
=T

waarbij de benadering beter wordt, naarmate T groter is. (Uitgaande wvan
T'= (N+ 1) A betekent dit: kies eerst een vaste, voldoend kleine A, zddat
deﬁbenadering van de kwadratische fout door de integraalformule redelijk
goed is, en hoog daarna het aantal waarnemingen op zddat T groot wordt, dus

de benadering van de kwadratische fout klein.)

In de praktijk worden, zoals ook al uit het voorafgaaﬁde bleek, schattings-
problemen vaak bemoeilijkt door het feit dat, ten eerste, een in wezen con-
tinu proces met continue tijdsparameter slechts op discrete tijdstippen kan

worden waargenomen en, ten tweede, dan nog slechts gedurende een eindige tijd.

We proberen nu Fxx(l) te schatten, waarbij we eerst de gevolgen bekijken van
het feit dat slechts een eindige tijd is waargenomen, dus veronderstel: we
hebben waarnemingen X{t); 0 < t < T.

Beschouw dan de volgende groqtheid:

0
Dan
T B T
E _Tl_, jx(t)e-—i)\tdt 2=E‘51_: Jx(t)e—iltdt J')—("(—T')—'eil‘rdT _
P 0 0 0
. ' T T T
=% J J R(t—r)e'i“t_ﬂdrdt='% J (T - [s|)R(s)e"i"s_ds -
0 0 -7
T . '
= J (I*J—,E;,-I')R(s)_e-iJ\SdS =: 5.0 .
=T

Merk op dat de functie ST(A) dezelfde is als gedefinieerd in het bewijs van

stelling 4.2. Wanneer dan weer

dan geldt:
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lim FT(A) =F (X) (zie blz. 46) -
Toseo XX

-zédat de schatter

T

L J x(tye gt |2
T .
0

asymptotisch zuiver is, hoewel strict genomen niet voor Fxx(l). Indien de

spectrale dichtheid Sxx(l) bestaat, dus wanneer

<0

J JRxx(t)[dt < Ty

0

hebben we een asymptotisch zuivere schatter voor Sxx(l); Echter ook wanneer
hieraan niet voldaan is, kunnen we Fxx(A) schatten m.b.v. bovengencemde

grootheid.

¢) Vervolgens bekijken we de gevolgen van het discretiseren, dus véronderstel
dat op equidistante tijdstippen, met onderlinge afstand A, waarnemingen zijn
gedaan. :
In feite hebben we dan te doen met het SP{X(nA) | n € N}. Hiermee correspon-

deert een autocorrelatiefunctie Rn

Rn = Rl(nA), n € Z .
oG .
In geval Z |Rh| < = bestaat de spectrale dichtheid van het discrete X-
proces -
- @ -AAI
-iAAj T il
= : ; - = < = -
S, () A jz_m e R, F <A g

2
bus SA is periodiek met pericde 75‘-
Verder geldt ook:

/A
R = o I elAkASA(A)dA ]
-n/A

Het verband tussen SA en Sxx_(die nu ook bestaat) wordt gegeven door de for-

mule van Poisson:
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o

. 21
S, (0 = né_m S, + =)

{voor een bewijs, zie Papoulis [4], blz. 48, formule 3-64).

Omdat Sxx integreerbaar is {omkeerformule) mogen we verwachten dat Sxx(A)

kletin is voor |A| groot. Dit betekent dat voor kleine A S, (}) een redelijke
.E
A
echter gaat het mis, vooral als Sxx(A) grillig van vorm is, reden om in een’

schatting is voor SXX(A), althans op het interval (- ' %J. Voor grotere A

dergelijk geval A klein te kiezen.

Kies nu een A, en laat deze A dan verder de tijdséénheid zijn, dus A = 1.

We schrijven Sd en Fd voor de spectrale dichtheid, resp. de spectrale ver-
delingsfunctie van het waar te nemen discrete tijdproces. We willen nu deze
functies schatten, de grootte van A bepaalt dan of Sd en Fd goede benaderin-
gen zijn voor Sxx' resp. Fxx (zie punt c).

Eerst proberen we weer Rj te schatten op grond van N waarnemingen van het
X-proces: X(1),...,X(N). '

Er geldt:

Rj =EX(n+j)X(n) .
Dus schattingen zijn:

R ;-I}(xtl)xm F XKD+t XX,

17N i 1(X(2)§717‘+ X(3)X(2) +...+ X(MX(N-1)) ,

R, =R, k=1,...,N1.

E 1.5 tti
¥ zijn nu schattingen voor R—N+1’ ’

RN—i' waarbij de schatting voor Rj be—
ter wordt als j dichter bij nul ligt, omdat die schatting op meer waarnemin-
gen berust,

Heét aantal vermenigvuldigingen ligt in de orde van SN(N+ 1): 0(N2). Het be-

Zwaay wvan het rechtstreeks schatten van Rk' voor k=1,...,N~1, op grond

van X{1),...,X(N) is gelegen in het aantal vermenigvuldigingen, want zoals

al in de vorige paragraaf is opgemerkt kan het in 0 (N log N} vermenigvuldi-

gingen.
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Indien 5. en F_, geschat worden m.b.v. ﬁj's, zijn voor de hand liggende schat-

d d
ters;:
. NLoL i
s = I Re ), r<asor
j=-N+1 J
I
v Fd(l) = J §d(v)dv, -m < AL T,
e) De volgende methode die we bekijken om Rk' k = -N+1,...,N-1, en Fd te schat-

ten is het ontbinden van het X-proces in harmonische trillingen.

Er geldt immers

X(n) = I M av ()

waarin het Y-proces een SP met orthogonale tcenamen is, en verder geldt

E|av (0|2 :'%F aF (1)

Stel we hebben weer N waarnemingen van het X-proces: X(1),...,X(N). We be-

schouwen de volgende grootheid als schatter voor Sd (of Fd)
N .
1 | Z X(n)e_lln|2 )
N ‘
n=}1
Er geldt:
N , N N .
E %I }oxme M2 o lyg } XX (me AT ;
N K
n=1 . n=1 m=1 .f
N N N~-1
1 Z z -iA(n-m) 1 -iAk
=3 R e == ) . (N-|k])Re =
N n=l m=1 0M ‘ N k= N+ 1 Rk
N~-1 . '
= z (1 - J%L)Rke-lA]_{ =: SN(?\) .
k=«N+1 _ :
Definieer:

A
FN(A) = J SN(v)dv .

-—
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Op dezelfde manier als onder b) volgt dan weer:

lim F_(X) = F_(})
oo N d

1,7 -
zddat —4 Z X(n)e n

N

n=1

A . . .
n|2 een asymptotisch zuivere schatter is.

De’volgende vraag is: wat is de kwaliteit van deze schatter?

Opmerking. Wanneer we de grootheid b willen schatten m.b.v. een schatter A

(stochastisch), dan wordt de kwaliteit van deze schatter bepaald door
EAR - 1) = ¢?(R) + (EA - b)?

met 02(£) de variantie van A en (ER - b) de systematische fout.

Veronderstel eens dat Z:=_m |Rk| < », en dus ddt

o0
-iik
Sq(A) == ] R e
k==
bestaat. Dan geldt:
N
1 -idk,;2 2
el 1 xme™2 s 00)? -
k=1
N N L =
2.1 - -iik 2 1 ~iik 2 2
= oGl I xte™ ) wqm 2] T oxoe™H2 - 5,007 .
k=1 k=1
We onderzoeken de systematische fout van de schatter:
N N N
1, ¢ -iik 2 21 -i(k-2)x _ _
E lezl X(k)e |” - s, =5 21 g§1 R . SN =

y NN o= R (k-2-n) 6 —ini
=5 oY Y« J R e .de)e - S, =
k=1 %=1 n=-w
=
(wegens Z |Rnl < ® mogen we J en-E verwissélen)

n==-w
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N N T o
1 }oy J -in(A-8) -i(k-42)8
= s ( ] Re .e .80) - S4(A) =
2N 21 st ne—w D o
' ™
N N
- Loy 3 J S —i(k~2)0 _
-~ 1 S (A-0)e de - S_(A) =
) 2mN kel g=1 d d
]
T : :
N N :
1 _ -i(k-2)6,, _ _
= 5 .Jsd(;\ e)k§1 9,;1 e | 48 - S (1) =
—1T - -
- J“[s (A-8) -5, I E’ 1k8 249
_ d d 21rN_k=1

De laatste gelijkheid volgt uit de genormeerdheid van de functie

1 S:‘T L-ik8 2

- sy W < B =T
2TN kel
d.w.z.
- .
N ,
J——zfm § e k2990 | :
k=1 4

- i

Een dergelijke, genormeerde, gewichtsfunctie noemen we een venster (eng.:
window) . De systematische fout in de schatter wordt dus verocorzaakt doordat

Sd(A) in feite door het venster

N
1 | z -ike |2
R a— e ;, —M < B <7
LW .

gezien wordt, immers:

m

1

_ _ ~ik6 2
= I Sd(l 0)—— e

N .
E ':GI Z x(k)e—ll\klz
k=1 :

g de .

N1

k=1

-

Voorbeeld: Voor N = 2 krijgen we het venster

1 -i8 - ~21i9,2 1 2
ar e + e =, cos ko

zédat de weging het zwaarst is bij 6 = 0.
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f) Door de waarnemingen te wegen kunnen we het venster en daarmee de systema-
tische fout variéren.
De kwaliteit van zo'n venster in zake de systematische fout doet er minder
toe naarmate Sd(l) meer een constante functie benadert. Een venster met een
andere breedte (zie hieronder) is te bereiken door in plaats van
N

- 1
s () == ) ke
d Nl &

-ikA|2

de volgende schatter te gebruiken:

N
- 1 ~ikx|2
§,00 = I\]-|k£1 wX(ke |

. N

Kies daarbij de weegfactdren wl,...,wn zo, dat Z ]w
n=1

het zinvel deze factoren ook nog symmetrisch te kiezen.

2 . .
| = N. Bowvendien is

W, = W etc.
N-1'

Analoog aan de ongewogen situatie vinden we dan:

m
N
3 - = - =L -ikg 2
ES (M) - S0 = J [S5(A-0) ~8,(3) I | E W e de

b 1}

Als nu het venster smal is (d.w.z.: ———{ Z lke alleen groot jsle

klelne 8), dan is het nadeel een grote. varlantle en het woordeel een kleine
systematische fout. Bij een breed venster is dat precies omgekeerd.

Als het te schatten spectrum al vlak is, dan is de systematische fout, onaf-
hankelijk wvan het venster, toch al klein (in het ideale geval van een éon-
stant spectrum is de systematische fout zelfs gelijk aan nul).

Dan wordt de enige eis het klein maken van de variantie (gelijke wk's).

Een volgend probleem is de vraag naar de consistentie van de schatter:

| 2?2
lJ.mIEllS (A\) - 5 (J\)| 0.
N

Er geldt:

- 2 _ 2= R _ 2
E[S, () - s, |7 = o%(5 (1) + [ES (M) 40 ]

De tweede term gaat weliswaar naar nul, voor N + « (asymptotische zuiverheid

van de schatter), maar de variantie behoeft niet klein te worden, d.w.z.:
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-ikll2

21, 3
a (§| z 'wkx(k)e ) #0 .

k=1
We kunnen proberen een betere schatting te krijgen door het z.g. ruwe spec-—

trum

_lAk|2, -T <A <7

- 1 N
5,00 =+| 1 wxle
k=1
te vervangen door een gemiddelde van schattingen voor naburige waarvan van A.

Stel voor equidistante punten A

24k k = -n,...,n hebben we schattingen
_Sw(A1+k)' Neem dan als schatter voor Sd(AR):
- 1 L
T = 2o+ ) 5w P -
k=-n

De variantie zal echter slechts dan kleiner worden, wanneer de é(k)'s VOOY
verschillende A in redelijke mate onafhankelijk zijn. Verder zal het op bo-
venstaande manier werken.met een "gemiddelde" schatter zinvoller zijn naar-
mate_Sd vlakker is.

. . : N .
Als nu N -»» », m > « en tevens E-+ w (bijvoorbeeld m ~ /ﬁ) dan geldt, onder

'-bepaalde voorwaarden: T is een consistente schatter. (Dus: de systematische

fout -gaat naar nul, immers N -+ w«, en evenzo de variantie, immers m > «.,)

We hebben gezien dat het prettig is wanneer Sd een min of meer vlakke func-
tle is, liefst constant, d.w.z.: de meeste frequenties komen ongeveer even
vaak voor. Behalve bij het klein worden van de systematische fout speelt dit
ook een rol bij het werken met "gemiddelde" schatters (het klein worden van
de variantie, zie boven). Dit is een reden om het binnenkomend stochastisch
signaal eerst witter te maken ({prewhitening, naar de analogie met wit licht,
waarin alle frequentiecomponenten voorkomen), zodat het spectrum vliakker '
wordt, en later eventueel weer terug te transformeren {recoloring, naar de

analogie met gekleurd licht, wat veel sterker op &&n (of enkele) frequentie-

gebied(en) is geént}, Dit betekent dat we het signaal door een filter sturen

met frequentieresponsie H*(A), zodat dex(A) wordt overgevoerd in dF (A)|H (A)|

met H {3} zdodanig dat dF (A)|H (A)] een min of meer vlakke functie wordt

{Zle ook blz. 49). Aangezlen echter dF (A) niet bekénd is berust de keuze

- van H_(A) op een gok.
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De "Fast Fourier Transform"

Laten eens gegeven zijn N getallen a r3yseeesd die we willen beschouwen

0 N-1"
als coéfficiénten van een Fourierreeks, m.a.w.: pas de volgende Fouriertrans-

formatie toe:

Nl omikd/N
. ake i
J k=0

j=0,...,N1 .,

Laat verder N even zijn, N = 2M (geen wezenlijke beperking). We kunnen nu

b., j =0,...,N-1, als volgt schrijven:

3
M-1 2miki/ (2M)  2qiki/ (2M) +2miMi/ (2M)
b, = ) {a e mied +a e mikd T }
3 k=0
M-1
i 5 ikj/M
= {a + eIy e
2o %% T %M
ofwel:
M-1

EZTIlkf,/M' g‘ = O,i,.--lM_l -

b = Z [ + a ].
25 = Lo A K -+M
M—-1

_ wik /M
Pog+r = kEO [{ay - a yl-e

e2ﬁ1k£/M

] l. 4 ='0,1,...,M—1 ’

zbdat de procédure
"Bereken de Fourierreeks van N getallen"
kan worden vervangen door tweemaal de procedure
" : N ~ 1 :
Bereken de Fourierreeks wvan E—getallen .

De eerste procedure kost N2 vermenigvuldigingen, tweemaal de tweede kost

2(&N)2 =.%N2 vermenigvuldigingen.

Stel nu: N = 2", Dan kunnen we het bovenstaande herhaald toepassen. We vin-
den dan uiteindelijk dat het benodigde aantal vermenigvuldigingen geliijk is

aan N.m = N log N.

Literatuhx: Cocley en Tuckey [ 2], Kruseman Aretz en Zonneveld [31, Brillin-

ger [[1], § 3.4,
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