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1. Inleiding

Stochastische beslissingsproblemen zijn heel algemeen: problemen
waarbij een systeem bestuurd moet worden en de ontwikkeling van het
systeem mede door het toeval wordt bepaald, eventueel nog afhankelijk
van de te nemen beslissingen.

Voorbeelden van stochastische beslissingsproblemen zijn schattings-
en toetsingsproblemen, varianten op lineaire programmerings problemen
met bijvoorbeeld i.p.v. beperking Ax < b de stochastische restriatie
P(Ax £ b)21 -a , voorraad- en productie besturingsproblemen, ver-
vangingsproblemen, besturing van een satelliet, enz.

Sommige beslissingsproblemen zijn statisch: er wordt eenmalig een
beslissing genomen, vh. lp. probleem. Andere zijn dynamisch: het
stochastisch proces ontwikkelt zich in de tijd en er moeten steeds
opnieuw beslissingen genomen worden, vb. voorraadproblemen. Een dyna-
misch beslissingsprobleem kan verder zowel continu in de tijd, vb.
satellietbesturing, als discreet in de tijd zijn, vb. wekelijks het
produktie niveau vaststellen. We kunnen verder onderscheid maken
tussen problemen met een sterke struktuur, vb. een proces waar de
ontwikkeling door een (stochastische) differentizalvergelijking
wordt vastgelegd, en problemen vrijwel zonder enige structuur, vb.
Markov ketens.

In dit college zullen we ons beperken tot een speciaal type dynamische
stochastische beslissingsproblemen namelijk de Markov beslissingspro-
blemen die discreet zijn in de tijd en waarbij de voortgang van het
proces wordt bepaald door een van de genomen beslissingen afhankelijke
Markov matrix, vgl. Stochastische Processen I. Het gedeelte van dit
college dat handelt over Markov ketens wordt bekend verondersteld.
Hoofdstuk 2 geeft een introductie tot het Markov beslissingsprobleem
met eindige toestands- en beslissingsruimten. In hoofdstuk 3 wordt
het Markov beslissingsprobleem met eindige tijdshorizon behandeld en
er wordt aangetoond hoe met behulp van de dynamische rProgrammerings-
techniek optimale strategiedn bepaald kunnen worden.

Hoofdstuk 4 beschouwt het probleem met oneindige tijdshorizon en ver-
discontering. Eerst wordt aangetoond dat er optimale stationaire
Strategie&n bestaan en daarna worden de methode van de successieve
approximaties, de policy iteration methode en de lineaire brogrammerings-

aanpak afgeleid.




Vervolgens wordt in hoofdstuk 5 het oneindig horizon probleem met

alg criterium de gemiddelde opbrengst per tijdseenheid beschouwd.
Opnieuw worden de methode van de successieve approximaties, de policy
iteration methode en de lineaire programmeringsaanpak ontwikkeld.

In hoofdstuk & beschouwen we twee personen Markov spelen; de genera-
lisatie van het Markov beslissingsprobleem met &&n beslisser tot

een probleem met twee beslissers met eventueel tegengestelde belangen.
Hoofdstuk 7 beschouwt het meer algemene totale kosten model met af-
telbare toestandsruimte en willekeurige actieruimte. Onder de voor-
waarde dat de som van alle positieve opbrengsten eindig is wordt o.a.
aangetoond dat het beslissingsprobleem een waarde heeft en dat we ons

voor elke begintoestand tot zuivere Markov strategieé&n kunnen beperken.




2.

2.1

2.2

Markov beslissingsprcblemen: introductie

Markov ketens met beslissingen

We hebben in Stochastische Processen I of Inleiding in de theorie van
de Stochastische Processen gezien dat een Markov keten met toestands-
ruimte I = {1,2,...,N} volledig wordt vastgelegd door de beginverde-
ling p = (pi,...,pN) en de Markov matrix P = (Pij)f,j=1'
Het gedrag van het stochastische proces (de Markov keten} konden
we op geen enkele manier belnvloceden.
Hier beschouwen we de situatie dat we het proces op elk tijdstip
t=20,1,2,... kunnen (bij)sturen. Het sturen bestaat daarbij uit
het kiezen van een actie k uit een verzameling (die we hier voor-
lopig eindig en van de tijd t onafhankelijk zullen veronderstellen).
Deze actie legt dan de overgangskansen Ptj vanuit toestand i vast.
Een Markov keten met beslissingen wordt dus gekarakteriseexrd door:
I:= {1,2,...,N}, de eindige toestandsruimte
K:= {1,2,...,K0},de eindige beslissingsruimte
p: overgangsmechanisme, bij elke toestand i ¢ I en beslissing
k € K hoort een vector (plzl,...,p};_N} met P];:j de kans dat het
systeem, als in toestand i actie k gekozen is een tijdseenheid

later in toestand j zit, dus pF, 2 0 en L p%. = 1.
1] J ol

Merk op dat het feit dat het aantal beslissingen in elke toestand
gelijk is geen wezenlijke beperking inhoudt. Men kan immers het
aantal beslissingen in een toestand altijd uitbreiden doof een be-
slissing (met ander etiket) nog eens in de beslissingsruimte

van toestand i te stoppen. Bij veel praktische beslissingsproblemen
zullen de ‘'natuurlijke’ besiissingsverzamelingen per toestand
vari&ren. Denk bijvcorbeeld aan een voorraadprobleem met eindige
magazijn grootte G met in toestand i de beslissingen O,1,...,G-1i

bijbestellen.

Strategigen
De manier waarop het systeem wordt bestuurd, de wijze waarop de

acties op elk moment is elke toestand gekozen worden, kunnen we
aangeven met behulp van een strategie.

Definitie 2.1 Een strategie is een voorschrift dat voor elk

beslissingstijdstip aangeeft met welke kans een bepaalde
aktie, eventueel afhankelijk van het verleden van het

proces, wordt gekozen.




We laten dus toe dat acties mede op grond van het verleden van het
proces genomen worden. Ook laten we toe dat er gelcot wordt tussen
verschillende aktles.

Laat s een strategie zijn dan is s feitelijk een rij functies

SO' 51' 52'010 met

89} I + K, waar K de verzameling kansverdelingen op K is.
Dus so(i) is een kansverdeling op K. En we noteren met
so(i,k) de kans dat volgens strategie s als het systeem
op tijdstip 0 in toestand i zit beslissing k wordt ge-
kozen.

: I x Kx I+ K. Dus als het proces in toestand i_ is

0

gestart, daar beslissing k. genomen is en het systeem

nu (op tijdstip 1) in i

0

1 zit dan is Sl(io'ko'il) de door s

voorgeschreven loting tussen de beslissingen ult K.

sl(io,ko,il,k) is dan weer de kans dat beslissing k wordt

gekozen.

s: (I xk)™x1+K. s, legt voor elke mogelijke historie
By = Ugrkgrdpekyeeeerdy yefny)
vraegere toestanden en eerder genomen beslissingen) van

(de opeenvolging wvan

het stochastisch proces tot tijdstip n de kansen sn(hn'i'k)
vast waarmee als het systeem nu in i zit en het verleden

hn is actie k gekozen wordt.

Sommige strategie&n hebben een aanmerkelijk eenvoudiger structuur
dan de strategie s.

Definitie 2.2 We noemen een strategie s gemengd Markov als de functies

sn(hn,l,k) niet van hn afhangen.

Een gemengde Markov strategie legt dus voor elk tijdstip n de kansen

sn(i,k) vast waarmee als het systeem op tijdstip n in toestand 1

zit actie k gekozen wordt zonder te letten op het verleden van
proces.

Definitie 2.3 Een strategie heet zuiver Markov of kortweg Markov als

de strategie gemengd Markov is en de sn(i,k) alleen de waarde

0 of 1 aannemen.
Feitelijk wordt er niet meexr gelecot tussen de verschillende beslissingen.
Een Markov strategie is dus eigenlijk een rij afbeeldingen van S in K.
Voor elk tijdstip eventueel een andere. Voor Markov strategieén

gebruiken we daarom de notatie s = (f ,fz,...) met fn(i) = k als

o'y
k juist de aktie is waarvoor sn(i,k) = 1.

Zo een functie fn noemen we een beslissingsregel.




2.3

Con 5etszaal
emrale Bivlintheey
LA Cindhovey

Definitie 2.4 Een strategie heet statZonair als s een Markov

strategie is: s = (fo'f1"") en de functies fn allemaal
gelijk zijn, £ m £. Notatie £
Een stationaire strategie schrijft dus in een toestand op elk tijd-

stip de zelfde aktie voor.

Het bij strategie s behorende stochastisch proces

We kunnen bij elke strategie s een stochastisch proces definiéren.

Laat (pl,...,pN) een beginverdeling op I zijn en laten de stochastische
variabelen xn en Bn de toestand respectievelijk de beslissing op
tijdstip n zijn.

Dan definiéren we het bij strategie s behorende stochastische

proces (xo,Bo,xl,...) door

E;(XO = io) =p

i,
F (Xg = i By = ko) = Pig 8o {1grko?
k
0

== = = i = i .k .

T, Xy = dgs By = kq» X = 1) =p, s4li, O)Pioll
k
. _ . - ~ . 0 . .

IPS{XO = lo,' BO = kO; X1 = 11, 31 = kl) = Ploso(lO'kO)Piollsl (lofkopllfkl)

etc.

We kunnen ook kijken naar alleen het stochastisch proces (XO.X )

1,..-
E Xy = igd = py

0 X
0
B (X =io X = i) =p L soligkoie; s
0 k, o1
BXy = dgr X =dys Xy = 1)) = .
3 ) ‘i
= p s. (i .,k .} p, . s (i ,k.,i, .:k,)p, .
io ko 0700 1011 kl 170770 171 1112

We zien dat de overgangskansen I%(X = j!xo =i ,...,xn = in) van

n+l ¢}

het proces (XO,X te-.) NU niet meer alleen van :i.n afhangen maar, via

de strategie s, éok van vroegere toestanden van het systeem. In het
algemeen is hetbij strategie s behorende stochastische proces dan
ook geen Markov proces meer.

Ga na dat voor (gemengde) Markov strategie&n het stochastische

proces wel een Markov proces wordt.




2.4 Criteriumfunctie

Om een keus te kunnen maken tussen de verschillende manieren om
het systeem te besturen moeten we de verschillende strategieén
kunnen vergelijken. We hebben dus een nutsfunctie nodig die aan
elke realisatie van het stochastisch proces een bepaalde waarde
toekent.

Definitie 2.5 Een nutsfunktie u is een afbeelding van (I X KT
inR (R =R U {~=,=}).

We kunnen nu het verwachte nut w(s) van een bepaalde strategie
als criterium gebruiken om strategieé&n te vergelijken

;X ,---)

wis) = Es u(xO,BO L

Wij zullen hier verder niet naar zulke algemene nutsfuncties
kijken maar het bijzondere geval bekijken dat bij elke overgang
van een toestand i1 naar een toestand j een, van de beslissing k
afhankelijke opbrengst, hoort.

Definitie 2.6. De opbrengststructuur, of functie wvan directe op~

brengsten, is een functie

r: I *x K*xI-+ 1R

Interpretatie. Als de bestuurder van het systeem in toestand i
beslissing k neemt en het systeem daarna een overgang maakt
naar toestand j dat krijgt de bestuurder een directe opbrengst

r{i,k,3).

In het vervolg zullen we met bovenstaande opbrengststructuur ver-
schillende criteriumfuncties beschouwen:
(i) De totale verwachte opbrengst (speciaal voor prcblemen
met eindige tijdshorizon)
{ii) De totale verdisconteerde opbrengst (de opbrengsten op de
tijdstippen t worden met gecmetrisch afnemende factoren
gewogen)

(iii) De gemiddelde opbrengst per periode.




3. Markov besglissingsproblemen met eindige ti-jdshorizon

In dit hoofdstuk zullen we het Markov beslissingsprobleem beschouwen
met eindig veel beslissingstijdstippen, dat volledig gekarakteriseerd

kon worden door

{1,2,...N} , de toestandsruimte
had {1;2;---;1(0

=0,1,...,M1 , de beslissingstijdstippen

}, de beslissingsruimte

B &~ H
!

p: overgangsmechanisme (ptj = n’(xm = 3 X = 1i, Bm = k))

+1 m

X: opbrengststructuur
Neem nog aan dat als het systeem na de laatste beslissing in toe-
stand j terechtkomt we een eindopbrengst g(j) krijgen (g is bijvoor-
beeld de restwaarde}.
Het doel is mu een optimale strategie s te bepalen, dat wil zeggen
een strategie die de criteriumfunctie

M~-1

v (ir8) = Ei's[mzo XX B X ) + q(X,)]

maximaliseert.

In het college Inleiding in de Beslissingstheorie is de techniek
van het dynamisch programmeren gebruikt bij het bestuderen van
voorraadproblemen en in de speltheorie bij het bepalen van goede
(optimale) strategieén in spelen met een boomstruktuur en volledige
informatie.

Het is niet mogelijk een beslissingsboom voor het M-staps Markov
beslissingsprobleem op te stellen omdat er door het toelaten van
gemengde strategie&n overaftelbaar veel takken zullen zijn.

We zullen hier de aanpak volgen die bij de voorraadproblemen is
gehanteexd.

Om notatietechnische redenen nummeren we de beslissingstijdstip-
pen in omgekeerde volgorde. Tijdstip M (feitelijk geen beslissings-
tijdstip) wordt nu tijdstip O, M-1 wordt 1 enz., zodat er op tijd-

stip m nog m keer een beslissing genomen moet worden.




befinieer nu
Vo(i)== gq(i), L ¢ I

k
v, (D:=max { ] p,. [x(i,k,3) + v (NI} , ie1T
1 keK +J 0

jeX
v (i):= max { E pk.[r(i,k,j) + v (531} , ieIl, m=2,...M
m . i m-1
keK Jjel

Het ligt voor de hand vm(i) te zien als de maximale verwachte opbrengst

als er nog m stappen te gaan zijn.

In het resterende deel van dit hoofdstuk zullen we dat ook bewijzen.

*
Definieer de Markov strategie s = (f ""'fl) met fm(i) voor

M’ Fy-1
alle i en m gelijk aan een maximaliserende aktie in de uitdrukking

k . . :
I op kg + v ()]
Jjel

Stelling 3.1 (i) max v (i,s) = v (i)
s M M

.. . k. ,
(ii) VM(l,s ) = VM(l)

Bewijs.

Definieer eerst:

vm(hm,i,s):= opbrengst vanaf tijdstip m (omgekeerde tijd)
bij strategie s, als het systeem zich op tijd-
stip m in i bevindt en de historie

hm = (lM'kM""'lm+1'km+1) heeft

vm(hm,i):= mzx vm(hm,l,s)

Met inductie zullen we bewijzen dat
(3.1) v (h ,i) v (i) =v (h_,i,8") voor alle m, h_ en i.
m m m m m m

Eerst m = 0. Op tijdstip 0 wordt geen beslissing meer genomen, maar
alleen nog de eindopbrengst q{.) geincasseerd. Daarmee is duidelijk
dat geldt

vo(ho,i,s) = g(i} wvoor alle hO'i en s, dus ook

vo(hgrd) 5 (=) vy(d) = v, (ho,i,s*).
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hannemend dat (3.l1) voor m geldt bewijzen we nu dat (3.1) ook

geldt voor m+l

. _ . k . .
Vm+1(hm+1rlrs) = E Sm+1(hm+1rlrk) 2 Pij[r(l!ktj) +

KeK jel

+ v (h ;i}kljfs)]
m

m+1

(3.2) 2 E K
s ., {h ., ,i,k} p, . [r(i,k,3) + v (3)]
KeK m+l Tm+l je1 i3 m

(1)

IA

max E ptj[r(i,k,j) + Vm(j)] = Vol

keK jeI

Het eerste ongelijkteken volgt uit de inductieverconderstelling,
het tweede uit het feit dat een convexe combinatie van getallen

kleiner of gelijk is aan het maximale. Hiermee is dus bewezen

vm+1(hm+1'l) = mZx vm+1(hm+1'l'5} s vm+1(l)
We moeten nog na gaan of
(h . .,i,s) = (i)
Vel Ve’ S T Vg

*
Dit volgt direct uit (3.2) voor s = s .

* fm+1(i)
vm+1(hm+1,1,s ) =7-2 P [r(l,fm+1(i);3) +
Jjel
+ h i,f i),9,8" ]
Vm( m+1'l' m+1(l)rjrs )

fm+1(i) ,
X P. . (r(i,f
jer >3 -

w0+ v ()]

= vm+1(i)

(Het tweede gelijkteken wvolgt uit de inductie veronderstelling en

het derde uit de definitie wvan fm+1(i) als maximaliserende actie).

Hiermee is het bewijs vrijwel voltooid. Neem in (3.1) m = M dan
volgt met (hM,i) = (i) direct het resultaat. 0
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Deze stelling zegt dus dat in het M-staps Markov beslissingsprobleem

met dynamische programmering een optimale Markov strategie kan worden bepaald.
De dynamische programmeringsaanpak maakt gebruik van het feit dat

de staart van een M-staps optimale strategie ook optimaal moet zijn

in het l1-staps probleem, het 2-gtaps probleem enz. Dit principe, dat

hier is bewezen, maar dat zeker niet algemeen geldt, staat in de

literatuur bekend als 'het optimaliteits principe van Bellman'.

Gevolg van de stelling is ook dat de ingevoerde gemengde beslissingen

en de historie afhankelijke strategieén overbodig zijn. Voor wille-

keurige nutsfuncties zal dit in het algemeen niet het geval zijn.

In alle formules komen de grootheden r(i,k,j} steeds voor in de vorm
k . . \ \
Epij r{i,k,j). Om de notaties in het vervolg wat te vereenvoudigen

definiéren we

k

r(i,k):= pij

jel

r(i k,3)

r{i,k) is dus de verwachte directe opbrengst als in toestand i actie k

wordt genomen.
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4. Markov beslissingsproblemen met oneindige tijdshorizon en verdiscontering

4.1 Inleiding

Als we overgaan van Markov beslissingsproblemen met eindige horizon
naar problemen met oneindige horizon, dus met beslissingstijdstippen
0,1,2,...,dan zal de totale verwachte opbrengst, zo die al gedefinieerd
is, meestal » of -» zijn. Een van de mogelijkheden is nu om de ge-
middelde opbrengst per tijdseenheid als criterium te nemen. In dit
hoofdstuk zullen we een andere criteriumfunctie nemen namelijk de
totale verwachte verdisconteerde opbrengst. Dat wil zeggen dat we

een opbrengst op tijdstip n niet volledig tellen maar die copbrengst
vérmenigvuldigen met een factor ef en voor zekere O = B < 1.

Definitie 4.1. Laat s een willekeurige strategie zijn dan defini&ren

we v,(i,s) door

B

o0

. B n
(4.1) ve(l,8)i= By EO B x(x_,B )

vB(i,s) is dus de totale verwachte verdisconteerde opbrengst bij
strategie s als het proces in i start en B de verdisconteringsfactor is.

Definitie 4.2 . We defini&ren de waarde v, van het beslissingsproces

8

door

v {i) = sup v, (i,8) , L eI

B e

We zullen in het vervolg zien dat er zelfs een stationaire strategie

*
s bestaat met

v (i,s*) =y (i), 1¢ I

B B

We kunnen in definitie 4.2 dus sup vervangen door max.

Definieer verder

A:= max |r(i,k) |
i,k

Dan zien we direct dat voor de n-de term van de som in (4.1} geldt

(4.2) 8% rex B )| < ag”

en voor de staart vanaf t

(4.3) Y] 8" r(x ,B ) | SABt/(I - B)
=t n n
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Zij verder v {i,s) de verwachte verdisconteerde opbrengst bij

B.t
strategie s tot tijdstip t:

t-1

) = n
Vg o (1r8) 3= B, nEO B r{x_,B)

Dan volgt met (4.3)

(4.4) |vgtiis) = vy (da)| sa8/(1 -8

B

4.2 De benadexing met eindig-staps problemen

We kunnen net als in het totale kostenmodel uit hoofdstuk 3 ook in
het eindig~staps verdisconteerde Markov beslissingsprobleem met
dynamische programmering de optimale opbrengst en een optimale
strategie bepalen.

Definieer v ,O(i) =0, i€l

B

(4.5} en v, (i) = max {r(i,k) + 8y pi ()}, ieI, t=1,2,...

.,V
B, k J g, t-1

en zij §t = (ft,...,fl) een Markov strategie met En(i) een maximali-

seerde actie voor de uiltdrukking

r(ik) + B8] pyy v o (3)

voor alle i e I enn=1,2,...,t
Dan geldt

Lemma 4.1

{i,s)

(i) vB,t(i) = s:p vB,t

(1) vs't(ifét) = vB,t(i)

Bewijs. Het bewijs verloopt geheel analoog aan het bewijs van stelling
3.1. 0

We zijn echter niet zo zeer-geinteresseerd in het eindig staps pro-
bleem; we willen het «-staps probleem 'oplosssen'.

Het zou plezierig zijn als we het =—staps probleem konden benaderen
door het eindig staps probleem. We zullen in het vervolg zien dat
dit heel goed mogelijk is.

De volgende stelling is al een eerste belangrijk resultaat.
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Stelling 4.1

lim v (i) = v_ (i) , 1 eI
fovos B,t ]

Bewijs. Laat s een willekeurige strategie zijn, dan volgt met behulp
van (4.4)

. t - -
VB't(l,S} - RB (1 - B} 1 < VB(i'S) < vB,t(i'S) + ABt(l - R L
zodat ook
sup v_  (i,s) =~ ABt(l - B)"l <sup v, (i,8) £ sup v,  (i,s) + Aﬁt(l - B)—l
s Bt s P ' B s Bt
ofwel
v, @) -a8t - s v ) sv, () +a8%1 -7t
B.t B T B, t
dus
g = vy (0] = 28%a - ;7
waaruit we zien dat VB,t(i) > vB(i) als t + =, |

Voordat we verder gaan voeren we eerste de vector-matrix notatie in.

Definieer

r(f):= kolomvector in R® met i-de component r(i,f£(i)), i e I.
P(f):= N x N matrix met i,j-de element pf§l).
Verder nemen we aan dat we, indien we in het vervolg de op de toestand
betrekking hebbende variabele weglaten, overgaan op de vector notatie.
Vergelijking {4.5) wordt met deze afspraken

(4.6) Vo = m;x {r(£) + BP(f) vB,t—l}

N .
Verder noteren we voor een vector v ¢ IR met lvl|l de maximumnorm van v:

Ivil = max |v(i) ]
i
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4.3 De_functionaalvergelijking

We hebben in stelling 4.1 gezien dat VB ¢ naar vB
r

schouwen we nu formule (4.6) dan leidt de limietovergang voor t

convergeert. Be-

naar <« tot het volgende resultaat.

Stelling 4.2

(i) v, = max {r(f) + BpP(£f)v,}
B £ B
{(ii) Aals

(4.7) w = max {r{£)} + Bp(£)w}
£

dan w = v,.

B

Vergelijking (4.7) heet de functionaalvergelijking van het beslissings-
proces. Stelling 4.2 zegt dus dat VS de unieke oplossing is van de
functicnaalvergelijking.

Bewijs. (i) Definieer e, i=V - Vg Daarmee kunnen we (4.6)

B, t
als volgt herschrijven.

v, +e =max {r(f) + BP(f)(VB +e_ )1}

B t £ t-1

Nu geldt veoor alle f

<lle e

1

P(f)e,

Dus

vg * &, < m:x {e(£) + EP(f)VB} + Hlet_f|e

aangezien voor t + = ook €_ + 0 (stelling 4.1(ii}} geldt ook

t

v, < max {r(f) + g (f)v,}
B £ B

Analoog tonen we, gebruikmakend van P(f)et_1 z - Hst_lﬂe, aan dat

v, = max {r(f) + g (f}v,}
B £ B

waarmee (i) is bewezen
(ii) Laat v en w twee oplossingen van {4.7) zijn.

En de beslissingsregels £ en g voldoen aan respectievelijk

r(f} + Bp(f)v

<
[}

1

en w = r{g) + BP{g}w
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Dan geldt dus

<
[
£
]

{x (£} + BP(f)v) ~ (xr(g) + Brlg)w)

v

{r(g) + Bp(g)v) - (r{g) + Bplg)w)

BP{g) (v — w] = AP(g) min (vi - wi)e =B min(vi - wi).e

Dus ook min (vi - wi) > B min (vi - wi) waaruit velgt v = w.
i .

Met verwisseling van v en w volgt natuurlijk ook w = v dus v = w. []

Uit de stellingen 4.1 en 4.2 volgt dat de oplossing vg van de
functionaalvergelijking (4.7) benaderd kan worden met de procedure
(4.5)., Om deze reden noemen we de methode om vB te benaderen met de
waarden van eindig staps problemen de methode van de successieve

approximaties.

Het bestaan van statiocnaire optimale strategie&n

Een direct gevolg van het feit dat v, aan de functionaalvergelijking

g
{4.7) voldoet is dat er een staticonaire optimale strategie bestaat.

Stelling 4.3. Als f* een beslissingsregel is die voldoet aan

(4.8) r(£) + BR(EN)v, = v

B 8

*
{zo een £ bestaat) dan geldt

vB(f*(“’)) = v,
Bewijs.
vB(f*(‘”’) = (£ + @ E g™ + 822N e () +....
N e R C A T IE
n=0 .
val.(4.8) = | 87PN Ty, - @ (£)v,]

n=0
o

= 1 8PN vy - 1 OBRED v = v
n=0 n=1

(Merk op dat beide sommen absoluut convergent zijn, immers

s 1 8" 2N lvle= a1 - B) " Hvgle).

n=0

T 8" | g v
n=0

B

O
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4.5 Onder en bovengrenzen voor v. en bijna optimale staticnaire strategieén
P

We zullen nu laten zien hoe met de dynamische programmeringsaanpak
bijna optimale stationaire strategie&n en onder- en bovengrenzen
voor vB gevonden kunnen worden.

Maar eerst geven we nog twee vrij zwakke resultaten die we feitelijk
al eerder hebben bewezen.

Stelling 4.4.

(i}

t
{vB - Vs,tl <AB /(1 - B).e

(ii) 2Zij §T een strategie die begint met (Er,...,fl) met daarna een
willekeurig vervolg (met Et een maximalisator in (4.6),

t=1,...,T) dan geldt er

vg(ep) - vy | < 2887/(1 - B).e
Bewijs. (i) zie bewijs stelling 4.1. (ii) direct uit VB’T(ST) = VB'T
en het bewijs van stelling 4.1. g

De volgende stelling is een belangrijk deelresultaat voor het vinden
van bijna optimale stationaire strategieén en onder- en bovengrenzen

vVOoQr v_.

B
Stelling 4.5
(i) Als u 2 x(f) + gpP{f}w dan

VB(f(w)) £ u+ gl - [3,)“1 max(ui - wi).e

{(ii} Als u = r(f) + pgP(£f)w dan

(o)
£
vB(

-1 )
} 2 u+g{l -8) min (ui wi).e

Bewijs. We zullen alleen (i) bewijzen. Het bewijs van (ii} gaat vol-

komen analocog. Met r(f) = u - gp (flw vinden we

()

5 8" pRe)x(s)
n=0

VB(f )

7

§ 8 RU(E) (u - BR(E)W)
n=0

It

u+ § TP m-w
n=1

A

u + 2 8" P (£) max (u, - w,).e
. i i
n=1 i
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-1
=u + B(l - B) mix (ui - wi).e : ]

Een bijna direct gevolg van deze stelling is dat we onder- en boven-
grenzen voor v

Stelling 4.6

kunnen hepalen.

B

Zij u = max{r{f) + Bp{f)w}, dan geldt er
f

u+ g(1 - B)—l min(ui - wi).e < VB <u+ B(I - B)_l max(ui - wi).e
i

Bewijs. Eerst de linker ongelijkheid. Zij f_  zodanig dat u = r(fo) + BP(fo)w

0
dan geldt met stelling 4.5 (ii)
(=)

vg 2 v (£57) 2 u + 81 -yt min(ui - w,).e

Uit u = max {r(f) + BP(f)w} volgt uzr(£*) + gp(£M)w, voor een
f .
beslissingsregel f* die voldoet aan (4.8). Met stelling 4.5 (i)

en stelling 4.3 volgt dan de rechter ongelijkheid. d

Om een nauwkeurige schatting voor vB te vinden is het nocdzakelijk

dat max (ui - wi) - min(ui - w.,} klein is. Beschouw nu eens het
i i .
lteratieproces.

v =0, v = max{r({f) +BP(f)v
£

6,e-1)r £ = Le2ean

Gemakkelijk kan nu worden aangetoond {vgl. bewijs stelling 4.1} dat

v Is 8%

Bt 'B,t-1

dat ook x{v
zoda ok max{ Bt

: - vB,t"l)(l) - min(v - v t_l)(l) + 0 als t + o,

B.t B

En voor een beslissingsregel ft die voldeet aan

v v

r(ft) + Bp(f 8,t-1 = 8.t

t

geldt ma (vgl. stelling 4.5 (ii) en 4.6)

ve  *BU-® min(vy ¢ = Vg ) (e S v (i s v,
. -1
Svg *t B(1 -8B} " max(v

B, gt~ Vp,e-t) (-

3
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Dus als t + = dan gaat het verschil tussen de onder- en bovengrens

voor v_ naar 0 zodat ook Eém)

8 een bijna optimale strategie wordt.

De L, {(f)- en de U_—-operator
|~ [~

Tot nu toe hebben we steeds gewerkt met de afbeeldingen r(f) + gP(f)v

en max r(f) + gp(f)v .
£

We zullen in deze paragraaf notaties invoeren voor deze afbeeldingen
en er enige eigenschappen voor bewijzen.

Definieer de operatoren L{f) en U op I@q door

LB(f)v = r{f) + Ep{f)v, v e IRN

UV = max(r(£) + BE(D)V} ,v e r’
b

Lemma 4.2. Zij v.w € ng dan geldt
(i) L (f)v - L {(flw £ Bmax (v ~w) (i}. e

(ii) L (f)v = L_{(f)w =2 Bmin (v - w) (i}. e
B B i
(iii)”LB(f)V - LB(f)Wﬂ < Blv = wi
{iv) vB(f(m}) is de unieke oplossing van LB(f)v = V.

Bewiijs. (i) - (iii) direct uit

L (flv - L (flw = BP(f) (v - w).

B g
(iv) vB(f(”)) = ¥ g"p™NE) r(B) = x(6) + gp(e) § 8" P (E)z(E)
=() n=0
= r(f) + sp(f)vB(f(”)).
pus vB{f(m)) voldoet aan LB(f)v = v,
De uniciteit volgt nu uit (iii) immers stel L _(f)v = v en L (flw = w

8 B
dan geldt met (iii) v - wll < g llv = wl dus v = w.

Lemma 4.3. Zij v,w ¢ nfq dan geldt

(1) UBV - UBW < B max{v — w) (i).e
i
{ii) Uv-Uwz 8 min(v - w) (i).e
B B i
(iii) [lUBv - UBwlI < Blv - Wl

Bewijs. 2ij fv en fw zodanig dat

L (fv)v =Uwvenl

8 8 B(fw)w = U _w. Dan geldt

B
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i

Uv -Uw r(fv) + BP(fv)v - [r(fw) + BP(fw)w]

1A

r(fv) + BP(fv)v - [r(fv) + BP(fv)wj

BP(f }(v - w) € B max(v - w) (i).e
v i

Het eerste ongelijkteken volgt uit het feit dat fw de uitdrukking
r{f) + BP(f)w maximaliseert zodat zeker r(va + BP(fv)w < r[fw) + BP(ﬁﬁ)w.
Analoocg geldt ook

Ugv - Ugw 2 r(f) + BR(£ )V - Er(fw) + BP(fw)wJ

= BP(fw) (v -w) 2B min (v - w) (i).e.
i
Bewering (iii) wvelgt nu door combinatie van (i) en (ii). g
Het bewijs van lemma 4.3 is feitelijk al eerder geleverd nl. in
het bewijs van stelling 4.2 (ii).
We zullen deze lemma's, vooral lemma 4.3, in het vervolg wvaak ge-

bruiken voor het afleiden van ongelijkheden.

4.7. Nog enkele resultaten

We hebben in stelling 4.1 gezien dat VB ¢ naar vB convergeert
I’

voor t » «, Maar als we vB willen benaderen met optima van eindig
staps problemen dan zou het wel eens veel verstandiger kunnem zijn om

niet v = 0 te kiezen (v heet restwaarde of eindopbrengst).

g,0 B.0
Gezien het feit dat VB aan de functicnaalvergelijking voldoet is
starten met een vB 0 in de buurt van vB wellicht beter. Dat ook in
r

dit geval de methode van successieve approximaties convergeert is
een gevolg van het volgende lemma.

. N
Lemma 4.4. 2ij w ¢ IR dan geldt

||UBw - vBEI < Bllw - vBII.

Bewijs. Direct met UBVB = vB {stelling 4.2 (i)) en lemma 4.3 (iii). O

Stelling 4.7. 2ij w € ﬂgq en wB & de rij successieve approximaties
’

r t=1'2'.|o (

=W, is dus de waarde

w w = U, w W
g,0 Bt B B,t-1 Bet
van het t-staps Markov beslissingsprobleem met eindopbrengst w)

dan geldt

W + v als t » =

B.t B
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Bewijs. Direct uit

"wﬁ,t - vl = llug Wo gy~ UgVpll < Blwg oy - vl

t

£ veee = B llw -vBII.

B.0

In de volgende paragraaf zullen we na n successieve approximaties
te hebben uitgevoerd vast een schatting willen hebben voor de
(n + m)-de approximatie. Daartoe geven we het volgende lemma.

Lemma 4.5. Zij v r £ = 0,1,...,n een rij successieve approximaties,

B,t
met niet noodzakelijk VB 0= 0, dan geldt
r
. m .
(i) vB,n+m < vB,n-l + (1 + B+...+ B) m?x(vB’n - VB,n-l) (i)
. o m+1 , _ .
(ii) vB,n+m+1 2 vB,n + (B+ ... + 8 ) m;.-n(vs'n VB,n—l) (i)

De formulering van dit lemma is alleen daarom asymmetrisch omdat

we het lemma in de volgende paragraaf juist in deze vorm nodig hebben.

Bewijs. We bewijzen alleen (i), het bewijs van (ii) gaat analoog.

{ } + I T

= (v - v v -V
vB,n+m B,n+m B,n+m-1 B,n+m=1 B,n+m-2

+ (v Y +

B.n B VBrn-l vB,n—l

Nu is

Ve,ntk ~ Vgontk-1 = Vg, n+k-1 T Yg'8,n+k-2
zodat ook met lemma 4.3 (i) geldt

} (@)

J (1) < B max(v

max (¥ ek ~ Vg, ntk-1 ;  Bintk-1 " VB, ntk-2

Herhaalde toepassing geeft dus

LS g5 max (v ) (i).e

-V
i g.n B,n-1

VB' n+k - VB, n+k_

Doocr elk van de termen in (4.9) zo af te schatten vinden we (i).
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4.8. Suboptimale akties

Tijdens het iteratie proces moeten we in elke iteratieslag en

in elke toestand een maximalisatie van de volgende vorm uitvoeren

. k .
max {r(i,k) + g } p,, v(i)}
+ Tij
k 3
Als het aantal toestanden wat groot wordt dan wordt ook het bepalen

van L P?j v(j) kostbaar. Het zou dan heel plezierig zijn al van te
J

voren te weten dat een aantal akties toch een slecht resultaat
geven zodat die bij het bepalen van het maximum buiten beschouwing
gelaten kunnen worden.

In deze paragraaf geven we tweemethoden om deze onvoordelige acties,

suboptimale acties te elimineren.

Opdat een actie k in de (n+m+1)- de iteratieslag optimaal is in
toestand i moet gelden

r(i,k) + 8 ) plj‘_ (i)

J

3 vs,n+m(3) = Vg, n+mtt

Dus als we al weten dat

(4.10) . . r(i,k) + 87} p]: (3) (i)

3 < vB,n+m+1

3 VB,n+m

dan kunnen we actie k bij het bepalen van

max{r{i,k) + 8 ) pt (3)}

; v +m
k j 3 B/

buiten beschouwing laten.

Nu kennen we in ieder geval v niet van te voren.
g ,n+m+1
Maar als voor een bovengrens v voor v en een ondergrens
B, ntm R,n+m

-EB,n+m+1 voor vB,n+m+1 geldt

(4.11) r(i,k) + B8 ) p];j Vo nem

J

3 < .
(3) < Yo nemer

dan geldt zeker ook ongelijkheid (4.10) zodat k suboptimaal is in
toestand’ i in iteratieslag n + m + 1.

Definiéren we voor een vector v ¢ Efq het span dcor

sp(v) = max v(i} - min v{i)
i i
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dan krijgen we het volgende resultaat
Stelling 4.8. (suboptimaliteitstest)

. - k .
Als vy (i) - r(4,K) - 8 Zpij Vg ey (

dan is actie k suboptimaal in stap n + m + 1 in toestand i.

m+1
) > (BR+ ... + B ) SP(VB,n - vB,n—l)

Bewijs. We hebben gezien dat k suboptimaal is als (4.11) geldt. Sub-
stitueren we nu in (4.11) de onder en bovengrenzen uit lemma 4.5

dan krijgen we

r(i,k) + 8} pij

. m+1 .
L vB,n—l(J) + {(B+ ...+ 8 ) mix(vs,n - Vs,n-l) (i)
. m+1 . _ .
_< Vs,n(l) + (B + ... + B )] m;n (vB'n VB,n-l) (i)
ofwel
v, (i) - x(i,k) -~ B} pi v () > (B 4.t 8% spv, - v )
B:n ! 3 ij B.n—1 J T P B.,n B,n-1
waarmee de stelling is bewezen. 0

Dus als we na de berekening van v
k Bln

(i) - z(i,k) -~ B L p,, Vv (3) bepalen dan kunnen we door dit
5 713 B,n~1

{i) nog de verschillen

v
Brn

te vergelijken met sp(v 1) inzien of actie k in een of

-v
Ben Ben—
meer van de komende iteratiestappen suboptimaal is, en dus geélimi-

neerd kan worden.

Stelling 4.9. Als

(4.12) @) = xtg - 8 ] B () > 81 - ;) spiv

v v -v

g B,n-1 gn~ Vg,n-t!
dan is k niet alleen suboptimaal in toestand i in alle volgende
iteratieslagen maar geldt ook als f£(i) =k

vie™) 1) < vg(i) .

Dus een stationaire strategie £ met £{i) = k is niet optimaal

in het «-horizon probleem.

Bewijs. Opdat een stationaire strategie £ optimaal is jin het
w-horizon probleem is het niet alleen voldoende dat £ wvoldoet aan
de functionaalvergelijking (stelling 4.3) het is ook nodig. (ga
zelf na, vgl. bewijs van stelling 4.3, en stelling 4.5). Dus als

voor conder-—en bovengrenzen‘yq_B en v voor VB geldt

B

(4.13)  r(ik) +8 3 p:j V) < yg ()
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dan is k suboptimzal. Door nu in lemma 4.5 m naar « te laten gaan

vinden we de grenzen

-1 . -1 _ .
vB’n+ B(1-B} min(vﬁrn vh,n-l)(l)'eSvstS,n—1+(1 B) 1:;1c-’a.x(vﬁ’n vB’nﬁl)(l).e
Invullen van deze grenzen in (4.13) geeft nu (4.12). 00

Bij de suboptimaliteitstest uit stelling 4.8 beslissen we steeds
van te voren voor hoeveel iteratieslagen de actie ge&limineerd
wordt. Het gebruik van andere grenzen leidt tot een andere test
waarbij per keer bekeken wordt of een actie ge@limineerd kan worden
(blijven).

Stelling 4.10. Als

m
: k .
(4.14) v (1) - z(d,k) - B Y Py vs,n—1(3) >8 ) splv

)
Bs j 1=0

g,n+l '8, n+l-1

dan is actie k suboptimaal in stap n + m + 1 in toestand i.
Bewijs. Als we in de uitdrukking (4.9} voor VB,n+m de termen

- met aximale com t
vB,n+k vB,n+k—1 naar boven afschatten met hun m e ponen

dan krijgen we als bovengrens voor vB,n+m:
- m
Vg,ntm ~ Vg,n-1 T 220 max Ve, neg ~ Vg,neg-) (D00

schatten we in

(v Yo+ (

Ve, ntmrl Vg, némtl ~ VB,n+m Vg, n+m v8,n+m—1)

+ ... + v ) + v

Ve,n+1 = Vg,n B,n

naay beneden af met B min(v J(4)

de termen v

B,n+i+1 _ VB,n+d g, n+e VR, n+e-1

dan vinden we ondergrens voor v
als g B, n+u+1

m
B } min(v ) (i) .e

-V
220 B.,n+l B,n+l-1

'!B,n+m+1 = v&

Substitutie van deze onder~ en bovengrenzen in {(4.11} geeft dan
(4.14). 0

Hoe passen we nu deze suboptimaliteitstest toe?
Definieer ¢{0,i,k,n):= Ve o (it - xlik} - B ) pt (3
’ 3

Om te zien of k suboptimaal is in stap n + ! beschouwen we

j vsrn_i

¢(l,i,k,n):= g9(0,1i,k,n) - 8 Sp(VB ). Is @{1,i,k,n}) > 0O
¥

n_ vB,n-l
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dan is k suboptimaal in stap n + 1. Vervolgens bepalen we VB n+l®
r

Beschouw nu ¢(2,i,k,n):= ¢(1,i,k,n} - B sp(v ). Is

g,n+tl1 ~ 'B,n
p(2,i,k,n}) > 0 dan is k ook suboptimaal in stap n + 2. Etc.

Als op zeker moment ¢ (l,i,k,n} £ 0 wordt, dan nemen we actie k

bij de bepaling van vn+l(i) weer in beschouwing. Daarna bepalen we

weer ¢(0,i,k,n+l).

Deze test kost natuurlijk iets meer werk. Dat zal alleen dan

lonend zijn als sp(v ) echt sneller afneemt dan met

B.n+l ~ VB, n+l-1
de factor B.

Dat dit soms inderdaad het geval is wordt in het volgende vocrbeeld
aangetooend.

Voorbeeld 4.1.

Laat op zeker moment beslissingsregel £ twee keer achtereen een

maximalisator zijn. D.w.Z.

LgE0¥ n1 = Yg¥%,n1 = Yg,n ' "
Lgt8Ve n = Yg¥e,n = Vg, n+1"
En zij
1/3 2/3
3/4 1/4
Dan geldt
sp(vB’n+1 - VB'n) = gp(r({f) + BP(f)VB,n - r(f) - B P(f)vB,n-l)

it

Bsp(P (L) (v ¥)

B,n - van-l

splitsen we nu P{f) in twee matrices Q(f) en R(f} alsvolgt
t/3 14 0 5/12
+ R{(f) =
1/3 1/4 /12 0

Dan geldt dus

)

Q(f)

splv

g,n+l - vB,n

) = BSP(Q(f)(VB'n - vB,n—l) + R(f) (VB;H - vB,n—l))

Cmdat Q(f) (v } een constante vector kan die bij de be-

-V
f.n Byn~-1
paling van het span worden weggelaten, zodat we vinden:




4.9,

- 25 -

v, ) = Bsp(R(f) (v

SP(VB,n+1 - B,n

8,0 " vB,n—l)) = 5/128 splv

De policy iteration methode

g,n” Vg,n-1!

In de voorgaande paragrafen hebben we gezien hoe we de waarde van

het =-staps probleem konden benaderen met de waarde van een eindig

staps probleem, met de verfijningen zoals betere grenzen, bijna

optimale stationaire strategie&n en suboptimaliteitstesten.
In deze paragraaf willen we een heel andere methode bekijken.

Een methode van het type strategieverbetering.

(oo
0
Dan voldoet vB(f

Laat £ een willekeurige stationaire strategie zijn.

(=)

0 )} aan

()
VB(f0 }

- o0 n
] 6MRRE) xigy) =xif) + 8 R(E) | 67e
n=0 n=0

()
r(fo) + B P(fo) vB(f0

).

Dit is een eenduidig oplosbaar stelsel van N vergelijkingen me
onbekenden, 1 voor elke toestand. Bepaal nu vB(fém)) door dit
(=

stelsel op te lossen. We kunnen nu proberen de strategie f

0

Zij f1 zodanig dat

£(£) + BR(E) v (£) = max {x(D) + @ (B)v_(£{7)}

1 B § B0 £ g 0
Dan geldt voor zekere § € ngi, § =20
r(£.) + 8B(E v (£ = x(g) + ge(EIv, (£) + 8 = v, £\
1 1870 0 0" B0 B0

Vervolgens kunnen we weer VB(f;w)) bepalen.

Dat dit leidt tot een zinvol algorithme blijkt uit de volgende
stelling

Stelling 4.11.
(=), ()
Als L{fl)vs(f0 )= UBvB(f0

y= v, (£ + 6 (5 2 0) dan

B

hav el

()
8 o '

(e s n_n
v (£g ) + nzo BT PT(£))8 2 v Uf

_ . {0}
En als § = 0 dan is fo

(=), _
geldt dus VB(f0 ) = vB.

n
(fo) r(fo)

tN

te verbeteren.

) + 6

een optimale stationaire strategie en
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Bewijs.
@), _ _ T gt D =), 5
vglf, ') = I 6%e M) pE) = §O8T PNENDvg (e + 8 - ep(e, )
n=0 n=0
( n . .
= vglfy ) + E g" P(£,)8 (vgl. bewijs stelling 4.3)
n=0
Dus VB(f( )) B(fé )) en f{w) is alleen dan niet echt beter dan
(m) als § = 0.

Maar § = 0 betekent Uﬂvﬁ(fé )) = vs(fé )) dus vs(f( )) voldoet aan
de functionaalvergelijking (4.7) die de unieke oplossing vB heeft.
Dus v (f( )) = vB en fém) is een optimale stationaire strategie.

Er zijn maar eindig veel toestanden (N) en maar eindig wveel bhe-

slissingen per toestand {K.} dus er zijn maar eindig veel statio-

naire strategieén (K Y. Zogat uit stelling 4.11 volgt dat we na
eindig veel strategleverbeterlngen (hoogstens KO -1) de waarde en
een optimale strategie 2zullen vinden.

In het algemeen zal het aantal benodigde iteratie weel lager zijn
dat Kg - 1. Meestal zal dit aantal ook zelfs aanzienlijk lager zijn
dat het aantal iteratieslagen dat bij successieve approximaties
nodig is om een redelijke nauwkeurigheid te bereiken. Het nadeel
van deze methode is dat er in iedere slag een stelsel van N ver-

(w)) te

gelijkingen met N onbekenden mcet worden opgelost om vB(f
bepalen. Als N groot woxdt, wordt dit kostbaar of zelfs onuitvoer-
baar. In praktijkprcblemen waar N al gauw wat groter is heeft
daarom meestal de methode van de successieve approximaties (met
nog wat extra verfijningen die we hier niet hebben bekeken) de

voorkeur.

Formulering van het verdisconteerde Markov beslissingsprobleem

als linear programmeringsprobleem

We zullen in deze paragraaf laten zien dat we het verdisconteerde
Markov beslissingsprobleem ook als lineair programmeringsprobleem
kunnen formuleren.

Oplossen van het Markov beslissingsprobleem met verdiscontering

houdt in het bepalen van een strategie s die de uitdrukking

v, (s) = E I B" x{X .B)
g ® n=0

maximaliseert.

B

(=)
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Met behulp van

(4.15) B r(x ,B) = iik P (X =i, B =k r(ik)

kunnen we (4.1) als volgt herschrijven

(4.16)  vg(s) = ] 8" I Px =1, B =k r(ik

Laat nu w(0) een gegeven startvector zijn

{0} .'—- (m, (0)yeenym (0))

met ni(O) de k:ns dat het beslissingsproces in toestand i start.
En definieer ni(n) als de kans dat gegeven de beginverdeling

7{0) het proces bij het toepassen van strategie s op tijdstip n
in i zit en daar beslissing k wordt genomen.

Notatie:

(4.17) ﬂ:(n) = P (X =4i, B_ =k}

7{0},s "n n

Gegeven de startverdeling w(0) is het probleem dus de volgende

uitdrukking te maximaliseren:

o

(4.18) 7" ¥ ofm) xk)
n=0 ik

Waarbij in ieder geval moet gelden

(4.19)  § 75(0) = 7w, (0), w(0) = 0
k

, k .
Maar ook ten aanzien van de wi(n) zijn er een aantal voorwaarden.

Deze volgen uit

o _ R

(4,200 B0 (X =3) = i{g Poo),s Ko = 1r By = Wb,
en

(4.21) P x_ .. =

7(0),s n+l 1) = E E>w(0),s (xn+1 = 3. Bn+1 = k)

Bij gegeven beginverdeling 7(0) leiden (4.20) en (4.21) tot

de volgende vergelijkingen
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1

L 2
] mimpy, .n=0l,....
k it J

We zien dus dat de bij een strategie s behorende collectie

{ﬁ:(n)} een toegelaten oplossing is van het onderstaande lp.

probleem.
T k
max g% I ok
k n=0 ik
{ﬂi(n)}i,k,n

onder de voorwaarden

E ﬂt(O) =71.(0), ie1

T o%m+t) = 3 7fm) pY. L deI,keK nz0
J ; i ij
k i,k

w?(n) >0 jeI, kekK nz0.

Opdat 1lp- probleem I ook equivalent is met het oorspronkelijke

probleem, het maximaliseren wvan (4 18), is het voldoende dat er

bij elke toegelaten oplossing {n {n) } ook een strategie s bestaat

die deze ﬂ {n} oplevert. Er is zelfs al een gemengde Markov
strategie dle de gewenste L (n) geeft, namelijk de strategie

5 = (so,s re++) met s gedeflnleerd door

i

ng(n) >0
i

k k
ﬂi(n) / ik ni(n) als zk
sn(i,k) =

willekeurig als zk ﬁi(n) = 0.

Nu heeft probleem I nog aftelbaar veel variabelen en aftelbaar

veel beperkingen. Om probleem I in een meer geschikte vorm, met

eindig

veel variabelen en eindig veel beperkingen te brengen kunnen:we de

volgende variabelentransformatie uitvoeren

{4.23) xt E g" L (n)

n=0

Ook voor de xt kunnen we een vergelijking afleiden.

- . ’ +1
Namelijk vermenigvuldigen we (4.22) met Bn en sommeren we over n

dan vinden we
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oo [+ -]
¥ gty 7 (a+1) ¥ gt g n:(n) pi.
n=0 k n=0 i,4 J

ofwel na verwisseling van de sommatie volgorde

E g" wf(n)

7T OB e = 7 spt,
J n=0

k n=0

Hetgeen we met (4.23) kunnen herleiden tot

k k £ £
- O =
E(xj nj( )) igm Bpij x

ofwel

k L 2
4.24 .= ' . = T.(0
(4.24) E % sigﬁ Pyy Xy = T4(0)

Uit lp. probleem I vinden we zo dus met de transformatie (4.23)

een tweede lp. probleem:

max E x% r(i,k)
\ i
{xk} ik
i°1i,k

11 < onder de voorwaarden

k £ 2 .
E x, ~ B z Py X = m.(0), Jel
x i I J

x.20 ,1ieI, kekKk

De voorwaarden bi]j probleem II zijn zwakker dan de voorwaarden

bij probleem I. Dat toch probleem II een geschikte vertaling van

het oorspronkelijke probleem is blijkt uit het volgende:

Een basisoplossing van probleem II heeft precies N niet-nul
variabelen. Beschouw nu eens een basisoplessing {xt}i'k. En stel eens
dat voor zekere i

kl k2
X, > 0, X, > 0 en k1 # k2

Dan moet er een j zijn met x? = 0 voor alle k.
Maar volgens (4.24) geldt Ekxg = nj(O).

We hebben dus het volgende lemma
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Lemma 4.6. Als {xt}i . een basisoplossing is van probleem II
r
en als ﬂi(O) > 0 voor alle i dan is er bij elke i precies é&én
k,
k., waarvoor x.l > 0.
i i

K

Dus van de ccollecties xi,...,xi0 komt steeds precies &&n variabele

in de basis woor. Gevolg hiervan is dat {als alle ni(O) > 0)
basisoplossingen alleen kunnen corresponderen met staticnaire
strategieén. Resteert nog de vraag of elke basisoplossing corres-
pondeert met een (noodzakelijkerwijs unieke) stationaire strategie
(het omgekeerde volgt direct uit de wijze waarop probleem II is
afgeleid).

Lemma 4.7. Als ni(O) > 0 voor alle i dan correspondeert met elke
basisoplossing van probleem II precies één stationaire strategie

en omgekeerd.

k(i k(N
_:_‘_1( )'.”'1:'N (W)
zijn dan voldeoet x aan (4.24), dus

) een basisoplossing van II

Bewijs. Laat X = {

x(I - Bp(k)) = 7(0)

() actie k(i) in

En beschouwen we de stationaire strategie k
toestand i, i € I). Dan volgen via (4.17) en (4.23) de bijbehorende
xt. Natuurlijk x: = 0 als k # k{i) en verder voldoet

xk(i) k (N}

= 1 ,...,xN

} weer aan (4.24)
x(I - gP(k)) = w(0}

Nu is (I ~ BP) regulier,dus de oplossing van y{(I - BP) = w(0) is

uniek, zodat x = x.

Dus er is precies een basisoplossing (yf(lj,...,yg(N)) en die is
juist gelijk aan de bij de stationaire strategie k(m) behorende
(xk(l) k(N))

1 'coopr

We weten nu dat extreme punten wvan het toegelaten gebied van II
corresponderen met stationaire strategieén. Het is cok bekend dat
het optimum van een lp probleem in een extreem punt wordt aange-
nomen. Dus, hoewel de beperkingen wvan probleem II zwakker zijn

dan de beperkingen bij I, zijn de extrema gelijk.

We kunnen dus de waarde en een optimale stationaire strategie

voor het Markov beslissingsprobleem bepalen door het lp. probleem II
op te lossen. Hiermee is dus opnieuw aangetoond dat er een optimale

stationaire strategie bestaat.
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4.11 Relatie tussen lineaire programmering en policy iteration

We zullen in deze paragraaf laten zien dat er een grote overeenkomst
is tussen het lp. probleem II en de policy iteration methode.

We Kunnen voor lp. probleem II het volgende starttableau opstellen.

X K K
Xl xz ® 0 x1 x 0 .ae Kl PP X, 0
1 1 cTT 1 2 T N
K K K
1 2 0 1 0 1 - 0 o
1 - Bp“ 1 - Bpll ar 1 - Bp11 - 6921 - Bp21 Ble BpNl "1‘ }
K K K
1 2 0 1 0 _ el _ 0
_ 5_p12 - 8912 - - Bp12 1 - 8922 eea 1 = ﬂ922 ces B?NZ P B.pnz 1'r2(0)
‘ % : % : % :
i 2 a 1 o} 1 0 *
- - - - - vee 1 - cee 1 - 0
i Bogy e BB BPoy =- By ! - Bogy 1~ Bpygy | ™0
r(l,1) (1,2} .. r(1,KO) r{2,1) «»- r(Z.Ko) rer riN:s1) .- r(N:KO)

De grondgedachte van de simplexmethode is het vervangen van basis-

oplogsingen door betere basisoplossingen tot dit niet langer kan.

De laatst gevonden basisoplossing is dan optimaal.

Bij de simplexmethode vervangen we in iedere slag slechts é&&n van

de basisvariabelen. We weten hier dat steeds &&n van de variabelen
K

xi....xio in de basis zal zitten (n(0) > 0) en we kunnen dus proberen

meerdere variabelen uit de basis tegelijk te vervangen.

Beschouw eens een willekeurige basisoplossing (xT(i),...,xE(N)). Cm

te onderzoeken of deze basisoplossing optimaal is, bepalen we een

vector van veegconstanten v = (vl,...,vN), zodat, als we de vergelijkingen
van het tableau met deze veegconstanten vermenigvuldigen en vervolgens

van de laatste rij aftrekken, we juist op de plaatsen r{i,k(i)), i ¢ I,

nullen krijgen.

k(1) k(1) k{1l) _
vl(l - 3p11 y o+ V2£—Bp12 y + ... + VN( - 'BPJN ) = r{l,k{1)) =0
{4.25) . \
© k(N k(N k
Vit = BB ) b v (-BE) + e 4 v (1 = BEEY) - ravk ) = O

Merk op dat de vector van veegconstanten v die aan (4.25) voldeet
uniek is. Immers v voldoet aan (I - RP(k))v = r(k) welk stelsel de

unieke oplossing VB(k(w)} heeft.
k(1) k (N)

De vraag of de basisoplossing (x1 reresXy

nu eenvoudig te beantwoorden. Immers de basisoplossing is optimaal

) optimaal is, is

als er na het vegen in de laatste rij geen negatieve elementen
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meer voorkomen dus als

{=) (=)

y - v (i,k

8 y =2 8(i.k)

(4.26) x(i,k) + B Zj ptj vB(j,k

voor alle k € K en i € I kleiner of gelijk aan nul is.
Als voor sommige i en k nog geldt §(i,k) > O dan kunnen we een betere
basisoplossing bepalen, b.v. de basis (xf(l),...,x;(n)} met k(i)

zodanig dat

k(i) = k(i) als max &(i,k) = 0 (8§(i,k(i)) = 0)
x

K(i) is maximalisator van &(i,k) als max &§(i,k) > O.
X

Definidren we § ¢ nfq door

§{i) = max 6(i,k) 1 eI
k

dan kunnen we het voorgaande als volgt samenvatten

(o)

(i) de stationaire strategie k ofwel de basisoplossing
(xt(i),...,xg(n)) is optimaal als & = 0
(ii) de strategie k(m) kan worden verbeterd tot ﬂ(m)
{de basisoplossing xT(l),...,x;(N) kan worden verbeterd tot
k(1) kv
x1 ,...,xN } met
~ ~ (@), _ ()
r(k) + BP(k) VB(k ) = vB(k ) + 8

als § # 0 (altijd ¢é = 0)

Vergelijken we dit resultaat met paragraaf 4.9, in het bijzonder
stelling 4.11., dan zien we dat bovenstaande methode om het lineaire
programmeringsprobleem II op te lossen precies overeenkomt met de

policy iteration methode.
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5. Markov beslissingsproblemen met oneindige tijdshorizon met als

criterium gemiddelde opbrengst per tijdseenheid

5.1 Inleiding

In hoofdstuk 4 hebben we een verdisconteringsfactor ingevoerd, omdat
in het beslissingsprobleem met oneindige tijdshorizon de totale ver-
wachte opbrengst in het algemeen niet eindig of niet gedefinieerd
is. Daarmee Kkregen we een geschikte criteriumfunctie om strategie&n
te vergelijken.

Een andere mogelijke criteriumfunctie is de gemiddelde verwachte
opbrengst per tijdseenheid.

Definitie 5.1. Zij s een willekeurige strategie en v een willekeurige

] n A
vector in IR dan definiéren we de vector Vn(s,v) door

n-1
(5.1) V (s,v):i= B [ ) r(x
n =3

LAY + v(x ).
£=0 t n

t

Dus Vn(s,v) is de totale verwachte opbrengst bij gebruik wvan strategie s
in het n-staps beslissingsprobleem met eindopbrengst v.

Definitie 5.2. Zij s een willekeurige strategie dan definiéren we

g(s}, de gemiddelde opbrengst per tijdseenheid onder strategie s, door

{5.2) g(s) = liminf nly (2,0) .
n-se n

In de definitie (5.2) kan in plaats wvan liminf ook limsup genomen
worden.
We zijn nu in eersteinstantie geinteresseerd in het bepalen van een

strategie s die vector g(s) maximaliseert.

5.2 Stationaire strategie@n

In het algemeen geldt dat er al een stationaire strategie is die
g(s} maximaliseert. We zullen dit voor een speciaal geval nog bewijzen.

Laten we daarom eerst de stationaire strategieén wat nauwkeuriger bekijken.

(=)

o0
Voor een stationaire strategie f( ) kunnen we Vh(f (V) herschriijven

in de vorm
n?l e n

V) o= 2 P (f) r(f) + P (f)v
t=0

()
(5.3) Vn(f

(o)

Schrijven we verder g(f) in plaats van g{f ') dan geldt dus
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-1 ncl t *
g(f) = liminf n = ) P (£)r(f) = P (£}r(f)

o £=0
met
n-1
p¥(f):= Limn » § pS(s).
noe t=0

We weten dat per recurrente klasse van P(f) de rijen van ﬁk(f)
gelijk zijn dus ook dat g(f) per klasse van P(f} constant is. In
het geval van meerdere klassen zal g(f} in het algemeen geen
constante vector zijn. Voor een transiente toestand i zal in dat
geval g(f} (i} een gewogen som van de g-waarden op de verschillende
klassen zijn met  wegingsfactoren gelijk aan de kansen om uit-
eindelijk in de verschillende recurrente klassen terecht te komen.
We zullen ong in het verwvolg beperken tot beslissingsproblemen
waarin de bij de verschillende stationaire strategieé&n behorende
Markov ketens steeds aperiodieX zijn. In paragraaf 5.3 zal worden
aangetoond dat dit geen wezenlijke beperking is.
Gevolg:

P (£) = lim P"(£)

nre

Verder zegt stelling 2.26.4 in Stochastische Processen I dat de
convergentie van Pn(f) naar P*(f) geometrisch verloopt. COmdat ook
de verblijfduur in transiente toestanden exponentieel begrensd is
geldt er

Lemma 5.1. Als de bij P(f) behorende Markov keten aperiodiek is,
dan bestaan er getallen b en ¢ £ p < 1 zodat voor alle i,j en n

an(f)ij - P*(f)ijl < bp".

We bewijzen dit lemma hier niet.

(=)

Beschouw nu Vn(f 0}z

n-1
} pSeree
£=0

v (£ ,0)
n

n

n-1 * n-l t *
Y P (D) + § (P - P (£))x(D)
t=0 =0

(5.4)
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n-1 ¢ «
= ng(£) + ) (P (E) = P (£))x(f)
£=0
Definiéren we
n-1 € "
(5.5) vin,£l:= } (P (£) - P (£))r(f)
t=0

dan volgt uit lemma 5.1 dat

lim v(n,f) bestaat
N

Definieer nog

{5.0) v(f) = 1lim v(n,f)

T

Dan geldt de wvolgende stelling:

Stelling 5.1

{i). P(f)gl(f) = g(£f)
(11) r(£) + P(E)V(E) = v(E) + g(f)
(iii) P (E)V(E) = 0

Bewijs. Uit
(o)

Vt (f 0) =t g(f) + v(t,f) « £t = n,ntl
en
v . 0 = e +p8) v ,0
n+l ' n !
volgts
(5.7) r(£) + P(£) (ng(f) + v(n,£)) = (n + 1)g(f) + v(n + 1,£)

Delen we links en rechts door n dan volgt met n + o«

P{f)g(£f) = g(f)

(Dit is ook direct in te zien met g(f) = P*(f)r(f) en
P(E)P (£) = PT(£)).

Hiermee kunnen we (5.7) reduceren tot

r{f) + P(f)v(n,f) = g(f} + v(n + 1,£)

Met (5.6) en n > « volgt hieruit bewering (ii)

De laatste bewering volgt door v(n,f) voor te vermenigvuldigen
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*
met P {£):
* * n-1 t *
P (f)v(n,E) =P (£) ) (P (f) = P (£))r(f)
t=0

zodat met
P (E)P(E) = P () en P {E)B (£) = P (£) volgt
p*(5) @) - Y = p¥(Ept(e) -~ BT =
% t-1 * * *
=B () P () - BY(E) = ... =P () ~ P (f) =0
Dus |
i P (E)vin,£) = 0

Met (5.6) en n -+ = volgt nu ook (iii}. 0

Er geldt bovendien dat het stelsel uit stelling 5.1 uniek oplosbaar is.
Stelling 5.2 Het stelsel

(1) P(flg =g

(1) r(f) +P(flv=v + g

(14i) P (£)v = 0

heeft de unieke oplossing (g,v} = {(g(f).,v(£f)).
Bewijs. Vermenigvuldigen we (ii) met P*(f) dan volgt met
pY () p(E) = (D)
P* () x(f) = P (D)g
Verder volgt uit (i) dat Pn(f)g = g voor alle n, dus ock

P*(f)g =g

zodat
P (E)r(f) =g

Maar P (£)r(f) = g(f) dus g = g(£f)
Laat vervolgens (g(f},vi) en (g(f),vz) twee oplossingen wvan het

stelsel zijn, dan geldt dus

r(f) + P(f}v1

v1 + g(f)

vy, ¥ g (£)

N

en r(f) + P(f)v2

Trekken we deze laatste twee vergelijkingen van elkaar af dan

vinden we




5.3

P(f) (v1 -v. ) = {v, - v,.))

2 1 2
*
Dus ook weer P (f) (v1 - v2) = (v:L - vz).
Maaxr P*(f}vl = P*(f)v2 = 0 dus v1 = v2 = v{f), waarmee het bewijs
is voltooid. g

Opmerking. In het geval dat P(f) periodiek is zal de rij
v(n,£) uit (5.5) niet convergeren. Wel convergeert

n—
n E v(t,f)
t=0

Met v(f):= lim n*l 2223 v(t,f) geldt dan opnieuw stelling 5.1.
e a
Ook stelling 5.2 geldt weer.

De apericdiciteitstransformatie

Zoals in de vorige paragraaf is opgemerkt is de beperking tot uit-
sluitend aperiodieke ketens geen wezenlijke beperking.
We zullen dat hiexr aantonen.

Beschouw eens de volgende data transformatie,0 < a < 1

r(i,k) = r(i,k)

~k

k
- -+ 1-—
Pij uéij ( a)pij

zodat wvoor alle f
T(E) = r(f) en B(£) =aIl + (1 - o) P(£)

Het is duidelijk dat deze transformatie opnieuw een Markov beslissings-
probleen geeft (de matrices s(f) zijn weer stochastisch) en dat alle
Markov matrices P(£) aperiodiek worden, immers ;?i z a » 0 voor alle

i en k.

Het getransformeerde probleem is ook equivalent met het oorspronkelijke
probleem.

Stelling 5.3. Voor de oplossing a(f), ;(f) van het stelsel

(1)  P(flg =g

(i) T(f) +P(Elv=v + g

(1ii) B (£)v = 0

geldt E(f) = g(f) en v(E) = (1 - u)_lv(f).
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Bewijs. De oplossing van bovenstaand stelsel is volgens stelling 5.2
uniek, dus we hoeven slechts te controleren of de oplossing

(g(£), (1 - a)~! v(£)) voldoet. Met stelling 5.1 volgts

(1) B(£)g(E) = ag(f) + (1 - a)P(£)g(f) = g(f)

(i1) Z(6) +BE U - ) L v(g) = () +all - 0L v(E) + AV =

= v(f) + g(f) + a(l - m}—l v(f) = (1 - a)“lv(f) + g(f).

Om (iii) te bewijzen is het voldoende aan te tonen dat S*(f) = P*(f).
Uit P(E)P (£) = [aI + (1 - a)P(£) 1P (£) = P (£) volgt ook

BX ()P (£) = PT(£)

Maar ook B* (£)P(£) = B (1 - o) 1(P - a1) = B*(£) zodat

PY e (e) = BU(H).

Dus P (£) = B (£). 0

5.4 Relatie gemiddelde opbrengst - verdisconteerde opbrengst

Met behulp van stelling 5:1 krijgen we nu een mooie relatie tussen de coplos-

sing g({£f),v(f) en de totale verwachte verdisconteerde opbrengst v (f(w)).

B

Y g™ () r(s)
n=0

(=)

v (£

8 )

T 8%pME) [vif) + g(f) - PEIV(E)]
n=0

)]

1

(5.8) (1 - gy~

g(f) + J B PHE[V(E) - BR(E)VI(E) +
n=0

- {1 - BP(£YV(E)]

L -8 "tg) +vie - -8 1 s ove.
n=0

+
omdat P*(£)v(£) geometrisch naar O gaat, is IB"P"T1(£)v(£f) uniform

op 0 £ B £ 1 hegrensd. Dus we krijgen de relatie

vl£) = (1 - B) " lg(£) + v(E) + 01 -B) , B4 1.

5.5 Successieve approximatie

Evenals in het verdisconteerde geval kunnen we cok nu weer proberen
net de methode van de successieve approximaties een (bijna) gemiddeld
optimale strategie te bepalen.

Allereerst geven we het volgende equivalent van stelling 4.5.

Stelling 5.4
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[".M‘ e
b sl
{1} Als u 2 r(f) + P{f)w dan ' "“:fi:m} Fm‘;iﬂ,‘keet
" ‘:JL Bl avap ;
g(f) = max({u - w){i).e T

i
(ii) Als u = r(f) + P(f)w dan

g(f) 2 min(u - w)(i).e
i
Bawijs.
(1) Uit r{f) s u - P(filw volgt na vermenigvuldiging met P*(f)

g(f) = P {EHL(E) < P¥(E) (u - w)

Dus met u - w s max (u - w) {i).e en P*(f)e =g
i

g(f) < max (u - w} (i).e
i

(1i) Analoog met u - w 2 min (u - w) {i).e a
i
Een gevolg van deze stelling is

Stelling 5.5

Als u = max {r(f) + P(f)w} dan geldt voor alle strategieén s
£

g(s) £ max (u - w)(i).e
i

Bewijs. Zij s een willekeurige strategie. Beschouw nu het iteratie-

proces

vn = m:x {r{f) + P(f}vn_l} ' vo = w (dus v1 = u)

Dan geldt volgens stelling 3.2

VT(s,w) < VT

Ock geldt

VT € Tmax {u -~ w)(i).e + w

v, < Vv,_+ m?x (vl - Vol(i)e

zodat
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v, = max{x(f) + P(f)vl} < max{r(f) + P(f) (v. + max(v, -~ v.){i).e)}
£ f 0 i 1 0
= max{r(f) + P(f)vo}-i-mrf\x(v1 - vo)(i).e
i i
< VO + 2 mzx(v1 - vo)(i).e
etc.

Verder |VT(s,w) - VT(s,0)| < livlle.

Dus

g(s) = liminf T"lvT(s,O) = 1liminf T_lvT(s,w)

T+ T

A

limingf T_lvT < max (u - w) (1) .e.
T i
We kunnen de resultaten wvan stellingen 5.4 en 5.5 combineren.

Gevolg. Als u = max{r(f) + P(f)w} = r(h) + P(h)w dan geldt
£

(5.9) min{u - w) (i).e < g(h) < max g(s) < max(u - w) (i).e
i 5 i

Merk op dat we max g(s) schrijven terwijl we feitelijk sup g(s)
s s
moeten schrijven. Maar zoals al eerder opgemerkt wordt dit supremum

ook aangenomen (door een stationaire strategie).
De in bovenstaand gevolg gegeven grenzen zullen in het algemeen
weinig waarde hebben tenzij we een iteratieproces v kunnen

aangeven waarbij het sp(vn - v, ) (het verschil tussen de maximale

-1
en de minimale component van vn - Vn-l) klein wordt.

Dit zal zeker niet mogelijk zijn als max g(s) geen constante vector
s
*
is, wat het geval is als een optimale stationaire strategie f

meerdere recurrente ketens met verschillende waarden heeft. Ook
periodiciteit zal de convergentie van sp(vn - vn-l) kunnen verstoren.

Voorbeeld 5.1. Beschouw het beslissingsprobleem met twee toestanden

en in elke toestand maar een actie. Er is dan maar een strategie,

zeg £. Zij verder r(f) = (2,0)T, P(f} = (? é).
Met v = (0 0)T volgt dan v = (n n)T v = (n + 2 n)T
0 ’ gt <¢an Yon R Vontt .

Zodat sp(vn+ - vn) = 2 voor alle n.

1
Wel convergeert sP(vn - vn_l) naar nul als max g(s) constant is en

s
alle ketens aperiodiek zijn. We bewijzen dit hier voor een bijzonder
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geval.

Laat {vn} een rij successieve approximaties zijn met

1]

Yo

v
n

v , v willekeurig

}.

max{x({£) + P(f)vn

£ -1

Dan geldt de volgende stelling. (A 2 Oc-t(A)ij z 0 voor alle i en j).
Stelling 5.6. Als er een matrix A 2 0 bestaat met gelijke rijen
en A # 0 (dan heeft A dus tenminste één strict positieve, constante,

kolom) zodanig dat P(f} - A 2 0 voor alle £ dan geldt:
splv -v ) < (1 - p)n sp(v, ~ v.)
n+l n 1 0

met p gelijk aan de rijsom van A.

In dit geval heeft P(f) slechts een recurrente keten, immers een toe-
stand j waarvoor (A)ij > 0 voor alle i is uit elke toestand bereik-

baar. Dan is dus ook g(f) constant (evenals max gi{s)).
s

Bewijs. Laat ft en ft+1 zodanig zijn dat

v = r(f

bl ) + BP(f v. env = r(ft) + P(ft)vt_

t+l t+1° 't t

1

Dan geldt dus

v -y < r(ft+1) + P(ft+1)v -~ {r(f }

t+1 t t pe1) T RELY

t-1

Pl e = V)

)

P({ft+1) - A)(vt - thI) + A(vt - v )

t-1

1A

(1 - p) méx (vt - vt~1)(i)'e + A(vt -v )

i t-1

Analoog

v

v -V

el g2 U -p)minlv, ~v, _ )({i).e +Alv -v )

t-1
i

A heeft gelijke rijen dus A(vt - _1) is een constante vector.

v
t
Zodat

sp(vt+1 - vt) < (1 - p) [mzx(vt - vt_l)(i) - min(vt - vt_l){i)] =

{1 - p)sp(vt - v )

t-1

t is willekeurig, dus
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n
sp(vn+1 - vn) £ {1 - p)sp{vn - vn_l) < ... 2 (1 - p) sp(v1 vo)

Uit het bewijs van stelling 5.6 volgt al dat de voorwaarden ver-
zwakt kunnen worden. Immers in het bewljs spelen slechts twee

matrices een rol, nl. P(ft) en P(ft+ ). We kunnen de voorwaarden uit

stelling 5.6 dus verzwakken tot: 1
voor elk tweetal beslissingsregels E en g is er een
(5.10) matrix a(f£,q) 2 0 met gelijke rijen en rijsom tenminste p > 0
zodanig dat P(£) - A{f,g} 2 0 en P(g) - &{f,g) 2 0 .
Een voorbeeld van een beslissingsprobleem waarbij wel aan de
bovenstaande voorwaarde maat niet aan de voorwaarde van stelling
5.6 is voldaan is

Voorbeeld 5.2. I = {1,2}. Er zijn drie mogelijke overgangs-

matrices nl.

en

s Lij= O
Wl Wl o)
Wl Wl ofe
Wl W e
Wk Wl o
Wi Wl N

Wl Wk ol
W= e N =

Men kan bewijzen dat in het aperiodieke geval Vo T Vot altiid
convergeert naar max g(s}, ook als dit maximum niet constant is.
We zullen dat hier niet doen.

De belangrijkste consequentie van de in deze paragraaf bewezen
resultaten is:

Stelling 5.7. Als voldaan is aan de voorwaarden (5.10) dan bestaat er

een stationaire strategie die gemiddeld optimaal is, en levert de
methede van successieve approximaties een bijna optimale stationaire

strategie en goede onder-en bovengrenzen voor max g(s).
s

Bewijs. Het bestaan van bijna optimale stationaire strategieén
en goede grenzen volgt direct uit (5.9) en stelling 5.6 {met de
voorwaarde (5.10)). Dat er ock een optimale stationaire strategie is,
volgt uit het feit dat er slechts eindig veel stationaire strategieén

zijn.

5.6 De policy iteration methode

Net als bij het verdisconteerde prubleem kan ook hier een policy
iteration algoritme ontwikkeld worden. We zullen dat hier alleen
doen voor de situatie waarin alle optredende ketens irreducibel zijn.
Het algoritme verbetert staticnaire strategieén of beslissings-
regels (Eng. policies). Dat dit een geschikte aanpak kan zijn volgt
ult de vorige paragraaf waar, althans voor een hijzonder geval

{vgl. stelling 5.7), is aaangetoond dat er een statiocnaire optimale

strategie bestaat.
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We beschouwen dus het irreducibele beslissingspreobleem.

Laat (g(f),v{(f)) de bij f behorende (wvolgens stelling 5.2 unieke)
oplossing zijn van het stelsel uit stelling 5.2. Dan is vanwege de
irreducibiliteit van P(f} de vector g(f) constant. Notatie g(f) = gf.e.

Definieer nu voor elke beslissingsregel h de vector y(h,f) door

(5.11)  r(h) + P(h)v(f) = v{f} + gge-e + Y (h,£)

Dan geldt

Lemma 5.2.

.e = g_.e + P*(h)w(h.f)

9 £

Bewijs. Vermenigvuldig (5.11) vcor met P*(h).

Dit lemma vormt de basis voor een algoritme. Immers, uit stelling
5.1 (ii) wvolgt Y(£,f} = 0, dus

(5.12) max y(h,£) 2 0

h

En dit levert dan de volgende stelling.

Stelling 5.8.

(i) Als ¥(h,f) =2 0 en Y(h,f) ¥ 0 terwijl P(h} irreducibel is,
dan geldt

% 7 9
(ii) Als wvoor alle h Y (h,£f} < 0 dan geldt voor alle h
<
gh - gfl

dus f is gemiddeld optimaal.
*
Bewijs. (i) Uit P(h) irreducibel volgt P (h} (i,j) » @ wvoor alle i,j
dus P*(h)w(h,f) > 0, zodat met lemma 5.2 geldt %, > T
{(ii) Direct uit lemma 5.2.
Hiermee verkrijgen we het volgende algoritme.

Policy iteration algoritme {irreducibel)

Laat f de huidige beslissingsregel zijn.
Stap 1. Bepaal de oplossing (gf,v(f)) van het stelsel uit stelling 5.2.
Stap 2. Bepaal een beslissingsregel h zodat

r(h} + P(hiv(f) = max{r{+) + P()v{(£)}

Als nu y{h,£} » 0 voor zekere i ¢ I, dan is h beter dan f.
Vervang £ door h en ga terug naar stap 1, etc.
Als Yth,f) £ 0 dan is £ {en ook h) gemiddeld optimaal.




(5.13)

Merk op dat het feit dat P(h} geen transiente toesgtanden bevat
essentieel is in stelling 5.8 daar waar uit Y(h,f} =2 0 en wj(h,f) >0
voor zekere j geconcludeerd wordt dat 9 > 9e is.

Immers als j transient is onder P(h) dan is P*(h)(i,j) = Q voor alle i.
Dus ook p*(h)(i,j)wj(h,f) = g,

In het geval dat er ook transiente toestanden zijn werkt het algoritme
niet, althans, niet in deze vorm. We kunnen het algoritme echter
aanpassen zodat we opnieuw convergentie kunnen aantonen. Qok in

de aanzienlijk ingewikkelde situatie van meerdere ketens, dus niet
constante g(f), kan een policy iteration algoritme geformuleerd

worden. We zullen dat hier niet doen.

Een in numerieke zin minder aantrekkelijk punt van het algoritme

is het oplossen van het stelsel uit stelling 5.2. Vergelijking

(11i): P*(f)v = O is daarbij onplezierig omdat B" (f) onbekend is

en bepaald moet worden uit P*(f) = P*(f)P(f). In dit speciale geval
(irreducibiliteit) is dit echter overbodig zoals hiercnder zal worden
aangetoond.

Beschouw nog eens de vergelijkingen

(1) P(flg=g

(i1} r(f) + P(E)v=v + g

Uit (i) volgt g = P*(f)g zodat als P(f) irreducibel is g constant
moet zijn. Vermenigvuldigen we (ii) nog met P*(f) dan krijgen we

P (£)r(£) = P*(f)g = g. Dus
g =9f) = ge-®

We weten al (stelling 5.1) dat (g_,v(f)) een oplessing is van (5.13).

£
En we zien direct dat dan ock (gf,v(fj + ge}, a ¢ IR, een oplossing
is. Dat dit ook alle oplossingen zijn wordt als velgt bewezen. Laat
(gf;v) een o¢plossing zijn.

Dan geldt voor de oplossingen (gf,V) en (gfrV(f))

r(f) + P(f)v =v + gf.e

it

en r(f) + P(E)v (L) v(f) + gf.e

(v - v(f)), waaruit met de irreducibiliteit

Zodat P{f) (v - v(f})
van P(f) wvolgt
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v - v(f) = P () (v - v(£)) = ae,

voor zekere o ¢ IR.

Dus alle oplossingen van (5.13) zijn van de vorm (gf,v(f) + ae).

De vergelijking p¥(f)v = 0 legt slechts de constante a vast (o = 0).
Een andere manier om de constante vast te leggen is het nulstellen

van een van de componenten, b.v.

VN = 0

Ock is het paar (5.13) te vervangen door de enkele vergelijking
r(f) + P(f)v=v + g.e

waarin g nu een scalar is. Ga na.
Hiermee vinden we dus een alternatief voor stap 1 uit de policy
iteration methode nl.

! stap 1. Bepaal de oplossing (gf,vf) van het stelsel

v + g.e

(5.14) 0

I

{r(f) + P(f)v

V.
N

We zien dat het aantal vergelijkingen in (5.14) aanzienlijk minder
is dan in het stelsel uit stelling 5.2. Hoewel dat laatste stelsel
‘ natuurlijk een groot aantal afhankelijke vergelijkingen bevat.
‘ Men gaat gemakkelijk na dat beide algoritmes equivalent zijn. Dit
1 alternatieve algoritme zullen we in de volgende paragraaf opnieuw

tegenkomen.

5.7 Lineaire programmering

We beschouwen in deze paragraaf opnieuw het irreducibele Markov
beslissingsprobleem. We zullen het probleem in een aantal stappen
vertalen naar een lineair programmeringsprobleem dat dan weer de

policy iteration methode uit de vorige paragraaf oplevert.

Laat £ een beslissingsregel zijn dan geldt er voor de limietverdeling

(eventueel Cesaroclimiet) P*(f) en de gemiddelde copbrengst e

j * _ * £{i)
g : ZiPi(f) =1

(5.15)
p;(f) >0, ie I

*
9 = TP (D) E (4, E(L))
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Het doel is nu een mathematisch programmeringsprobleem te formuleren
dat 9s maximaliseert over alle beslissingsregels.

We kunnen elke staticnaire strategie vastleggen door getallen

k
di € {0,1}, en wel als volgt

k _ {1 als £(i) = k
0 als £(i) # X

Omgekeerd legt cok elke collectie d?'s met

& ¢ {0,1}
1

k
zkdi =1, 1ie¢1

een stationaire strategie vast.

Hiermee kunnen we (5.15) gedeeltelijk herschrijven:

k

* * Kk
f) = £) 4,
P8 I pi(® 1P 5

ik

* | S
g, = 1 Pj(£) a/r(ik)
ik

Schrijven we nog

* * k
p (f) = Epi(f) d;

Dan levert ons dit het volgende mathematisch programmeringsprobleem.

.
max ) x A r(i,k)
. ii
i,k
met als ngvenvoorwaarden
k k k .
J Ek xjdj = .E xidipij s Jel
! i,k
I
E,x, =1
iti
x, =20 P -
i
k .
‘ di e {0,1} , i e I, k € K
| =1 ,iel

N ki
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Gebruikmakend van de 1 - 1 relatie tussen stationaire strategieén

en oplossingen van dt e {0,1}, Zk

heid van de oplessing van

d: =1, i ¢ I en van de eenduidig-

XP(f) = x , Exi =1, x=220

wordt nu gemakkelijk aangetoond dat:

(1) Elke toegelaten oplossing van I correspondeert met een (unieke)
stationaire strategie.

(ii) De bijbehorende objectwaarde gelijk is aan de gemiddelde
opbrengst per tijdseenheid voor die strategie.

Dus het mathematisch programmeringsprobleem I is equivalent met het

corspronkelijke probleem; maximaliseer Ie

Probleem I is echter zowel niet-lineair als gedeeltelijk geheel-
tallig. Dit laatste kan niet wezenlijk zijn omdat de geheeltallig-
heid voortvloeit uit de beperking tot zuivere staticnaire strategieén.

Laten we deze beperking vallen dan krijgen we het volgende probleem:

max 2

X ..
ik xidir(l,k)

met als nevenvoorwaarden

X
Yox.doo= ) k_k
k373 Tk *i%iPys

+ J eI
x, =1
k
L%

x, 20, dt 20, 1¢I, kek

1 ,1ie1

\ i

De nevenvoorwaarden bij probleem II zijn wat zwakker dan die bij I.
Op de vraag of beide problemen toch egquivalent zijn {wat met de
interpretatie via gemengde strategieén ook direct kan worden aan-
getoond) komen we nog terug.
Eerst zullen we proberen voor het niet-lineaire probleem II een
equivalent lineair probleem te formuleren.
Merk op dat de termen die II niet lineair maken steeds van de
K ..

vorm x d, zijn.

ii

Substitueer daarom x& voor xidt in II. Met verder:

1
_ kK T Kk
¥ = zkxidi = Ekxi '

zodat
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vinden we dan het lineaire programmeringsprobleem
( max J xt r (i,k)
ik

met als nevenvoorwaarden

z xg = E xk k. r J el

P
iy 1713
117 4 k ik
z x? =1
l’k
k ,
X, 20, 1€I, kekK
! i
De nevenvoorwaarden van III zijn weer zwakker dan die van probleem II.
We zullen nu aantonen dat de procblemen I, II en III equivalent zijn.
Het is duidelijk dat een oplossing van I voldoet aan II en aan III
met steeds dezelfde objectwaarde. Analoog voldoen oplossingen van
II aan III. Zodat
max III 2z max II 2 max I
We moeten nog aantonen dat max III = max I.
Eerst max III = max II.
Stel {y]:}i K is een toegelaten oplossing van III.
L
Definieer dan
k
vyi= by
{5.16)

k
" {yi/yi als yi >0
e, i= :
willekeurig als Y, = 0 (wel zodanig dat-zket = 1)

Gevolg hiervan is dat de Y juist de limietverdeling vormen van de
{gemengde) stationaire strategie s met s(i,k) = et, ielI, kelkK.
Dus max III = max II.
Maar bovendien is ook de keten met overgangskansen
k
= e
Pyy = Yy oiPs

ij 3

weer irreducibel. Dus moet ock gelden Y, > 0 voor alle i ¢ I.

Verder zijn de vergelijkingen

k k k
I X, = E X.p,. ¢+ Jel
kK "3 ik ivij
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afhankelijk. Immers sommeren van deze vergelijkingen over j levert de

identitedit:

Xk k k k k k
Loxg= 1 oxpy= loxplegg s 1oxg
ik i,3.k i,k 3j ik

De rang van het stelsel nevenveorwaarden bij III is dus ten hoogste N.

Dus basisopleossingen hebben ten hoogste N niet-nul variabelen. Maax

ook geldt yi > 0 voor alle i ¢ I, dus bij elke i is er tenminste é&én k

waarvoox y§ > 0 is, zodat basisoplossingen minstens N niet-nul
variabelen hebben. Samenvattend: basisoplossingen hebben precies N
niet-nul variabelen en bovendien is er bij elke i precies één k

k
wWaarvoor xi > 0 is.

Laat dus {yt} een basisoplossing zijn van III dan zien we dat

ik
de corresponderende strategie (vgl. (5.16)) zuiver is: et € {0,1}
voor alle i,k. Dus basisoplossingen van III corresponderen met
oplossingen van I, texwijl de bijbehorende cbjectwaarden gelijk zijn.

Er is altijd een basisoplossing die optimaal is dus

max III = max I.
waarmee is aangetoond dat de problemen I, II en III equivalent zijn.

Relatie tussen policy iteration en lineaire programmering

Er is opnieuw een duidelijke relatie tussen een bepaalde oplossings-
methode voor het lineaire programmeringsprobleem III en de policy
iterationmethode uit paragraaf 5.6.
Beschouw nog eens probleem III
k

( max z X, r{i,k)

. i

i,k

onder de voorwaarden

Z x]; = i x};.P?.j' j=1,...,N-1
k

J i;k
i xi =1
ik
x? 20, 1ie€eI, keX

\

Zoals in de vorige paragraaf is opgemerkt zijn de eerste N verge-
lijkingen bij probleem III afhankelijk. Omdat een basisoplossing
van III correspondeert met een irreducibele Markov keten kunnen we

een willekeurige van deze N vergelijkingen weg laten. We hebben hier
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gekozen voor het weglaten van de N-de vergelijking.

Voor IIT* kunnen we nu het volgende tableau opstellen

K K K K
1 0 1 0 1 0 1 e
xl e xl x2 - X2 saa N-l asa XN_.1 . xN XN
X K X 1 Ko
1 G i _ B0 _ .1 - 0 - L=
boppy o bopyy TPy o Pay === T Py11 v P11 Py Byt
1 s Lol Lo o 1 % ol PKO
TPyt TP T Py e Pyp ==t T Pyoy2 vt Py12 P2 Pu
: :K : . K M x . -
1 0 eee  _ 0 1 .., _ 0 I S
T Pin-itt T Prnar = Pon-i Pog-1°+"1 = Pyoinei 1T Pyein-n Py-1n Py-1n
1 ... 1 1 ... U ... 1 oo 1 1 ee. L
T(l,1) ... x{lKg 1(2,1) coe T(2KQJa.. r-1,1) ... r=1,K) AN, 1) . X (NK)
. . . . { k}
We weten ook dat bij een basisoplossing xi 1.k er voor elke 1
r
. e Ly k(i)
precies één k(i) is met x, > 0.

. k{i
Beschouw dus eens een basis xi( ), ie I.

Om na te gaan of deze basisoplossing optimaal is bepalen we de vector
van veegeconstanten w = (vi,...,vN_l,g). En wel zo dat als de ver-~
gelijkingen uit het tableau met deze constanten vermenigvuldigd worden
en vervolgens van de laatste rij worden afgetrokken er juist op de
plaatsen r({i,k(i}) nullen ontstaan.

Dus de constanten (v1’°°"vﬁ—1'g) moeten voldoen aan:

_ k(1) k(1) k(1) _
ViUmpyy v Umpy ) bt g Pygy) F 9 - r(Lk()) = 0

k(2) Kk (2) _k(2) _
VilmRyy 0 ) Wy llmpyy ) et v TPpny) g - T(2k(2)) = 0

"k (N) "k () R . o
VilmByy ) F VU Ry ) et Vg (PR Y9 - T(NkN) =0
Ofwel in vector-matrix notatie met v = (vl,...,vN_l,vN)

{v + g.e - P(k)v - x(k}) = 0

VN =0

bus (g,v) = (gk,v(f) - vN(f)-e) .

Om na te gaan of deze basisoplossing optimaal is moeten we nagaan of
er na het vegen nog negatieve elementen in de laatgte rij voorkomen,

dat wil zeggen controleren of (met vy © 0)
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x
v, § Pijvyt 9" r{i,k) £ 0

voor alle i ¢ I en k € K.

Dus nagaan of voor alle toegelaten basisoplossingen

h(l h(N
(xl( ), ey xN( ) geldt

(5.17) r(h) + P(A)v < v + g.e

Als (5.17) voor alle h geldt dan is k dus gemiddeld optimaal. Zo niet,

dan is er nog verbetering mogelijk. Gebruikmakend van het feit dat

‘we ai weten dat er bij een basisopleossing yt voor elke i een k is

zodat yt > 0 kunnen we de volgende aanpak volgen.

Als

. k
(5.18) max {r(i,k) + Z Pysvy = @ v.}>0

5.9

k J

k(1) k (N)

k{i) h(i)
\ e e s Xy X,

door xi waarbij

)

Vervang dan in de basis (x

h(i) een maximalisator is in (5.18). Doe dit voor alle i, wat neer-

komt op het bepalen van een beslissingsregel die
r(*) + P{*)v - ge = v

maximaliseert.

Precies de verbeterstap uit de policy iteration methode uit
paragraaf 5.7. (met Vg = 0).

Samenvattend zien we, dat de hierboven gepresenteerde methode om
basisoplossingen te verbeteren, waarbij eventueel meerdere basis-
variabelen tegelijk vervangen worden, precies de policy iteration

methode uit paragraaf 5.7, met VN = 0 oplevert.

Benadering van de policy iteration methode

Een nadeel van de policy iteration methode is de noodzaak steeds
een stelsel vergelijkingen op te lossen.

In plaats van een exacte oplossing (gf,v) van de vergelijking
r(f) + P(flv = v + g.e

(we beschouwen weer het geval dat alle ketens irreducibel zijn)
bepalen we een benadering.
En wel als volgt.

Z2ij v, een willekeurige vector en zij f een stationaire strategie

0
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Bepaal vervolgens

s n=1,2,...

v =x() + PV,

Dan geldt

<
1
<
)]

r(f) + P(f)vn - (x(f) + P(f)vn )

-1 -2

]

y = ... =p"1g (v, = V)

P{£f) (vn -v 0

n-1

n-1
P (£) (x(£f} + P(f) VO - vOJ

p*(£) r(£) + V() - PY(E)) (x(f) + B(E) v

o~ Vo

g ee + e - e (v, - vy

0

Veronderstellen we alle ketens weer aperiodiek dan convergeert

*
Pn(f) - P (f) volgens lemma 5.1 exponentieel naar nul. Bovendien
geldt

*6) " e - pYeE) (v, = vg) =0,

zodat (Pn_l(f) - P*(f))(v1 - vo) zowel niet negatieve als niet

positieve componenten bevat.

Dus LA levert een goede benadering voor 9e
(5.19) m;n (Vn - Vn_l}(l) < 9e < max (vn - Vn_l)(l).
en sp(vn - vn_l) + 0 als n + =,

Bevendien convergeert v, o= ngfe naar een oplossing van

(5.20) r(f) + P(f)v=v + gg-e

Immers

v, - v(£) = r(f) + P(f)vn - (x(f) + P(E)V(E) - gf-e)

-1

]

P(f)(vn_1 - v(£) + gf.e

n
..o= PO(E) (vo - v(£)) + ngf.e

Dus v = ng..e convergeert naar v(f) + P*(f)(v0 - vi{£f)).

P*(f) (vo - v(f)) = ce voor zeker ¢ ¢ R dus (vgl. paragraaf 5.5)
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vn - gf.e convergeert naar een oplossing van (5.20).

pit leidt tot het volgende alternatief voor stap 1 van het policy
jteration algoritme
e ’RY bepaal v o= r(f) + P(f)vn

stap 1" . Zij v n=1,2,...

0 -1’

tot v - <

ot sp ( n vn—l) E

Het feit dat we nu niet beschikken over een exacte oplossing van
{5.20) dwingt ons ook stap 2 aan te passen. Bijvoorbeeld tot

stap 2" . Zij Vn (of vn - vn(N).e) de in stap 111 gevonden benaderde

oplossing van (5.19}.

Bepaal een beslissingsregel h zodat

}

¥r(h) + Pth) v = max {xr(+) + P(<)v
n~ n

1 -1

Als r(h) + P(h)vn_1 < vn + oe, dan is £ bijna optimaal.
Zo niet vervang dan £ door h.
Neem vervolgens vn als eerste benadering veoor een oplossing

van xr(h) + P(h)v = v + 9),- € etc.

In het resterende deel van deze paragraaf zullen we het convergentie-~
gedrag van deze benaderde policy iteration methode bestuderen.

Dat stap 1" eindigt, is reeds aangetoond. Beschouw nu eerst het in
stap 2" gegeven criterium voor bijna-optimaliteit.

- <
Lemma 5.3. Als sp(vn vn_l) s e en r{h) + P(h)vn_1 < v + e dan
geldt er gh = ¢ + a0 + €

1 4 — <
Bewijs. Uit sp(vn vn-l) < £ en (5.19) wvolgt

v s v + .e + ge
n n-1 gf

Dit geeft

r(h) + Ph)v <V + e SV
ke n n

+
4 = + (gf o+ ele

-1
*
Vermenigvuldigen we deze vergelijking voor met P {(h) dan vinden we

P (h)x(h) = g, -e =< (gf + a + €g)e.

Dus door o en e voldoende klein te kiezen vinden we inderdaad een
bijna optimale strategie. Mits echter het algoritme eindigt. Een
belangrijk punt daarbij is de vraag of de verbeterstap ook echt
een betere strategie oplevert.

Zij h de verbetering van f volgens stap 2" .




- 54 -

Definieer y door

+ =
r(h) + PR}V = v+

Dan geldt dus v 2 0 en y(i) > ¢ voor tenminste &€én i ¢ I.

Zodat met
rih) = Vn - vn_1 + oy + vn_1 - P(h)vn_1
volgt
e=P'(r(h) = P (h) (v - ) + P (h)
%h° t B Vo 7 Va-t Y

[\

ge-e -~ €€ + P*(h)y

Definieer 8 door

8 = min P (h)(i,3) (natuurlijk 6 > Q)
i.j/h
Dan geldt het volgende lemma

Lemma 5.4. Als ab 2 £ dan 9 > 9e

Bewijs. Laat j ¢ I een component van y zijn met y(j) > o
* *
(zo'n j bestaat). Dan (P (h)y) (i) =2 P (h)(i,3)y{j) > ab
> - & + > g..
Dus g, > g, - ¢ ab 9e ]
8 is echter niet bekend. We kunnen dit probleem omzeilen decor € niet
congtant te nemen. Dit levert dan het volgende alternatieve algoritme.

Benaderde Policy Tteration

0
Kies Et >0, t=20,1,... met et + 0 en VO € ]Rn

Stap 1. 2ij ft de huidige beslissingsregel.

t t
Bepaal v.o= r(ft) + P(ft)vn , n=1,2,.. tot

-1

t
sp(vn - vt _1) < et
£ Tt

Stap 2. Bepaal ft+ zodanig dat

1

}

il

r(ft+1) * P(ft+1)vn -1 max{r(f) + P(f)vn

t Nt

Als

A

+
r(ft+1) + P(ft+1)vn vn ae
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dan is ft (& + st)-oPtimaal.

: . t+1 _  t
2o niet vervang dan_ft door ft+1' definieer Vg = vnt_1

en ga verder met stap 1.
Dit algoritme convergeert nu. Immers € ¢ 0 zodat voor t voldoende
groot e < @f. Op den duur geldt dus als ft verbeterd wordt tot
£ ock g >g_ .
o+
e+l T
Er zijn maar eindig veel verschillende strategieén dus moet het

algoritme convergeren.
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Markov spelen

Inleiding

In de voorgaande hoofdstukken hebben we steeds gekeken naar beslissings-
problemen met &&n beslisser. Er zijn echter ook beslissingsproblemen met
meerdere beslissers, denk aan spelen. In dit hoofdstuk zullen we wat
uitgebreider kijken naar Markov beslissingsproblemen met twee spelers.

Het grootste deel van dit hoofdstuk is daarbij gewijd aan het geval dat

de belangen van beide spelers volstrekt tegengesteld zijn.

We kunnen het spel dan als volgt beschrijven.

Er is een dynamisch systeem met eindige toestandsruimte I = {1,2,...,N} dat
op discrete tijdstippen, t = 0,1,2,..., wordt waargenomen. Het systeem
wordt bestuurd door twee spelers, P1 en P2. Belde spelers hebben een eindige
verzameling van mogelijke beslissingen, zeg K = {1,...,K0} voor P1 en

L = {1,....,L0} voor P,.. Als op zeker moment het systeem in toestand i zit

2
kiezen beide spelers, gelijktijdig, een beslissing. Laat P1 beslissing a
nemen en P2 beslissing b dan gaat het systeem met kans p?? naar toestand j.

Bovendien ontvangt P, dan een bhedrag r(i,a,b) van P

Het bovenstaande spei noemen we het twee personen nﬁlsom Markov spel

{ook wel stochastische spel}.

Beide spelers zijn geinteresseerd in het vinden van een strategie die hen
een in zekere zin maximale opbrengst geeft. Merk op dat het nulsom
karakter van het spel tot gevolg heeft dat er geen enkele reden is voor

samenwerking tussen de beide spelers.

In het algemeen is een strategie s, voor Pl' een rij functies s = (SO'sl'°°')'
met
SO: I + K, waarin K de verzameling kansverdelingen op K is.
n
s ¢ (I x K xL)y xI=+K. Dus S, legt veor elke historie
hn = (io, ao, bO' il""'in—l'an—l'bn—l)' de opeenvolging van

vroegere toestanden en acties (van beide spelers), de kans
sn(hn,i,a) vast waarmee, als het systeem op t = n in i zit bij

verleden hn' speler 1 actie a kiest.

Een Markov strategie is een strategie waarbij de kansen sn(hn,i,a)

niet van hn afhangen. Notatie s = (f_,f ,...} waarbij fn(i) de op

01
tijdstip n voorgeschreven gemengde beslissing is. fn(i,a) is dan de kans
dat actie a gekozen wordt. Een stationaire strategie is een Markov
strategie waarbij alle functies fn gelijk zijn. Notatie s = f(m).

Merk op dat we hier, in tegenstelling tot de voorgaande hoofdstukken, te
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maken hebben met gemengde strategie@n. We zitten nu in een spelsituatie
zodat niet te verwachten is dat zuivere strategie&n al optimaal zullen
zijn.

Analoog definidren we voor P, strategie&n o = (00,0 vea) met

2 1
Opt I % £, waarin £ de verzameling kansverdelingen op L is

S (I xK x L)% x 1+ £,
()

Mazrkov strategieé&n o = (go,gl...) en statiocnaire strategieén o =g .

Bij elk paar strategieén (8,0} kunnen we weer een stochastisch proces
definiéren. Laat i de starttoestand zijn en laten de stochastische varia-

belen Xn, An en Bn de toestand, beslissing van P, respectievelijk de

1

beslissing van P, op tijdstip n zijn.

2
Dan definiéren we het bij s en ¢ behorende stochastische proces

(xo, AO' BO' xl,...) door
i,s,c(xo = 10) = Giio (6ij =1 als 1 = j, anders 0)
®i,s.0 Ko = 1or Bg =3 = Giioso(lo'ao’
®i,s,0 Ko = Tor Bg = 3 By =By = Giio S0 {1g730) 9p g0y
a b
qus'o(x0=iG,AO=aO,BO=b0x1=11) = Giioso(lo,ao)co(lo,bo)pioil
etc.
Verwachtingen met betrekking tot dit proces noteren we:Ei s.q" Of in
r ’
vectornotatie: E is de vector met i-de component IE, .
s,0 i,s,o

Het matrixspel

Matrixspelen zijn al uitgebreid geanalyseerd in het college Besliskunde.
We herhalen hier nog even de belangrijkste resultaten.
Een matrixspel isg een spel tussen twee personen dat gekarakteriseerd wordt

door een matrix

en als volgt wordt gespeeld. Speler 1 kiest een rij uit de matrix en speler 2

een kolom. Daarmee wordt een element aij vastgelegd dat de uitbetaling
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representeert die speler 1 van speler 2 ontvangt.

Pl tracht dit bedrag te maximaliseren terwiijl P

minimaliseren.

5 het natuurlijk wil

In het algemeen geldt

(6.1) max min a,. € min max a, .
. . i . ij
i 3 ! i
Het gelijkteken geldt slechts als de matrix A een zadelpunt heeft (d.w.z.

een element aiojo dat maximaal is in de jo—de kolom en minimaal in de
io-de rij). We kunnen in dat geval zeggen dat het spel een waarde heeft,
n.l. a.i j = méx m%n aij'

0-0 i 3
Meestal zal echter het kleiner dan teken gelden. Om dan toch een waarde
te kunnen defini&ren beschouwen we de gemengde uitbreiding van dit spel.
Een speler kiest nu niet meer een rij of kolom maar een kansverdeling
over de rijen respectievelijk kolommen.
Laat p = (p ,....,pm) en q = (ql,....,qn) zulke kansverdelingen zijn

dan geldt er:

max min E p.g.a.., = min max Z p.g.a =: v (A)

p g i,5 *3Y g p i, *IH

V(A) heet dan de waarde van het matrixspel en gemengde beslissingen p*

*
en q ,die voldeen aan

7 p.qa,. < paa,. < ) p.a.a,.
R Ry B § R R I § Ml S B §
i3 J i3] i3 J 1] i,3 J i3
voor alle p en drnoemen we optimaal. Natuurlijk geldt ook E ptqfa = v (A).

. i i3
i3 J i3J

6.3 Het M-staps Markov spel

We zullen in deze paragraaf het Markov spel met eindige tijdshorizen
beschouwen. BEn  daarbij resultaten afleiden die volstrekt analoocg zijn
aan de resultaten uit hoofdstuk 3.

Beschouw eens het M-stapsspel met einduitkering gq E‘ngq van P2 aan Pl'

Laat s en o een willekeurige strategie vecor P1 respectievelijk P2 zijn,

dan definiéren we VM(s,o) door

M-1
L E r (xnrAann) + g (XM) ]

(6.2) Vﬁ(s,c) = 1§
n=0

s,0




(6.3)

(6.4)
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VM(s,c) is dus de totale verwachte opbrengst voor P. in het M-stapsspel

1

met einduitkering q (van P, aan Pl) als P, strategie s en P, strategie

1

2 2

G speelt.
P, is dus gelnteresseerd in het maximaliseren van VM(S,U) maar P, die

deze opbrengst aan P, moet betalen is gelnteresseerd in het minimaliseren

1
van VM(s,c)

We zullen laten zien dat dit spel een waarde heeft, d.w.z. dat

max min VM(s,U) = min max VM(S,G).
s ¢ G s

De aanpak die we zullen volgen om te laten zien dat dit spel inderdaad
een waarde heeft is dezelfde als die in hoofdstuk 3.

Laat £ en g beslissingsregels voor P, respectievelijk P, zijn, dan

1 2

definiéren we

r{f,g}:de vector in E@q met i-de component z f(i,a)g{i,b) r(i,a,b)
a,b

P(f,g):de N x N matrix met i,j-de element [ f(i'a)g(i'bJPZ?

a,b
En definieer
vyi= 4
v := max min{r(£f,g) + P(£f,9)Vv }, n=1,2,....M
n - £ g n-1

waarbii maxmin weer componentsgewijs wordt genomen. In de n-de lteratie-

stap in toestand i moet volgens (6.3) bepaald worden

max _nin i £(i,a)g(i,b)[x(i,a,b) + Z p?? v _l(j)]
£(1) g(i) a,b ; o0

Dat is juist de waarde van het KO X LO matrix spel met elementen

a,
r(i,a,b) + ) pi’;? v_ () ack beL.
j

Er bestaan dus gemengde beslissingen fn(i) en gn(i) die optimaal zijn
in dit matrix spel. Zulke gemengde beslissing bestaan natuurlijk voor

alle i en vormen tezamen beslissingsregels fn en g die voldoen aan

r(f,gn) + P(f’gn)vn--l SV " r(fn’gn) ¥ P(fn’gn)vn—l s

Y r(fn:g) + P(fn’g)vn-l »

voor alle f en g.
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Definieer de Markov strategieén s*

*
(fM,....,fi) en g = (gM,....,gl)
waarbij fn en gn voldoen aan (6.4) voor n = 1,2,....,M.
Dan geldt de volgende stelling:
Stelling 6.1. Voor alle s en alle ¢ geldt

* * K *
VM(s,o ) £ VM(s 0 ) = VM < VM(s +0) -

*

*
Dus het M-stapsspel heeft een waarde, nl. VM en de strategieén s en ¢

zijn optimaal.

Bewijs. Het bewijs verloopt volkomen analoog aan het bewijs van stelling 3.1.
Nummer eerst beslissingstijdsfippen weer in cmgekeerde volgorde.

En definieer vm(hm,i,s,c*) als de verwachte opbrengst voor P1 vanaf
tijdstip m (omgekeerde tijd}, als het systeem zich op tijdstip m in i

. . . : . N
bevindt, de histcrie h,m is, P, strategie & speelt en P2 strategie o

1
volgt.

Met inductie kunnen we nu bewijzen dat

. * .
(6.5) vm(hm,l,s,c ) < Vm(l) voor alle m.

m= 0 is triviaal.
Aannemend dat (6.5) geldt voor n, bewijzen we dat (6.5) ook geldt voor

n+l.

. *, . L .
(h . ,i,5,07) = X S 1 (hn+1,1,a) G 1 {i,b)

n+l a,b

v
n+l

(hn_l_ltirarb;jlsrc*):]

, ab
[r(i,a,b} + Z Pij vn

J
. * . ab .
,i,a) o (L,b) [r(i,a,b) + § pij vn(JJ]

R +1
a,b

< Vn+1(l)

s was willekeurig zodat daarmee vgl. (6.5) voor m = n+l bewezen is.

Daarmee velgt
V. (i,8,07) = v (h_,i,8,0") < v (i)
Ml’ MtIM”’ M
Analoog bewijzen we

. % .
VM(1,s s0) 2 VM(I)
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Gecombineerd levert dit dus

* * %* *
vM(s,a ) < Vy = VM(S 0 ) € VM(E :0)

voor alle s en o

Gevolg van deze stelling is dat we ons opnieuw kunnen beperken tot Markov
strategieé&n, hier echter zijn dat wel gemengde strategieén.

Om de waarde van een M-staps probleem te bepalen moeten we M X N lineaire
programmeringsproblemen oplossen, een voor alke toestand op elk tijdstip.

Dit zijn echter steeds betrekkelijk kleine problemen van de vorm

max v

- > i = cs
? pi aij vz0, j 1, ,L0
i
Lp =1
i

Het M-stapsprobleem is ook als é&n lineair programmeringsprobleem te
formuleren. Maar zelfs al gebruiken we daarbij dat we alleen Markov
strategieén hoeven te beschouwen dan nog zal de omvang van het probleem

immens zijn.

6.4 Markov spelen over cneindige horizon met verxdiscontering

(6.6)

(6.7)

In deze paragraaf zullen we een aantal resultaten afleiden die we cok

voor het verdisconteerde Markov beslissingsprobleem hebben gevonden. We
verdisconteren de uitbetalingen van P2 aan P1 weer met een factor

0B <1,

Laat 5 en ¢ willekeurige strategieén voor beide spelers zijn dan definiéren

we V_(s,0) door

B

n
Vo(s,0)i= By I B r(x_,A,B)

n=0

V_(s,0} is dus de totale verwachte verdisconteerde cpbrengst voor P

B8 1
en het verlies wvoor P2.
We zullen nu eerst aantonen dat dit spel een waarde v_ heeft en dat er

B

optimale stationaire strategieé&n bestaan; d.w.z. er bestaan strategieén

f*(m) g*(”)

en zdd voor alle s en ¢

=)y < VB(f*(m),g* )y = v, = v (£

8 B

(=)

Vﬁ(sfgﬂr :0)
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Merk allereerst op dat voor elk paar strategieén s, de opbrengst vanaf
tijdstip t weer begrensd is door

(6.8) At/ - @)
waarin A:= max r(i,a,b).
i,a,b

fs N
Definieer vervolgens de operatoren L_(f,g) en U, op IR door

B B

Lﬂ(f.g)v =r(f,g) + B P(f,q)v

U.v = max min L_(£,g)v
B g
£ g

UB is dus een operator die aan v toevoegt de waarde van het l-staps ver-

disconteerde Markov spel met eindopbrengst v.

Lemma 6.1. Voor alle v, w o&::IRBI en alle f en g geldt

(i) Bmin{v - w}(i)e < L_ (f,g)v - L_(f,g)w < Bmax(v - w)({i).e
i B 8 i

(ii) Bmin{v - w) {i).e = UBv - UBw < fmax{v - w) (i).e
i i

{iid) |lUBv - UBWII <B llv - wi.

Bewijs. Het bewijs van (i) is volstrekt analoog aan scortgelijke be-

wijzen voor LB(f) in hoofdstuk 4.

{(ii). Laat fv'gv en fw,gW beslissingsregels zijn die voldoen aan

La(f:gv)v < LB(fV’gV)v < LB (fvlg)v r €n

LB(f,gw)w < LB(fw,gw)w < LB(fw,g)w » voor alle f en g

Zulke beslissingsregels bestaan. Dan geldt dus

I

UBV - UBW Ls(fv'gv)v - LB(fw'gw)w

1A

LB(fv,gw)v - LB(fv.gw)w = B P(fv.gw) (v - w)

A

B max(v — w) (i).e.
i

Analoog bewijzen we de linkerongelijkheid in (ii). Daaruit volgt dan

direct (iii).
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Lemma 6.1 (iii) zegt dat U, een contractie is met betrekking tot de

. N , . ;
maximumnorm in IR . Met deze maximum norm is qu ook een Banach ruimte.

Dus er bestaat een unieke vector v_ ¢ ngq waarvoor geldt

g

Uv, =v

BB B

Stelling 6.2. Het =-horizon Markovspel met verdiscontering heeft de waarde

v_ en strategieén f*(m) en g*(w)

8

die voldoen aan

) € L (£.,9)V

L (£,g)v A

* %
8 8 < LB(f g )VB(= v

B B

zijn optimaal.

Bewijs. Beschouw het M-stapsspel met einduitkering v

B
de waarde VB. Immers, de waarde is gelijk aan UMVB en met UV
M M~1 M-1
uv, =1U v, = S eee =V
88 "% YsVa T Us Vg B

%* *
bovendien, wvgl. stelling 6.1, zijn de strategieén (f ,...,f ) en

. Dit spel heeft
v, volgt

B

(g*,...,g*) optimaal in dit spel. Dus voor alle s en ¢ geldt, met

WM(s,c) de opbrengst voor P1

()

* (=) % (e)

) S W (E g ) = Vs wM(f*(”’

*
WM(S:g

Met (6.B) en BMV + 0 (M > =) volgt

B

WM(s,c) >V _{s5,0) als M » =,

B

Dus volgt uit (6.19) voor alle s en ¢

v (S'g*(“) () % () * (@)

B B B

in het M-stapsspel met einduitkering v

:0)

) s vB(f* gy = v, s v (£ o

Bi

Ock kunnen we met de methode van de successieve approximaties weer

grenzen voor v

B

Beschouw het iteratieproces

V. =V, Vv n=1,2,...

0 n o Uan—l !

en laat fn'gn beslissingsregels zijn die voldoen aan

LB(f,gn)vn_1 < LB(fn,gn)vn_1 = vn 2 LB(fn'g)vn—l voor

Dan geldt de volgende stelling

en £-optimale stationaire strategieen bepalen.

alie £ en g.




- 64 -

Stelling 6.3

{i) limv = v
nre O

B
(=)

n

)

1A

v +B8( ~ 8 L max(v - v ) (i).e
n i n n—-1

(11) VB(S:g )

(iii) v (f(m ,0 =2 v+ B(1 - B)-1 min{v - v y{i).e
n n i n n-1

(iv) v, + B(1 - B)—l min(vn - vn_l)(i)e < v8 < v, + B{l - B)“1 max(vn - vn_l)(i)d

Bewijs. (i) v, = vgll =lugv - Ul sglv _, =vgl s ...z 8% v ~ vl
bus “vn ~vll >0 alsn -+ e

(ii). Feitelijk moeten we (ii)} bewijzen voor alle strategieén s, maar we
zullen dat hier alleen doen voor stationaire strategie&n. We zouden dit

kunnen rechtvaardigen door te zeggen dat zodra P, een stationaire strategie

2

vastlegt, het voor P, resterende probleem een gewocon Markov beslissings-

1
probleem wordt. We moeten daarbij echter voorzichtig zijn omdat P1
hier acties kan kiezen afhankelijk van de acties die P_ in het verleden

2
heeft gekozen. Men toont echter gemakkelijk aan dat het toepassen van

zulke strategie&n niet zinvol is.

(o)

We bewijzen dus vV, (f ,giw)) < v + g(1 - 3)_1 max(vn - vn_l)(i)

B i
Exr geldt
(o0} (o0}, _ ;. t
Vs(f 'gn ) = tj:‘: LB (ffgn)O:
maar ook
t t t o
IELB(f,gn)vn_1 - LB(f,gn)OH < B an_lﬂ + 0 (t -+ =)
Dus beschouwen we
t t-1 t-1
L ] = ' ’
B(f gn)vn_l LB (£ gn)LB(f gn)vn--l . LB (f'gn)vn
< Lt_l(f:g v + max(v_=-v__){i).e]
g n' - n-1 ; 0 n-1’/ ‘1 -®
_ Lt-1 t-1 R
= LB (f'gn)vn-l + B mzx(vn - vn_l)(l).e
2 t-1 .
£ ... = vn + (B+B + ... t8 ) max(vn - Vn_l)(l)

i

Met t > « volgt dus voor alle f (f was willekeurig)

(@) () P _ X
VB(f 9, ) SV T B -8 m:X(vn Vo) @
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{iii}. Analoog aan {ii}. (iv) volgt uit (ii) en (iii) samen.

Tot nu toe zagen we steeds dat de resultaten volkomen analoog waren aan
die bij het verdisconteerde Markov beslissingsprobleem. We moeten
echter voorzichtig 2zijn. De volgende rechtsreekse generalisatie van de
pelicy iteration methode convergeert niet altijd.

Policy iteration methode A

v, = 0,

Bepaal fn en 9, zodanig dat

< <
LB(f,gn)vn_1 LB(fn,gn)vn_1 LB(fn,g)vn_1 voor alle £ en g
en definieer vn:= VS(fn,gn) sy n=1,2,...

Voorbeeld 6.1. Beschouw het volgende probleem. I = {1,2}, X . =L _ =2

0 0
r(l,a,b)| 1 2 r(2,a,b)| 1 2
1 3 ) 1 0 0
2 2 1 2 0 0
ab ab
pgpf 12 Pyy| 2
1 1 1/3 1 0
2 1 1 2 0 0

ab ab _
Verder P, = 1 pi1 en B = 3/4

Passen we het bovenstaande algoritme op dit probleem toe dan vinden

we v2n—1 = (12,0)T, v2n = (4,0)T, n=1,2... . Met bijbehorende strategieén
fzn_l(lll) = 92n_1(1;1) = 1, f2n(1'1) = gzn(l.-l) = 0.
Ga na.

Wel convergeert het volgende algoritme, dat ock als een generalisatie
van de policy iteration methode is te beschouwen.

Policy iteration methode B

i i <
Kies VO zodanig dat UBVO < vo

Bepaal 9, zodanig dat

<
LB(f,gn)vn_1 < Uan-l voor alle £
en bepaal v zcodanig dat
_ (=) (=)
vn-m:xVB(f =, ),

n=1,2,... .
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Met inductie kan men nu het wvolgende resultaat bewijzen.

Lemma 6.2. Voor de pelicy iteration methode B geldt

(6.11) v, £v £ U.v

Bewijs. Gebruikmakend van de monotonie van UB en LB(f:g): die direct

te bewijzen is, en het feit dat

Lg(f.g)v v (£, gty

voor alle f£,g9 en v bewijzen we (6.11) met inductie.

Duidelijk is dat VB < vn. Immers laat £* voldoen aan (6.9} dan geldt

(=) (o) * () (o)

= vV (f 2 > .
vn m:x B( 19y ) VB(f =M ) VB
Resteert te bewijzen v < Unv .
n g0
Zij I zodanig dat max V (£ ,g(“’)) =v (E(“’),g(“’)) =v
n £ B n g n n n
_ - 13 m,=
n=1. v1 lim LB(fl,gl)vo. Verder

mn-»co

LB(fl,gl)vo < UBVO < vo

Dus ook met de monotonie van LB(EI,gl)

m-—
L (fl,gl)v0 <L

8 (fl,gl)v0 < U v, voor alle m

B g0

zodat met m > *«

z(=) (=), _
VB(f1 r 9y ) = v1 < UBVO

Voor willekeurige n verloopt het bewiijs analoog.
. . () (=) . .
Uit vn = max Vﬁ(f v 9 )} wvolgt ock (vgl. de funktionaalvergelijking
£
in hoofdstuk 4)

= L (f v
v m;x B( .gn) n

= i r =V
Dus u vy m;x m;n L (f,g)vn < m;x L (f gn)vn

Hieruit volgt als in het geval n = 1

U v

Vn+1 = B n
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Zodat met de monotonie van U

B8

n
s veaeS .
vn £ Ugvn_1 = UBUan-Z = UBVO

Hieruit volgt direct

Stelling 6.4. De policy iteration methode B convergeert, d.w.z. levert

goede onder en bovengrenzen voor v, en c-optimale strategieén voor

B
beide spelers.
s . n n
Bewijs. Uit v, = v_ =< U vol t -+ k + v_.. Dus
bewljs B n BVO olgt me UBVO VB 00 Vn 8

Uan - vn + 0. Met stelling 6.3 vinden we dan op den duur goede onder-

en bovengrenzen voor v, en e£—optimale strategieén.

B

Niet nul-som Markov spelen

In de voorgaande paragrafen hebben we ons uitsluitend bezig gehouden met
nul-som spelen.

In deze paragraaf willen we nog wat aspecten van niet nul-som spelen be-
kijken.

In de niet nul-som situatie hebben we niet langer te maken met slechts

€én opbrengstfunctie (betalingen van P, aan Pi) maar met twee opbrengst-

2
functies

rl(i.a,b) voor P en

1!

r2(i,a,b) voor P2

Beschouwen we allereerst het bimatrixspel. Het bimatrixspel wordt ge-

karakteriseerd door twee m X n matrices, zeg A en B.

(am ,bml) e (amn,bmn)

Het spel verloopt als volgt. Speler 1 kiest een rij (of een kansver-
deling over de rijen).en speler 2 een kolom (of kansverdeling over de
kolommen} .

Is het resultaat (eventueel na loting) het paar (i,j) dan ontvangt P,

het bedrag a,, en P, een bedrag b, ..
1] i)

2
Een evenwichtspunt voor dit spel is een paar gemengde beslissingen

* * * * * *
p = (pyseaerppdr g = (qys-+.sq ) met de eigenschap:




(6.12)

(6.13)

e - Lzeszaal
Ceatratz Hibiiotheel
EHndhoven

2 p.g.a,. S 2 pqua,. voor alle p
o UL Titi]
i, i1,]

i%j 4]

*
E p.g.b = E piqu.. voor alle g.
i3 i, A4

Een dergelijk evenwichtspaar heet een Nash evenwichtspunt.

Elke bimatrix heeft tenminste één Nash-punt. In het algemeen kunnen er
meerdere Nash punten zijn die ook, in tegenstelling tot de situatie
bij matrix spelen, verschillende waarden kunnen hebben.

Voorbeeld 6.2. Het bimatrix spel

(1,3) (0,0)
{0,0) (3,1)

heeft drie evenwichtswaarden, n.l. (1,3), (3,1) en (3/4,3/4). De laatste

behoort bij de gemengde beslissingen p = (1/4,3/4}, q = (3/4,1/4).

Keren we nu terug naar het Markov spel.
Het niet~nul som Markov spel verloopt volstrekt analcog aan het nul-
som Markov spel; het enige verschil is dat we nu twee objectfuncties hebben;

in het M-stapsspel met einduitkeringen q, voor P1 en q, voor P2:

M-1
Vl,M(S'G)‘= ms'g[ E r (X ,A /B ) +q (%) ]
n=0
M-1
Vy (80 = By [nZO x (X A B )+ q,(X)]

Door het M~stapsspel in (bi-)normaal vorm te brengen kunnen we inzien
dat dit spel ock een Nash evenwichispunt bezit. Een andere, wat construc-
tievere methode, levert de aanpak met dynamische programmering.

Definieer

en bepaal v r Vv , £ en g zodanig dat voor alle f en g
2,n n n

1,n

|
<

+ =
rl(f'gn) * BP(f'gn)vl,n-i = rl(fn'gn) BP(fn'gn)wl‘,n-l 1,n

r2(fn'g) * BP(fn'g)VZ,nwl = rZ(fn'gn) * BP(fn'gn)v2,n—1 = Va,n
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) een Nash evenwichtspunt van
1.n-1" r2(°f') + BP(.,.)V
r

met corresponderende evenwichtsstrategie&n :En en gn.

Componentsgewijs vormt dus (v v
4 gewl] ( 1,n""2,n

het bimatrixspel (rl(.,.) + BP(.,.)v )

2,n-1

Stelling 6.5. Voor het M-staps niet-nul som Markov spel vormen de

strategieén s¥ = (fM,...,fl) en o = (gM,...,gl), gedefinieerd door

(6.12}) en (6.13) een Nash evenwichtspunt met bijbehorende evenwichts-

waarde (v 'V ). dat wil zeggen voor alle s en o geldt
1,M" "2,M
* * *
< =
V1,M(5’U ) < Vl,M(s 10 ) VLM
* * *
< =
VZ,M(S $0) = V2'M(s 1T ) VZ,M

Bewijs. Het bewijs verloopt volstrekt analoog aan de bewijzen van de

stellingen 3.1 en 6.3.

De strategieén die we op deze wijze vinden zijn altijd Markov strategieén.
Dat was in het nulsom spel geen probleem. Alle paren evenwichtsstrategieén
hadden dezelfde evenwichtswaarde.

bus cok de evenwichtsparen van niet-Markov strategieén. Hier echter
kunnen, doordat de evenwichtswaarde niet voor elk paar Nash evenwichts-
strategieén gelijk is, belangrijke evenwichtspunten niet met deze

dynamische programmeringsaanpak ontdekt worden.

Voorbeeld 6.3. Beschouw eens het =-horizon niet-nul som Markov spel

met verdisconteringsfactor B, met slechts é&n toestand. Feitelijk hebben
we dus te maken met één bimatrix spel dat steeds herhaald wordt. Het

spel is het wvolgende

(5,5) (8,0)

((o,e) (7,7)>
We gaan gemakkelijk na, dat, hecewel (7.7) veel aantrekkelijker is dan
{5,5), het spel alleen (5,5) als Nash evenwichtspunt bezit. In het
w-horizon spel is het paar (7,7) wel een Nash punt, maar het behoort
niet bij de stationaire strategieén f(m) en g(m) met £{1,2) ; g(i,2) = 1.
Dan immers levert het voordeel om om te switchen naar £ resp. g
met %(1,1) = 1 en é(l,i) = 1, als tenminste de ander zijn strategie
vast houdt. De strategieén die dit evenwichtspunt vormen zijn de niet-
Markov strategiedn 8 en ¥ die in woorden als volgt luiden speel actie 2

net zeo lang tot je tegenstander een keer 1 speelt, zodra hij een keer
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beslissing 1 neemt swich je zelf definitief naar beslissing 1. Als 8
voldoende dicht bij 1 ligt, B = 1/3 {ga na)ris bédriegen niet zinvol
dus vormen s en O een paar evenwichtsstrategieén die niet Markov

zijn en dat voor beiden aantrekkelijker is dan het evenwichtspaar in

de Markov strategieén.

In het w-horizon niet nul-som Markov spel met verdiscontering treden
} niet
}

nog wel meer problemen op. Zo zal in het algemeen (v1 n'v2 n
r I

1'11_1,\r2'n__1). Zelfs al is (vl'n,vz'n

uniek bepaald (hetgeen kan door het opleggen van een aantal extra

uniek bepaald worden door (v

eisen) dan nog zal de operator, die uit (v n__1) het paar

1,n-1'V2,

(v ) bepaalt, in het algemeen geen contractie zijn.

l,n'v2,n
Het is dan ook onduidelijk of de benadering van het w-horizon spel

door eindig-horizon problemen enig nut heeft.

Overigens ook bij eindig -staps spelen doet zich al het probleem voor
dat we ons niet zonder meer tot Markov strategie&n kunnen beperken.

Voorbeeld 6.4. Beschouw het volgende bimatrixspel dat tweemaal achter-

een gespeeld wordt.
((0.5) (5,5) (12,0) )
(0,5) {5,5) (10,10)

In Markov strategie&n is het beste dat P, kan krijgen 5 + 5 = 10

2

door steeds actie 1 of 2 te kiezen. Immers P1 zal actie 1 prefereren.

In niet-Markov strategieén vinden we een extra evenwichtspunt, nl. P1

speelt de eerste keer actie 2 de tweede keer actie 1 en P_ speelt als

2

strategie eerst actie 3 daarna als P1 de eerste keer actie 1 koos

ook actie 1 en als P1 actie 2 nam actie 2. Dus, als P1 de eerste keer
meewerkte wordt hij de tweede keer beloond met opbrengst 5, anders wordt
hij bestraft met opbrengst O.

Dit evenwichtspunt heeft de waarde (15,15) en is dus superieur aan de
evenwichtspunten in Markov strategie&n die waarden hebben tussen (C,10)

en (10,10).
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7. Het algemene totale kosten model

7.1.

Inleiding

In dit hoofdstuk willen we het model van het verdisconteerde Markov beslis-
singsprobleemmet eindige toestands- en beslissingsruimten generaliseren. En
we zullen van een aantal resultaten uit hoofdstuk 4 nagaan of die ock in dit
model neg gelden.

We beschouwen het volgende model

{1,2,...} de aftelbare toestandsruimte

A = de willekeurige actieruimte met daarop een g-algebra A die al-
le l-puntsverzamelingen comvat
r{i,a) = de opbrengststructuur waarbij we eisen dat r(i,a} voor
elke i meetbaar is in a
a

p.. = het overgangsmechanisme; meetbaar in a voor alle i en j,
i3

met verder pij = 0, EjeI p?j < 1.

De twee belangrijkste Markov beslissingsproblemen die aan dit model voldoen

zijn

voorbeeld 7.1. Het verdisconteerde Markov beslissingsprobleem met overgangs-

kansen q?j en verdisconteringsfactor . Definieer namelijk pij = gqij.

Voorbeeld 7.2. Het semi-Markowv beslissingsprobleem met verdiscontering {fac-

tor B). In de semi-Markov situatie is de tijd benodigd om bij actie a wvan i
naar j te gaan niet langer constant (= 1} maar stochastisch met verdelings-
functie F?j(t). We nemen verder aan dat de opbrengsten op twee manieren ont-
staan; nl. een directe opbrengst rl(i,a) bij het nemen van de actie en een
opbrengst per tijdseenheid r2(i,a) in de periode tot de nieuwe toestand is
bereikt. Zij verder qij de kans dat, als in i actie a genomen wordt, het

systeem naar toestand j gaat. Na de transformaties

r(i,a) = r,(i,a) + g J Btrz(i,a)df‘ij (t)
0

<]

t
o

past ook dit probleem in het algemene model van dit hoeofdstuk.
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Een strategie voor dit algemene beslissingsprobleem is weer een rij

s = (so,sl,...) waarbij nu st(i +}) een kansmaat is

0’30t e B
op A. Verder is voor elke B ¢ A de functie st(-,B) meetbaar in (ht,it)

= (iO'aO""'it—l'at—l’it) met betrekking tot de product g-algebra op

I x A X...x I = (I x A)t x I; op I nemen we de g-algebra van alle deelver-

zamelingen. Bij iedere starttoestand i ¢ I en iedere strategie s kunnen we

weer een stochastisch proces {(It,At}, t =0,1,...} definiéren als volgt

igr Bg € Bgr Iy = 1g,enn Iy = 1)) =

a

. . 1
J Sl(lO’aO’ll’dal)piliz

a
J s _ ,da )p.t_IL

2 1Br 4

voor elke B e A, 1 e T.

0*Byr--- O""’it
In het algemeen zullen de maten:Pi

a
. X . .
,s( ) geen kansmaten zijn, immers Xj P;

J
kan kleiner dan 1 zijn. Om dit te ondervangen zullen we een extra toestand

invoeren, zeg toestand 0, met

a a .
Pig = 1 - .z pij’ aeA, 1 eI
Jel
r{0,a) =0, a €A
2 o 1 a ¢ A
Poo ’ :

Hierna sommeren alle kansen weer tot 1.

We moeten dit doen om te kunnen spreken over een kansmaat IP,
r
en over de totale verwachte opbrengst. Het is echter zuiver formeel en speelt

op (I x N0

verder geen enkele rol.
We defini&ren nu de totale verwachte opbrengst bij strategie s en start in
toestand i door

E,

y or(r_,a),
i,s =0 n n

V(irs) Ha

mits natuurlijk het positieve of het negatieve deel van de integraal eindig
is.
Om dat te garanderen eisen we

oo

+
Y} or (I 2 ) <=
n=0

E. voor alle i en s ,
i,s
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waarin
+, . .
r (i,a) = max{0,r(i,a)} .

Als gevolg van (7.3) geldt er voor alle i en s
-® % v(i,s) <= .

Bovendien stelt (7.3) ons in staat om de sommatievolgorde in (7.2) te ver-
wisselen
[=:] o>

E, Y r(r,a) = ) E, _xr(I ,A) .
irs 5 n'’n nop 1S n'’'n

In het vervolg zullen drie verzamelingen van strategieén een rol spelen.

S = verzameling van alle strategie&n (in de zin van dit hoofdstuk)
RM = verzameling van alle gemengde Markov strategieén {(randomized
Markov); RM c S

M = verzameling van zuivere Markov strategieén; M < RM .

(Het Markov zijn van een strategie houdt weer in dat de functies

foeerd (B) niet wvan i afhangen.)

Selior3 t-1'"¢ 07 %0 %
We zien nu ook waarom geéist is dat A de l-puntsverzamelingen bevat. Dit

maakt immers dat elke zuivere beslissingsfunctie s die de Markov structuur
heeft voldoet aan de meetbaarheidseisen die in dit hoofdstuk aan strategie-

en zijn opgelegd en dus een zuivere Markov strategie is, dus s ¢ M.

In de wolgende paragrafen willen we onder meer laten zien dat

sup v(i,s) = sup wv(i,s) = sup v(i,s} .
sSeS seRM seM
Definieer nog v(i) = sup v{i,s).
seS
Beperking tot gemengde Markov strategieén

In deze paragraaf zullen we bewijzen dat de eerste gelijkheid in (7.5) in-
derdaad geldt, dus

sup v{i,s} = sup wvi{i,s) .

se€S seRM
We zullen eerst aantonen dat het megelijk is bij elke strategie s ¢ Seen
strategie s € RM te bepalen die bij starttoestand i dezelfde totale verwach-
te opbrengst heeft. Het is in het algemeen niet mogelijk een strategie S € RM

te construeren die het zelfde stochastisch proces veoortbrengt zodat bv.

1
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Pi,s(Iole'AO eBO,...,AnEBn) =Pi,§(10=lO'AO € BO,...,AneBn) .

voorbeeld 7.3, Zij I = {1} en A = {1,2}. Laat strategie s als volgt luiden:

Loot op t = O met gelijke kansen tussen de acties 1 en 2 en kies daarna
steeds dezelfde actie. Ga na dat een strategie uit RM nooit dezelfde simul-

tane kansen kan opleveren (veronderstel p?l > 0 wvoor a € A).
Wel geldt het volgende lemma.

Lemma 7.1. Voor elke i € I en s ¢ S bestaat er een s ¢ RM zodat voor de mar-

ginale verdelingen van s en s geldt:

®, -(I_ =i ,A e¢B)=P, 6 (I =i ,A B ) ,
i,s''n n‘ 'n n i,s' ™ n n o n n

voor alle i e I, B € A, n=0,1,...

n

Bewijs, Bij gegeven i en s construeren we als volgt. Definieer s, = s

0 0-
Dan geldt ook
]Pi’g(Il = i) =IPi’S(Il = il) .
Vervolgens definiéren we 51 door
El(il,Bl) =IPi'S(A1 € }31|I1 =1, B ¢ A,

indien PP, (Il = ii) > 0,en willekeurig (maar wel gemengd Markov) als

i,s
= 1 = 0-
Pi,s(ll 11)
Dan geldt als:IPi'S(I1 = 11) > 0
P, (I = i.A) € By) =P, (I, = i)P, ~(A € BT, = i)
=P, (1) =P, B e B [T =1 =P, (I, =i,3 cB)
Als:?i's(ll = 11) = 0 zijn beide kansen O.
En er geldt
Py, slp = i) =P, (I =3y .

Zo voortgaand definiéren we s voor alle n door

s (i,B) =P, (A& e¢B |I_ =1i),B cA
n n n i,s8 11 n' n I

r

Dan leveren s en s bij starttoestand i dezelfde marginale verdelingen

., —=(I =1 ,A € B =1, I =i ,A B
1,5( n n'“n n) 1,5( n n'®n ¢ n) !
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voor alle in €I, B ¢ Aenn=20,1,... .
s is gedefinieerd als gemengde Markov strategie en voldecet aan de meetbaar-
heidscondities voor strategieén.

Daarmee is het lemma bewezen. O
Hieruit volgt direct

Stelling 7.1. Voor elke i ¢ I en s € S bestaat er een s ¢ RM zodat

vi{i,s) = v(i,s) .

Bewijs. Voor de in lemma 7.1 geconstrueerde S € RM geldt
P, -(I =i,A €eB) =P, (I =i ,A_ c B ) .
i,s' 'n n n It i,s' ' n n’ n n

En dus ook

- A = T, I ,A .
'Ei,sr(ln' n) i Sr( n’ n)

r
Met vergelijkingen (7.4) en (7.2) volgt dan

v(i,s) = v(i,s) . ]
Hiermee vinden we

Stelling 7.2. Onder de voorwaarde (7.3) geldt

gup v(i,s) = sup vi{i,s} .
ses seRM

In het algemeen geldt niet dat er bij elke strategie s € S een S € RM be-

staat zodat
v(i,g) = v(1i,8), voor alle i tegelijk (ga na) .

Ook bestaat er niet in het algemeen een strategie s ¢ RM die voldoet aan
vii,8) 2 v(i) - e,

voor alle i1 ¢ I tegelijk.

Uit lemma 7.} en stelling 7.1 wvolgt ook dat de voorwaarde (7.3) equivalent

is met

+
E, Z r (In,A ) < w0 voor alle 1 en s € RM .
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7.3. Beperking tot zuivere Markov strategieén voor het eindig-staps probleem

We beschouwen in deze paragraaf het T-staps probleem met einduitkering w=0.
Uit lemma 7.1 volgt reeds dat we ons ook in dit geval kunnen beperken tot
gemengde Markov strategieé&n. We zullen laten zien dat we in dit eindig-staps
probleem iedere gemengde Markov strategie kunnen vervangen door een zuivere
Markov strategie met minstens dezelfde verwachte opbrengst.

In het bewijs hiervan maken we gebruik wvan het volgende resultaat.

Stelling 7.3. Zij g{.) een kansmaat op A,A, zij u(.) meetbaar en

3
IA g(da)u {a} < =, dan bestaat er een a. ¢ A zodanig dat

0

J gf{da)ufa) < u(ao) .
A

Bewijs. Zelf. O
Met behulp hiervan bewijzen we

Stelling 7.4. 2ij s ¢ RM willekeurig, w £ 0 en zij verder voldaan aan (7.6}

dan bestaat er een s € M zodanig dat

T-1 T-1
nEO £{I_,A) + w(l)] SEi'EEnZO r(I ,A) +w(r)] .

Ei'S[
Bewijs. De aanpak is feitelijk dezelfde als in het bewijs van stelling 3.1.
Met als enig probleem het controleren of bepaalde optredende functies inte-
greerbaar zijn. En dat blijkt op grond wvan (7.6) en w £ 0 steeds het geval

te zijn.

Beschouw eerst eens de verwachte opbrengst voor strategie s vanaf tijdstip

T~ 1., Als het systeem op t = T-1 in j zit, bedraagt deze
{(7.7) J S 1(j,da)[r(j,a) + 2 pé w(k)] ,
—_ k Jk
A

(de integraal in goed gedefinieerd immers

J sT_l(j,da)[r(j.a) + ) p?kw(k)]+ £ J sT_l(j,da)r+(j,a) < o)

A k A

Volgens stelling 7.3 bestaat er nu een fT—l(j) € A waarvoor geldt
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£, (3)
. . a . . -1
J sy, (3,8a) [x(3,a) + E PLt0 ] S x5, fy (5 + E P wik) .
A

Doen we dit voor alle j € I dan vinden we een beslissingsregel fT_1 waarvoor

(T-1) _
met s = (50'51""'ST-2'fT-1) geldt
T-1 -1
<
e, L c(xa) +w(r)l<E oy D) x(1,a) +wapl.
n=0 i,s n=0
Vervolgens Kunnen we S verbeteren. Met
£ (k)
T-1
up_y k) = xlk, £, (k) + § Py W
o {T-1)
bedraagt de opbrengst onder strategie s vanaf T~ 2

J ST‘Z(j:a)[r(j,a) + g pzkuqu(k)] .
A

We kunnen dit herschrijven in de vorm

1
E, [ ) r(I_,a) +w(r)l,
Jelsg 50 4} 150 n’'"n 2

waaruit met (7.6} en w < 0 volgt dat de integraal weer goed gedefinieerd is.

En er bestaat volgens stelling 7.3 dus een fT_2(j) zodat

£ ,(3)
. . a . . T~2
J sT_z(J,a)[r(J.a}-FE ijuT—l(k)] < r(J,fT_2(J)-FE Pk up,_q (k)
A

en wel voor alle j ¢ I.
(T-2)

Voor de strategie s = (50""'ST—3'fT—2’fT—1) geldt nu
-1 T-1
+ < + .
E, L) oraa) +waplse o o0 Iox(,a) +wiI)]
n=0 i,s n=0
Zo voortgaand construeren we een strategie s = (fo,fl,...,fT_l) die in het
T-staps probleem tenminste dezelfde opbrengst geeft als s. [

- + +
Men kan bewijzen dat de voorwaarde w < 0O kan worden verzwakt tot w =v <o,

Dan geldt namelijk ook

+ .
{7.8) :Ei,sw (It) voor alle i, s en t .

En zoals we nog zullen zien (in corollarium 7.2) geldt onder voorwaarde (7.6)

, +
inderdaad v < o,
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Uit stelling 7.4 en lemma 7.1 veolgt nu dat we ons tot zuivere Markov stra-

tegieén kunnen beperken.

Stelling 7.5. Voor het T-staps probleem met einduitkering w < 0 geldt

T-1 T-1
supIEi’S{ ¥ r(I /A + W(IT)] = SupIE.'S[ ) (I ,A) + W(IT)Jr
se8 n=0 seM n=0

voor alle i ¢ I.

Positieve dynamische programmering

In deze paragraaf beschouwen we de situatie dat alle opbrengsten niet nega-
tief zijn: r{(i,a) =2 0, voor alle i ¢ I, a ¢ A. Zodat ook r(i,a) = r+(i,a).
Een aantal van de resultaten in deze paragraaf zijn ock van belang voer het
algemene probleem met zowel positieve als negatieve opbrengsten.

Allereerst bewijzen we het volgende lemma.

Lemma 7.2. Uit voorwaarde (7.6) wvolgt

(]

A < lle i .
sup:Ei'S Z r(In, n) ® voor alle 1 € I
seM n=0

Bewijs. Stel dat het supremum in (7.9) niet eindig is, dan bestaan er dus

2
strategieén sl,s te=- € M met

fe ]

E ) r(I,A) = 2%, m=1,2,... .

i,s n=0
Beschouw nu de strategie & die een loting is tussen de strategieén 51,52,...
en wel zo dat strategie s™ met kans 27" wordt gekozen. Nu is § weliswaar
geen strategie volgens de definitie van strategie in paragraaf 7.1 (de ac-
ties op latere tijdstippen hangen niet af van een lotingsexperiment wvooraf)
maar er bestaat wel een & ¢ RM die dezelfde marginale verdelingen heeft als
S. Ga na dat & aan de meetbaarheidseisen voldoet. Voor & geldt dan dat

o

o€
} r(z,a) =z § 270" - |
n n
n=0 m=1

I=,
i,

i

Maar dit is in tegenspraak met (7.6). Daarmee is het lemma bewezen. 0

Met behulp van dit lemma vinden we nu de volgende twee belangrijke resulta-

termn.
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Stelling 7.6. Onder de voorwaarde (7.9) geldt

o
i) sup E, Z r(I ,A_ ) < o=, i eI
‘ n'’n
Ses n=0
o oo
ii) sup E, J r(I_,Aa) = supE, J r(r,A), ieI.
n''n
ses T'% n=0 non seM '° n=0

Bewijs.

i) Stel dat het supremum in i} voor zekere j niet eindig i1s, dan bestaat er
voor elke N een s ¢ S, en met stelling 7.1 dus ook een S ¢ RM, waarvoor
geldt

o«
E. - r{I ,A.}) > N.
jrs nZO n’"n
Voor T voldoende groot geldt dan
T-1
E., - r{I ,A) > N.
i, nEO n’’n
Volgens stelling 7.4 bestaat er dan cock een zuivere Markov strategie §
waarvoor geldt
T-1
E, ., ) r(I_,A) >N.
38 oy n’n
*
We kunnen § natuurlijk uitbreiden tot een zuivere Markov strategie s
voor alle t waarvoor geldt
o
I, r(I ,A) >N
j,s* nEO n'“n
Dit zou gelden voor alle N maar dat is in tegenspraak met (7.9). Daar-
mee is 1) bewezen.
ii) Zij s € 8 willekeuriqg, dan bestaat er volgens stelling 7.1 een equiva-

lente s ¢ RM. Het totaal van de opbrengsten onder strategie s kunnen we

als volgt splitsen

co

] r(z,A) =T, = )} x(I,A)+E = ) xr(I,A) .
n=0 n' n i,s 24 n'’'n - n'n

Uit i) volgt dat de tweede term in het rechterlid voor T voldoende groot

kleiner is dan €. Voor het eerste stuk kunnen we volgens stelling 7.4
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een equivalente zulvere Markov strategie vinden, die uitgebouwd tot een
zuivere Markov strategie voor het =-horizon probleem op het stuk vanaf
T hoogstens e ten opzichte van s verspeelt. En dus ook in totaal hoog-
stens € slechter in dan s en s. € en s zijn willekeurig waarmee ii) is

bewezen. [

Uit stelling 7.6 veolgt nu direct {(r(i,a) =z O voor alle i en a)

Corollarium 7.1. De voorwaarden (7.3), (7.6) en (7.9) zijn equivalent.

Bewijs. Direct met lemma 7.2 en stelling 7.6 1i). Cl
En

Corollarium 7.2. Onder de voorwaarde (7.3), (7.6) of (7.9) geldt voor de

waardevector v

v o< ™,

De functionaalvergelijking

We keren nu weer terug naar het algemene geval met zowel positieve als nega-
tieve opbrengsten. Merk allereerst op dat de corollaria 7.1 en 7.2 niet
slechts gelden in het positieve dynamische programmeringsmodel maar algemeen,
Immers het feit er ook negatieve opbrengsten zijn speelt bij die twee uit-
spraken geen enkele rol, omdat we ons daarbij volledig tot het probleem met
i.p.v. r{i,a) alleen de positieve delen, r+(i,a), kunnen beperken. Dus er

geldt

Corollarium 7.3.

i} De voorwaarden {(7.3), (7.6) en (7.9) zijn equivalent.

ii) onder de voorwaarde (7.3}, (7.6) of (7.9) geldt voor de waardevector v

vV < w

We zullen in deze paragraaf de functionaalvergelijking

w = supl{r(£f) + P(£f)w}
f
beschouwen.
In paragraaf 4.3 is het verdisconteerde Markov beslissingsproces beschouwd
en dpar is bewezen dat de waarde VB de unieke oplossing is van de functic-

nééivergelijking
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w = sup{r (£) + BP(f)w} .
f

Hoe zit dat nu hier? Begchouw eens het volgende triviale voorbeeld.

Voorbeeld 7.4. I = {1}, a = {1}, r{1,1) = 0O, Pil =1,

Duidelijk is dat v = 0. De functionaalvergelijking (7.10) luidt hier w=0+w.
We zien dus dat v voldoet aan de functionaalvergelijking maar ook dat de op-

lossing bepaald niet uniek is.

We zullen nu eerst bewijzen dat v altijd aan de functionaalvergelijking vol-

doet.

Stelling 7.7. Onder de voorwaarde (7.9} (dus ook (7.3) of (7.6)) voldoet v

aan de functionaalvergelijking

w = sup{r{f) + P(F)w} .
£

Bewijs. Eerst v = sup{r(f) + P(fiv}. Zij s een uniforme e-optimale strate-
) £
gie; v({i,s) z v{(i) - £ voor alle i ¢ I (dat zo een s bestaat volgt uit v <=},

en zij f een beslissingsregel. Dan is ook (f,s) (eerst f daarna s) een stra-

tegie en er geldt voor alle i ¢ I

v(i) 2 v(i,(£,8)) = r(i,£(i)) + 7 pf;i)v(j.s)
:

i)

v

r(i,£(i)) + ) pié v(i) - €

3

Omdat (f,s) een strategie is en v{i,s) en v(i) voor alle i hoogstens ¢ ver-
(i}

schillen bestaat de som Zj pij v({j). £ en f waren willekeuriqg, dus
v z sup{r(f) + P(f)vl].
£
Nu v £ sup{r(£f) +P{(f)v}. Zij f weer een willekeurige beslissingsregel en
£
s= (51 rSoree .} een gemengde Markov strategie dan geldt voor de strategie {f,s) voor
elke i £4
Vi, (£,8) = r(i,£(i) + ] pigl)V(j,S)
3
. . £i .
< r(i,f(i)) + Z pi;l)V(J)
3
. a .
< supir(i,a) + Z pijv(J)} .

a J

(De som Z p?jv(j) is voor alle a weer goed gedefinieerd.)




- 82 -

Er geldt dus ook

sup v{i,(f,s)) < sup{r(i,a) + ] p,.v(P} .
(f,s) a ] J

Nu is met s, een "gemengde beslissingsregel” ook

sup v(i, (£,8))} = sup v(i,(so,s))

£ SO

op grond van stelling 7.4. Zodat

sup v(i, (f,s)) = sup v(i,so,s)) = wv{i) .

(£,s) ‘ (s4.8)
En dus

v £ sup{r(f) + P(f)v} .

£

Daarmee is het bewijs voltooid. (]
Merk op dat v (i) = - voor een of meer i hier niet hoeft te worden uitgeslo-
ten.

Voor het positieve dynamische programmeringsprobleem vinden we nu het vol-

gende resultaat.

Stelling 7.8. Als r{i,a) 2 0 voor alle i en a en (7.9) geldt, dan is de waar-

de v de kleinste niet negatieve oplossing van de functionaalvergelijking.

Bewijs. Stel w =2 0 is een oplossing van (7.10), 2ij s = (fO’fl"") een wil-
lekeurige Markov strategie, dan geldt voor alle T
-1 -1
E, ) or(za) <EL] r(1,a) +wIp]
n=0 n=0
= r(f) + PIEIT(E,) +oout PUEG) .. PUE, S)[r (£ _)) + P(E,  )w]

IA

r(£g) + PUET(£)) +..o4 PUEG) .. PUE, DIr(f, ) + P(E, )]

1A

Dus ook
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s € M was willekeurig zodat met stelling 7.6 ii) volgt

v(i) = sup v(i,s) < w{i) voor alle i ¢ T . |
seM

Negatieve dynamische programmering

In deze paragraaf beschouwen we nu het geval dat r(i,a) < 0 is voor alle i
en a: het zogenaamde negatieve dynamische programmeringsprobleem (hiervoor
is triviaal aan (7.3}, (7.6} en (7.9) voldaan). Het feit dat v aan de func-
tionaalvergelijking voldoet stelt ons in staat de volgende stelling te be-

wijzen.

Stelling 7.9. Als r(i,a) = 0 voor alle i en a dan bestaat er een zuivere

Markov strategie, s ¢ M, zodanig dat
vi{s) 2 v - ge ,

d.w.z. s is uniform e-optimaal.

Bewijs. Op grond van stelling 7.7 bestaan er beslissingsregels £ n=0,1,..
zodanig dat

52_(n+1)e

r(fn) + P(fn)v z v -

Voor de strategie s = (fo,f ;---) geldt dan met v £ 0 (vgl. het bewijs van

1
stelling 7.8)

T-1 T-1
E, ) r(I,A) 2EL[ ) =x(I_,A) +v(L)]
n=0 n=0

r(fo) + P(fo)r(fl) +...+ P(fo)...P(fT_Z)[r(fT_l) + P(fT_ v

1

[\

=T
r(£) + PUEL)Y(E) +.oot PIE) .. B, )V - €2 €]

>.rv-e 4 42 Nes v - e

zodat ook

T-1
v(s) = LinE_ ¥ r{I_,A) 2V - ce . C
T-o0 n=0

Door de bewijzen van de stellingen 7.8 en 7.9 te combineren kunnen we ock

het volgende "equivalent" van stelling 7.8 bewijzen.
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Stelling 7.10. Als r{i,a) £ 0 voor alle i en a dan is v de grootste niet po-

sitieve oplossing van de functionaalvergelijking (7.10).

De beperking tot zuivere Markov strategieén in het «-horizon probleem met

zowel positieve als negatieve opbrengsten

We hebben nu alle resultaten afgeleid die we nodig hebben om te bewijzen dat
we ons ook in het geval van zowel positieve als negatieve opbrengsten tot

zuivere Markov strategie&n kunnen beperken,

Stelling 7.11. Onder de voorwaarde (7.9} geldt

sup v(i,s) = sup v{i,s) voor alle 1 I ..
seM seS

Bewijs. Zij 5 ¢ S willekeurig, dan bestaat er volgens stelling 7.1 een S ¢ RM

zodat v({(i,8) = v{i,g). We kunnen v(i,g) nu in drie delen splitsen:
T-l oo =]
v(i,s) =1|~:i’§ ¥ r(I ,A) +]Ei'§ ) r+(In,An) +E - ) r-(In,An)
n=0 n=T 1=
waarbij r (i,a) := min{0,r(i,a)}.

Voor T wvoldoende groot is de middelste term kleiner dan e. Definiéren we ver-
der z (s} en z door
o
z (s) =:Es Z r (In,An) en z = sup z(s) .

n=0 seS

Volgens stelling 7.9 bestaat er een § ¢ M zodanig dat

z(8) 2z - ee .
Door nu s vanaf T te vervangen door § = (EO,EJ,...) krijgen we een strategie
* - - - ~
s = (so,sl,...,ST_l,fO,fl,...) waarvoor geldt

0
B, o HZT T A =B o 2(1,8)
zE, s z2(I, (s 1) ~e=E - ] r(I,A)-c.

s - .
i,s T T TT+1f irs b

{Merk op dat we inderdaad de uniforme c-optimaliteit van S gebruikt hebben.)
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Beschouw nu nog het T-stapsprobleem met einduitkering z (8) . Daarvoor be-

staat er een zuivere Markov strategie die minstens even goed is als s, zeg

(e renesfy )

*%*
Voor de zuivere Markov strategie s =

,% s -+-} VOOr het

(EqrEreee iy vEqrf

oneindig horizon probleem geldt dan

e T-1
Ei,s** { riIn,An) =IIEi'S**f Z r(In,An) + z(IT,s)]
n= n=0
T-1
= - +
]Elrs[z r(I_,A ) + z(I;,8)]
n=0
T-1 0 _ _
> - - = i - .
:El's[ Z r(Iann) + Z x (In’An)] e = v(i,s) 2e
n= n=T
€ 1s willekeurig evenals s, =zodat
sup v(i,s) = sup v{i,s} . ‘ _ O

SecM S€S

Dus voor elke toestand i en € > O bestaat er een zuivere MarKkov strategie
die e-optimaal is voor starttoestand i. Het is niet algemeen zo dat er een
zuivere, of zelfs maar gemengde Markov strategie bestaat die voor alle start-

toestanden e-optimaal is.

Successieve approximaties

Beschouw eens het volgende voorbeeld

voorbeeld 7.5. T = {1,2}, A = {1,2}, pil = py, = 1, alle andere pij ziin O,
r{l,ly =0, r(1,2) =1, r(2,1) = r{2,2) = -1. Je kunt dus kiezen tussen in

1 blijven en niets krijgen en naar toestand 2 gaan en 2 ontvangen. Zodra je

in 2 zit moet je weer 1 terugbetalen en verlaat je het systeem.

Duidelijk is dat

Ti 1
r{i ,A) = 2
n=0 n n

sup:]E1 voor alle T .

seS

r

(Kies namelijk de strategie "T-1 keer blijven zitten en dan naar 2"). En

dat
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sup E Y r(r_,a) =1.
ses L,s n=0 non

Dus de methode van de successieve approximaties werkt niet algemeen.

Wel echter in de positieve dynamische programmeringssituatie.

Stelling 7.12. Als r{i,a) =2 0 veoor alle i en a dan convergeert de methode

van de successieve approximaties voor elke startvector Ya met 0 < Y5 < v.

Bewijs. Zelf.

In het negatieve dynamische programmeringsprobleenm zal de methode wvan suc-

cessieve approximaties echter weer niet nocdzakelijk convergeren.

-

Voorbeeld 7.6. I = {0,1,...}. Alle r(i,a) zijn nul, behalve r{2,a) = ~1.

Van toestand n ga je naar n-1, enz. tot je in toestand 1 komt daar blijf
je dan verder. In toestand 0 kun je kiezen naar welke toestand je gaat:

2 0f 3 0of 4 of ... . Je kunt niet naar 0 en 1. Je kunt je bezoek aan 2 dus

willekeurig lang uitstellen maar niet vermijden zodat v(0) = -1, maar
T-1
sup IE E r(r ,A }) =0.
seM Ors n=0 non
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