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Notaties

X kolomvektor t.a.v. zekere basis (eindig-dimensionaal)
§T rijvektor, getransponeerde van x
-A S —matrixyreokugeschreVen-(a{j}—-_~——~——-_4u_w~—4-mm'—-—~—----—
aij matrixelement in i-de rij en j-de kolom
a:. i-de rij van matrix (aij)’ geschreven als kolomvektor
a, T i-de rij van matrix (a,.)
Zix ij
a . j-de kolom van matrix (a,.)
=*J 1]
_*jT j—-de kolom van matrix (aij)’ geschreven als rijvektor
AT getransponeerde matrix van A
T . .
c X inwendig produkt van ¢ en x
ac<h elke komponent a; van a kleiner dan de korresponderende bi
van b
acghph elke komponent a, van a niet groter dan de korresponderende
b, van b
i 2
T . . T
max (¢ x) maximaliseer de vorm c¢'x
T . . T
max {c x|..} maximaliseer de vorm ¢ x onder de voorwaarde ......
max [xl,xzj maximum van x, en X,
max [aii..] maximum van de elementen 2, i € I, onder de voorwaarde .....
i
Xg deelvektor van X samengesteld uit de aktuele basisvariabelen
gN deelvektor van x samengesteld uit de aktuele niet-basis- ;
variabelen .
éB deelvektor van ¢ komponentsgewijs opgebouwd analoog met X3 ;
éN deelvektor van ¢ komponentsgewijs opgebouwd analoog met Xy .




1. Inleiding

Een boer wil zijn land (10 ha) bebouwen met haver, aardappelen en/of suiker-
bieten. Hij wil nagaan, hoeveel ha hij elk jaar met elk van deze produkten
moet bebouwen om een zo hoog mogelijke opbrengst te verkrijgen. Per ha is de
jaarlijkse opbrengst voor haver # 923,-, voor aardappelen f 1200,- en voor
suikerbieten f 1700,-. Hij moet echter rekening houden met een aantal be-
perkingen die in zijn bedrijf van kracht zijn. Voor de zes perioden waarin

hij het arbeidsjaar verdeeld heeft, gelden de volgende gegevens:

Periode: Arbeidsbehoefte in uren per ha Beschikbare

haver: aardapp.: suikerb.: arbeidsuren:
1. 13/4 - 24/5 2,5 24 158 372
2. 25/5 - 28/6 - 17 98 - 310
3. 29/6 - 26/7 - 5 11 248
4, 27/7 - 23/8 45 - - 248
5. 24/8 - 4/10 - 198 - 372
6. 5/10 - 29/11 - - 120 472

Bovendien kun je niet altijd op dezelfde grond hetzelfde produkt verbouwen:
er moet af en toe gewisseld kunnen worden; met aardappelen mag daarom ten
hoogste het derde deel van de totale oppervlakte, met suikerbieten ten

hoogste het vierde deel en met haver ten hoogste de helft bebouwd worden.

We stellen nu het model op. Er zal jaarlijks X, ha met haver bebouwd worden,
X, ha met aardappelen, X, met suikerbieten. Deze beslissingsgrootheden

heten ook wel de aktiviteiten van het probleem. De uit de gegevens af te

lezen beperkingen zijn:

1. zes beperkingen (voor elke periode &&n) betreffende arbeids-
behoefte en -beschikbaarheid, bijv.

2,5 x, *+ 24 x, + 158 x3's 372 (voor periode 1), enz.;

2. &én voor de beschikbare grond :

x, +x, +x_ s 10;

1 2 3
3. drie voor de vruchtverwisselingseisen:
X, < 5, X, < 3,33, X, < 2,5.




De doelfunktie x., die gemaximaliseerd moet worden, is hier:

O,

w = 923 xl + 1200 x2 + 1700 x3.

We zijn echter nog niet klaar. De waarden die de variabelen X in feite zul-
len kunnen aannemen, kunnen niet negatief zijn: het zijn immers oppervlakten

te bebouven grond. Bij de probleemformulering moeten we er op bedacht zijn

dat ongelijkheden xj > 0 voor variabelen van dit type mede opgenomen worden.
Bovendien merken we vast op dat dit soort ongelijkheden voor de berekeningen
van groot belang zijn.

Rekapitulerend schrijven we het wiskundig model hieronder nog eens uit:

max (w = 923 X, + 1200 X, + 1700 x3)
onder de beperkingen
(2,5 x, + 24 x, + 158 x; < 372
17 X, + 98 x3 < 310
5 X, + 11 x3 < 248
45 X, < 248
198 X, < 372
) 120 x, < 472
x, t xz + x3 < 10
X, < 5
Xq < 3,33
L Xy S 2,5

met X, =0, x,20, x =20.

Op een soorfgelijke manier worden voor allerlei bedrijven wiskundige modellen
opgesteld; men stelt dan de verschillende optredende grootheden voor door
lettersymbolen, variabelen genoemd, brengen de verschillende beperkende re-
laties er tussen in formule, als algebraische vergelijkingen of ongelijkheden,
en trachten dan zodanige waarden voor de“variabelen te vinden, dat een be-

paalde doeifunktie of objectfunktie (een winstfunktie of een kostenfunktie)

van die variabelen een 20 hoog mogelijke (als het om winst gaat) of een zo
laag mogelijke (als het om kosten gaat) waarde aanneemt .. De variabelen

of onbekenden zijn bijvoorbeeld hoeveelheden van stoffen die gekocht
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kunnen worden, of verwerkt, of gefabriceerd, of verkocht; de beperkingen
zijn bijvoorbeeld de door de omstandigheden opgelegde grenzen wat betreft
voorraden, transportmogelijkheden, financiele middelen, arbeidskrachten,

of kapaciteiten van andere aard. De doelfunkties moeten geoptimaliseerd

worden, d.w.z. gemaximaliseerd of geminimaliseerd, al naar gelang we ze

een zo hoog mogelijke dan wel een zo laag mogelijke waarde willen laten
aannemen. Zo'n hoogste waarde die zo'n funktie, gezien de geldende beper-
kingen, kan aannemen heet het maximum van die funktie, de laagste waarde

het minimum, Maximum of minimum noemt men ook wel uiterste waarde of opti-

mum; het is de optimale waarde.

Elk stel getallen X1y Xy, X in ons voorbeeld dat aan de gevonden voorwaar-

3
den voldoet, is een mogelijke "beslissing" voor de bedrijfsleider, een pro-
gramma dat men in het bedrijf zou kunnen uitvoeren, gezien de mogelijkheden.

(Niet elk programma is even effektief: het programma x, = O, x, = 0, x, =0

1 3
voldoet aan de beperkingen, maar het is niet erg doeltreffend!) Omdat het
probleem waarvoor we ons gesteld zien, streeft naar een zo gunstig mogelijk

programma voor het bedrijf, heet het een programmeringsprobleem.

Omdat alle beperkingen lineair zijn in de wvariabelen xj (j = 1,2,3) en om-

dat de doelfunktie lineair is in de xj, heet het probleem een lineair pro-

grammeringsprobleem, afgekort tot L.P.-probleem. Het rekenkundig oplossen

van een L.P.-probleem volgens wiskundige methoden heet lineaire programme-

ring (Eng. "linear programming", Fr. "programmation lin&aire", D. "lineare
Optimierdng"Lnoordatveel praktische problemen L.P,-problemen zijn en door-
dat de wiskundige methoden om L.P.-problemen op te lossen tot een grote
mate van volmaaktheid zijn ontwikkeld, is de lineaire programmering een
belangrijk hoofdstuk uit de toegepaste wiskunde geworden. E&n naam mag niet
onvermeld blijven, die van de Amerikaan George B, Dantzig, de '"vader van de
lineaire programmering”, die de wiskundige methoden voor een groot deel
heeft uitgedacht.

Het is ondoenlijk om proberenderwijs van bovenstaand (klein) L.P.-probleem
de oplossing te vinden. In dit diktaat wordt toegewerkt naar een wiskundige
oplossingsmethode: de simplexalgoritme (hoofdstuk 5). De hoofdstukken 2, 3
en 4 vormen een voorbereiding op deze methode, terwijl de hoofdstukken 6, 7
en 8 enige andere aspekten van het lineaire programmeren beschouwen. -
In het voorbeeld zouden wij met behulp van gencemde simplexalgoritme de
volgende optimale oplossing vinden: als wij jaarlijks 5 ha haver, 1,87 ha
aardappelen en 1,99 ha suikerbieten verbouwen, dan is de optimale opbrengst

f 10.252,40. In tetaal wordt dan 8,86 ha van de 10 jaarlijks bebouwd.




De methoden om met wiskundige middelen te komen tot de meest ekonomische
beslissingen over fabrikageprogramma's, over het maken van plannen voor
produktie, over scheeps— en vliegtuigtransporten, over mengverhoudingen
voor paraffinen of voor veevoeder, over het beheer van voorraden, enz.,
worden samengenomen onder de naam Operations Research (USA), Operational

Research jﬁggg}gn@),VquQqupe‘Q?érationelle (Frankrijk), Unternehmens-

forschung (Duitsland); voor het Nederlandse taalgebied is de term Opera-
tionele Analyse voorgesteld, die echter nog niet algemeen geaccepteerd
wordt. Velen gebruiken de Amerikaanse naam.

Een onderdeel van deze operationele analyse is de mathematische programme-

ring, de verzameling van technieken die worden toegepast om doelfunkties
te optimaliseren onder zekere beperkingen. De lineaire programmering is dus

weer een onderdeel van de mathematische programmering,
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2, Het lineair programmeringsprobleem (L.P,-probleem)

2,1, Algemene formulering

Bij een L.P.-probleem gaat het om het bepalen van een vektor x € RY (of wel

n . . .
van alle vektoren X € R') waarvoor een lineaire funktie

T
e X, +t ¢ X, t ... tC

171 272 nn (1)

]
[
g
le]
"
i
n
134

een maximale (of wel een minimale, algemeen: een optimale) waarde aanneemt,

onder de lineaire beEerkingen of restrikties

a, . x, +a..x, + ... +a, x = bi voor i = 1,2,...,m

1171 1272 in n 1

ai x +a,.x_ + ... +a, x

. i =m+
171 iz™2 in"mn b1 voor 1 = m;+l, m

| *2,..,m (I1)

1

v

a, x +a. x + .., +a

+
1% 12%2 in®n I, m

bi voor i = m +2,..,00,

2 2

terwijl bovendien voor een aantal (eventueel alle) variabelen xj de eis betref-

fende de grens O opgelegd kan ziin:

x, 20 wvoor j =,],2,..,nl
] (III)

X. £0 wvoor j

3 n,+1, n]+2,..,n2, met n,, £ n.

1 2

Een oplossing van het probleem heet eenr optimale oplossing op optimaal pro-

gramma. De beperkingen (II) en de eisen (III} zijn beide lineair in de varia-
belen xj; zij worden in de rekenmethoden echter verschillend behandeld en het

is dan ook doelmatig om tussen de twee onderscheid te maken. Een oplossing van

(I1) die voldoet aan de eisen (III) heet een toegelaten oplossing of een pro-
gramma bij het probleem; een oplossing van (II) die niet voldoet aan (III)

heet een niet-toegglaten oplossing van (II).

De optimaliseringsfunktie ng heet de objectfunktie, kostenfunktie of doel-

funktie.

De beperkingen (II) kunnen ook worden genoteerd met sigma—tekens:

I a,.x, < bi voor i = 1,2,..,111l




of ook met behulp van vektornotatie

T .
a, x = b. voor 1 = 1,2,..,m
—ix = i

1’
enz.,

terwijl tenslotte ook de matrix-notatie gebruikelijk 1is:

Ayrsby
Ayxr=bh
A3 X 2 b33

hier is dan A} een (ml,n)-matrix, A2 een (mz-ml,n)-matrix en A
m, m,~m, m-m,
matrix, met b, € R ', b, ¢ R en b, €R .

5 een (m-mz,n)-

2.2. Transformaties van L.P.-problemen

Definitie. We noemen twee L.P.-problemen gelijkwaardig indien het ene in het

andere overgezet kan worden door een of meer van de volgende operaties:

(1) het toevoegen van een konstante k aan de doelfunktie ET§ N

(2) het vervangen van een opdracht "maximaliseer ET§ + k" door de opdracht
"minimaliseer - 9T§ - k", of andersom,

{3) het wvervangen van een variabele xj met de eis Xj < 0 door een variabele

xj* = - xj met de eis xj* = 0, of omgekeerd,

(4) het vervangen van een variabele Xj zonder voorgeschreven grens 0 door het

. + . . . .
verschil xj - xj van twee nieuwe niet—-negatieve variabelen
+ -—
xj 1= max (xj,O) en xj 1= max (-xj,O), of omgekeerd,

(5) het vervangen van een ongelijkheid gi*T§ < bi (dan wel =2 bi) door de
ongelijkheid - Ei*TE 2 - bi (respectievelijk = - bi)’
(6) het vervangen van een vergelijking Ei*TE = bi door twee ongelijkheden

T T
te zamen: a. x £ b, emna, x z b,, of omgekeerd,
—-1* = i =ix = 1

[\

(7) het vervangen van een ongelijkheid §i¥T§ < bi (dan wel bi) door een

PP T
1 . . = b. i ijk «on =¥, . -
vergelijking a,, ¥ty b1 (respektievelijk Vs bl) door toe

voeging van een niet-negatieve restvariabele ("slack variable'') Yis of

het omgekeerde hiervan.




Voorbeeld, Het L.,P.-probleem

min { - 321 * X, ' X) *x, < 13 X, 2 0}
is gelijkwaardig met het L.P.-probleem
max { 3xl - x2+ + xz_ + 5 X, o+ x2+ - x2- +y =13
xlzo;x2+20;x2-20;y20}.

Opmerking.

We zullen later, bij de z.g. tweefasen-methode, nog een operatie invoeren,

die enigszins op die van (7) 1lijkt.

2,3, Standaardvormen

Met behulp van de in de vorige paragraaf gegeven operaties kan elk L.P.-

probleem tot de volgende standaardvormen teruggebracht worden:

Standaardvorm I

max (ng) onder de voorwaarden A x < b ,

I
o
=

€ R

I

b e R"

A een (m,n)-matrix,

Standaardvorm II

T
max (¢ x) onder de voorwaarden A X £

1o

I
m
=]

X 2

10
~

In
m
=

10
m
=

b ¢ R®
A een (m,n)-matrix.
Bij de rekenmethode die voor de oplossing van L.P.-problemen ontwikkeld is
(de simplexmethode), is het niet-negatief zijn van de variabelen een essen-
tieel onderdeel, zodat met het oog daarop de standaardvorm II veel gebruikt
wordt. Bij veel praktische L.P.-problemen stellen de variabelen xj (dow.z.
de komponenten van de vektor Xx) produktiefaktoren voor, kapitaal, goederen,
grondstoffen, machires, e.d., die dus van nature niet-negatief zijn. Zodra
dit optreedt voegen we deze eis xj 2 0 voor de betreffende variabelen aan

de voorwaarden voor ons L.P.-probleem toe.




Voor de variabelen waarvoor deze eis niet van nature geldt, kunnen we de
operaties (3) en (4) uit 2.2 gebruiken om toch de standaardvorm II voor het

L.P.-probleem te bereiken.

Voor de toepassing van de later te bespreken simplexmethode moeten de beper-
kingen geschreven worden als vergelijkingen en niet als ongelijkheden, ter-
wijl bovendien de nieuwe koefficientenmatrix een E-matrix moet bevattem. _ __ _
Hebben we nu een L.P.-probleem in de standaardvorm 1I voor ons, dan kunnen we

aan deze eis onmiddellijk voldoen door de ongelijkheden met niet-negatieve

restvariabelen aan te vullen.
Voorbeeld. Laat gegeven zijn het L.P.-probleem in standaardvorm II:

max {c'x | Ax=b; x= 09}

met
3 3 0 8
c=1|5, a=jo 1 1, b=1{09l,
4 1 10
dat wil zeggen het L.P.-probleem:
max (3x] + 5x2 + 4x3)
onder de beperkingen 3x1 + 2x2 £ 8
xz + x3s 3
xl + 23(:2 + x3$10

en met de eisen X >0, x, 20, x, = 0.

Wanneer we nu de beperkingen door het invoeren van restvariabelen als verge-
lijkingen schrijven en de eisen v =20, i=1, 2, 3, toevoegen, krijgt het

probleem de gedaante (standaardvorm III):

1A% + +
i (3x1 Sx2 4x3)
onder de beperkingen 3x1 + 2x2 + Y, = 8
X T ¥y *Y, =3
X + 2x2 + X4 + Yy = 10

en met de eisen x];zo; xzzt),x3 z 0, 2 =0, ¥, 20, Yy = 0,
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De laatstgevonden vorm ziet er schematisch dus als volgt uit:

Standaardvorm III

max (ETE) onder de voorwaarden (A E)|%| = b, X € R"
4

Yy € Rp

x=2 c € R®

1=z2 b e R®

o steeds in de pas-
sende ruimte |
A een (m,n)-matrix i
E een (m,m)-eenheids-

matrix,

We zullen voor de standaardvorm III ook de volgende schrijfwijze gebruiken,

waarbij de vektor § van zo even X wordt genoemd, de matrix (A E) door A

wordt weergegeven, en het in het midden wordt gelaten of de doelfunktie ng

nu de hele vektor x bestrijkt of slechts een deel er van, zoals boven:

max (ng) onder de voorwaarden Ax = b , X ¢ R
xz2o, X

o ¢ BT

b e R"

A een (m,n+m)-matrix, die
een (m,m)-eenheidsmatrix E

bevat.

2.4. Opgaven

2.4.1. Gegeven is het onderstaande L.P.-probleem:

X, - 2x2 + 2x3 + 4x4 56
2xl - Xy < X, £
x, + X, + x, =3
X, =z 0
X, =0
Minimaliseer z = 4xl Txy * 2x4 .

Breng dit probleem achtereenvolgens in de standaardvorm II en in
standaardvorm III.
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Geef wiskundige formuleringen voor onderstaande optimaliseringsproblemen.

2.4,2. Te fabriceren 100 kg mengvoeder met een zetmeelwaarde van ten minste
0,68 en een eiwitgehalte van ten minste 16,5 7 tegen de laagste kostprijs.
Aanwijzing: De hoeveelheid eiwit in het eindprodukt is de som van de hoe-
veelheden die de in het eindprodukt opgenomen grondstoffen bevatten. Het-

zelfde geldt voor de zetmeelwaarde: rekentechnisch kan de zetmeelwaarde be-

handeld worden als een zetmeelgehalte.

Gegevens:
- . zetmeel— | eiwitge- prijs in

Grondstoffen minimaal maximaal waarde halte (Z) c1d/ke
lijnzaadschilfers 5 kg 0,70 33,7 0,39
sojaschroot 0,67 46,2 0,36
koolzaadschilfers 5 kg 0,57 34,2 0,25
mais 0,80 9,5 0,26
melasse 10 kg 12 kg 0,46 3,7 0,12

Vraag. Men kan de minimumeisen verwerken zonder daarvoor extra vergelijkingen
of ongelijkheden op te nemen. Welke kunstgreep zal daarbij van dienst kunnen

zijn?

2.4.3.

a) Twee magazijnen hebben kisten met blikken van een bepaald levensmiddel
in voorraad; in magazijn I zijn 100 kisten en in magazijn II 200 kisten.
Drie winkels, A, B en C doen bestellingen; A vraagt 75 kisten, B 125 en C
100. Men wil het transport van de kisten zo organiseren, dat de totale

transportkosten minimaal zijn. De transportkosten in guldens van de maga-

zijnen naar de winkels zijn per kist:

naar A B C
van I 1 1,4 3
I1 1,2 2 1,7

(Merk op dat dit transportprobleem geen L.P.—probleem is in de eigenlijke
zin, omdat de variabelen in de oplossing gehele waarden zullen moeten aan-
nemen. Een bijzonderheid is, dat de oplossing van het L.P.—probleem dat
ontstaat als we deze eis van geheelzijn buiten beschouwing laten, toch
juist gehele waarden voor de variabelem oplevert. Het fransportprobleem kan

dus als L.P.-probleem behandeld worden.)

Laat zien, dat de vergelijkingen voor de beperkingen lineair afhankelijk zijn.




b) Formuleer het probleem nog eens, maar nu met de veronderstelling dat in B
slechts 60 kisten gevraagd worden, terwijl in de magazijnen opslagaktivitei-
ten worden ingevoerd, met verlieskosten per opgeslagen kist van # 0,50 in I

en van f 0,75 in II,

2.4.4. Uit een raffinaderij komen vier verschillende produkten (alkylaat,

kataline, strabine en isopentaan), die na menging benzine opleveren. Men
produceert drie soorten (A, B, C) vliegtuigbenzine, terwijl alles wat niet
hiervoor gebruikt wordt, als autobenzine wordt verkocht. Aan de vliegtuig~
benzine worden kwaliteitseisen gesteld wat betreft dampspanning (D) en ok-
taangetal (0G); aan de autobenzine stelt men deze eisen niet. D en 0C van
een mengsel worden gevonden als de gewogen sommen van D en OG van de pro-
dukten die het mengsel samenstellen. .

Door toevoeging van tetraethyllood (aan het eindprodukt) wordt het OG ver-
hoogd. Aan vliegtuigbenzine A wordt 0,5 ml/gallon en aan vliegtuigbenzine
B en C 4 ml/gallon toegevoegd. In onderstaande tabel is bij de opgave van
het OG van de grondprodukten reeds met deze toevoeging-achteraf rekening

gehouden.

Gegevens:

. kapaciteit in m3
Grondstoffen: D 0G (0,5) 0G (&) per dag
Alkylaat 5 94 107,5 3800
Katalyne 8 a3 93 2650
Strabine 4 74 87 4080
Isopentaan 20,5 95 108 1300
Kwaliteitseisen aan en winst op de eindprodukten:

D 0G winst in $/m?
Vliegtuigbenzine A <7 = 80 24,5
" B < 7 2 91 27,2
" C <7 > 100 30,2
Autobenzine - - 22,9

Men wil de winst maximaliseren, daarbij ervan uitgaande dat alles wat men

maakt verkocht wordt.




Opmerking 1. Stel de matrix op zonder variabelen in te voeren voor die ge-

deelten der grondstoffen, die als autobenzine worden verkocht.

Opmerking 2. Het volume van het toegevoegde tetraethyllood mag verwaarloosd

worden.

Opmerking 3.

Verwerk eerst de kwaliteitseisen en dan de kapaciteitsbeper-

kingen. De matrix krijgt dan een 2g. blokstruktuur.

2.4.5, In een papierfabriek worden uit zg. moederrollen van standaardlengte d

en standaardbreedte 1,95 smallere rollen gesneden van dezelfde lengte.

Er worden besteld Nl rollen van 60 cm breedte, N2

en N3 rollen van 30 cm breedte. Men wenst deze rollen zo uit de moederrollen

te snijden, dat het aantal benodigde moederrollen minimaal is; daardoor is

rollen van 40 cm breedte

ook de hoeveelheid afval minimaal.

Men kan dit probleem (bijna) als een L.P.—probleem formuleren door de moge-
lijke snijkombinaties te nummeren en door vervolgens als onbekenden x, te
kiezen het aantal moederrollen, dat in de i-de snijkombinatie wordt ver-
sneden. Voer deze formulering,althans in schema, uit. Is het aantal (n)
variabelen groot? De snijkombinaties worden voorgesteld door kolommen van
een (3,n)-matrix. Zou het toegestaan zijn het aantal variabelen te beperken
door die snijkombinaties te schrappen waarvan alle komponenten kleiner dan
of gelijk zijn aan de overeenkomstige komponenten van een andere snijkombi-
natie, m.a.w. door x_ = C te nemen indien er een kolom a_ in de matrix
voorkomt zodanig, dat a.. < a,  veor j=1,2,37

Is het probleem door het stelsel beperkingen en de objektfunktie volledig

beschreven? Is het een L.P.-probleem?
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3. Meetkundige interpretatie

3.1. Rechten, halfrechten, hypervlakken, halfruimten in R

Wij willen van het algebraische L.P.-probleem

T
max (¢ x) onder de voorwaarden

T .
gi* x < bi’ 1=1,2,...,men x 20

een meetkundig idee krijgen. Daartoe herhalen we enkele begrippen uit de
analytische meetkunde.

Een lijn in R® is een verzameling {x [ Xx =a+ Ab, A reeel}, met steun-
vektor a en richtingsvektor b. Een halfrechte uitgaande van een punt a in
de richting van b is de verzameling {x | Xx=a+ ib, A 20

(De "richting" van een vektor wordt als volgt gedefinieerd. We zeggen dat
een vektor x dezelfde richting heeft als een gegeven vektor y # o, als er
een getal A > O bestaat zodanig, dat x = X y. De eigenschap "dezelfde
richting hebben als" is:

1)} reflexief: Y heeft dezelfde richting als y,

2) symmetrisch: als x dezelfde richting heeft als y dan heeft ook y dezelfde
richting als x,

3) transitief: heeft x dezelfde richting als Y en heeft y dezelfde richting
als z, dan heeft x dezelfde richting als z.

De relatie is een ekwivalentierelatie. De "richting van y" kan nu gedefini-

eerd worden als de klasse van de vektoren die dezelfde richting hebben als
.

Een verzameling V = {x | ET§ = q} heet een hypervlak. In RY is het een

vlak, in R2 een lijn, algemeen een (n—1)-dimensionale deelruimte (als q= Q)
of nevenruimte (als q # 0) in R®. Het hypervlak verdeelt de rest van R“ in
twee delen, nl. een deel I waar ETg > ¢, en een deel IT waar ET§ < g. Beide

delen zijn open halfruimten. (Een verzameling'{g | ETg 2> g} heet een geslo-

ten halfruimte.) De vektor P heet een normaalvektor van V; hij valt langs
een lijn die loodrecht op V staat en "wijst" in de richting van deel I. !
Bewijs: Zijn x en y twee vektoren (of punten) in V, dan is ET(E -y) = 0.

En voor een willekeurig punt z van de halfrechte {z | z = x+ip, A = 0},
uitgaande van x ¢ V in de richting van p, geldt (indien we z = x uitzonde~

ren):

BTE = ET(E +Ap)=qg+ ) ETB > q.

z ligt dus in I, en p "wijst" naar I. [
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. iy s T .. ‘.
De hypervlakken met vergelijkingen p'x = q, q veranderlijk, zi)n hyper-

vlakken van gelijke waarde van de lineaire funktie in R"

£(x) = p'xe

Vektor p heet de gradient van f£(x); hij wijst in de richting van toenemende

funktiewaarde. _ _ . L

Het L.P.-probleem vraagt naar een punt van een gebied G waar een lineaire
, T .. .
funktie ¢ x zijn hoogste waarde aanneemt. G is dan de doorsnee van mn

gesloten halfruimten

T
iv X

1A

a bi’ i=12,...,m,

[\

x, 20, j=1,2,...,n.

i

In R2 kunnen we een L.P.-probleem grafisch voorstellen, bij voorbeeld het

probleem: . \
x1 + X, s 8; x, >0
max <4xi + 2x2 —x, + X, < H X, 2 o)
‘2x] - x, < 10

We tekenen de begrenzende lijnen van G en bepalen welk gebied G moet voor-
stellen. We tekenen de gradient (4,2) van de objectfunktie en vinden gra-
fisch (en door uitrekenen van de coordinaten van het betreffende hoekpunt)

de oplossing van het probleem:

4x] + 2x2 is op G.maximaa1_28 en wel in (6,2)."




3.2. Konvexiteit

alle punten op het lijnstuk tussen .

konvex

Het verbindingslijnstuk van x, en x

2
), 0. )

X =x

X A

H
e
[E]
)
St
I
[~
o
IA

n . .
G < R is dus een konvexe verzameling

Een verzameling G is konvex als voor elk tweetal punten x

X = Ax ¢+ (1 - A)§2 € Gvoor 0 < A <

17,

en x, in G ook

1 =2

tot G behoren.

en x
=2

>

niet konvex

heeft de vektorvoorstelling

A

I, of, zoals ook wel gebruikelijk is,

< 1.

als uit x, € G en x, € G volgt, dat

1 2

1.

We kunnen het verbindingslijnstuk wvan X, en X, ook schrijven:
x = Agl + WX, » met A+ =1, A 20, p =0,
Stelling. Het (n-1)-dimensionale hypervlak H := {x ] ETg = q} in R" is
konvex.
Bewijs. Zij X H en X, € H; dan geldt voor x = AE] + X, A+ u=1,
Az20, waz0:
T T T T
; Bx=p (A +ux)) =dp'x,+ up'x, = Aq+ug=(+)q-=gq.
f ~Dus x ¢ H., H is dus konvex.
1 Opmerking. We hebben de voorwaarden A 2 0 en u 2 0 bij het bewijs niet ge-
i . . . . s ..
b bruikt. We vinden dus, dat niet alleen het verbindingslijnstuk wvan X, en x,
in H ligt, maar de hele lijn door X en x,.
; Stelling. ' De n-dimensionale halfruimte H := {x | ET§ < q} is konvex.
Bewijs. Zij %, € Hen x, € H; dan geldt voor x = Xx, + ux,, A + u =1,

Az0, w20
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T T T
ET§=E(?\:_<I+M_<2)=AE§I+u25251q+uq‘= (A +w)q = q.
Dus x € H; het verbindingslijnstuk van x

en x, behoort geheel

1 2

tot H; H is konvex.

Stelling, De doorsnee van willekeurig veel konvexe verzamelingen is konvex.

ngijs. Stel G1 G2"" konvex., Noem de doorsnee van alle Gi:

— ,,é ;;Q;éi- e e . ———
Als x, € G en x, € G, dan ook x, € Gi en X, ¢ Gi voor alle 1i.

1 2 1 2

Omdat de Gi konvex zijn, is ook x = A§] + X,

indien A + u=1, A 2 0, ¢ =2 0. Maar dan behoort deze x tot G,

€ Gi voor alle i,
dus is ook G konvex.

3.3, Konvexe veelvlakken en konvexe veelhoeken

T

Wij hebben gezien dat een verzameling v, := {x | 3, % < bi} een gesloten

halfruimte voorstelt. Dan stelt de verzameling

T .
1w X Sbgsi= 1,2,0..,m}

Vi={x|a
= b= i

de doorsnee voor van de m halfruimten Vi (zie figuur).
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i s .k . R
Definitie. De doorsnee van eindig veel gesloten halfruimten in R heet een

konvex veelvlak (in Rn)

We willen trachten, een konvex veelvlak ook te beschouwen als het konvex

omhulsel van zijn hoekpunten.

e as . n .
Definitie. Is Z een deelverzameling van R~ dan heet de kleinste konvexe

verzameling in R® die Z bevat het konvex omhulsel van Z, geschreven KH(Z).

Zonder bewijs geven we de stelling, dat, indien Z uit een eindig aantal

punten P;» BysecesPy bestaat, KH(Z) geschreven kan worden in de vorm

{2[x = AP, *A,B e th By s 220, A 20,000, L2035 A Hd+eaa#d = 1)

De vorming van KH(Z) noemt men in dit geval het konvex-lineair kombineren

of ook wel het konvex kombineren van de punten E], Byseees Ek'

Men kan zelf nagaan dat deze KH(Z) konvex is. Meetkundig kan een punt van
KH(Z) steeds ontstaan gedacht worden uit een herhaald konvex kombineren van
telkens twee gegeven of al eerder gevonden punten. Aan een voorbeeld met

k = 3 kupnen we illustreren hoe dan zo'n punt ontstaan kan als hierboven
algebraisch aangegeven.

Stel p, P, en p, vormen een -echte driehoek. Zij x, een konvexe kombinatie

1

.E3

1=

s * ']
B, X B2

van p, en p,i X, = Py *+ u, P vy 2 0, u, 2 o, wy tu, = I, en zij x dan

een konvexe kombinatie van By 0 X, ! X = uaX, +oypas g2 0,u4220, Mytu, =1.

Dan is

14

= U3(H]El + UzEz) + U423
= UpH3Bp FomuguaRy * MuR4

= A By * ARy * AgRg s
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= = > = P

met Al plu3_2 o, 12 u2u3 =z 0, A3 u4 = 0,
= + + = + = N

en A] + Az + AB (u] u2)u3 u4 u3 u4 1

. s . n -
Definitie. Onder een konvexe veelhoek in R verstaan wij het konvexe om-

.. . n
hulsel van een eindig aantal punten in R,

Fveneens- zonder. _bewijs geven we de = _ __

Stelling. Elk begrensd konvex veelvlak V is ook een konvexe veelhoek.

Is V := {x | a; T§ < bi; i=1,2,...,m}, dan bestaat er een eindig aantal

punten P, in Vv, s = 1,2,...,k, zodat ook geldt:
k

Velx|x= 3

Bij een konvexe veelhoek moeten zeker de "hoekpunten" tot de verzameling der

B behoren om de veelhoek zelf als konvex omhulsel terug te krijgen. Deze

"hoekpunten" noemen we de extreme punten van de veelhoek.

Definitie. Een punt p heet extreem punt van een konvexe verzameling V als p

niet te schrijven is als konvexe kombinatie van twee andere punten van V.

De vraag doet zich voor, hoe we die hoekpunten van een konvex veelvlak kunnen

vinden. In R2 kunnen we dat probleem wel door uitrekenen oplossen. Is bijwv.

3x1 + 5x2 < 43 6x] + 3x2 <5

-3xl + 7x2 < 63 4x1 - 6x2 <1

V := (XI’XZ)

gegeven, dan bestaat de begrenzing uit vier rechten, die twee aan twee zes
1 s

18 "' 6
punt aan de andere beide ongelijkheden, dan is het een extreem punt, een

snijpunten hebben: 812 = (%% R Q), S13 = {~ }see.} voldoet zo'n snij-

hoekpunt van V.

Voldoet het punt niet aan alle beperkingen, dan is het geen hoekpunt van V

(snijpunt van de stippellijnen).
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Tweede definitie van hoekpunt:

X £b,; 1= 1,2,v4.,m}

T

Een hoekpunt van een konvex veelvlak V := {x ] a;

in R" is een punt X van V, waarvoor n gelijkheden I X = bi’ met lineair
onafhankelijke normaalvektoren a4, gelden.
De gelijkwaardigheid van beide definities is eenvoudig te bewijzen.

3.4. Onbegrensde konvexe veelvlakken

Een onbegrensd konvex veelvlak is bijvoorbeeld een konvex veelvlak begrensd

door vlakken door O:

TE‘S 0; i =1,2,...,m}.

]
-
-]
[

K :

Algemeen verstaat men onder een kegel K een verzameling met de eigenschap

dat er een punt a € K is zodanig, dat voor elke p e¢ K ook de halfrechte

{x |

1B

=a+ Ap - a); Az 0}

tot K behoort.
Een kegel kan dus bestaan uit een eindig aantal halfrechten uitgaande van
één punt. Bovengenoemd veelvlak voldoet aan de definitie van een kegel

(nagaan.) en is dus een kegel, een konvexe veelvlakskegel.

In het vervolg zullen we gemakshalve voor a steeds de oorsprong nemen.
Zonder bewijs geven we de stelling: Als de oorsprong O een extreem punt is
van K :='{§ | gi*Tg £0; i=1,2,..,,m}, dan bevat K een eindig aantal pun-
ten Es’ s =1,2,...,k, zodat K ook geschreven kan worden als

k
K={x | x= 2 xp; 2 =0

= s&s s e
s=1

In de laatste vorm heet K een konvexe veelhoekskegel.

Definitie. Een extreme halfrechte van K is een halfrechte van K die niet

geschreven kan worden als njetnegatief-lineaire kombinatie van twee andere

halfrechten van K.
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Op ons meetkundig gevoel (zonder bewijs) konstateren we, dat een willekeurig
onbegrensd veelvlak V (zie plaatje) kan worden gesplitst in een begrensd

konvex veelvlak V. en een verzameling V. van halfrechten uitgaande van pun-

1 2
ten in Vl die elk gelijkgericht zijn met een halfstraal uit een konvexe kegel K.

Bovendien volgt dan hieruit en uit twee eerdergenoemde stellingen:
T . . s n
als V := {x | a. . X% < bi; i=1,2,...,n} een konvex wveelvlak is in R,

dan zijn er een eindig aantal punten RyseeeoBRy in V en een eindig aantal

vektoren Gyoeeesdyg in R® zodanig, dat V voor te stellen is als

X
v={x|x= z

3.5. De objectfunktie

De meetkundige interpretatie van de objectfunktie ng is het inwendig pro-

T
dukt van x met een vaste vektor ¢: c'x = |g -]§|° cos 9.

-

» x

c is de gradieént van de objectfunktie, zoals al in 3.1 opgemerkt,
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We bekijken nu een aantal voorbeelden van L.P.-problemen in standaardvorm I:

max {¢'x | A x < bl

Hierbij is A een (m,n)-matrix, x ¢ Rn, b e R". De schrijfwijze A x = Db
betekent zoals bekend hetzelfde als de notatie Ei*TE < bi’ i=1,2,...,m

In 3.1 hebben we een voorbeeld ontmoet waar het maximum van de objectfunktie
in &&n punt, een hoekpunt van G, wordt aangenomen., We willen nog 3 andere
voorbeelden van mogelijke situaties aan figuren in R2 laten zien.

Als de gradient van de objectfunktie loodrecht staat op een begrenzend
hypervlak van G := {x | A x £}, zijn er meerdere optimale oplossingen, die
een konvex deel van de "buitenkant" van G uitmaken. (Zie de stelling aan het

slot van deze paragraaf.) In R2 is dat een lijnstuk, of een halfrechte als G

onbegrensd is.

Als G onbegrensd is en c wijst naar het bipnengebied van G, is er geen
bovengrens voor de projektie van x € G op de 1ijn waarlang ¢ valt, en zeg-

gen we, dat het probleem een "oneindige oplossing' toelaat.
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Ten slotte kan zich het geval voordoen, dat de beperkingen A x < b strijdig
zijn. Het probleem bezit dan geen toegelaten oplossing, dus evenmin een

optimale.

Resumee: Het oplossen van een L.F.-probleem max{gT§ | Ax < h} kan beschouwd

worden als te bestaan uit de volgende procedures:

1. Nagaan of het stelsel A x < b al dan niet strijdig is. (In de praktijk
is strijdigheid van de restrikties vaak te wijtem aan een fout in de mo-
delformulering.)

2, Als het stelsel niet strijdig is, nagaan of ng naar boven begrensd is.
(Als in de praktijk max[ng | A x £ bl = =, betekent ook dit vaak een
fout in de modelformulering.)

3. Als het stelsel niet strijdig is en het probleem geen oneindige oplossing

heeft, de verzameling van de optimale oplossingen bepalen.

Opmerking. Als het L.P.-probleem een optimale oplossing bezit, dan wordt de
optimale waarde van de objectfunktie zeker (ook) aangenomen in een hoekpunt

van het door de restrikties gedefinieerde gebied G. Zie hoofdstuk 4.

Stelling. De verzameling van de optimale opleossingen van het L.P.-probleem
max{c’x | A x £ b} is een konvex veelvlak.

Bewljs. Stel max[ng ] §i*T§ = bi; i=1,2,...,m} = o¢; dan wordt de ver-

zameling M van alle optimale oplossingen gevormd door

T . T

M= {x [ a. x<b,; i=1,2,.,.,m cx 20},

q-l*
of in woorden: x ligt in de doorsnee van m+l (konvexe) halfruimten.

Dus M is een konvex veelvlak.

3.6. Opgaven

3.6.1. Teken in R? de konvexe veelvlakskegel G i= {x | Ax = o} met

~i 2
A= 3 =2 .
4 4

Gegeven is dat de lineaire funktieETgop G een minimum aanneemt.
Welke betrekking bestaat er dan tussen p en een willekeurige x ¢ G? S
Welke betrekking bestaat er vervolgens tussen p en de rijen van A?

Schets in de figuur de verzameling van mogelijke vektoren p (konvexe

veelhoekskegel).
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3.6.2.
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Gegeven is in R" een gebied G := {x I Ax < b; x 2 o} met een (m,n)-

matrix A, x € Rp, be R,

a) Voor welke vektoren b is de oorsprong een hoekpunt van G?

b) Veronderstel nu b 2 9. Toon aan dat de voorwaarde p < ¢ voldoende
is opdat de funktieETgop G een maximum bereikt in de oorsprong.
Is deze voorwaarde ook noodzakelijk? Zo neen, geef een tegenvoor-—

beeld.

Teken in R? het konvexe gebied G := {x I AX = b; x 2 0} met

-1 2 -4
A= -2 en ]:_) = "12 .
4 4 16

a) Schrijf G als de som van een konvexe veelhoek en een konvexe
veelhoekskegel, d.w.z. bepaal vektoren Ej’ j=1,2,...,7, en

gy k=1,2,,.,,K, zodanig dat elke x € G te schrijven is:

J K J
X = jfl Ajgj + kzl - met Aj > 0, ji] Aj =1, en M 2 0.
b) Lees uit de figuur af voor welke waarden van p het L.P.-probleem:
"maximaliseer PX, = X, onder de voorwaarden zz e G"

1) een eindige oplossing,
2) een oneindige oplossing,

3) oneindig veel eindige oplossingen

bezit.

Geef de oplossingen bij 3) in parametervorm.
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4. Basisoplossingen

In dit hoofdstuk worden toegelaten basisoplossingen van een L.P.-probleem
gedefinieerd. Analytisch wordt aangetoond, dat deze oplossingen hoekpunten
representeren van het z.g. toegelaten gebied G, bepaald door de beperkin-

gen van het probleem. Ook zal blijken hoe -wat meetkundig al in hoofdstuk

3 duidelijk was— het maximum op G van de objectfunktie altijd (ook) in
een hoekpunt van G bereikt wordt.

We duiden in dit hoofdstuk de kolomvektoren van een matrix A aan met éj in
plaats van met é*j

4.1. Bases in een matrix

Beschouw het L.P.-probleem in standaardvorm IIT:

T
max (¢ x) onder de voorwaarden

Ax~=

1o

X =2

10

De beperkingen van het probleem zijn ook te schrijven als:

3 Xy tapE, e 3pX = by
22151 T %227 T S T ]fz
a1y TapFe T a7 bm
x120 x22 x =20
of als
(2)1] (a),] 21,] b,
31 %22 %on by
IR TSR F R
LamlJ LamZJ ' Laan bny
x; 20, = 1L,2,..00m

De kolomvektoren (n in getal) zijn vektoren in Rm; onafhankelijke m~kolom-

. m
vektoren spannen de ruimte R op.
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Definitie: Onder een basis van een stelsel (kolom)vektoren {gl,...,gn}
verstaan wij een deelverzameling'{gj,...,gk} van deze kolommen,

onderling onafhankelijk, zodat alle gegeven kolommen linear uit

te drukken zijn in die bagsiskolommen.

Voorbeeld:
3 7 4 -2 8
4 1
2 0 1 5 1 3

basis T

In het voorbeeld kunnen wij als basis‘{gl, 93} kiezen:

2 =2 + 0.2

2, = 2t 2

3y = 0.2, a,

8, =32 3

85 72 T &3

8 " 2 T 2y - )

De rang van de matrix (gl, 92,...,§n) is blijkbaar 2.

Wij hadden in plaats van {gl, 23} ook bijv. {32, 54} als basis kunnen kie-
zen; het aantal elementen van een basis blijft gelijk.

Het aantal vektoren uit een basis is steeds hetzelfde, nl. gelijk aan de
rang van de matrix gevormd door de kolomvektoren. Dit is ook de dimensie
van de deelruimte opgespannen door deze kolomvektoren. In veel gevallen

is deze dimensie juist m.

We beschouwen nog eens het stelsgel vergelijkingen |

Ax=D5b of

+ + e =
3% * 3% L

onder de voorwaarden xj 20, j=1,2,...,n.
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We tekenen eens de konvexe veelvlakskegel V := {A x | X 2 Q}, en een vektor
b zodanig, dat het stelsel een oplossing heeft. We nemen hier aan, dat A

een (3,5)-matrix is van rang 3 en b € R>. Elk drietal onafhankelijke kolommen

van A vormt dus een basis.

V bestaat uit alle vektoren, die door de kolomvektoren van A positief-~lineair

opgespannen worden. Met 5 kolomvektoren:

Wij zien in de figuur, dat b een positief-lineaire kombinatie is van
{a» a,» 93} of van {a,, 2,, 34}. De vektor b is echter geen positief- g
lineaire kombinatie van de vektoren {21’ 245 24} of {gl, a,» 85}

Op grond hiervan kunnen wij onderscheid maken in toegelaten en niet-toege-

laten bases.

Definitie: Een basis {El""’ gk} van {gl,...,gn} heet toegelaten t.o.v.

de vektor b als b met niet-negatieve koéfficiénten lineair
uit te drukken is in de basiskolommen.
Een basis {gl,..., ék} die niet toegelaten is t.o.v. b heet een

t.0.v. b niet-toegelaten basis.

De matrix A kan gesplitst worden in een basismatrix B en een restmatrix N:

A= (B N). Wij krijgen hierdoor ook een splitsing in de vektoren x en c:
Xg Sy
( ) enc = ( .

X Sy

[

X

Deze splitsing kunnen wij ook in de vergelijkingen opnemen:

*B)=B§

}_(.N B

Ax=(@B N ( +Nx =b.

N -
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Als B een toegelaten basis is, is er een EB z 0, zodat B gB = b, dus
X=( % ) is een toegelaten oplgssing van AXx = b, X 2 0, als SN =0
gesteld wordt. We ncemen zo'n ( %B ) een basisoplossing behorende bij de
basis B, B

Definities:

l. Is B een basis van (A b) bestaande uvit kolomvektoren van A en is X

een oplossing van A X = b, dan heet X een basisoplossing behorende

bij de basis B, als

X e
- ~ -B =B
E.=o00f %= (. )=( ).
N %\ 0
2y
2, Is X = ( o ) een basisoplossing van A x = b met 33 > 0, dan heet X

een toegefﬁten basisoplossing. Een basisoplossing die geen toegelaten

oplossing is, heet een niet-toegelaten basisoplossing.

-

2
3. Is X = ( iB
-N

nenten van X

) een basisoplossing van A X = b, ddan noemt men de kompo-

B basisvariabelen (bij deze oplossing) en de komponenten

van EN niet-basisvariabelen (bij deze oplossing).

4.2. Basisoplossingen en hoekpunten

Wij willen nu aantonen, dat een toegelaten basisoplossing van E Yy + Ax=h;

x20,3y20; x¢ Rn, y € R" een hoekpunt is van het konvexe veelvlak in R™:

- T .
{x]a, xsb3x2031=1,...,m.
X483, X ;3 ¥2z0

Dat X een hoekpunt is van V i= {x | A x < b; x > o} betekent dat:

1. X voldoet aan A x < b; x

i

H

2.
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voldoet aan n onafhankelijke van de m+n vergelijkingen (definitie wvan

een hoekpunt, hoofdstuk 3): aT

X = by
aT x=Db
: e — m
‘ x] =0
E :
b x =0,
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Zij nu (;) een toegelaten basisoplossing van Ey +Ax =b

y >0

x20

De bijbehorende basis uit (E A) bevat wellicht kolommen uit E en kolommen
uit A. WijﬁgeveRAde»vergeli}kingen~schematisch,WEer,inLhet_uolgende_tableau,_“_w, ?
waarbij de voorwaarden y 2 0 en x 2 0 niet worden vermeld. (Dit kan zo

steeds door verwisseling van rijen en kolommen bereikt worden.)

yl Ve zq yq+1 TR A LT xp xp+1 e xn
l -
. b
: O A Ay !
q .
q+1 W
. b
m | ?
~ 2 Vot d ~ -~ 4
: !
basis basis ;

Let op: p = m—q.
De basis B wordt gevormd door de kolommen onder de basisvariabelen

?1,..., ?q, ﬁl,..., ﬁp .

De basisvektoren zijn onafhankelijk, dus

B Ay

det (B) = = det (AZI) #_0.

0 A2]

;
4
1

De matrix Ay, is dus niet-singulier.
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-

. s s . . B
Daar B een basis is van (E A) pet bijbehorende basisvariabelenvektor (ﬁ )

geldt: ~B
o B Ay T by
~B 21 ~B =2

ofwel

{El Ig * A X = b

A1 3= by

Uiteraard geldt, met % 0 (de niet-basisvariabelen zijn ¥
S

q+],o¢a’?m’

xp+],...,xn) :

ps
_B - -~ -~
- + = b, .
oy Ay)) (g) =4 35+ 8y By =4y, B = b,
2, %
Zij R = () = ), dan geldt dus:
Xy o
1. AX<b
- dus X behoort tot V= {x | A x < b; x > o).
X=zo0 = - - - = =
2. % voldoet aan: a’ . % = b
. X voldoet aan: Be1ad O+ )
f!q+2*lc N bq+2
. r m~q vergelijkingen
al X =b
“m*= m J
en EN =0 xp+l =0 3
pt+2 =0
. g n-p vergelijkingen.
in =0
)
De oplossing X voldoet dus aan m=q+tn=p = n vergelijkingen (m-q = p), waar-
mee bewezen is, dat % een hoekpunt is van V := {x |Axsb;xz2 ol}.
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4,3, Optimale basisoplossingen

Stelling: Als het L.P.-probleem max (ng) onder de voorwaarden A X = b
x=z20
een optimale oplossing heeft, dan heeft het ook een optimale

bagisoplossing.

Bewijs: Het veelvlak V := {x [ Ax = bi x > o} kan ook geschrevén worden =~
als:
Vo= x| ox= Np o+ aen F MR Y gyt e s

A, + ave A= 13 AS > 03 e z 0}.

De vektoren Bl""’Ek spannen zo een konvexe veelhoek op en de vektoren
9,s+++29 een konvexe veelhoekskegel (zie hoofdstuk 3).
Stel x is een oplossing van A x = L3 x 2 0; dan zijn er_ls en u , zodat

k

x= L A P, *
5=1] s7s t

B 1 e

i uts_"t '

Hierbij gelden als voorwaarden:

k
T X =13 2 20; u =2 0.

g=1

De waarde van de objectfunktie ng wordt dan:

k )
T T T
¢cx= I Acp * I uw_cqg. .
- - 5= *§ t= <t
s=1 t=1

Hierin is x niet noodzakelijk optimaal, want dit geldt voor elke toegelaten

aplossing.

k k
In ng is de term £ ASETQS altijd begrensd, omdat 1) L A =1,
) s=] 1

2)X 20endus 0SS X =1,
s s I

3) de wvektoren R, zijn hoek-
punten van een veelhoek

en zijn dus begrensd.
£
De term T

T .
utg gt wordt bepaald door termen ETﬂt . Hiervan kumnen we zeggen:
. 3

TR

EPEE

EREFSRLEE - SN 5 S
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2
1) Indien een ngt > 0, dan is de waarde van [ uthgt onbegrensd, aange-~
zien My niet naar boven begrensd is. e=i
)
2) Indien alle ngt £ 0, dus voor t = 1,...,%, dan is I utETgt <0, dus
Kk t=1
T
cx= I Acp .
== 8= g
s=1

Dit is ook te noteren als:

T T T
< + ... .
€x < Xcp A& By
Zij van deze veelterm ETB de grootste van de termen,
. T : T
Als wij nu alle termen ¢ B, Voor s = 1,...,k majoreren door ¢ B, dan

krijgen wij:

T T
c'x £ l]c p.. + Azc P+ ... + lug B,* ...+Ak5 )
of
I = T k T
L R k u

Wij zien nu, dat de maximale waarde van ng bereikt wordt in het hoekpunt R,
van de veelhoek, waarmee het gestelde bewezen is (zie ook 4.2)., [J

Opmerking 1: Als er meerdere punten B; zijn, waarvoor geldt: ETEi = ETEu'

dan krijgen wij een aantal optimale basisoplossingen, die een konvexe

veelhoek opspannen (zie slot hoofdstuk 3).

Opmerking 2: Als er een q_ is met ch = 0, dan is naast x = p als opti-
v < gy = u
male oplossing ook de halfrechte x = B, + uvgv’ u, 2 0, een optimale oplos-
sing, want
ch = cT'( + ) = cT + cT = cT
S E R TR Y SEy T ENd, T LRy

Dit kan nog veralgemeend worden; we gaan daarop hier niet in.

4.4, Wij geven nu een alternatieve bewijsvoering van de stelling uit 4.3:

Als max (ET§) onder de voorwaarden
Ax=bph
Xz20
een optimale oplossing heeft, dan heeft dit probleem ook een optimale basis-

oplossing.




[

Ax

34.

Bewijs: Schrijf de voorwaarden op als volgt:

= + LI + a‘ = » 2 ] = 2 . n.
X8, x a b met xJ 0, 3 1,2, ’
p'e
. T
1L %= |. | is een optimale oplossing, of ¢'® 2 ¢ x voor alle x die vol-
s
..n -— —_— S - — - — [ S - —— . o - - - —_—

doen aan A x = b, x 2 0.

De

1)

2)

3)

optimale oplossing voldoet dus aan

%¥a + ... +%a =b, en we nemen aan:
1-1 nn -

%, 0> 03...3 %

. > Q; % = 0j...3 X = 0.

k k+1 n

Als {51,...,§k} een basis is van {51,...,§n}, dan is X een basisoplossing,

Als {gl,...,gk} lineair onafhankelijk zijn, maar niet een basis vormen,

dan moeten wijonafhankelijke vektoren er bij vinden om een basis te kon-
strueren. Dan moeten we basisvariabelen met waarde 0 toevoegen.

Als CI lineair afhankelijk is van {gl,...,gk}, dan is 2, Been kandi-
daat voor de basis, en bekijken wij Bpn? etc.

Als a lineair onafhankelijk is wvan {gl,...,gk}, beschouw dan verder

Zr+1

{él""’§k+1

Op deze manier verkrijgen wij een basis {Ql,...,gk, §k+l""’3r} met

}; kijk of dit wel een basis vormt, etc.

basisoplossing: %B = (3!,...,§k, 0,...,0), & =o .

N
Stel, dat'{gl,...,gk} lineair afhankelijk zijn.

Uit'{gl,...,gk} moeten L vektoren ontslagen worden, zodat'{gl,...,gk_z}
onafhankelijk zijn, waarmee wij in 1) of 2) terecht zijn gekomen.

In {gl,...,gk} is dan een a_ te vinden, zodat geldt

k
= I Xa mett # 5 met minimaal &&n A # 0.

Dit is ook te schrijven als:

\ag+Aa, t =g+ .+ Aa = (1)

o

Als wij I met 6 vermenigvuldigen en optellen bij de dorspronkelijké ver-

gelijking voor %, krijgen wij

Ci il

[P S WU
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%12 ‘et Ra o+t Ka sb
- ves t =
olrg . 3 M@y = o
+
R X - . : e = II
g_](xlﬂtle) taee t a3 (X -0) 4 .. a, (R, +A, 0) b (11)

Wij definieren nu

b
~
(e
N
n
)
+
S
Lo

xk(e) = X + J\kﬂ.
%(6) is een oplossing van A x = b . Deze oplossing is toegelaten als
%(8) 2 0.

Dit kan ook genoteerd worden als:

5

fﬁl + Ale : Voor ﬁj +_Aje > 0 geldt:
. X,
: 1. als.‘\j > 0, dan - Tl <6
X -8 20 3
5. X.
: 2. als A, < 0, dan 6 < - 31
’ 7
£ + 20 3. als A, = 0, dan X, 2 0 voor alle 8.
k) I I i

Hieruit volgen als grenzen voor 6:

Y

I A, <07,
j

max [-
C J

>0]< 6 < min[ -
j .

J

BB
L

%(8) is voor willekeurige 6 binnen deze grenzen optimaal:

TR = o (R + A 8) + .ee + o (R + A 0) =

SeX b tok o S[qlhl + ...+ qkkk]

¢'% + 8r£(e,d) -

Stel nu, dat f(c,A) < 0, dan geldt voor © < 0 3

¢"8(6) = c'& + (iets positiefs).
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Dit is in tegenspraak met QTE = maximaal.
: ~ Ta
Fvenzo voor het geval f(c, 1) > 0; dan is met 8 > 0 weer ng(e) > C X

L] » L] T‘\ »
Ock dit is in tegenspraak met ¢ X = maximaal.
Uit het bovenstaande volgt, dat

£(c,2) = 0 en dus ¢ x(e) T

1%

.

Wij hebben gezien, dat x(8) optimale oplossing is voor™—

X, %,
max [- -1 ] A. >01 <6 smin [~ ad ] A, < 0] .
. A, k! . A ]
] -] ] ]
X X
Neem bijv. 6, = min [- 4 | x, <0]=-=—; dan is
1 ; . X
3 ] d
'il + Aled\ >0
xd + Aded =0
g(ed) = :_ E .
is -8, =0 |
X+ )6 > E
Bt ) 0

Deze oplossing is: 1. toegelaten,
2. optimaal,

3. opgebouwd uit hoogstens k-1 komponenten > 0.

Voor de kolommen van de komponenten > 0 geldt, of 1. zij vormen een basis;
5f 2. zij zijn onafhankelijk; &f 3. zij zijnm afhankelijk, waarna wij de in

3, beschreven procedure herhalen. Hiermee is het bewijs voltooid.

ﬁ

4

4.5. Stelsels vergelijkingen in basische vorm ;
Een stelsel van m lineaire vergelijkingen in n variabelen heet een. stelsel 3
i

in basische vorm indien de matrix van de linkerleden een (m,m)-eenheids- i
matrix bevat. Eventueel na verwisseling van kolommen (en variabelen) kan zo'n :
stelsel voorgesteld worden als f
(E A x=h. 4

-

" Onder de bijbehorende basisoplossing ¥ verstaan we nu de basisoplossing ;
behorende bij-de basis E; dus X = . '

lO
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4.5.1, Opgaven.

Gegeven het stelsel lineaire vergelijkingen in basische vorm Ax = b,

x € R7, b ¢ R3, met

a) Geef de bijbehorende basisoplossing.

b) Bereken de basisoplossing van het stelsel, waarbij Xys Xgy Xy basis-
variabelen zijn en de overige niet-basisvariabelen.

¢) Bestaat er een nietnegatieve basisoplossing, waarbij x, en twee van de
oorspronkelijke basisvariabelen als basisvariabelen optreden? Motivering.

d) Bepaal de nietnegatieve basisoplossing van het stelsel waarbij als ba-

sisvariabelen optreden x, en twee van de oorspronkelijke basisvariabelen.

e) Bepaal een matrix M waar;ee men de matrix (A,b) moet vermenigvuldigen om
een gelijkwaardig stelsel vergelijkingen MAx = Mp te verkrijgen, even-
eens in basische vorm, dat de in d) bedoelde bijbehorende basisoplossing
bezit. (Op twee manieren te beredeneren.) Hoeveel van deze matrices M
zijn er? '

f) Geef een meetkundige interpretatie van deze linksvermenipgvuldiging van

~de kolomvektoren van (A,b) met M.

4.5.2. Teken in R? het gebied

xl x] + x2 < 83 xl z 0
G := X, - x| + x5 43 X, =0 .
2xl - x2 < 10;

Vul de eerste drie ongelijkheden tot vergelijkingen aan door toevoeging van
_restvariabelen Yis¥gs¥gqe Noem de koefficientenmatrix van deze vergelijkin-
gen (E A), de rechterlidkolom b.

a) Bepaal de getallen SR PN die behoren bij het punt P(2,3) van G. Wat
betekenen deze getallen meetkundig? Teken een aantal van de lijnen v, = 1,
¥y, = 24... voor 1 = 1,2,3, en eveneensg een aantal lijnen x. = 1, x, = 2,...

1 ] J
voor j = 1,2. Welke variabelen van de vijf zijn nu basisvariabelen en

! welke niet-basisvariabelen? Bereken de waarden van deze variabelen ook
| voor de hoekpunten 0(0,0), Q(0,4) en R(2,6) van G.




b)

c)

d)

. oude X 7% -stelsel met O als oorsprong naar het laatst gevonden koordi-

38.

We willen een spil-operatie (''vegen") op het stelsel vergelijkingen

y
(E 8| | =D uitvoeren zodanig, dat daarna het punt Q de bijbehorende

basisoplossing is. Welke variabelen moeten dan basisvariabelen en welke
niet-basigvariabelen worden?

'Wat*wordt“de-basis-BQAveer R (kolommenruimte.van-(E _A)).die behoort . _._
bij deze basisoplossing? Voer de bedoelde spil-operatie uit.

Ga na, dat we deze transformatie kunnen beschouwen als een overgang in

R? naar een nieuw (scheefhoekig) koordinatenstelsel met Q als ocorsprong,

waarbij G weer in het eerste kwadrant ligt.

Beschrijf G in de nieuwe koordinaten, zonder gebruik van de restvaria-

belen. Geef de transformatievergelijkingen voor de overgang van oude

naar nieuwe koordinaten.

Breng de vergelijkingen in een zodanige basische vorm, dat het hoekpunt R
de bijbehorende basisoplossing wordt. (Welke variabelen worden basis-
variabelen?)

Eerste manier: spil-~operatie toepassen op de onder b) gevonden matrix;

tweede manier: zoek in (E A) de basis B_ die behoort bij R als basis-

-1
R "
Geef de overgangsvergelijkingen van de koordinatentransformatie van het

‘ R
oplossing; en vermenigvuldig de matrix (E A|b) met B

2
natenstelsel met R als oorsprong.

i R

Beschouw het L.P.—probleem: maximaliseer —2x] + 3x2 onder de voorwaarde
x € G. Bereken ten opzichte van elk van de drie hierboven optredende
koordinatenstelsels de gradient wvan de objektfunktie; teken deze in de
figuur telkens als een pijl uitgaande van de betreffende oorsprong.

Merk op, dat deze pijlen van elkander verschillend zijn in lengte en
richting.
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5. De simplexmethode

5.1. Speciaal geval: b 2 ¢

Wij zullen eerst een speciaal geval bekijken en later aantonmen, dat wij alle
andere gevallen daartoe kunnen herleiden.

Wij gaan uit wvan

- T
max {c'x | Ax <bi x209;

(L~
v

o} ,
en transformeren dit naar standaardvorm III:

max {c'x | y+Ax=b; x 205 y=zo5b2ol,
of in matrixvorm:

\
T rz

max ((9T e ) onder de voorwaarden

(E n (2 =b ,

(A is een (m,n)-matrix, x € Rp, c € Rp, b e Rm, y € R".)

Het "speciale" is hier:
1) bzo,
2) de matrix van het stelsel lineaire vergelijkingen dat de beper-
kingen voorstelt, bevat een basis van eenheidskolommen voor

zijn kolommenruimte (stelsel in basische vorm).

Naast deze basis van eenheidskolommen bevat (E A) nog andere bases voor zijn
kolommenruimte, b.v. zulke die men verkrijgen kan door het ruilen van een
kolem van E met een kolom van A. Door een lineaire basistransformatie kan men
zorgen, dat deze laatste een eenheidskolom wordt, en wel juist die, die in de
oude basis tegen hem geruild is. Hierdoor gaan de vergelijkingen over in een
stelsel dat, na passende verwisseling vam kolommen, weer een analoge vorm
heeft (en dat gelijkwaardig is met het vorige):
(E A" X: =p' .

X
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Vergelijken we de waarden van de objectfunktie bij substitutie van de beide
bijbehorende basisoplossingen, dan kan het zijn, dat die waarde in het tweede
geval hoger is dan die in het eerste geval. We noemen dan die tweede basis-
oplossing "beter" dan de eerste. De simplexmethode nu is een iteratieve
methode om bij elke stap een nieuwe basis te vinden door ruil van een oude

basiskolom tegen een nieuwe, tevens de basistransformatie in de kolomruimte

uit te voeren, en ten slotte de waarde te berekenen die de objectfuntie aan—
neemt bij substitutie van de nieuwe bijbehorende basisoplossing, en wel zo-
danig, dat deze waarde bij elke stap stijgt, althans niet daalt. Bovendien

wordt de eis dat alle variabelen uiteindelijk nietnegatief moeten zijn, bij

elke iteratie in het oog gehouden.

De bovenbeschreven objectfunktie (ng) is niet algemeen genoeg; het kan ziin
dat aan de restvariabelen Y5 ook nog een prijs is verbonden (b.v. een dump-
prijs voor overgebleven hoeveelheden goederen). Daarom willen we in het ver-

volg de objectfunktie de algemene vorm gevent

T

T !
v -”SI*‘E’_‘“QIY] +q2y2+ . +qmym+p}x1 +p2x2+ . +pnxn.

Aan de hand van een voorbeeld zullen we de simplexmethode stap voor stap

Beschrijven.
Voorbeeld. Gegeven het L.P.-probleem

max {(w = ~¥y 2y2 " ¥, + 2x1 - 3x, + 4x3)

onder de voorwaarden

7 X T 2%y =3 1
Y, +2x - 3%, ¥ X, =3 2
vy * 2x, - 5x2 *oxy =35, i? z o .
*2
*3)

Hier is dus m = 3 en n = 3.

We noteren dit probleem in de z.g. tableauvorm. We schrijven bovenaan de
yariabelen; met daaronder de corresponderende coefficienten uit de object-
funktie, de z.g. objectrij of c~rij. Onder de streep komen de beperkingen in
Yergelijkingsvorm (de vertikale streep stelt de =—tekens voor), en onder de
?weede streep komt de lineaire relatie tussen w en de niet-basisvariabelen
?ie ontstaat door eliminatie van de basisvariaﬁelen uit de beperkingen en de

gegeven betrekking voor wi
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LR AT S TR £ ] X %3
objectrij -1 =2 - 2 -3 4
r ]
10 b el 0 -2
t
matrix < 0 1 | -3 1 3 b-kolom
o 1 ' 2 -5 &
- 1
10 0 o |, -7 14 -10 [-16]Ibasiswaarde van w
L. i
N
d-rij

De onderste regel wordt gevonden als volgt:

W=y, - 2y2 Yyt 2x] - 3x2 + 4x, =

3
= - (x1 + 2x3 + 5) - 2(- 2xl + 3x2 - X, + 3) - (- 2x] + 5x2 - 6x.3 + 5) +
+ le - 3x2 + 4x3 = 7xl - Mx2 + le3 - 16,
zodat dus
w=-7x, + l4x, - 10x, = -16.

1 2 3
We zullen later een snelle manier geven om de d-rij te berekenen.
De (aktuele) basiswaarde van w is de waarde van w verkregen door substitutie

van de direkt uit het tableau af te lezen aktuele bijbehorende'basisoplossing

¥ 5 Xy 0
Yol = 3] o x,0 =0 3
V4 £5) X, 0
deze is inderdaad gelijk aan = 5 -6 -5+ 0 -~ 0 + 0 = - 6.

De kolom der rechterleden van de vergelijkingen wordt de b-kolom genoemd.

De w links boven en de 1 voor de d-rij worden in het vervolg altijd wegge—
laten, omdat deze | toch steeds onveranderd blijft.

Bij de simplexiteraties zal het tableau telkens veranderen, maar de volgende

eigenschappen zullen gelden:

1) de b~kolom zal = o blijven,

2) de matrix zal steeds, eventueel na verwisseling van kolommen,
een E-matrix bevatten van afmetingen m x m,

3) in de d-rij zullen onder de kolommen van de basisvariabelen

steeds nullen staan.
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Het feit dat alle variabelen nietnegatief moeten zijn bij een eventuele
optimale oplossing van het probleem, wordt niet expliciet genoteerd (maar wel
degelijk in gedachten gehouden).

Vorenstaand tableau heet ook wel het starttableau, De bijbehorende basis-—

oplossing, de start—-basisoplossing, is hiervoor al genoemd. Op grond van

genoemde eigenschappen (1) en (2) kunnen we zeggen: na elke iteratie is er

een basisoplossing van de vergelijkingen uit het tableau af te lezen, en wel

een toegelaten basisoplossing.

Als we x zien als de produktie van een aantal machines en y als de overge-
bleven grondstoffen, dan is de start-basisoplogssing een slechte oplossing,
want X = o betekent, dat er niets geproduceerd wordt. We zullen dus in het
algemeen zoeken naar een betere oplossing, waarbij we x 2 o hopen te vinden,
met de nadruk op > o. Hoewel dat op het eerste oog niet noodzakelijk 1lijkt,

willen we in het bijzonder gaan zoeken naar een betere basisoplossing, en wel

naar een die ontstaat uit de vorige door ruil van een oude basisvariabele

tegen een niet~basisvariabele.

Om de bewerkingen te kunnen beschrijven stellen we het simplextableau algemeen

als volgt voor (waarbij de d-rij voorlopig niet wordt beschouwd):

m 8 n ‘
ql Ve qm p] vee P oees pn ?
T ’ ;
1 K
1 LR aIS e aIn b]
. (. . .
. v . .
. ol . .
I I a - aee @ b
i ml ms mn m
|

Kies nu een (voorlopig) willekeurige kolom 2,4 onder de variabele x, (een van
de variabelen xj, j=1, 2, «., n) tot kandidaat voor een nieuwe basiskolom.
Geef X de waarde 6, terwijl de overige xj, dus voor 3 = 1,2,.., n, ] # s,
tij de komende basisoplossing weer niet-basisvariabelen zullen zijn en dus de

waarde 0 behouden. We lossen de ¥; op, nu niet meer uit de vergelijkingen

v = b,

yz = b2
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maar uit het stelsel

yl(B) +8a =b

Yz(e) +0a, =Db

+ =
ym ( 0 ) ® ams bm

De veranderde waarde van y wordt y(©); de gehele oplossing (nog geen basis~

oplossing) wordt:

y](e) = b] -8 a, X, = 0
y2(9) = b2 -8 825 X =0
. . X = 0
- L] s
ym(e) = bm -0 ams xs+l T 0
x =
n

Dit is een toegelaten oplossing van het L.P.-probleem mits y(8) 2 o, d.w.z.

alle yi(B) 20, en 8 20,

Als a, < 0 is, dan is b, - 8 a, = 0 voor alle 8 2 0,
is i is

als a, > 0 is, dan is b, - 6 a, 2 0 alleen als & < -,
is i is is

Hieruit volgt voor 6 een bovengrens, naast de al bekende ondergrens 0:

b,

0 <6 <min [— | a, > Ol.
R a. 1ls
1 1ls

Voorbeeld.

In ons voorbeeld hadden we de start-basisoplossing waarbij

Y 5 X, 0
Yol = 3 voor x| = 0| ;
y3 5 x3 0

we gaan nu een andere basis zoeken met b.wv. x3 = 6; we vinden eerst de niet-

basisoplossingen
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yl(a) =5+ 28, x, = 0,
y2(e) =3-8, x, = 0,
Y3(e) = 5 - 663 K3 = 9.
Deze oplossingen zijn toegelaten als
5+20z2z0,0f0862=-2¢ - oo T e e
3-620,0f8=3
5-66 20, of 6 < g-.
. 5
We krijgen als grenzen voor 8: 0 £ 6 < ek
Neem nu voor 6 de gevonden bovengrens %; we vinden dan de oplossing
o 10 _ 2 -
y] = 5 + € 63 X, 1))
=3~2 =2l -
¥y = 3 z 26 x, 0
=5~5= =2
y3 =5 5 0 x3 g

Maar dit is nu wel weer een basisoplossing, want de kolommen onder de varia-

belen Yy» ¥, €n X zijn omafhankelijk.

, | 'f
| e
Algemeen: kies & gelijk aan zijn bovengrens: 6 = rand min [;—l a, > 01; j
dan wordt de nieuwe basisoplossing: s * 18 é
* * *.
yl(e ) = b1 -8 ale x](B ) = 0
ey =b, - o 8*) = 0
Vo8 ) = by = Bay, Xy (8) =
: . * *
. . X (8 ) =0
() =b_- o o Y
‘y . = — ‘a = ; =
r r rs xs+](€ ) - 0
. . .
e = — .. . F3
ym( ) bm 8 a xn(e ) 0

Het is een basisoplossing, omdat de kolommen onder de variabelen

yl,._.., yr_l, yr+1,..., ym en xs

onafhankelijk zijn (definitie van een basis).

Dit is in het tableau direct te zien:
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yl - . yr_l yr yr+] L2 N ym xl LN BN xS LI xn
I i I |
l l l lall o.a|alslnno aln bl
- I: ll I : -
L P P : :
L ! )a ...Ja v a b
| rl | rs| ™ r
[ . : .
IR = 1 : :
I ‘ * 1 |a .llla ‘.II a b
. | . ] ml : ms: mn m
« mv 7 \ - Sy

Bedenk dat a..? 0 en dus # 0 is.

De nieuwe basis bestaat uit de kolommen die met accoladen gemerkt zijm.

We willen door '"vegen" bewerken, dat de kolom onder x_ een eenheidskolom
wordt en wel de r—de eenheidskolom e, Dit "vegen" betekent een basistrans-
formatie (coordinatentransformatie) in de kolommenruimte R" van de matrix.
Het element a_ ¢ zal hierbij als spil ("pivot") dienst moeten doen.

We komen hierop later terug.

Eerst gaan we na wat de waarde van w zal worden als we de nieuwe basisoplossing

invullen.
* T * T *
w(0:) =qy(e) +px(0) =
6" o v p o
= ql(bl als) Toeee qm(bm "ams) Pgv =
*
= qlb] + ... + qmbm -8 (q]a]s + ... + qmams - ps)
of in wvektornotatie
* T * T
w(®) =gb-04(ga, ~p).

Dit wordt dus de nieuwe basiswaarde van w, terwijl de oorspromkelijke

bedroeg w(Q) = gTh. Wil de nieuwe basisoplossing "beter" zijn, dan moet gelden:
1) 8 # 0,
* * T T
2) w(g) > w(0) of - 6 (g 2, ps) >0, of g a,. "~ P, <0,
*
omdat nu immers 6 > 0 is.

T . . s . .
De voorwaarde q a, -~ P, < 0 is dus een van r onafhankelijk kriterium waaraan

8 _
de kolom B onder de variabele x_ moet voldoen opdat er een betere basisop-
lossing ontstaat als we hem in de basis opnemen in ruil voor een oude basis~-

kolom.
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We rekenen nu in de beginsituatie voor elke j, j = 1,2,...,n, de grootheid
T

S: E*J
voldoen. We noemen deze grootheden dj' Het blijken precies de getallen te

- pj uit, en kunnen dan dadelijk zien, welke kolommen aan dit kriterium

zijn onder de kolom E*j in de al eerder genoemde d-rij, die ontstaat door
eliminatie van de basisvariabelen uit de objectfunctie (pag. 5.3). En ook de

nullen uit de d-rij onder de kolommen bij de basisvariabelen y. voldoen aan

een analoge relatie:

T
di = g e; < 4

P PR P 0, i=1,2,...,m

1 1

Kontroleer deze uitspraken! (Als we in het vervolg spreken over een grootheid
dj bedoelen we hiermee een willekeurig element uit de d-rij, hetzij onder een

basisvariabele, hetzij onder een niet-basisvariabele.)

De waarde van w bij substitutie van de aktuele basisoplossing (de aktuele

basiswaarde van w) noteren we in het tableau als dO. Bij de start geldt:
dy = w(0) = g'b. Ga dit zelf na,

Het volledig simplextableau ziet er nu als volgt uit:

Y, Yy oo e+ ¥ X, X, » « « X

m 2 n
objectrij 49 4 - - 9 P Py » + + Py
|
! B PRIV IAARNNLS PR L
1 [ : . .
' : . : . b-kolom
. j e . . .
R e A bm
. . '
d-rij 6o 0 ... O ; d, d2 e 4y dO basiswaarde van w

Het simpiexfébieau bij ons voorbeeld hadden we reeds ontmoet op pag. 5.3j

we herhalen het nog eens:

Y1 Y Y3 EF Xy Xy
-1 -2 -1 2 -3 4
T
1 0 o, - 0 -2
i | -3 |
0 1 o2 -5 6 5
—
0 0 0o ' -7 14 -10 |-I6
-
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Wij zien,. dat de kolommen van X, en x, mogelijke kandidaten zijn voor uit-
wisseling met een kolom van de gktuele basis (hier dus de startbasis), omdat
d1 en d3 voldoen aan het kriterium voor een verbeterde basisoplossing:

dj < 0. Kunnen we een argument vinden om tot een bepaalde voorkeur uit deze
twee te komen? We bepalen het bedrag waarmee de basiswaarde zal stijgen,
indien de kolom bij X;» Tesp. die bij Xy in de basis wordt opgenomen, en
kunnen dan bij voorkeur die van de twee kiezen, waarvoor deze toename het

grootst is. Voor de j-de kolom is deze toename gelijk aan

% T * ..
-9, .~ p.) ==08, d. (vergelijk pag. 5.7).
J(gg*J P;) j d; (vergelijk pag )
Dat wordt hier:
3 = . *= 3 § é =§ --* =_3 _— = .
j=1: 61 min(%, 2] 5 en Gl d, E—( 7) = 10%;
T = . *= - g é =.5. - * =—§. - = 1
j 3: 63 min[=, 6] z en 93 d3 2 (-10) 83.

Er zou dus reden zijn om hier aan kolom 2. de voorkeur te geven. Men bedenke
dat dan wel de eerste stap zo groot mogelijk is, maar dat dat nog niets zegt
over het totaal aantal iteraties nodig om het optimum te bereiken.

We kunnen ook de grootte van 8, buiten beschouwing laten en de bedragen ver-
gelijken waarmee de basiswaaidi zal stijgen per eenheid xj, indien de kolom
bij xj in de basis wordt opgenomen. Dat zijn nl. de tegengestelden van de

getallen dj zelf. Dat is hier dus

voor j = 1: - i =7,
voor j = 3: - d3 = 10.
Kiest men dit als vergelijkingsgetal, dan wordt aan de kolom 343 de voorkeur

gegeven. Rekentechnisch is dit laatste systeem gemakkelijker te programmeren:
we_kiezen daarmee dan eerst de kolom 2, die in de basis zal worden opgenomen,
en berekenen daarna pas het bijbehorende getal B:.

Wij zullen dit systeem aanhouden. Ook hierbij weten we nog niets aangaande het
totaal aantal benodigde iteraties. In de praktijk werkt het systeem goed.

33 = 6

Na "vegen", om de kolom onder Xy gelijk te maken aan die van de oude ¥4, wordt
het tableau:

We zullen de iteratie in ons voorbeeld uitvoeren; de spil wordt a
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3
-1 -2 -1 2 -3 4
|
i 0 1/3 Y -1/3 - 5/3 0 20/3
I
0 1 ~1/6 } 5/3 -13/6 0 13/6
. ——— - - - . - — —-— - I. —_—— i - — .- —— e e - - a - . —_a— . . - - _— e e
0 0 1/6 ! 1/3 - 5/6 1 5/6
]
; ;
0 0 5/3 -114ﬁ) 17/3 0 -23/3
] ’
A

Opmerkingen.

1. Als in de gekozen spilkolom a,. elk element a, < 0 is, dan geldt, dat
voor elke 1, i = 1,2,...,m, bi - ag 2z 0 is voor elke 8 > 0 (vergelijk
blz. 5.5). Omdat de bij de spilkolom behorende ds negatief is, is nu de
waarde van w naar boven niet begrensd. We zeggen dat het probleem een

"oneindige oplossing' heeft: w(8) » = als 8 +» =, want
T
w(8) = g'b ] ds’
waarbij 8 geen bovengrens heeft.,

Bezit de matrix dus een niet-positieve kolom boven een negatieve dj’ dan

~heeft het probleem een oneindige oplossing (voldoende voorwaarde).

2. Als na de keuze van een spilkolom a,. blijkt dat bij] een positief element

a; . in de b-kolom een element bi = 0 voorkomt, wordt blijkbaar

b.
* . i -
6 = min [7= | 3s > 01 =0 .
i “is g

Wordt dan deze kolom toch in de basis opgenomen, in ruil tegen een oude

basiskolom, dan zal de basiswaarde van w niet veranderen, immers

*=T__*=T
w(e ) = g'b 6, d, = gb .

De nieuwe basisoplossing zal dan dus niet beter zijn dan de vorige.

5.2. Schema van de berekeningen

Gezien opmerking 2 wvan de vorige paragraaf zullen we onderscheid maken

tussen de volgende twee gevallen:
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1, Geval b > 0 : voor elke iteratie is de b-kolom strikt positief,
2. Geval b 2 0 , en niet b > o: de b-kolom bevat ‘een of meer nullen.

(Degeneratie of ontaarding van de bijbehorende basisoplossing.)

In geval 1 kunnen we aantonen, dat de bovenbeschreven iteratieprocedure con-
vergeert en in een eindig aantal stappen #oert, hetzij naar een optimale op-
lossing, hetzij naar de uitspraak, dat het probleem een "oneindige oplossing"
bezit., Voor geval 2 moeten we, niet zo zeer om praktische maar wel om theo-

retische redenen, een extra hulpmiddel inschakelen (lexicografische methode).

In het blokschema stelt dj het algemene element van de d-rij voor; de index j
doorloopt hierbij zowel de verzameling {1,2,...,m}, behorend bij de Vi~

kolommen, als de verzameling'{l,z,...,n}, behorend bij de xj-kolommen.

Om bij de door ons gebruikte notatie het iteratieve in het blokschema goed te
kunnen lezen moeten we ons voorstellen, dat na de transformatie de namen van
de variabelen X, en y, worden verwisseld, evenals de uamen van de coeffi-
cienten P, en q., de kolommen a,  emn e, en de elementen ds en dr' Zo krijgen
we (na plaatsverwisseling van deze beide kolommen in het tableau) na de
iteratie weer precies zo'n tdbleau, in een overeenkomstige notatie maar in
feite met andere getallen in matrix, b-kolom en d-rij, als v8dr de iteratie.
Teder aktueel tableau kan weer als starttableau gelezen worden voor een vol-
gende iteratie. (Het kan trouwens ook weer als een L.P.-probleem terugver-
taald worden, een probleem dat men als gelijkwaardig kan beschouwen met het

oorspronkelijke.)
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Blokschema vcor de simplexalgoritme

Voorwaarden: 1. de matrix bevat een (m,m)-eenheidsmatrix,

2. vobr elke iteratie is bi >0 voor i =1,2,...,m.

konstrueer starttableau;
bereken de d-rij met
d. = Ta -p
735G 7 P;
dj = (0 voor basiskolom

w4
bepaal s zo dat d = mln(d )3 welke kolom zal
bij altermatieven: maaﬂ keuze in basis komen?
aktuele basis-
op10351?g is ja 9 ;\B?“*~ optimaliteits-
een optimale ] test
oplossing neen
oneindige op-
1 i . as
?:glng ?g; test op oneindige
A oplossing
xj(e) =0, j # 5
x = 8,
3
keuze van spilj
welke kolom ver-— ;
laat de aktuele =
basis? .
bij alternatieven: maak keuze
maak nieuw tableau: '
- - - |
a. = 1; as. = 0, 1 #r; dS =0 Ispllkolom transformatie
_ _ ar. ~ br
ag =1 8y =-;~l » i#83b =7 lspllrlg :
rs rs | ;
- a; a_. i
a,, =a,,~—=XI1 {471, j¢s ! andere rij
ij ij a
rs !
= s i
b, =b, - — i
| i i a et tr I
i Ej = 0 voor elke nieuwe basiskolom ld-rij
a_, . t
I d. =d, -—=da, 34%s )
-] ] a 5"
! rs )
. - br 5
d. = - —
0 dO. 2 s ¢
. s .

b4

. opRieuw




Het resultaat van het vegen kan als volgt worden uitgeschreven.
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Was het oorspronkelijke tableau
y] see yr eee ym xl e xs e _xn
1
1 a w4 0 LN ] 0 l al] LN 3 aIS LN ] aln
: \ : N I : :
0 oo 1 oo O 1 oa ... a
ri rn
. . . I, . .
. . \- ' . . L]
0 "o 0 L I 3 l I a o e a sa s a.
ml ms ™I
0 P ¢ ess 0O ! dl - ds vea dn
1
dan wordt het nieuwe tableau, na "vegen" met a g als spil:
y] e yr e ym Xy e B, e xn
‘ a, i al a a a, b
1.-.'-—-5--..0 I a 5 X -..0...3 = s In - 5 T
a 11 a In a a
rs | rs s rs
. : L) . . . .
* . : I : L] . .
1 a a b
0--- _l_oo- 0 —r_]'lucoooo 1 lIlllnc_IE —I"‘
a [ a a a
s | rs rs s
. . . | . . . .
hd . . l . . . a
a s : a a ) a 53 o b
0..-—_'9""'«--- l a - ms r ...0...8 -_I'I'l'_’""B" 5 T
a | ml a mn a m a
s | s rs rs
. \
d ! d a d a ..d.b
0 s -""_S--- 0 ' d - Sr] 0 d —-§'—r"'l}' - sr
a I l a‘ L A 2 LN J n a a
rs X rs rs s

We bewijzen nog de in het blokschema verwerkte

stelling, dat het tableau
optimaal is, d.w.z. dat de aktuele basisoplossing optimaal is, wanneer alle

dj > 0 zijn. Voor elke toegelaten oplossing (ZT gT) geldt:

y+Ax=b, yzo,x20.




T T
qy+*+px=
3T<h - Ax)+ ETE

Beschouw nu w({y, X)

QTE - ETA X + ET§

=gb-(@Aa-p)lx
-7 - - =’éT‘§ :gq}}_f Tt T T T T T e e
= Tb -dx, -d - - dx
827 4% 2% T et T %y

Hierin is gTE de waarde van w bij substitutie van de aktuele basisoplossing

(basiswaarde), terwijl voor iedere toegelaten oplossing geldt:

- - - - <
dlx1 d2x2 aen dnxn <0,
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omdat immers gegeven is dat alle dj < 0 zijn. Maar voor een toegelaten oplos-

sing geldt xj = 0 voor elke j; hieruit volgt: w(y, x) <

De aktuele basisoplogsing is dus optimaal.

vergelijking, zoals we dat in het begin van dit hoofdstuk reeds afgeleid

hebben; we voegen de variabele w in het tableau weer toe. Dan betekent de

d~rij

o
»
[w]

e - v
[= 9
[N
[=9

niets anders dan

w + dlx + dzx + ... +dx =4d

1 2 nn 0

of

w=e—-dx -dx, - ... ~dx +d
nn

11 22 0

hetgeen voor elke toegelaten oplossing moet gelden. Dus max[w] = d

w(b, o) = ng-

Opmerking. Het bovenstaande is niet anders dan de weergave van de d-rij als

Uit de simplexalgoritme volgt, dat het rekenproces na een eindig aantal

iteraties stopt. We kunnen dit op de volgende manier inzien. Bij het maken
van een nieuwe basis eisen wij: dS <., Omdat verondersteld is dat de hele

b~kolom echt > ¢ is, is de basiswaarde EO van w bij de volgende basis-

oplossing ook groter dan de basiswaarde d

_ d

= - -t
want d0 = d0 o ds’ met b? > 0, ds <0 en a5 > 0.

0

bij de aktuele basisoplossing,
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Tijdens het rekemproces vinden we een rij basisoplossingen waarvan de bij-
behorende rij basiswaarden van w monotoon stijgt, omdat

br b,
—L = pin [—> | a,_ > 0]>0,
a a, is

rs 1 18

We kunnen dus nooit meer dan &én keer eenzelfde basis tegenkomen. Er is in
de matrix echter maar een eindig aantal verschillende bases aanwezig.

Onze rij van basisoplossingen is dus eindig. Voor de lengte van de rij kan
men ook gemakkelijk een bovengrens aangeven.

Als het rekenproces stopt, hebben we hetzij de situatie

ds < 0, a._ < 0 voor alle i = 1,2,...,m »+ oneindige oplossing,
hetzij de situatie .

dj > 0 voor alle j = 1,2,...,n - optimale basisoplossing.

5.3. Vektor- en matrixnotatie voor de iteraties

De transformaties ("vegen"), zoals wij die bij de simplexiteraties uitvoeren,
kunnen beschreven worden als resultaat van een links-vermenigvuldiging met

een vierkante, niet-singuliere, matrix. "Vegen' we b.v. de matrix

met als spil het element a,, = 2, dan ontstaat de matrix

13

1} 4 1 i 0

i o0 o0
M=11 1 0],
-2 0 1

dan ontstaat B: B = MA., (Ga zelf na, hoe we M konstrueren: de eerste rij
van A moet door 2 gedeeld worden, bij de tweede rij moet de eerste opgeteld

worden, van de derde moet de eerste 2 maal afgetrokken worden.)
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. . . . . 3
De transformatie is een basisovergang in de ruimte R” der kolommen van A.

Tedere veegtransformatie kan weer gerepresenteerd worden door een nieuwe
faktor links. Een aantal transformaties achter elkaar wordt dus ook door een
links-vermenigvuldiging met een vierkante, niet-singuliere, matrix voorge-

steld (het produkt van de faktoren die achtereenvolgens alle stappen repre-

senteren). U IR

Passen we dit toe op onze simplexiteraties, dan moet opgemerkt worden, dat
we het bovenste deel van de matrix (boven de streep) op de bovenbeschreven
manier behandelen, maar de d-rij niet; die krijgt een aparte beschrijving.
Nemen we nog eens ons voorbeeld, waarbij we starttableau en tweede tableau

onder elkaar plaatsen:

Yy Yy Y4 % %y %3
cbjectrij ET -1 -2 -1 2 -3 4 cx
T
1 0 TR 0 -2 -1
tableau ] 0 ] | 2 -3 1| -2
o 1 b 2 s ® -1
0 0 0 | -7 14 -10 | -16
1
*
| 0 1/3 vV -1/3  -5/3 0 20/3 -1
tableau 2 o 1 -1/6 ! Gd -13/6 o | 13/6 | -2
0 0 176 : 1/3  -5/6 ] 5/6 4
0 0 5/3 1+ -11/6 17/3 o |-23/3
i
4

Tableau 2 (boven de streep) ontstaat uit tableau I (boven de streep) door

links-vermenigvuldiging met

1 0 1/3
M= |0 1 -1/6
0 0 1/6

die we in tableau 2 onmiddellijk kunnen aflezen op de plaats waar in tableau ]
de eenheidsmatrix E stond, omdat immers M E = M,
In tableau I zijn de yl-kolom, de yszolom en de y3-kolqm de basis. We lezen

hier af, dat de b-kolom = 5 (yl-kolom) + 3 (yz-kolom) + 4 (y3-kolom).

e AR S

;
j
B
i
i
A
1
3
i
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Maar ditzelfde geldt in tableau 2 ook, alleen heten de kolommen hier anders.
In tableau 2 zijn de‘yl-kolom, de yz-kolom en de x3-kolom de basis (let op

de volgorde!). Hier lezen we af:
b-kolom = 20/3 (yl-kolom) +13/6 (yzﬂkolom) + 5/6 (x3-kolom).

(Dit geldt echter ook in tableau !.) We noemen de deelmatrix van de start-
matrix gevormd door dezei:basiskolommen (in de juiste volgorde) de aktuele

basis B. Hier is

1 0 -2
B=10 1 1 .
0 0 &6

Op de plaats waar B staat in de startmatrix, staat E in de aktuele matrix
(tableau 2). Dit betekent, dat M = B-I.

Door de iteratie gaan de beperkende vergelijkingen van het probleem

Z
(E A) =b

X

Ty f =Tl

X

over in de vorm (B

Dit betreft het deel van het tableau boven de streep. Het gedeelte onder de
streep, de d-rij wordt als volgt beschreven.

We stellen daartoe de hele objectrij als &&n vektor ET voor. Met ng symbo-
liseren we de hele objectfunktie ng + BTg; de nieuwe x € Rp+m is dus de

oude |2 .
X

We splitsen nu de bij het aktuele tableau behorende basisoplossing X in een

aktuele X € R" » samengesteld uit de basisvariabelen, waarvoor geldt:

Xp = B lb en een aktuele Xy € R" s samengesteld uit de n1et-basxsvarlabe1en,
waarvoor dus geldt: Xy = 0. Overeenkomstig deze sp11t51ng splitsen we ook

¢ in een g € R » komponentsgewijs behorend bij Xps €n &y € R" ) behoreqd bij
:E het voorbeeld zijn bij beide tableau's de aktuele vektoren Cx rechts, op

de juiste regels, bijgeplaatst,

De d-rij (een vektor in Rn+m) ontstaat nu door eliminatie van de basisvaria-

belen uit de beperkende vergelijkingen'en de vergelijking

(Bedenk dat de w in het tableau niet wordt opgenomen, )
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Hieruit volgt voor j = 1,2,...,m+n:

Tyl -
dj ey B Bei T S
en voor j = O:
I
d0 = B b.

Na elke iteratie kan het tableau schematisch worden voorgesteld (weer in de

oude y en x genoteerd):

m n
€ vt Cor1 """ Spen
-1 -1 -1
B E , B A B b
¥
T -1 T T -1
cg’B (E A) - ¢ g B Db

De aktuele basisoplossing luidt Xy = B_IE, Xy =0, en de aktuele basiswaarde
van w bedraagt EBTB-IP.
In ons voorbeeld is tableau 2 nog niet optimaal. We voeren nog een iteratie

uit, met de omcirkelde 5/3 als spil. We vinden het optimale eindtableau:

7 ) 73 X *2 3
ET -1 -2 -1 2 -3 4 p
|
1 1/5 3/10 i O -21/10 0 71/10 -1
tableau 3| 0 3/5 -1/10 1 1 -13/10 0 13/10 2
-1/5  2/10 | 0 -4/10 1 4/10 4
L] i
o 11/5 13/10 | 0 9/10 0 -29/10 .
| A
De d-rij is nu niet-negatief. De aktuele basis is nu (gl a1 5*3) = |
1 -1 =2
0 2 1 (zie tableau |, op de:iplaats waar nu E staat).
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Nu is
_ -1
1 -1 =2 1 1/5 3/10
l=fo 2 1| =lo 355 -i/10]
0 6 0 -1/5  2/10

te vinden in tableau 3 op de plaats waar in tableau 1 E stond.

Optimale oplossing:

¥y 71/10 Yy 0
Xp = |%] = 13/10| , Xy = Y, = 0. R
g 4/10 X, 0

met de optimale waarde van het probleem

EBTB-lh = - 29/10 .

Opmerking. Door vermenigvuldiging met B_1 van het starttableau en omwerking
van de d-rij krijgt men het eindtableau. In de praktijk komt het veel voor
dat men een aantal L.P.-problemen bestudeert met dezelfde matrix maar met
betrekkelijk geringe wijzigingen in b-kolom of objectfunktie. Men kan dan
zonder opnieuw alle iteraties te herhalen onmiddellijk nagaan of het
"vroegere" eindtableau ook optimaal is voor de gewijzigde gegevens; eventueel
is nog een klein aantal iteraties nodig om dan een optimaal tableau te ver-

krijgen.

5.4, De lexicqggafische methode

Wanneer in de b-kolom een element 0 voorkomt heet de aktuele basisoplossing
ontaard. Wordt dan een simplexiteratie voorbereid en een spil gezocht, dan

kan het voorkomen dat bij een positief element a, . in de spilkolom een getal

- b.
bi = { behoort, waarvoor dan min-[—-l-]ais >0] =0 is. Zo'n 2. wordt dan
i is

als spil a g gekozen.
Bij de daaropvolgende simplexiteratie zal de basiswaarde d

d
1 d = -8B
immers do = d0 3 br'
rs

0 niet veranderen,
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Het convergentiebewijs van de algoritme in een eindig aantal stappen mislukt iﬁ
dit geval. De stelling is dan ook niet juist. Er zijn voorbeelden gekonstru-
eerd waarbij de simplexalgoritme, uitgevoerd volgens de ingevoerde regels,

gaat cykelen; d.w.z. na een aantal iteraties komen we weer terug in eenzelfde
tableau als we al eens eerder hebben gehad. (N.B. De computer merkt dit cykelen

niet.)

Voorbeeld van cykelen.

%xl - 60x2 - %§x3 + 9x4 =0
max éx - 150x, + —Lﬁ - 6% lx - 90x --J-x +3x, =0
471 2 5073 41 271 2 5073 4

Xy <1
xj = 0wvoor j = 1,2,3,4

-

Keuzeregel voor spilkolom: bepaal min [dj | j

[}

1,2y04.,7] en kies voor s

de kleinste index j waarvoor dit minimum wordt

aangenomen.
b

Keuzeregel voor spilrij : bepaal min E;_— I a. > 0] en kies voor t de
is

kleinste index 1 waarvoor dit minimum wordt aan-

genomern.

Na zes iteraties is het aktuele tableau identiek aan het starttableau:

Opmerking. Het is niet eenvoudig om een voorbeeld van cykelen te konstru-
eren, In de praktijk heeft een L.P.-probleem nog nooit tot cykelen aanleiding

gegeven,
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c~rij’

starttableau

tableauy |

a-rij

tableau 2

tableau 3

tableau 4
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* %) *3 %4 Yy Yy Y3
3 ] }
2 150 i 6 0 0 0
-60 -1 9 i
75
1 i
5 90 -56- 3 1
0 0 1 0 i
3 ]
2 150 15 6 0 0 0
1 —240 - & 36 4
25
3 - -
% 15 2 \
0 1 0 0 1
0 -3 -l 33 3 0 0
- 50 3
! -84  -12 8
A T T
500 3 15 30
] 0 0 0 )
0 0 -2 18 ] ] 0
75
25 _55 75
2 ] 2 : 25
2 1 % I N I
160 120 0.
25 525 75
e = 5 25 i
1 0 0 -3 -2 3 0
%
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| ) 3 A Yy Yy Y3
c~rij %- -150 %5 -6 0 4] 0
-12 0500 - 150 0
€+ - B T |
tableau 5 % 40 1 3 3 0
léé' - 10,500 - 50 150 1 |
1
- -1 1 0 0
5 + 120
5 ] ) '
7 210 =0 1 3 0
1
tableau 6 -t]')_ - 30 - 150 1 @ 0
0 0 | 0 1 1
7 ‘ i _
Z 330 "5-6 2 0
! - _ 1
% 60 75 9 1 0]
1 1
tableau 7 7 90 50 3 1 0
identiek met
starttableau 0 0 1 0 1 !
3 !
7 150 =3 6 Q‘ 0 0 0

Voortzetting van de berekening leidt weer tot dezelfde rij van tableau's als i
hierboven reeds verkregen: de algoritme is in een kringloop terecht gekomen
zonder dat een optimaal tableau verkregen is. Steeds bevat de d-rij ten minste
één negatief element bij een kolom waarin ten minste &&n positief element

voorkomt.
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Poam . . . . n
We definieren een lexicografische ordening voor vektoren uit cenzelfde R .

Zijn a en b twee vektoren in R" dan heet a lexicografisch kleiner dan b
- - - lex .
(b lexicografisch groter dan a), geschreven a8 < b, indien er een i uit

{1,2,...,n} is waarvoor geldt:

ak = bk voor k < i, en‘ai < bi'

Bestaat een dergelijke i niet, dan zijn a en b gelijk: a2 = b, en ook lexico-
lex - =
grafisch gelijk: a = b.

Voorbeeld:
4 4
2 2 lex
a=|-6; , b=1I-4| ;3 a =b, a. =5b » a4, <b, dus a < b.
- = | 1 2 2 3 3 = -
5 7
-3 10

We zullen aantonen hoe men met dit begrip een wijziging in de algoritme kan
aanbrengen, met name bij de keuze van de spilrij, waardoor de mogelijkheid
van cykelen wordt uitgesloten en waardoor de simplexalgdritme ook konver-
geert (in een eindig aantal stappen) bij degeneratie.

We voegen aan het starttableau rechts naast de b~kolom een nieuwe (m,m)-

. . ‘ T . _m
eenheldsmatrix toe en rechts naast d. een ¢ in R:

0
Y e Yo X ees X
A b E
T
o ... O QN do 0 ... 0

b ]
.] \
. ~
H= * \
. S
A Y
bm 1
do OIII... 0

De matrix H zal met de veegoperaties van de iteraties meebehandeld worden,
zodat we steeds over de aktuele H kunnen psreken. Bij de start heeft H de

vorm als hierboven aangegeven. De rijen van H zullen worden aangeéduid als

T T T T
Bl s 22 seses h = en de onderste als hy"-
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We kunnen dan opmerken:
T T
I. Voor i = 1,2,...,m gelde: ' 8% of,
2. De rijen QIT,..., QmT zijn lineair onafhankelijk, ofwel: de rang van de
deelmatrix (b E) van H bedraagt m. Na een aantal iteraties gaat deze
deelmatrix over in een matrix die geschreven kan worden (B-ly B-I),
waarbij”Brl niet=singulier is.- De lineaire-onafhankelijkheid van-de rijen - --——

EIT,..., Em? blijft dus bij de iteraties gehandhaafd: de rang blijft m.

3. Uit 2 volgt, dat nooit een rij hi (i =1,2,...,m) gelijk kan worden aan gT.

Het gaat er nu om, een spil te vinden in de kolom Bye (die op de gewone ma-
nier gevonden is) zo, dat voor i = 1,2,...,m blijft gelden: EiT lgx QT.
De spilrij wordt nu zo bepaald, dat voor i = [,2,.,.,m alle rijvektoren hiT

lexicografisch positief blijven (vroeger: alle bi positief). (Zie 1.)

In de zg. lexicografische simplexmethode kiezen we nu r zo, dat

- . =i
~X = lexmin [—= | a, > 0O1.
a . a. is
rs i is
(lexmin := lexicografisch minimum.)

Na de transformatie wordt de aktuele H:

a,
h, =h, - 22 h voor alle i #r, i # 0;
=i =i a -r

rs
h =.....:.£’
“r a

rs
d

- lex .
Ga na, dat nu inderdaad voor i = 1,2,...,m geldt dat bi > o is. Ga ook na, ;

waarom bij deze methode geen dubbelzinnigheid in de keuze van r optreedt.

Wij definiéren EOT als de basiswaarde van de objektfunktie bij de nieuwe
methode.

Omdat bij elke iteratie ds < 0, a . >0, br lgx o, stijgt de basiswaarde
strikt lexicografisch. Hierdoor kan eenzelfde basis tijdens de algoritme niet
meer dan &&n keer voorkomen. Daar weer het totaal aantai mogelijke bases
eindig is {(er is immers een eindig aantal kolomvektoren), leidt de boven
voorgestelde lexicografische keuzeprocedure voor r tot een simplexalgoritme

dat in een eindig aantal stappen levert: hetzi} een ‘optimale oplossing (met
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als optimale waarde het aktuele element do, eerste element van EO), hetzij
een uitspraak dat het probleem een zg. oneindige oplossing toelaat (evenals
vroeger).

Vervolg voorbeeld.

Bij de onderstaande tableau's wordt de lexicografische methode toegepast op

ons voorbeeld van cykelen.

Keuzeregel voor spilkolom: bepaal min [dj | 3 =1,...,7]. Kies voor s de
kleinste index j waarvoor dit minimum wordt

aangenomen.

Keuzeregel voor spilrij : bepaal lexmin [—= | a, > 0]; r is dan de
1 is
(eenduidig bepaalde) index i waarvoor dit lexico-

grafisch minimum wordt aangenomen.

De rij EOT is lexicografisch stijgend; hij is achtereenvolgens:

(0 0 0 0,
3
1 3 1
@ ° 7

Na twee iteraties is de aktuele basisoplossing optimaal.




64.

X % *3 X 7y Yy T3
.. 3 1
¢c-rij % - 150 + &0 -6 0 0 0 H
Y o Y
- 1
1 1
T 60 - 3z 9 1 0 |1
start= - 4N - - - - o - - e - - o
tableau e - 90 - 5 3 1 0 1
0 0 1 0 1] 1 1
-3 150 - - 6 0 0 ol o |o 0 0
A 50
3 15 ] 1
-15 -5 3 1 > o |1 >
1
1 180 - o 6 2 0 2
0 @ 0 0 1 {1 0 1
1 21 3 3
0 15 5-6' -é_ 0 5 0 0 0 2 0
15 1 3 3 |- I 3
15 2 1 2 100 |Too |’ 2 100
tableau 1 - 180 6 2 75 {35 2 35
0 1 0 0 1 1 0 1
2] 3 1 3 1
0 15 0 7 0 7 30 |70 |° 7 70

. . . . T . .
Het simplextableau is ten slotte optimaal wegens QT > o . Optimale oplossing:

21 N _ - . 1
X 75 X9 T 0, X, = 1, x, = 0, met de optimale waarde 25

4

X
i
%
Coa
il
N
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5.5. Alternatieve oplossingen

Wij hebben gezien dat een optimale oplossing is bereikt, als dj z 0 voor
alle j. Indien wij nu een dS = 0 vinden onder een kolom s die niet tot de
aktuele basis behoort, dan zouden wij deze kolom in de basis kunnen brengen.

De nieuwe basigwaarde EO zal dan gelijk blijven aan de vorige dO’ omdat

b
d . =d -—%d , metd = 0.
a s 8

0 0 s
De nieuwe basisoplossing geeft dezelfde basiswaarde en is dus ook optimaal,
een zg. alternatieve (optimale) basisoplossing.
Dit in de basis brengen van de kolom 2,4 lukt alleen als er in deze kolom
een spil 3o > 0 gevonden kan worden. Zijm alle a, . £ 0, dan gaat dat niet,
maar ook dan zijn er alternatieve optimale oplossingen.
Om het antwoord te vinden op de vfaag, hoe we alle alternatieve (optimale)
oplossingen vinden, gaan we uit van het optimale tableau (dus b 2 0 en
' 2 o) |

yl LI ] ym Xl e Xk Xk+l L) Xn

Y

|

|

|

} b
: .

¥

'

I

met dk+l > Oyueny dn > 0. De objectfunktie w is hier terug te lezen uit de

onderste regel van het tableau:

w o+ dk+]xk+l-+ s + dnxn = do of

w o= d0 - dk+lxk+l = eee T dnxn .

Dit geldt voor elke toegelaten oplossing. Is er dus een alternatieve op-
lossing, d.w.z. een oplossing waarin een x-variabele een waarde # 0 heeft,
dan kan dat alleer het geval zijn met een van de variabelen XyseoesXy,
omdat voor elke toegelaten oplossing voor alle variabelen de eis xj =20
geldt.

Een kolom a,. met dB = 0 in een optimaal tableau noemen we een kandidaat-
kolom (kandidaat om in de basis gebracht te worden). Merk op dat na de

simplexiteratie die dat eventueel doen zal, de d-rij niet verandert: alle
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nullen blijven daarin staan. De basiskolom waartegen de kandidaat dan ge-
ruild wordt, wordt dan weer kandidaatkolom.

Er zijn drie mogelijkheden:

1. Er is in de kandidaatkolom een spil a > 0, maar de bijbehorende br = 0,
De nieuwe oplossing is dan geen echt nieuwe oplossing: een basisvariabele

met waarde 0 wordt verwisseld met een niet=basisvariabele met waarde 0. . __

Toch is het wel een andere basisoplossing!

2. Er is in de kandidaatkolom een spil ars > 0, met br # 0. Er wordt nu

een andere oplossing gevonden.

3. Er is in de kandidaatkolom geen spil a . > 0 voorhanden. Er is nu als
het ware een basisoplossing 'maar oneindig verdwenen"., Toon zelf aan,

dat in dit geval voor elke 6 2 0 de oplessing

¥y = b1 -0 a

Is
¥y = by = 08y,
Ym bm - ¢ Sms
x =8, alle overige x. =0
8 3

toegelaten en optimaal is.

- We vinden hieruit een halfrechte van alternatieve (niet-basis) oplossingen.

Zijn er meerdere dj = 0 onder niet-basiskolommen, dan kunnen bovenstaande
gevallen in kombinaties voorkomen. Treedt geval 3 hierbij op, dan moeten we
elke basisoplossing (geval 1 of geval 2) met elke kolom bij geval 3 kombi~
neren. We gaan daarop niet algemeen in; zie het voorbeeld.

Door alle mogelijke kombinaties van m kandidaatkolommen af te gaan vinden we
alle mogelijke alternatieve basisoplossingen en alle oneindige richtingen
van alternatieve oplossingen. We bewijzen dit niet volledig. Aan het slot
van hoofdstuk 3 bewezen we, dat de verzameling van optimale oplossingen van
een L,P.-probleem een konvex veelvlak is. Dit konvexe veelvlak wordt dan be-
schreven als de vektorsom van een begrensd konvex veelvlak en een konvexe
kegel; dat zijn hier het konvex omhulsel van de gevonden alternatieve basis-
oplossingen en de konvexe kegel, opgespannen door de extreme halfrechten

van alternatieve oplossingen.
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Voorbeeld. Probleem:

. X, - %q < 23 x) z 0, x, > 0, X, 20
maX <X, = Xy _ .
x2 - x3 < 3
Oplossing met simplexmethode:
9. Y2 ¥ % *3
. 0 0 1 0 -l
iy T
: starttableau 1 ! () 0 =1 2
f‘ t
3 1, 0 1 - 3
5‘ T
: o -1 0 1 0
1
3 T T
§‘ eindtableau 1, 1 i O -1
‘ 01 1 1 -1 | 3
t 1
1 v 0 0 2
} 1
Optimaal tableau; optimale oplossing: X = 2, X, = g, Xy = 0.
¥y, en x, zijn basisvariabelen. Kandidaatkolommen zijn de xz—kolom en de
x3—kolom. De xz-kolom kan in de basis gebracht worden en geeft de nieuwe .
basisoplossing (nagaan!) X, = 2, x, = 3, x3 = 0. De x3-kolom kan niet in

de basis gebracht worden; we vinden de twee extreme halfrechten
v, = 0, ¥, = 3+08, X, = 2 + 9, X, = 0, x3 = 8, voor 8 2 0, uitgaande van

de eerstgevonden optimale basisoplossing, en (nagaan!)

v, = o, yz =0, X, = 2 + 8, x, = 3+ 8, x3 = 8, voor @ ; 0, uitgaande van

de tweede basisoplossing. Brengen we ze terug naar de R” waarin de opgave
(2 1 (2 1

gesteld is, dan vinden we resp.: x =10 + 6[{0| enx = |3]| + 8|i];

in beide gevallen 8 = Q. 0 : 0 !

De konvexe verzameling van optimale oplossingen is nu:

N

2 2 1 1

(Konvex kombineren van de alternatieve basisoplossingen en niet-negatief

kombineren van de halfrechten van alternatieve oplossingen.)

i
b
e

Schets een stereometrische figuur bij dit voorbeeld!

T
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5.6. Een technische toepassing

Een mogelijke toepassing van alternatieve optimale oplossingen is het
volgende. Bij een olieraffinaderij wordt geéist, dat eerst de hoeveelheid
kerosine wordt gemaximaliseerd en dat vervolgens van het
residu de hoeveelheid gasolie wordt gemaximaliseerd.

Stel dat voor de eerste eis het L.P.—probleem

max {w = ETE | Ax =Db; x 2 0} (1)

is opgelost. Voor het tweede moet dan een andere objectfunktie gemaximali-
seerd worden: we moeten oplossen
T L .
max {W2 =px | Ax =Db; x 203 ¢ x 18 reeds maximaal}. (2)

Dit betekent, dat wij p x moeten maximaliseren over de verzameling van
alternatieve optimale oplossingen van (1). In tableauvorm:

Eindtableau van (1):

0 LI Y 0 0 LECEE IS 0 dk+l s esesss dn do

T
B
lommen gebruiken die in het bovenstaande tableau kandidaatkolommen zijn.

met QT =c A~ ET; bij het maximaliseren van ET§ mogen we alleen die ko-

De wvariabelen L PTTRTEE moeten 0 blijven, want de gelijkheid

w, ot dk+l Xt + dnxn = d0 moet blijven gelden. Voldoende om dit te

bereiken is, de kolommen van F voor de spilkolomkeuze te blokkeren. Het
starttableau voor probleem (2) kan dan voorgesteld worden door:

T T
— Rgr—— By ‘

S
1

L= !

0 eeeve O O#=04—+-0+0—++ | +00+=+0-4-0+0-0  d

..o o T T T
waarbij g2:= Pg AR -
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De d2—rij kan positieve, negatieve en nul-elementen bevatten; de negatieve
onder de matrix F zullen nooit aanleiding geven tot keuze van de bijbeho-
rende kolom als spilkolom. In het eindtableau van probleem (2) is het deel
van QET links van de stippellijn niet-negatief. Wat er rechts van de stip-

P T . .
pellijn in gz staat, interesseert ons niet meer.

5.7, Tweefasenmethode

Voor toepassing van de simplexalgorithme is het noodzakelijk dat de matrix A
van de coéfficiénten der restrikties een (m,m)-eenheidsmatrix bevat en dat
de b-kolom niet-negatief is. Staat ons probleem in standaardvorm II, met de
beperkingen in de vorm A x < b, b 2 o, dan bereiken we dat direkt door niet-
negatieve restvariabelen toe te voegen: standaardvorm III, met A x + y=b,
b 2 o.

Staat het probleem niet in de gewenste gemakkelijke vorm, dan moet een
hulpmiddel toegepast worden. Stel we hebben een L,P.-probleem, waarvan de
restrikties gegeven zijn in algemene vorm. Maak nu eerst de b-kolom niet-

negatief; dan ontstaan er drie soorten beperkingen:

.
"
1A

2 <bp By 2o,

Ax = 22’ 92 2 O

A3§ 2 93, .93 2 0.

Vervolgens gaan wij restvariabelen ¥; toevoegen om de ongelijkheden om te

zetten in gelijkheden:

Az ti=h
A% = b
ABE - 23 = 93 .

Het tableau van deze vergelijkingen zal nog geen eenheidsmatrix bevatten,
zodat de simplexmethode niet toepasbaar is.

Om toch een eenheidsmatrix E in het tableau te krijgen voegen wij
"artificial slacks" z; toe op de plaatsen, waar nog geen eenheidskolommen

staan:




70.

Ax * ¥ = b,
A% * 2 = b
A3§ - I3 tzg T 93 .
~— “- —
L . E R el I
Voor de optimale oplossing moet uiteraard gelden: z, =0 én Zy =9, omdat

anders niet aan de beperkingen voldaan wordt.

De variabelen z; heten daarom ook wel nulvariabelen.

De aktuele basisoplossing van bovenstaand stelsel is:

Y, = b,
2z, = Db,
53 = 93 *

Het betreffende L.P.-probleem wordt nu in twee fasen opgelost. In fase I
wordt een toegelaten oplossing gezocht waarbij de nulvariabelen z, de
waarde 0 aannemen. Lukt dat, dan wordt in fase II het eigenlijke probleem
opgelost, waarbij de z, hun waarde 0 behouden.

We veronderstellen nu dat ons L.P.-probleem gebracht is in de vorm

T
max (¢ x) onder de voorwaarden

+ E'y + E"E =

v
L=

I 10

[
o

» Y208 22

10

met 20,

waarin E' een diagonaalmatrix voorstelt met op de diagonaal de elementen
1, 0 of -1, en E" een diagonaalmatrix met op de diagonaal de elementen 1

In fase I wordt nu het hulpprobleem opgelost:

max'{-ng | Ax+ E'y + E"z = b; X 2 ¢; z'a g; z 2 0},

waarbij _§T§-= =2, = 2; = ... =z beduidt.
Heeft dit hulpprobleem het maximum O, dan vinden we in het eindtableau van

fase I een toegelaten basisoplossing van ons probleem. Het eindtableau van

fase I wordt nu starttableau voor fase II, waarbij de oorspronkelijke ob-

jectfunktie wordt geoptimé&iseerd;over.deualﬁgﬁa@tievazgytimale OE&QSSingﬁn

van het hulpprobleem,

AR S L e e okl e
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Voorbeeld. Gevraagd:

le - 3x2 - X, 5 253 X, =0
max Jw = 4x] - 2x2 - x3 X, + 2x2 - 3x3 = 8 x2 20
2xl + X, -‘4x3 >.18; g =0 ].

Het probleem is niet zonder meer in standaardvorm III met b > o te brengen;

we hebben twee nulvariabelen nodig.

Fase I: Los op het hulpprobleem: max (w* =z, - z3) onder dezelfde voor-

waarden als het gestelde probleem.

x x, X, Y z Yy z

] 2 3
T 0 0 o0 o -1 0 -
* *
‘EB ¢
0 2 -3 - 1 25
-1 @ 2 -3 1 8
-1 2 1 -4 -1 I 18
e I SR I -26
-7 5 1 -2
I 2 -3 i
-3 @ -2 - 1
3 =2 3 ! -2
cr 4 -2 - o0 o0 0 0
cp *
70 0} 1 3 24 -24 4
4 1 -2} -2 -1} if | n
-1 -3 1 -1 - } 1
a*T 0 ! o 1 0
‘.
T
E d -6} -7 -5} 54 43
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Nu is max [-z, - 231 = 0. Deze waarde wordt aangenomen voor de toegelaten

2
oplossing Xy = 11, x, = 0, X = }. Het eindtableau van fase I kan nu als

starttableau dienen voor fase II, waarin met de simplexmethode het maximum
gezocht wordt van ng = 4%, = 2x, T X5, Over de verzameling van alterna-
tieve optimale oplossingen van het hulpprobleem. We plaatsen de nieuwe ob-
jectrij gifboy@nrhegﬂtablgay, bepalen ¢, en QT. Bij dit laatste blokkeren
we de kolommen onder een d; > 0 ten opzichte ﬁaﬂwﬁéiﬁ;ﬂ;;n;;ﬁ ééﬁmspiikoiom:
We hebben daarvoor onder het tableau een kruis geschreven. De betreffende

kolommen mogen niet meer als spilkolom gekozen worden, Letten we nl. nog

*T

* . * . ..
eens op de betekenis van de d =-rij: w + d = 0. Dit moet blijven gel-

[LL I =l

den voor de gevraagde eindoplossing, waarin alle variabelen niet-negatief
zijn. Dus moeten de variabelen met positieve coefficient in deze uitdrukking
0 blijven; en dat lukt door ze niet-basisvariabelen te laten blijven.

De kolommen zelf kunnen we wel in de iteratie mee betrekken; dan bevat de
matrix steeds de aktuele B"] uitgaande van de oorspronkelijke startmatrix.
Na nog een iteratie is fase IT in ons voorbeeld ten einde: het maximum 95

wordt bereikt voor de optimale basisoplossing: X, = 31, X, = 8, Xy = 13.

Eindtableau:
T S S A Zy Y3 %3
1 2 6 5 -5 8
1 5 13 31 =11 | 31
13 8 7 -7 |13
T
d 13 32 27 =271} 95

Opmerking. Dikwijls, zoals ook in bovenstaand voorbeeld, zijn de kolommen
met positieve d; juist de zi-kolommen, d.w.z. de kolommen onder de nul-
variabelen. Dan zijn de z; nul geworden als nietbasisvariabelen in fase I.
Maar dat hoeft niet: ze kumnen ook nul worden als basisvariabelen; in dat
geval staan de positieve elementen d; deels ook onder andere kolommen dan
zi—kolommen. Overigens verloopt fase II dan precies zo als hierboven be-
schreven: de kolommen bij een positieve d; blijven geblokkeerd voor de

keuze van de spilkolom voor een iteratie.
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Samenvatting.

Beschouw nog eens het originele probleem

max {ET§ | A x < Bys Ayx = byj Agx > by;

B

| z o} | (D

en het hulpprobleem

max'{'ETE | Ax + E'y + E"z = b; x 20,y 2 9,

-— -

N

z 0, b 2z o} (II)

waarbij y de gewone restvariabelen en z de kunstmatige restvariabelen (nul~

variabelen) voorstelt. Dan geldt:

1. Als er een toegelaten oplossing g bestaat van I, dan is er ook een toe-
. - -, -~ -, T
gelaten oplossing & 3 Z) van II met z = 0, waarvoor dus max [-e z] = 0.

-~

2, Als II een optimale oplossing (3 ¥ 2Z) heeft met max [-ETEJ = 0, dan
impliceert dit Z = o0, zodat dan die bijbehorende X een toegelaten oplossing

is van I.

3. Heeft II een optimale oplossing met max*[-ng] < 0, dan heeft I geen

toegelaten oplossing: de voorwaarden voor I zijn strijdig.

4. Heeft II een optimale oplossing met z = ©, dan lossen we probleem I op
in een tweede fase, over de verzameling van alternatieve .optimale oplos~
singen van II. Dit leidt dan in een eindig aantal stappen (eventueel met
behulp van de lexicografische methode), hetzij tot een optimale oplossing

voor I, hetzij tot een aanwijzing dat I een oneindige oplossing toelaat.

Meetkundige interpretatie

Tijdens de eerste fase van de tweefasenmethode zijn de aktuele basisop-
lossingen, voordat het hulpprobleem het optimum O bereikt heeft, niet-
toegelaten. Deze basisoplossingen kunnen dus geen hoekpunten 'zijn van het toe-
gelaten gebied G in de R" waar het probleem is gegeven. Het zijn wel snij~
punten van (minstens) n hypervlakken met limeair onafhankelijke gradienten

die mede G bepalen. Bij elke iteratie verspringt de basisoplossing naar

een "naburig" snijpunt, totdat, indien max [-ETEJ = 0, een hoekpunt van G

bereikt wordt.
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3.8. Opgaven

5.8.1.

Bepaal met behulp van de simplexmethode

05xls400
_ _max 3%, = 2x, + 5K, | Q,<,§2_§_§QQ . i, e
xl X2 < 600

a) Stel het starttableau op en bepaal de twee elementen ars die als eerste
spil kunnen dienen.
Voer de berekening uit voor elk van de beide mogelijkheden. Schrijf in

het begin en na elke stap de basisoplossing op.

b) Teken in RZ het door de beperkingen gedefinieerde gebied en los het
vraagstuk grafisch op. Geef in de figuur de punten aan die korrespon-—

deren met de in a) gevonden basisoplossingen.

c) Teken een stereometrische figuur in R3; X ~as en X,~as in het horizon-

tale vlak, x_—as vertikaal. Teken de doorsnijding van de prismatische

0
figuur bepaald door de beperkingen, met het vlak Xy = 2x] + 5x2. (Neem
de schaal in de xo—richtiﬁg kleiner dan die in de x = en xz-richting.)
Geef in de figuur de puntem aan die korresponderen met de in a) gevonden
~basisoplossingen.
5.8.2,
Gevraagd het maximum van Xy = 3x1 + 5x2 + 4x3 onder de beperkingen:
3x1 + 2x2 <8
X, + X4 <3
X, + 2x2 + X, < 10 , xj 20, j=1,2,3,.

b.4

1 2 3% 5 6
3 0 1 -1 0
-1 0 ] 4 0
2 o 0 -3 0 i 4
7 0 6 0 5 0 16
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: -Welk L.P.-probleem kan dit voorstellen?

'f Toon aan dat er meer dan &&n optimale oplossing is. Geef een parameter-
} voorstelling voor alle optimale oplossingen.
g b) Dezelfde vragen voor het simplextableau
3 X, X, Xy X, Xg X,
3 0 1 =2 - 0
-1 1 =1 0
4 2 0 -3 0 1
% 7 0 0 0 5 0 16
]
;
A 5.8.4.
|
Gegeven is het L.P.-probleem: '
( X, + 2x2 + 2x3 s 10 )
; 2xl + 3x3 < 14
max 4 X, * 2%, + X, x o+ sz - %y = 6 } .
+ =
2x2 X, 4
l X, = 0, x2 > 0, x3 = 0‘

a) Voeg restvariabelen en nulvariabelen toe en bepaal met de simplexmethode
en een geschikt gekozen hulpobjektfunktie een basisoplossing van het
ontstane stelsel vergelijkingen zodanig, dat de nulvariabelen hierbij de

waarde (0 aannemen.

b) Stel een starttableau op voor het oplossen van het gevraagde probleem
met de simplexmethode, uitgaande van de onder a) gevonden basisoplossing.

Bepaal hierbij de nieuwe d-rij bijﬁ. volgens de formules

= -l
d. =5 B 'a.-p, .
TP AT Py

5.8.5.

Gegeven is het L.P.-probleem

max 2x, - x >

[
O
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a) Maak de b—kolom positief, voeg restvariabelen toe om de ongelijkheden in
vergelijkingen om te zetten, en breng een eenheidsmatrix in de matrix
aan door nulvariabelen toe te voegen.

Los het probleem op met de tweefasenmethode.

b) Teken een figuur in R van het gebied, dat door de gegeven ongelijkheden
wordt bepaald. Teken de vektor-(2,-1). Los het gegeven vraagstuk grafisch ..
op. Markeer vervolgens de punten die behoren bij de basisoplossingen, die

men tijdens de berekeningen onder a) achtereenvolgens heeft gevonden.

5.8.6,
Toon aan, dat er geen getallen x, = 0, X, z 0, Xq 2 0 bestaan die tegelijker-
tijd aan de volgende ongelijkheden voldoen:

2x1 T Xy T Xy < —-10

4x1 + Xg < 7

le + %, + 2x3 < 8

2x] + X, + 2x3 z 8.

5.8.7,

Los op het L.P.-probleem:

[ X, + X, + X, = 5
X, + 2x2 + 2x4 + Xg s 25
max 4 30xl + 20x2 + ]0x3 + 5x4 + 5x5 le + x, + X, + 3x5 10 5.
X, - 2x2 + 2x3 - 4x5 = 10
t x; 20, §=1,2,3 45 j

Merk op dat de hulpobjektfunktie optimaal wordt terwijl nog een nul-

variabele (op niveau Q) basisvariabele is.
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6. De duale simplexmethode

6.1. Algemeen geval: geen duale degeneratie

Is gegeven een simplextableau

r m s n

|

I ®)
4 i :
,s ! ~_ '
& ' '\fr b,
L { rjg .
| ' s
3 ' b
I ' m
3 Y
3 [
F ... 0 ... 0 \ dI cen dS e dn d0
! |
i dan kan in principe met elk element 2 # 0 als spil een simplexiteratie

uitgevoerd worden. Door de keuze van 3 zoals die in de tot nu toe ge-

bruikte simplexmethode gebeurde, wordt er bovendien steeds voor gezorgd
dat geldt:

1. voor en na elke iteratie is b 2o,

2, bij elke iteratie stijgt de basiswaarde do, althans daalt d0 niet.

Bij een willekeurige keuze van a_, # 0 verliezen we in het algemeen deze

systematische regels. Er is van alles mogelijk. Bij het voorbeeld

xl xz X3 xh x5
!
| 0 o, 2 -3 7
1 P2 6 -3
1
0 0 R €) -2
0 0 o ' 3 -5 18

ig noch b = o, noch QT = gT. Het tableau stelt het L.P.-probleem voor:
: h'

2x4 - 3x5 s 7 ; x, =0
4 5 4 5

-x4 f‘3x5 g =2 .

L
K,
A
B
.
F
£
&
3
5
;
v
i
i

max ¢ ~3x, + 5x. + 18 |-2x, + 4x_ < -3: X, =0 f

Tt L
[N

- e g T




78.

De aktuele basisoplossing is niet optimaal maar ook niet toegelaten.

Na een spiloperatie met a34 = -1 als spil vinden we in eens een optimaal

tableau met een toegelaten optimale basisoplossing:

X x, Xy x, X
T
| 4] 2 ' 3
- R R B B e
0 -1 : 1 -3 2
t
0 0 3 t O 4 12
]

Er is nog een tweede methode in gebruik die systeem brengt in de keuze van

de spil en die de duale simplexmethode genoemd wordt. Ter onderscheiding

hiervan heet de eerder gencemde methode de primale simplexmethode.

Wij hebben met 4 mogelijkheden te doen:

bzoend 20, dan is het tableau optimaal;

2, b =z 0 en enkele dj < 0, dan de primale simplexmethode toepassen;
3. enkele bj £ 0 en d willekeurig, dan de tweefasenmethode toepassen;
4. enkele bj < 0 en d 2 0, dan de duale simplexmethode toepassen.

(De tweefasenmethode kan hier ock toegepast worden.)

Bij de duale simplexmethode gelden de regels:
l. voor en na elke iteratie is QT =0,

2. bij elke iteratie daalt de basiswaarde dO’ althans stijgt d0 niet.

Is b = o, dan is het tableau optimaal. Zijn er bi negatief, dan willen we
er naar streven, dat b 2z o wordt. We kiezeane spil a. nu als wvolgt.

a) Kies de spil ag negatief in een rij a , waarvan de bijbehorende br
negatief is. Hiermee wordt bereikt, dat ten minste deze br na de komende
iteratie positief wordt.

b) Kies vervolgens de spilkolom 2,q %9 dat na de iteratie weer gT z gT is.

Daartoe is nu nodig en voldoende, dat

d

d.
= min [—d— | a . < 0],
. =a, r]
rs j r]

—-a

- da_ . -
immers dj = dj - —§~£l voor } # s, en dS = 0,
rs
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Gevolg
db
= _8r : .. . .
Wegens d0 = dD 2, ’ ds z 0, br < 0, a_. < 0, daalt b;] de iteratie do,

althans stijgt dO niet,
Zolang het tableau niet optimaal is, is de aktuele basisoplossing niet toe-

gelaten.

Opmerking. Het verschil tussen de duale simplexmethode en de primale sim-
plexmethode is gelegen in de spilkeuze, De daarna volgende simplexitera-

ties zijn bij beide gelijk: "vegen" met de spilrij van de matrix.
In bepaalde praktische situaties is de duale methode direkt toepasbaar.

Voorbeeld., Bij een produktieproces worden de eindprodukten P], P2 en P3

gemaakt, die worden verkregen uit twee grondstoffen G, en G2 die aangekocht

1
worden., Een eenheid G1 kost f 96,--, een eenheid G2 kost £ 72,--,
Onderstaand tableau geeft aan hoeveel eenheden Pi er uit &&nzelfde eenheid

Gj verkregen worden:

1 2 3
1 3 2
1 3

Van Pl’ P2, P3 zijn resp. nodig 12, 20, 24 eepheden. Gevraagd de aantallen
xj eenheden Gj die moeten worden gekocht opdat er in de vraag voorzien
wordt en de totale kosten minimaal zijn.

De wiskundige formulering wordt:

c

3%+ x, 2125 x 20 ‘
miny 96x] + 72x2 2x1 + 3x2 > 20; X, 2 0 y
4x1 + 2x2 > 24
\ J
of, in standaardvorm II:
r 3
-3xl - X £ -12; X, =0
max1-96x] - 72x2 —2;1 - 3x2 < =203 X, 2 0 )
- ‘-4xl - 2x2 < _24 J .
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Het probleem kan worden opgelost met de tweefasenmethode, maar ook direkt

met de duale methode:

Y A I3 * Xy
0 0 0 -96 -72
v - -
1 0 6 , =3 _ v -y L .
1 0 ;=2 -3 -20
0 I -2 24
i
0 0 0 b 96 72 0
I
31 ]
-3 - 6
1 0 P 0 5
1 }
0 ] 3 O @ 8
1 ! 1
0 0 AR 1 5 6
1
0 0 2, 0 24 | -576
i 7
1 Z - E { 0 0 4
f
1 ]
0 > ; | 0 | &
1 3 |
: -2 4
0 Z 5 . 1 0
0 12 18 : 0 o |-672
Optimale oplossing: X, = 4, X, = 4; minimale kosten f 672,--.

Voordat we het blokschema voor de duale methode geven nog een opmerking.
Ook hier zullen we twee gevallen moeten onderscheiden. We verdelen daartce
de d-rij in twee deelvektoren: QBT = gT (e R, geplaatst onder de basis-—
kolommen, en QNT € Rn, geplaatst onder de niet—basiskolommen. De laatste is
de interessantste. We onderscheiden nu:

1. Geval QNT > QT: voor elke iteratie is de d-rij -afgezien van de nullen

onder de basiskolommen- strikt positief.

2. Geval QNT > QT, niet QNT > QT: de d-rij bevat naast de nullen onder de

basiskolommen nog &&n of meer nullen.
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In geval | voert de algoritme in een eindig aantal stappen hetzij naar een
optimale oplossing, hetzij naar de uitsprask dat de voorwaarden voor het
probleem strijdig zijn. Het laatste doet zich voor als in de gekozen spil-
rij Er*T bij br < OIgeen negatieve elementen arj voorkomen; immers de ver-
gelijking

a T = b , met a Z2oenb <0
=r* - T “r* - r

is bij de voorwaarden Yy 20, X 2 0, zeker vals,

Het eerste zien we als volgt in. Bij het maken van een nieuwe basis eisen
we: b < 0; omdat verondersteld is dat QNT > gT, is de basiswaarde &0 van
de objectfunktie w na de iteratie strikt kleiner dan de basiswaarde d0 voor

_ d
de iteratie, want d_ =g - —2 p symetd >0,b <0ena < 0,

0 0 a T s r Is
Ts

Tijdens het rekenproces wordt weer een rij basisoplossingen gevonden waar-

van de bijbehorende rij basiswaarden van w monotoon daalt, omdat

d.
= min [—~ | a_, < 01> o.
-a . -a_. rj

rs j rj
We kunnen dus nooit meer dan een keer eenzelfde basis tegenkomen. Er is in
de matrix maar een eindig aantal verschillende bases aanwezig. De rij wvan

basisoplossingen is dus eindig.
Zie het blokschema op blz. 82,

Opgave 6.1.1. Los op met de duale simplexmethode

VAR .

X, + 2x2 + x3 z 8; x] z 0
min 5x] + 4x2 + 2x3 xl + x, = 63 x2 > 0 .
X +x,2 3; x,2 0

I 3




Blokschema voor de duale simplexalgoritme
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Voorwaarden: 1. de matrix bevat een (m,m)-eenheidsmatrix,

2. vbdr elke iteratie is dj > 0 voor j = 1,2,...,m¥n.

konstrueer het starttableau

<
Y

bepaal r zo dat b_ = min(b,);
r PR

bij alternatieven:maak keuze

welke kolom zal uit
de basis gaan?

aktuele basisop-
lossing is een
optimale oplos—
sing

het systeem bezit
geen toegelaten op-
lossing

optimaliteitstest

test op strijdig-
heid van de voor-
waarden

bepaal s, en dus ars’ zo dat

d,
= mi 1 .
min [ ] a; < 073
rs j rj

bij alternatieven: maak keuze

keuze van spil;
welke kolom zal in
de basis komen?

maak nieuw tableau: iteratie
met spil a . als beschreven

bij primale simplexmethode

transformatie

»>—

opnieuw, na naamsverwisseling van X, eny.,

en n e
ps Qs 35 en g,

’ ds en dr'




6.2. Duale degeneratie

T
=B

uit deze moeilijkheid.

Uigggbreide tableauvorm

van het pendant in de duale methode?
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Vraag, Bij de primale methode vindt men alternatieve optimale oplossingen

s ae . . . . T . ,
indien in het optimale eindtableau elementen 0 optreden in d. . Wat is hier-

N

Treden er elementen ¢ op in QNT terwijl het tableau niet optimaal is, dan
spreken we van duale degeneratie. De spil kan dan gekozen worden in zo'n
kolom met ds = 0, nl. als in die kolom a_. negatief is, Ook hier kan cykelen

optreden; een duale lexicografische methode helpt ons theoretisch en praktisch

Deze lexicografische methode wordt toegepast bij de gekondenseerde tableau-

vorm van de simplexmethode. Hierbij worden de eenheidsmatrix en de vektor
d =~ = gT niet steeds overgenomen (besparing van geheugenruimte in de computet).

Daartegenover staat dan een handige administratie van de variabelen.

Voorbeeld. We geven naast elkaar de uitgebreide en de gekondenseerde tableau-

vorm van een simplexiteratie (primale methode) bij een eenvoudig voorbeeld:

Gekondenseerde tableauvorm

Xl X2 X3 X4 x5
2 0 -1 6 -2
|
1 .2 5
0 1 : -1
-1 N E) -2
L o-4 14 13
. -
Xl X2 x3 XA xs
2 0 - 6 -2
I
l _']'l 5
0 ! L 64
b -1 14
2 10 | 19
1

X4 XS
6 -2
x1 2. 5
X 0 -1 3
x3 -1 (:) -2
-4 14 13
*3 X5
- -2
x, 2 {-1 7 5
X, 4 2 63
x, 4 -1 14
2 10 19
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De transformatieformules voor de simplexiteraties bij de gekondenseerde vorm

luiden (spil ars):

a_. b
- . ._ = T : - = = l_- 1 =_.._...r‘
spilrij @ rj E—l-voor i# s; a7 b_ e
rs rs rs
T ,J:m._"dg_m___” e em o
spilkolom : a; = "5 voori # r; dS ==
s rs
~ a;.a_.
algemeen : a,, = a,, - 25 TY) woori# o, j# s;
1] ij a
s
_ ar.dS _ brds
d-rij : dj = dj - —Ei;— voor j # s} d0 = do - :., .

De vektor c. wordt steeds geadministreerd. Ga na, hoe ook de matrix B_] uit

een gekondeiseerd tableau is terug te vinden, aangenomen dat men weet wat de
oorspronkelijke eenheidskolommen waren.

Bij de duale lexicografische methode nu wordt in het starttableau onder de
rijvektor QNT een (n,n)-eenheidsmatrix toegevoegd, en onder de basiswaarde dO
een o-kolom in R", De nieuwe elementen worden overeenkomstig de zo juist ge-
geven rekenregels meegetransformeerd. Alleen de keuze van de spilkolom gaat
als volgt,

Noem de (n+1,n+1)-hulpmatrix onderaan het tableau H. Bij de start is dat

Na elke iteratie spreken we van de aktuele H. De kolommen van H zullen worden

aangeduid als Ql,yz,...,bn,ho.
Nadat nu de spilrij op de gewone manier is gekozen (bij br < 0) wordt de spil-

kolom zo gekozen dat

h
=5

h.
= lex@iﬁ [:;lf_] arj < 0].
rs 3 Tj
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We kunnen nu opmerken:

1. De rang van de (n,n)-deelmatrix links-beneden van H is en blijft n;

er kan bij de keuze van s geen dubbelzinnigheid ontstaan;

2. elke kolom hj (i # 0) is en blijft lexicografisch positief;

3. 90 daalt bij elke iteratie strikt lexit¢ografisch; in eén eindig aantal
stappen vinden we dus hetzij een optimale oplossing, hetzij een aanwijzing

dat het probleem geen toegelaten oplossingen bezit.

Voorbeeld,
X, x xg X
-8 7 -1
X, 3 -1 2 | -1 =3
X, - 6 -1 -2 (D) | -
1 0 0 0 -5 3\
1 0
1 0 > H
1 0
1 0 J
h, b, by b, By
Volgens de gestelde regel wordt 3, = -2 de spil. Na de iteratie wordt
het tableau '
*3 %4 *5 )
-8 5 -1
X 3 -3 2} 2 -4 -1
xg =1 -2 4 R -4 2
1 0 0 0 -5
1 0
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7. Postoptimale analyse en parametrische programmering

Heeft men in de praktiik een bepaald L.P.-probleem opgelost, dan is men dik-
wijls geinteresseerd in de vraag of de gevonden oplossing optimaal blijft

bij wvariaties in de gegeven grootheden cj of bi (de prijzen of kosten, de
beschikbaarheden van grondstoffen, de vraag naar eindprodukten, enz,). We

willen hier de eenvoudigste vragen van dit type beantwcorden:

1. Welke variatie kan men toelaten in een komponent cj (resp. bi) van de
objectvektor ¢ (resp. van de rechterlidvektor b), bij komstant blijven der
overige komponenten, zodat de gevonden oplossing optimaal blijft (post-

optimale analyse).

2. Hoe gedraagt zich het optimum van ons probleem als de objectvektor c
(resp. de rechterlidvektor b) een lineaire funktie wordt van een parameter

(parametrische programmering)?

Variatie in koefficiénten van de matrix A wordt niet behandeld. Er is nog
weinig literatuur over,

Bij de analyse van de overgang van een vektor ¢ naar een vektor ¢ + Ac

(of van een vektor b naar een vektor b + Ab) starten we in het reeds bekende
eindtableau verkregen bij de objectvektor ¢, resp, de rechterlidkolom b.

In de praktijk zullen de variaties niet al te groot zijn, zodat de post-
optimale oplossing niet ver van de optimale oplossing ligt (zie plaatje),
zodat na een enkele iteratie vanuit het optimale tableau bovengenoemde post—
optimale oplossing gevonden wordt. Bovendien is er een nevenvoordeel: "de

eerste fase" (indien nodig) is dan al achter de rug.

7.1. Postoptimale analyse t.a.v. de kostenvektor

Variatie in een komponent ¢, van de objectvektor ¢ (bij konstant blijven

k
der overige komponenten) wordt meetkundig geillustreerd in de figuur op de

volgende bladzijde.

.
i

Stel dat bij objectvektor ¢ het maximum van ng {(voor x ¢ G) wordt aange-

nomen in S. Als we variatie in de tweede komponent c, van ¢ toelaten, dan

2

zijn de uiterste standen waarbij het maximum nog in S wordt aangenomen,

aangegeven met de gemerkte hoek. Door projektie op de x,.~as krijgen we de

2

twee punten P en Q, en twee getallen o en B waartussen c, zich mag bevinden

2
zonder dat de optimale basisoplossing verandert. (De optimale basiswaarde

verandert wel.)




87.

X, |
I
Q(0,B)
/7
o WA oY N .
: P(0,0&) ... l l
|

E Stel dat het L.P.-probleem max'{ng | Ax <b, x > o} opgelost is.

P =

Vervang nu ET§ door (c + Agk)¥;’sk € Rm+n' waardoor de aktuele d-rij over-
@ gaat in '
i
3 T T _ T ~1 _ T _
\ d”+ A Ad” = (¢ + Agk)B B (E A) (c + Agk) =

= T3 e &) - cTerfe T BTNE A) - e T}
B S T o £k
Schrijf onder de objectrij ET, boven het tableau, de ng er bij, en onder
de d-rij een Ad-rij:
S T T B R o B
T .
c € et Crp S Cal 0 Spen
T
& 0...0 1 o ... 0
-1 -1
B (E A) . B b

4 d-rij c.'B (E A) - ¢ : e '3 b 1
] B < € ® 2
¢
¢ Ad-rij e T B_I(E A) - e T e T B—]b by
H -kB -k 'kB -
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Dit tableau stelt het oorspronkelijke optimale eindtableau voor, met toe-

voeging van een rij g, en een Ad-rij. Wil dat na variatie van ¢, Tog opti=~
maal zijn, dan moet gelden: QT + A ég? = QT.
We onderscheiden nu:
i. X, is geen basisvariabele.
Nuis e =oen AMd = e I 'B_"L(E 93 '-_é-T =<, T T 0 m ' T
~k = — -k -k -k
B B

De eis voor optimaliteit is nus d + X Ad 2 o0 of d - Agk 2z o, dus

- > < .
dk Az 0 of A dk
Vervanging van R door Cy + X, A< dk’ laat de optimale oplossing onver-

anderd. Ook de basiswaarde verandert niet, omdat alleen ¢ {(een niet-basis-

komponent) varieert en x, = 0 is in de optimale oplossing, want X, is geen

k
basisvariabele.

Als wij X groter kiezen dan d,, geldt blijkbaar dk - X < 0, zodat het tableau

k!
een negatief element in de d-rij bevat. Om weer een optimaal tableau te
krijgen moet er blijkbaar een primale simplexiteratie uitgevoerd worden,

waarbij kolom k de spilkolom wordt en waardoor X, basisvariabele wordt.

k
Voorbeeld.
Gegeven onderstaand tableau, optimaal voor A = 0. Beschouw variatie in cye
X, %, X, X, Xg
ct P03 -1 -1 3
T
g, 0 0 1 0 0
0 -2 1 -3 14
-1 0 2 10
1 0 1 6
T
d 0 0 2 0 7 22 1
T
Ad 0 0 -1 0 0 0 )}

Optimaal wvoor 2 = a2 0, of x £ 2. Overschrijdt X de grens 2, dan wordt

-kolom; x., wordt basis-—

2 = X < 0: primale simplexiteratie met spil in de x 3

3

variabele,in de plaats.van X,
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2. X, is basisvariabele

Nu is e

T T

. T -
een eenheidsvektor in Rm, zeg e, en Ad = e, B'I(E A) - e, -

kg

gtTB—l(E A) is de t-de rij van de matrix B—l(E A), die we noemen a2,
T

(de aktuele 2y )

De eis voor optimaliteit is weer: d + A Ad 2 o. De beide d-rijen zien er nu

als velgt uit:

(k)
dr d d 0 d !
= 1] "t k=1 dk+1 tet m+n
AdT a 0 a a A
— 8e1 * BeLk-d t,k+l °°° Tt,mtn :

We willen X, basisvariabele houden, en daarom wordt dk + A Adk = 0, en dus

wegens dk = 0, ook Ad, = 0. De overige elementen Adj van de Ad-rij zijm

k
ieder gelijk aamn atj' Hieruit volgen de grenzen voor A:

d, d,
- min [ | a . >0, j#k] < X< min [—d- | a ., < 0],
- a . t] . -a_ . t]
J t] J t]

onder het voorbehoud dat er geen bovengrems voor X is als alle atj 2 0 zijn,

en dat er geen ondergrens voor A is als alle a_. < 0 zijn.

t]

Vervanging van Cy door ¢, + A, A tussen deze grenzen, laat de optimale op-

k
lossing onveranderd. De basiswaarde wordt een lineaire funktie van A.

Bij overschrijding van een der grenzen door A moet een primale simplex-
iteratie gedaan worden. Het hangt weer van de regels voor de spilkeuze af,

welke variabele basisvariabele en welke niet-basisvariabele wordt.
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Voorbeeld.
Gegeven onderstaand tableau, optimaal voor ) = 0. Beschouw variatie in Cye
X *2 3 % %5
P 3 -1 -1 3
T
e, 0 1. o .0 0 -
0 =2 -3 14
I -1 2 10
I 0 2 ] 6
a o 0 2 0 7 22 1
T
ad 0 0 -1 0 2 i0 )

We hebben t = 2. Het tableau is optimaal voor 2 = X 2 0 en 7 + 2X 2 0,
dus voor — 3} £ X £ 2. De basiswaarde is 22 + 10A. Overschrijdt X de boven-

grens 2, dan wordt Xq basisvariabele en X, niet-basisvariabele; overschrijdt

A de benedengrens - 3}, dan wordt X basisvariabele en %, niet-basis-

variabele.

7.2, Postoptimale analyse t.a.v. de b-kolom,

Variatie in een komponent b, van de b-kolom (bij konstant blijven der

k
overige komponenten) komt meetkundig neer op het evenwijdig aan zichzelf

verplaatsen van een begrenzend hypervlak, bijv. met vergelijking

a Tg = bi,van het toegelaten gebied G.

_i*
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Bevat zo'n hypervlak (in de figuur a = b]) het optimale punt S van G

T
1* X
niet, dan blijft S bij een kleine verschuiving van het hypervlak onver-—

T
2% ¥
S zich mee met de verschuiving van het hypervlak, hoewel het tot op zekere

anderd; bevat het het punt S wel (in de figuur a =‘b2), dan verplaatst

hoogte "hetzelfde'" punt blijft: het snijpunt van het verplaatste hypervlak
en dezelfde n~1 niet-verplaatste hypervlakken als te voren. Dat zullen we
in deze paragraaf verstaan onder "dezelfde optimale oplossing'': de basis-—
variabelen blijven dezelfde.

Zij het L.P.-probleem mak{ET_:_c | A x <b, x 2 0} opgelost. Vervang nu b door

b+ Xxe -l

€ Rm, waardoor de aktuele b-kolom overgaat in B-lb + A B e

Skt 2k
Schrijf rechts naast de b-kolom nog een Ab-kolom

xl s e e e X

m+n
T c
E cl AL B m+n ] A
B E A B b B e
- T -1 T T -1 T -1
d-rij &g B ,(E A) - ¢ ¢p B b g B g

Zonder de laatste kolom is dit het oorspronkelijke optimale eindtableau.

Wil dat pa variatie van b, nog optimaal zijn, dan moet geldt B_lbi-AB—]e

. * =] k R -1 . N _kZQ-
Noemen we even b := B b en Ab := B e,» dan is dit tableau optimaal voor
by b,
- min [—5 | 4b; > 0] < A < min [— | #b; < 0],
i Ab i Ab,
1 1
onder het voorbehoud, dat er geen bovengrens voor ) is als alle Ab 2z 0 zijn,
en dat er geen ondergrens voor A is als alle Ab s 0 zijn.
Merk op: Ab = B lgk is de k-de kolom van B ].
Vervanging van bk door bk + A, X tussen deze grenzen, laat de optimale op-
lossing onveranderd, met lnachtnemlng van de hiervoor gemaakte opmerklng.
T =

De basiswaarde c Cy B (b tAe ) wordt een lineaire funktie van k. Bij over-

schrijding van &én der grenzen door A moet een duale simplexiteratie gedaan

worden, omdat de b~kolom dan een negatief element gaat bevatten, terwijl de
i d-rij = QT blijft. Het hangt weer van de regels voor de spilkeuze af, welke

1 variabele basisvariabele wordt, en welke als zodanig verdwijnt.
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Voorbeeld

We geven nog eens starttableau en eindtableau van het voorbeeld uit hoofd-

stuk 5. We brengen variatie aan in b3. We voegen de Ab-kolom toe,

Y Y2 Y3 % Xy *3
"ET -1 -2 . =1 2 -3 .. 4 o
! A
¥
1 Dol 0 -2
1 ;2 -3 1 3
12 -5 6 ]
0 0 0 -7 14 -10 | =16 -1
1 1/5 3/1d1 0 -21/10 o {71710 3/10
3/5 =1/101 1 -13/10 o | 13/10 {-1/10
0 -1/5 2/10: 0 -4/10 ] 4710 | 2/10
o 11/5 13/10) 0 9/10 o [|-29/10 3/10
[

Het tableau is optimaal voor

71, 3 =71
—16+TEAZOOEA?.—§——
13 I

—1-6 -T-O-AZOOE)LSIB
4 2
—m+—1—6)\200f>\2 2

ofwel voor -2 s X < 13. Basisoplossing: x, = 13/10 - 1/10 A, x, = 0,
xy = 4/10 + 2/10 %, y, = 71/10 + 3/10 %, y, = 0, y, = O.

De basiswaarde is - 29/10 + 3/10 A,

2

niet-basisvariabele (duale
9/10 < 13/10

Overschrijdt X de bovengrens 13, dan wordt X

spilkeuze met spil in rij 2) en x, basisvariabele, omdat

2 i3/70 ~ 1710 ° %
Overschrijdt A de benedengrens -2, dan wordt x, niet-basisvariabele en '

SO 9/10 _ 11/5
weer xz basigvariabele, omdat 2710 < ~i75 *

7.3. Parametrische programmering met parameter in de objectfunktie

5
4
It
[
A
o
o
i
!

Gevraagd de oplossing van het L.P.-probleem
max { (¢’ + X 92)T§ | Ax<b; x>0}

als funktie van A\, = » < A < », We nemen aan dat het probleem
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al is opgelost en een optimum heeft. In onderstaande figuur tekenen we het

1 2

toegelaten gebied G, de vektoren ¢ en ¢, en de lijn waarlangs het uiteinde

1 2 . .
van ¢ + A ¢~ zich verplaatst als A varieert.

N

In principe is er niet veel verschil met het begin van 7.1.
Bij het tableau schrijven we beide c-rijen uit, en ook de beide d-rijen

die er mee korresponderen. Het tableau is het optimale tableau voor A = 0.

x] xz IR RN xm+n

c1T 1 c1 cl i

_— c ] 2 " s a0 m+n

c2T 2 c2 c2 ' A

- c 1 2 L R N O B m+n )

-1 -1
B (E A) B b

l- le c1 TBhl(E A) - cIT cl TB-Ib 1
| } - B - “B -
s
a
42T EZBTB-I @© ay - 2t EZBTB_IE \
L
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. . . T T . . e a. s
De optimaliteitseis d° 2 o geeft in het algemeen een optimaliteitsinterval

voor A, dat de O bevat (omdat we voor A = 0 in een optimaal tableau starten):

zijn alle de 2 0, dan is er geen bovengrens voor A,
zijn alle d2j < 0, dan is er geen benedengrens voor A,

en anders geldt

d]. dl. 7 7 -

- min [_El | d2. > 0] £ X £ min E—jfl l d2. < 0] .
. hj . j
j dj 3 -dj

De basiswaarde is een lineaire funktie van A op dit interval.

Stel nu, dat er een bovengrens o is: A = a.

A
0 o

We willen nu naar rechts de grens overschrijden.

Voorbeeld (eindtableau voor i = 0)

1 *2 *3 % X5 %
1 ! 2 O -1 10
1 i -4 0 -2
I : 2 -3 1
a't 2 6 6 3 !
|
a*" ts -3 -1 | )
QT = Q!T + A QZT 2 QT voor - % < A< g 3 basiswaarde dD = 3 + A,
In de grafiek van d, voor dit interval is d20= 1 de richtingscoéfficient van :&

de lijn die de basiswaarde voorstelt.
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tan P, = 31
_/
i tan ml = ]
|
{
| | A'
! 1°
_2 0 2 A
3 (o)

We voeren nu eerst in de d-rijen een substitutie uit:

A' = A -a, dus A = A" + a; in ons geval: A' =X =2, A=2A"'"4+ 2,

In de grafiek betekent dit een verlegging van de oorsprong: het punt 0
komt te liggen waar eerst a lag; de schaal en alle richtingscoefficienten
blijven overigens onveranderd. Doel van de substitutie is om het de com-
puter eenvoudig te maken om te beoordelen welke dj voor een volgende ite-
ratie het eerst negatief wordt.

In ons voorbeeld worden de nieuwe d-rijen, wegens

2+ 5)=2+5(0"+2) =2+ 5" +10=12 + 51', enz.

1
alt V12 0 4 | s 1
t
a2t I'5 =3 - 1 A
- |
+

Merk op:

l. Is s de index waarvoor in de oude d-rijen d]S -8 d2S

0 wordt, dam

wordt nu cllS een 0, en blijft d2s negatief (zie pijl).
2. De dz—rij verandert bij de substitutie niet.

3. Bij de komende simplexiteratie moet de spil gekozen worden in de kolom
s, want ds is negatief voor A' in een rechteromgeving van 0, d.w.z.

voor X in een rechteromgeving van a (primale spilkeuze).
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Er zijn nu twee mogelijkheden: in de kolom 2, is geen positief element:
het probleem heeft dan een oneindige oplossing voor alle A' > 0, dus voor
alle » > a3 of er is wel een positief element als spil te kiezen en de
simplextransformatie kan worden uitgevoerd. In het laatste geval veran-

.. . 1 . | 2 ‘s . .
dert nu de d -rij niet,en ook d . niet, omdat d g = 0. En d 0 stijgt bij

0
de iteratie, althans daalt niet (in het geval br = Q). De richtings-
coefficiént van de grafiek rechts van A = o is dus niet kleiner dan die
van de grafiek links van A = o.

In ons voorbeeld wordt het volgende tableau:

I 2 I -1 10

i -4 -2 4

I 8 -2 3%
a'T o 12 | 4 5 I
a*t |3 1 -4 31 A

Dit tableau is nu optimaal voor 0 < A' s 1, en dat betekent voor 2 < } < 3.
De richtingscoefficiént van de grafiek wordt 31. (Zie de laatste figuur.)
Noemen we nu A' weer X, dan kan men het proces herhalen: zo wisselen beur-
teling substitutie en transformatie elkaar af. Bij de eerste is de d2—rij
invariant, bij de transformatie de d]-rij.

We veronderstellen hier, dat er geen storende degeneratie optreedt, d.w.z.
geen cykelen. Eventueel zou men een lexicografische methode te hulp kunnen
roepen. Omdat we nooit terug kunnen keren bij een basis die we al eens ge-
had hebben, loopt het proces in een eindig aantal stappen af. Om dit aan te
tonen merken we op, dat we het proces wat de simplexiteraties betreft kun-
nen zien als een primale simplexmethode t.a.v. de dz-rij, die immers bij
de substitutie niet verandert.

Voortzetting naar 11255, uitgaande van het eerste tableau, zou op een ana-
loge manier beschreven en uitgevoerd kunnen worden. Gemakkelijker is het
om deze terug te brengen tot het vorige geval door )\ te vervangen door —-y;
dan kan alles precies herhaald worden, echter gespiegeld ten opzichte van
de as door het oude nulpunt. De richtingscoefficient (in i) van de grafiek
links van een grenspunt is dan niet groter dan die van de grafiek rechts

ervan. En ook naar links loopt het proces in een eindig aantal stappen af:




97.

of een oneindige oplossing of een lineaire fumktie van X als optimale op-
lossing,voor alle X kleiner dan een zeker getal. Ga dit in ons voorbeeld
zelf na,
De basiswaarde is op het gebied waar hij bestaat een funktie van A die in
de grafiek voorgesteld wordt door een gebroken rechte. Op grond van het
gedrag van de richtingscoefficient bij de voortzettingen naar links en naar
rechts bij de grenspunten kunnen we konkluderen, dat deze funktie konvex
is.
Definitie: Een funktie f(x) gedefinieerd op een interval I heet konvex als
voor elk getal x, € I en elk getal x, € I en voor elke 8,
0<86 <1, geldt:

ffexl + (l-G)xz} <0 f(x]) + (I-B)f(xz) .

(Standaardvoorbeeld: kwadratische funktie met dalparabool als grafiek.)
f(xz)

ef(xl) + (l—e)f(xz)

f{Bx1 + (1-e)x2}

f(x])

Gevraagd de oplossing van het L.P.-probleem

T
max {¢'x | Ax<b +ibd";x 20},

I

als funktie van A, =« < A < «, We nemen aan dat het probleem

max {¢'x | Ax <b's x 2 o}

is opgelost en een optimum heeft,
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In principe is er niet veel verschil met de beginselen uit 7.2; bij het

tableau zijn we nu geinteresseerd in de aktuele b-kolom, die weer geschre-
- - -1,2

ven zal worden E* + A 52* = B l(bl + A Ez) =B lhl + A B IE .

Zij het tableau, dat optimaal is voor A = 0:

x] 4 & ® 9 09 xm-'-n
_ ] B , S
C] R Cm+n
BI(E A) b* 'y
. d* Ad*
d-ri] 0 0

. P s . * * . N
De optimaliteitseis b + A b 20 geeft een optimaliteitsinterval voor A,

dat A = 0 bevat:
*
zijn alle Abi > 0, dan is er geen bovengrens voor X,
*
zijn alle Abi < 0, dan is er geen benedengrens voor A,

en anders geldt

* *
b. . b,
- min [ 1* | &b, > 0] < A < min [—

i Ab, i —Ab.
i i

| Abi* < 01 .

*

De basiswaarde is een lineaire funktie van A op dit interwval.
Stel nu, dat er een bovengrens is: A < o, We willen naar rechts de grens

overschrijden. We geven een voorbeeld:

Eindtableau voor 3 = 0:

S T T T T T b ot
1
I 3 7 0 @ 1| -3
i T S I 3 I
I : 5 9 -6 -2 | 6 | =2
L1 1 6 .3 |9 | 3 .

b + 2 é&f > 0 voor - %’s‘l's % ; basiswaarde d,

van d0 voor dit interval is Ad " = 3 de richtingscoéfficient van de lijn

= 9 + 3%, In de grafiek

o

die deze basiswaarde voorstelt.
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I = -
i ¢2 tan ¢2 14
I
|
|
§
I
i
[
}
! t =3
0, i an ¢,

30 Al

-3 1 A
3

0

Voer nu in de b-kolommen een substitutie uit: A' = X - a, of A = 2" + q;
in ons geval: ) = A"+ % . Wegens 1 =~ 3) =1 - 3(A' + %) =1 =3"~-1=0-3)".
enz., worden de nieuwe b~kolommen:

] by
0 -3 +
3 I
51 | 2
10 3

Nu geldt:
1. Is r de index waarvoor in de oude b-kolommen br* = A Abr* = 0 wordt, dan

* . & * * [ a s
wordt nu br een 0, enbll_-]ftAbr negatief (zie pijl).
2. De Ab -kolom verandert bij de substitutie niet.

3. Bij de komende simplexiteratie moet de spil gekozen worden in de rij r,
want br* + o Abr* is negatief voor A' in een rechteromgeving van 0, d.w.z.

voor A in een rechteromgeving van o (duale spilkeuze).

Er zijn nu twee mogelijkheden: in rij a is geen negatief element: het

'3
probleem heeft dan geen toegelaten oplossing meer voor A' > 0, en dus voor
A > a3 of er is wel een negatief element als spil te kiezen en de simplex~-
iteratie kan worden uitgevoerd. In het laatste geval verandert nu de b*-

kolom niet, en ook do* niet, omdat br* = 0. En Ado*'ggélg bij de iteratie,
althans stijgt niet (in het geval dS = (). De richtingscoaffigiént van de
grafiek rechts van A = o is dus niet groter dan die van de grafiek links

van A = o,
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Na de iteratie wordt het tableau van ons voorbeeld

X X X X X X p. 4
1 2 3 4 5 6 7
LU
1 A
-3 -14 -3} 0 1 0 1}
1 1 -5 1 ol ror3 | =% S
-1 1 2 2 -6 16/3 ] 1
14 54 b} 6 10 | -1}

Dit tableau is optimaal voor O < A' < 6% , en dat betekent voor % s A< 7.
De richtingscoéfficiént van de grafiek wordt -1}. (Zie laatste figuur.)
Ock hier kan men A' weer A noemen en het proces herhalen. Substitutie en
iteratie wisselen elkaar af; bij de substitutie is de b*~kolom invariant,
bij de transformatie de Ab"-kolom.
Evenals in 7.3 veronderstellen we ook hier, dat er geen storende degenera-
tie optreedt, die in elk geval met de duale lexicografische methode kan
worden voorkomen. Ook hier loopt het proces in een eindig aantal stappen af:
wat de simplexiteraties betreft kunnen we het zien als een duale simplex-
methode, toegepast t.a.v. de Ab*-kolom, die immers bij de substitutie niet
verandert.
Voortzetting naar links, uitgaande van het eerste tableau, kan tot het boven-
beschreven geval teruggebracht worden door X te vervangen door —-yu; dan kan
alles precies herhaald worden, alleen gespiegeld t.o.v. de as door het punt
A =0, of ook u = 0. De richtingscoefficient (in 1) van de grafiek links van
een grenspunt is dan niet kleiner dan die van de grafiek rechts er van. En
ook naar links loopt het proces dan in een eindig aantal stappen af: of een
strijdig systeem en dus geen toegelaten oplossing meer, of een lineaire
funktie van A als optimale oplossing voor alle A kleiner dan een zeker getal.
Ga dit in ons voorbeeld zelf na.
De basiswaarde is op het gebied waar hij bestaat een funktie van A die in de
grafiek voorgesteld wordt door een gebroken rechte. Op grond van het gedrag
van de richtingscoéfficient bij de voortzettingen naar links en naar rechts
bij de grenspunten kunnen we zeggen dat deze funktieé konkaaf is.
Definitie: Een funktie f(x) gedefinieerd op een interval I heet konkaaf,

als de funktie ~£(x) op I Konvex is. (Standaardvoorbeeld:

kwadratische funktie met bergparabool als grafiek.)
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7.5. OEEaven.
7.5.1.

a) Bepaal met de simplexmethode het optimum van het L.P.-probleem:

f 2x1 + 2x2 - 3x3 + x4 £ 7
x, + x, - 2%, - 3x, £ 3
max < 3x1 - 3x2 - 7x3 - 10x4 ! 2 3 4 .
le - 4x2 - 2x3 + 3x4 < 12
L xj 20, =1, 2, 3, 4

b) Ga na welke waarden elke komponent van ¢ bij gelijkblijven van de ove-
rige komponenten kan aannemen, zodat dezelfde basisoplossing als opti-

male oplossing optreedt als boven.

c) Ga na welke waarden elke komponent van de b~kolom bij gelijkblijven
van de overige komponenten kan aannemen, zodat de optimale oplossing

"dezelfde" blijft, d.w.z. dezelfde basisvariabelen bevat als in a).

7.5.2.

a) Los op het L.P,-probleem

2xl - 2x2 - 2x3 <5

max g - 4x| + 3x2 - 7x3 xl + x2 - 2x3 < 2 .

xj 2 0 wooxr j = 1,2,3

b) Pas de methode der parametrische programmering toe op het probleem

max (=~ Ax] + 3x2 - 7x3 + A(6xl f xz))

onder dezelfde voorwaarden.

Schets een grafiek van de optimale basiswaarde als funktie van A.

. +
c) Vervang de b-kolom van het probleem uit a) door (; _ ;;) en pas
parametrische programmering toe op het nieuwe probleem.

Schets een grafiek van de optimale basiswaarde als fumktie van A.
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8., Dualiteit

8.1. Duale tableaus

We beschouwen eens een tableau, zoals dat gebruikelijk is in de gekonden-—

seerde tableauvorm van de simplexmethode:|. A _ ! b{ . . = _ S5 I

QT g

(Hierin is g een nieuwe letter, in de plaats van de vroegere do.)Het is te

bheschouwen als het tableau van het L.P.-probleem:

max {g - ng | Ax sb; x 20}, (1)

We definieren nu het duale tableau hiervan:

. (2)

b ~g

Ook dit laatste stelt een L.P.—probleem voor, dat we in een andere vektor-

variabele u uitdrukken:

n

max {-g - blu | -ATu < d; u = o} . (11)

Is A een (m,n)-matrix, dan is b ¢ R® en d e Rp; dan is ook x € R" en u e R,
We merken op: tableau (1) is weer het duale van tableau (2). Beide tableaus
zijn dus elkanders duale.

Willen we de twee tableaus van een duaal stel onderscheiden, dan noemen we
het ene wel het primale en het andere het duale tableau. Met (1) zal dan
het primale tableau bedoeld worden, met (2) het duale.

We zeggen dat door deze dualisering de elementen aij’ bi’ dj en g van (1)

zijn toegevoegd aan de elementen resp. ﬁaji’ bi’ dj en —-g van (2).

Zijn nu gegeven twee duale tableaus, en zij a4 # 0 een element van A, en
as het daaraan toegevoegde element van ~A", dan kunnen we in beide ta-
bleaus een simplexiteratie uitvoeren, volgens de regels van het gekonden-
seerde tableau, met beide toegevoegde elementen als spil. Doen we dit, dan
geldt de volgende stelling: '

Het getrénsformeerde tableau van (2) is weer het duale van het getransfor-

meerde van (1).
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1]

a, a ,
s ,
a,. _._i;_El voor i # r,

en verder : i i
] 1 rs
= %is
b, =b, -=—1b voor i#r ;
i i a r
s
b d
- _ 't 8
g g8 -3 .
re

moeten we
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i#s

d. = d,
]

]

Voorbeeld.
(N (2)
2 -1 -2 Q)] 4 7
@ 2 3 duaal 1 ~2 8
4 > ~6 ¢ > | 2 3 -6 -9
7 8 9
iteratie iteratie
~2 -5 4 1 -4 -7
3 duaal -2 -3 -6
¢ E A 3 6 12
g -7 -6 | -12
!
?: Bewijs. De transformatieformules die bij deze iteraties gelden (spil arsL
|4 zijn : '
_ i _ ar. _ br
Spilrij s T a3 By =——la voor j ¥ s ; b=
Ts rs TS
l = ais = s
SpllkO].OH] H ais = - —a——-— voor 1 # ri;d = ...a_'._ H
rs rs

- _xj : :
a4 voor j # 5 ;
rs

Deze formules gelden hier voor tableau (1). Om de formules te krijgen voor (2)
de dualisatieregels toepassen en de formules vertalen. Bedenk,

dat bij het dualiseren zowel i en j als r en s verwisseld worden, terwijl

bij de a-elementen en g nog een minteken toegevoegd moet worden. Dan volgt

hieruit de stelling. [J
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8.2, Duale L.P,—-problemen

Al b -AT | 4

Zijn en onderling duale tableaus,
T T
d'| & b | -8

dan noemen we de hiermee geassocieerde L.P.-problemen

max {g - d'x | Ax <

v

o} en

L=n

s X

1A
™

max {-g - QTQ | -aTy < d, u

o}

onderling duale L.P,-problemen. Willen we de problemen van een stel duale

onderscheiden, dan noemen we het ene het primale probleem (I) en het tweede
het duale probleem (ID).

Via de duale tableaué behoort bij elke (al dan niet toegelaten) basisop-—
lossing van I een (al dan niet toegelaten) basisoplossing van IL. We noemen

dit toegevoegde basisoplossingen.

Vullen we de duale tableaus uit het voorbeeld van 8.1. met variabelen aan

(v1 en v, als niet-negatieve restvariabelen voor probleem II):

) - (2)
* *2 B! Y2 U3
) 2 -1 2 v, |2 -1 4
v, i 2 3 v, | 1 ) 8
yg {4 - 6 2 3 -6 | -9
7 8 9

dan zijn die toegevoegde basisoplessingen in dat geval

voor I : x, = 0 voor II : u, = 0
X, = 0 u, = 0
¥, = 2 uy = 0 ]
v, = 3 v, = 7 ‘%
¥y = 76 v, =8 q
basiswaarde 9, : basiswaarde -9. S

Merk op, dat we deze basisoplossing voor II ook af kunnen lezen uit ta-
bleau (1), en de basisoplossing voor I ook uit tableau (2). De struktuur
van het tableau geeft ons aanleiding om bepaalde variabelen voor beide

problemen elkaars komplementaire te noemen: X

en vy, X, en V,, ¥, en u,

1 2
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¥, en u,, y, en ug. De restvariabelen van het ene probleem zijn komplemen-

tair met de hoofdvariabelen van het andere. v, is de komplementaire rest-

variabele wvan Xy Y, is de komplementaire restvariabele van u,, enz.

We zien dat voor toegevoegde basisoplossingen de volgende stelling voor de

komplementaire variabelen geldt: als een variabele (van I, resp. van II)

ongelijk is aan 0, is zijn komplementaire variabele (van II, resp. van I)
gelijk aan 0. (Het kan zijn, dat twee komplementaire variabelen beide 0
zijn, nl. bij degeneratie,)

We geven er de voorkeur aan om het duale probleem van een gegeven L.P.-
probleem iets anders te formuleren dan boven is gebeurd. We gaan uit van

een primaal probleem in standaardvorm II

max {ET§ | Ax <b; x 20} .

Het duale probleem wordt dan als volgt geformuleerd, uitgedrukt in b en ¢

in plaats van in b en d (standaardvorm I van het duale probleem):

. T
min {QTQ | A'w 2 ¢; w20},
In deze formulering treden de restvariabelen niet op. Dit gebeurt wel als
we uitgaan van de standaardvorm III, waarbij de restvariabelen vj van het
duale probleem met een minteken voor de dag komen:
Primaal probleem:

max {ETg | Ax+y=b; x 2 o0; y 2o} ,

duaal probleem (standaardvorm III):

min {b'u | Alu -y =ci w2 v 2ol

Als voorbeeld kiezen we een primaal probleem met de speciale eis b 2 o,
zodat het tableau (1) gereed staat voor toepassing van de primale simplex-
methode. Het duale tableau staat dan tevens gereed voor toepassing van de
duale simplexmethode. We voeren bij beide de optimalisatie uit. Bij elke

iteratie zijn telkens de spillen aan elkaar toegevoegde elementen!

De tussentijdse basisoplossingen van I zijn toegelaten, die van II niet.
In de eindtableaus zijn beide basisoplossingen toegelaten.
Bij start- en eindtableau plaatsen we in (1) tegenover elke variabele zijn

komplementaire van II.
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I iI
max (x1 + 2x2) o.d.v. min (Gu1 + 9u2 + 4u3) o.d.v.
2xl - %, <6 (u]) 2u1 - 3u2 - u, =1 (xl)
—3xl + 4x2 <9 (u2) -u, + 4u2 + 2u3 z 2 (xz)
- %+ 2x2 < & (u3) v, 20 (Yl)
X, .20 | ) . 8y 20 )
x, 2 0 (v2) uy 2 0 (y3)
(m (2)
5% Uy ¥y Y3
v, 2 -1 6| (u)) v, -2 3 1 -1
v, |-3 41 91 (u,) v, 1 -6 & -2
y3 |1 @] 4fy 6 9 4 |o
~1 -2 0
W) (v
X Y3 LI )
(@ s v, €D -2
v, |-t -2 {1 uy -+ 2 - 1
x, {7 b2 8 1 2 -4
-2 1 4
}’l Y3 v] _ u2 v2
2 1116 2 _2 _1 4
X 3 3 |3 O b -3 3 3 3
2 _5 |19 1 5 _2 5
) 3 3 |3 | (up) Uy 3 3 3 3 ;
1 2 |14 ' ~ '
213 3|30 | 6 19 14| 4
3 3 3 3
4 D |44
3 3 (3
(W) (uy)

Beide tableaus zijn nu optimaal. I heeft het maximum %-{’- , IT heeft het

minimem "T" ).
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De toegevoegde basisoplossing van II wordt ook teruggevonden in de uitge-—
breide tableaus, waarmee we probleem I gewoonlijk oplossen. We geven start-
en eindtableau voor de oplossing van I van hetzelfde wvoorbeeld. De komple-
mentaire variabelen worden onder de kolommen bijgeschreven: de toegevoegde

basisoplossing van II komt volledig in de d-rij van 1 te staan:

7 1) I3 X )
o 0 0 I 2
1 : 2 -1 6
1 —3 4 9 starttableau
i (1 4
!
L =1 -2 0
2/3 1/3 ’I ) 16/3
2/3 1 -5/3 19/3 | eindtableau
1/3 2/3 1 14/3
473 5/3 4473

() () (ug) (v (v,)
De optimale oplossing (minimum) van het duale probleem is dus 44/3 (!), en
wordt aangenomen voor de optimale basisoplossing u, = 4/3, u, = 0, U, = 5/3,

vI = 0, v, = 0.

Opmerking., We beschouwen hier het geval b > o; er zou zich dus ontaarding
kunnen voordoen. In dat geval roepen we de lexicografische methode te hulp.
Merk op dat de lexicografische methode bij (1) (primale methode), die bij

de start schematisch kan worden voorgesteld als

precies hetzelfde doet als de duale lexicografische methode bij (2) (duale

LE mewr—— ERATT

simplexmethode), die bij de start de gedaante heeft:
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AT _ET
ET -8
E 0

Alleen stijgt bij (1) de vektor (g QT) lexicografisch bij elke iteratie,
-8

en daalt bij (2) de vektor (o } lexicografisch.

Om een willekeurig L.P.—probleem te dualiseren kan men op verschillende

wijzen te werk gaan. Ten eerste kan men het probleem in standaardvorm II of

III brengen (waarbij b > o dus geen eis is) en dan handelen zoals hierboven

aangegeven. Soms is het gemakkelijker om gebruik te maken van een algemeen

schema, waarin alle mogelijke ongelijkheden en gelijkheden verwerkt zijn.

(Zie b1.8.8.) Is dan bijv. het gegeven L.P.—probleem:

max (4}:1 - X, * 8x3) onder de voorwaarden
2x1 + X, + 3x3 < =10

3xI + 7x2 z 5

X, - 2x3 2 -6

x, 20, x

1 9 = 0, x3 vrij,

dan is volgens het schema, na passende plaatsing der variabelen:

x
= ] = = . ] 3 =
X = (xz), Xy = Xy Xy T 03 dus zijn A13, A23 en A33 nulmatrices. Ook 92 o,
zodat ook AZI’ A22 en A23 weer nulmatrices zijn. Vervolgens zijn
A y= @ D, A, =3, b = (-10)
_ 3 7 _, 0 _ .5, . :
A3] = (] 0)’ A32 —(—2)’ 1_33 = (_6) )
T T

I

T T z
4 4 -1); B, =(8&; p; =0 . s
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Schema

Formulering van het duale probleem bij een algemeen gegeven primaal probleem.

I. Primaal probleem

T T T
max(p, x; + By ¥, * Py Xj) By € Rnl’ By € an’ B3 € R“3
L Y T
é f A r hY
‘,‘ B A A Al (B By € Bp,
my Ay By Byg| |Ep| T By b, € Rmz
A >
my (A3 Ay A33) [%3) 2R3 23 ¢ R,
>
_}_{] = 9 }_.{] € Rn
i
) - §2 vrlij _32 € Rn
2
<
x, <o %3 € Ry,

ITI. Duaal probleem

mex(-b; "y = B,'w, - by uy)

b T B
oy r"*‘11 -Agl _Agl\ ‘El] = 7R
ny |TAl, Ay Ayl [m| = B
B3 (A3 'Aga- 'Ags, |=3) = "B3

'LC'-
v
10
]
m
=
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Het duale probleem wordt:

max ( - (—IO)u1 - (5 -6)(ﬁ2) ) onder de voorwaarden
3
-2 -3 -1 u £ -4
L r—7 Q u, s =D o
-3, 0 2 ugl = -8

< 0,

u =0, u, =0, ug

1 2

Ga zelf na, dat dit probleem gelijkwaardig is met dat, wat op de andere ma-

nier verkregen wordt.

De vorm waarin het duale probleem voor de dag komt (bij gebruik van het
schema) hangt af van de vorm waarin het primale probleem gegoten is. Wat
wij komplementaire variabelen genocemd hebben, zijn de variabelen die bij
elkaar horen als het primale en duale probleem in de standaardvorm II of

III gegeven zijn.

Voorbeeld:

Primaal: max {—xl - 2x2 [ -3x1 - 4x2 € =123 X, =03 x., =20} ;

duaal, volgens schema, maar ook als we het opvatten in standaardvorm II:

=3uz-1; uzo
min ¢-12u .
=4u > -2

Schrijven we de restriktie —3xl —&xz £ -12 eerst andersom:

3x] + 4x2 z 12, dan wordt het duale probleem, volgens het schema (we heb-

ben te doen met A31 = (3 4) en b3 = 12):
3 s 13 ws0)

max ¢£-12w .
4w £ 2 f

We gebruiken hier een andere variabele voor het dualiseren; we zien dat bei-
de duale problemen gelijkwaardig zijn, echter met w = -u. De komplementaire
variabele van de restvariabele y voorkomend in “3x] - 4x2 + y = -12, of ook

in 3x + 4x -y =12 is, volgens onze afspraak, u en niet w, We zullen met

deze opmerklng reken1ng moeten houden b13 het terugv1nden van de optlmale

oploss1ng van het duale probleem in het eindtableau van het prlmale probleem

in het geval dat de tweefasenmethode wordt toegepast met name le ongelljk-

hedep van d;p type. Zie 8.4.
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8.3. De dualiteitseigenschappen

Zij een stel duale problemen gegeven in standaardvorm II

I. Primaal IT. Duaal
T . T
max (¢ x) o.d.v. min (b"u) o.d.v.
AESE ATEEE
xz2o0 uzpo

Stelling 1:

Is X een toegelaten oplossing van I en i een toegelaten oplossing van II,

dan is ng < ETQ.

Bewijs. ¢'% < (AG) & = ('A)% = 8. (A%) < &'b = b
+ 4
wegens ¥ 2 o wegens i 2 o

Gevolg 1. Als I en II beide een toegelaten oplossing bezitten, dan hebben
beide ook een optimale oplossing.

Bewijs. Het toegelaten gebied GI van I is geslo;en; de kontinue lineaire
funktie ch is naar boven begrensd op G en bereikt dus op G1 een maximum,
Evenzo toont men aan, dat b u een minimum aanneemt op het toegelaten ge-
bied G2 van 1I.

Gevolg 2. Is X een toegelaten oplossing van I en i een toegelaten oplossing

van II, en is bovendien ETg = th, dan zijn beide oplossingen optimaal.

Gevolg 3. Heeft I een oneindige oplossing, d.w.z. ng + = op G , dan heeft

1’
II geen toegelaten oplossingen: de voorwaarden voor II zijn strijdig. Heeft
IT een oneindige oplossing, d.w.z. ETE + —m Op Gz, dan heeft I geen toe-

gelaten oplossingen.

Opmerking. Er bestaan duale problemen die geen van beide een toegelaten op—
lossing hebben. Voorbeeld:

| xl - X, < -1
I : max {xl + x2 . X 2 0, X, 2 0} en
-x. + x, g -1
1 2 .
o uI - u2 21
I1 : min {-u1 - u, u, 20, u, = 0} .
—u, + u, z 1




Stelling 2:
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(Hoofdstelling). Als T een optimale oplossing X heeft, dan heeft ook II een

optimale oplossing i, terwijl ng = ETQ.

Bewijs. Breng de duale problemen in standaardvorm III

I. Primaal - I1. Duaal
T . T
max (¢ x) o.d.v. min (b u) o.d.v.
Ax+y=b AMy-v=g
X 20 uzo
y=zo vzo
en zij het tableau van I:
Vo oeee Yy X oeee X
0 ... O ey e C
E A b
b 14 =1 0
T T
o -c

,

Als er een optimale oplossing bestaat, dan ook een optimale basisoplossing

(§,%) (zie hoofdstuk 4). Die is er dus hier ook;stel dat hierbij een (m,m)-

deelmatrix B van (E A) behoort zo, dat het eindtableau

B E B A B b
- -} § .
' '
(—1.1 C_12 :
optimaal is. Wé'noemen hie; QT = (g]T QZT), met gl € Rm, Qz € R, .
Nu is |
T T, -
A e R S G IR R :
T - T
4 = EBTB P20(e B, en
ézT = EBTB_]A -e 2 QT(e R .




‘g ’ 113.

Stel nu (§T ET) = (@

voorwaarden van II:

QZT); dan voldoet de vektor (%) blijkbaar aan de

ai-g =8t g - e e+ o) = e,

>0, ¥ 20;

=3}

de waarde van de objectfunktie van II wordt voor deze toegelaten oplossing

bovendien:

T S I A
b <y 2 g ¥g " £ X

e Tyt g e
o
e
I
=1
o
I
[g]
e

(gB is hier immers het basisgedeelte van de aktuele basisoplossing van I,

behorend bij het eindtableau; EN = o),

(E) is dus een optimale oplossing van II op grond van stelling 1, gevolg 2. O

4
i Stelling 3:

Nodig en voldoende opdat twee toegelaten oplossingen % van I en § van II
optimaal zijn is, dat zi} aan de relaties voldoen:

0 of uTy =0, en

*’ u'(b - A )

3 x' (A" - ¢) = 0 of ¥y = 0.

n
o

Bewijs. (Nodig) We weten:

v

o = QT(E -~ AZX)20en

B =% (A8 - c) 20, dus

a+ B = ETQ - ng; maar dit is in het geval van optimale oplossingen gelijk

aan 0. Dus ¢ = 0 en B = Q.

(Voldoende) Stel o = 0 en 8 = 0; dan is o + B = QTQ - ng = 0, dus

X en 4 zijn optimale oplossingen (stelling 1, gevolg 2). [

4 We noemen deze relaties uit stelling 3 de relaties voor de komplementaire
1

variabelen ("complementary slack relations').

8.4. De basisoplossing van het duale probleem in de d-rij van het primale

tableau

Als een nevenresultaat van stelling 2 hebben we gevonden dat de d-rij in

het optimale tableau van het primale probleem

T _ T T, _ T -1 T -
d = (gl éz ) = (EB B (EB B

lA _ ET))
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een optimale basisoplossing van het duale probleem is. De komponenten van
QT zijn telkens de komwplementaire variabelen van de variabelen uit het pri-
male probleem die boven de matrixkolommen staan. E&n van de voorwaarden die
hierbij geverifieerd zijn, is: ATg] - QZ = c. Deze betrekking geldt echter
niet alleen in het optimale tableau, maar altijd, in elk aktueel tableau.
De d~rij is dus altijd een (in het algemeen niet-toegelaten) oplossing van
de restrikties van het duale probleem, en wel een basisoplossing, omdat
hoogstens n variabelen ongelijk zijn aan 0 (onder een basiskolom staat een
0 in de d-rij).

Is het L.P.—probleem gegeven in de gedaante
max {§T§ [ Ax =b; x =0}

met de speciale eis b = o, dan kunnen we met de primale simplexmethode,
eventueel lexicografisch, rechtstreeks naar het optimale eindtableau toe-
werken. Is echter aan deze speciale eis niet voldaan, dan passen we de
tweefasenmethode toe, waarbij de ongelijkheden van de vorm éi*Tg < bi’

bi < 0, in eerste instantie worden vervangen door _éi*TE 2 _bi’ met

—bi > 0. Hierdoor ontstaat een komplikatie ten aanzien van de komplemen-—
taire variabelen, waarop we al in 8.2. wezen:

Zij gegeven het het L.P.—proBleem

Ax < b, met El 20
max ng A2§ = b met 92 z 0 X203, (1)
<
A35_{ = 93 met 1_33 <0
Het duale probleem wordt:
A Tu + A Tu + A Tu > ¢ (IT)
T T I =1 2 =2 3 -3
min J b, 'u, + b, u, + b_u .
-1 =1 -2 =2 -=3-3

1o

Maken we nu de eerste voorbereiding voor de tweefasenmethode, dan wordt I

geschreven: i
AEs b
. T T , X 20
max J € X *toy, | Ax=0Dh, (I")
Y520
TAgx - Eg¥g = 7y

en II, uitgedrukt in andere variabelen dan eerst:
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+ -—
MY T Ay T AN e l
T T T T '
- =
min ¢ byw) + by wy - bywy Eyyy >0 I ()
Hl z 0, 32 vrij, E3 vrij
De problemen II en II' zijn gelijkwaardig (@, =¥, 4, =¥, Uy = =Wo3
op het eerste cog is Vs vrij en u, 2 o, maar de beperking ?ES Wa 2 o geeft

toch weer 23

Vullen we de beperkingen van I' met nulvariabelen aan en vormen we het

< 0).

simplextableau, dan zijn nu de komplementaire variabelen de w-variabelen,

en de restvariabelen van II' die we v, en v, noemen. We geven hier dit

1
starttableau, met er onder de komplementaire variabelen, zowel als w- als

als u-variabelen. Onder een zi—kolom van bovenbeschreven type vinden we de
tegengestelde waarde van de oorspronkelijk komplementaire variabele u, 3

de waarde wvan u, is te vinden onder de echte restvariabele ys die met deze
z, korrespondeert, omdat ~E Tw - v = ~w, = u

i 3-3 =2 2 =3 =3
Bij de zi-yariabele van het andere type (bij de gelijkheden A

=g ofvy
22 ¥ 2y = by)

doet zich dit niet voor, mits natuurlijk al b, 2 o is geschreven, wat

2
hierboven ook verondersteld was.

Starttableau van I (we laten de T's bij de rijvektoren weg):

X b4 ¥ 2 2
F — 3 Loy =2 23
A
! =1
A2 I Ez
_A . -
3 | - b,
— i b I t  — b
r 1
() . (!2) (w,) (w,) (33) voor II

of:  (¥,) (uy) () (u,))  (tug)  voor II




116,

8.5. Meetkundige interpretatie

Beschouw nog eens het primale probleem in standaardvorm I1I:

max {c'x | Ax+y=b;x205y2ah (1)
met het duale probleem
min {PTE | ATE -~ v=¢3 w203V 279}7; - an

In de x-ruimte R® wordt het toegelaten gebied G1 van 1 beschreven door de

m+n ongelijkheden

Axsb

-E

1

< o .

We kiezen deze notatie: de gradiénten van de Gl begrenzende hypervlakken

wijzen dan vanuit Gl gezien naar buiten.

. . : . T
Bovendien is nu de tableaumatrix (A ~E) van II de getransponeerde van

- . A
deze gradientenmatrix (_E) .

Zij (i) een (al dan niet toegelaten) basisoplossing; de deelvektoren X
hiervan voldoen asn n onafhankelijke gelijkheden van de m+n ongelijkheden
die G] bepalen. Deze n gelijkheden zijn de vergelijkingen van de n hyper-
vlakken waarvan & het snijpunt is. In het geval dat het om een toegelaten
basisoplossing gaat, is dat tevens een hoekpunt van Gl' De n gradienten

van deze hypervlakken worden in het duale probleem de basiskolommen van de

d
aan (i) toegevoegde basisoplossing (G) van IT. De basigvariabelen hiervan

hebben als komplementaire variabelen in I variabelen met waarde 0. Het zijn
dus juist de variabelen die overeenkomen met de n gelijkheden waaraan X
voldoet. Het zijn de coefficiénten waarmee de gradiént ¢ van de object-

funktie van I limneair wordt uitgedrukt in de gradienten van deze hyper-
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vliakken, immers ATE ~ v

= ¢, en in deze lineaire kombinatie treden alleen

ﬁ .

de basisvariabelen van (G) echt op. Ook is deze lineaire kombinatie uniek,
. o = ‘s .. . n

omdat de n gradienten onafhankelijk zijn en dus een basis voor R° vormen.

In het optimale geval zijn § 2 0 en ¥ 2 o, zodat we dan mogen konkluderen

tot de stelling:

n

Is het gebied G, c R := {x | A

punt van G], dan is nodig opdat

X £ b; x 2 o} niet leeg en is X een hoek-
X een optimale oplossing is van het L.P.-
probleem max{ ET§ | A X < b; x 2 o}, dat c is te schrijven als een niet-
negatieve lineaire kombinatie van de t.o.v. GI buitenwaarts gerichte gra-
diénten van de hypervlakken Ei*T§ = bi’ i=1,2,...,m, en -ngg = 0,
i=1,2,...,n, waarop g ligt. [ )

De genoemde voorwaarde is ook voldoende. We bewijzen dat hier niet.

8.6. Economische betekenis van de optimale duale basisoplossing

Laat het L.P.-probleem

‘max‘{ETg | A x<b; x s ol ()

een produktieproces voorstellen van het type: gegeven beschikbare hoeveel~-
heden bi van grondstoffen G.; de produktiematrix A geeft aan: per eenheid
eindprodukt Hj zijn aiJ eenheden van de grondstof G nodig; de H kunnen

verkocht worden tegen de prijs cJ per eenheid (verkoopprobleem)

Gevraagd de hoeveelheden X, voor elk eindprodukt H- zo te bepalen dat de op-
brengst maximaal is terwijl aan de beperklngen voldaan is.
Maximale opbrengst: LA ng = Q 4, als U de toegevoegde (optimale) ba-

sisoplossing is van het duale probleem.

W
max ~ -~ . .
Dus -33—— = U.; we noemen a, de waarde per eenheld G ten opzichte van

de blnnen de grenzen van het probleem mogelijke oplossingen (programma's).
(Een verkoopprijs of verkoopwaarde per eenheid G..) Is in de optlmale op—
lossing van I ? > 0, dan wordt blijkbaar niet alle grondstof G ver-
bruikt; dan is de waarde u1 ervan per eenheid 0. Wordt daarentegen

alle beschikbare Gi opgebruikt, dan is yi = 0 en kan ui > 0 zijn. Dit is
dan de "prijs" per eenheid, waarvoor men bereid zou zijn van buiten af nog
mneer Gi bij te kopen. We noemen de ﬁi ook wel schaduwprijzen per eenheid
Gi'
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N.B. Deze schaduwprijzen hoeven niet ondubbelzinnig te zijn. Denk aan alter-
natieve optimale oplossingen van het duale probleem.

Een analoge maar omgekeerde redenering kan men houden bij het inkoopprobleenm,

dat met het bovenstaande duaal is:

min {ng | Ax2b; x20}.

Hier zijn bijv. de bi bestelde hoeveelheden van eindprodukten Hi; de Ve£—
werkingsmatrix A geeft aan: uit elke eenheid grondstof Gj kunnen we aij
eenheden eindprodukt Hi maken. De Gj moeten gekocht worden en kosten dan
cj per eenheid. Gevraagd de hoeveelheden xj van elke grondstof Gj ZO te
bepalen, dat de kosten minimaal zijn, terwijl aan de voorwaarden voor de
bestellingen wordt voldaan.

Minimale kosten: w . = ch = ETQ, als U weer de toegevoegde (optimale)

min < =
basisoplossing is van het duale probleem.
Ymin

8: = ﬁi; ﬁi is de waarde per eenheid Hi ten opzichte van
de binnen de gren%en van het probleem mogelijke programma's. (Een inkoop-

Dus is weer:

prijs of inkoopwaarde per eenheid Hi') Is in de optimale oplossing van I

?i > 0, dan houden we blijkbaar iets van eindprodukt Hi over; dan is de
waarde Gi ervan per eenheid 0,

Wordt daarentegen precies zoveel Hi gemaakt als er besteld is, dan is ?i =0
en kan ﬁi > 0 zijn, Dit is dan de "prijs" per eenheid, waarvoor men bereid

zou zijn aan anderen nog meer H, te leveren, Ock hier heten de ﬁi schaduw-

prijzen.

8.7. Opgaven
3.7.1.

Geef een formilering voor het duale probleem van het L.P.-probleem:

max (- Ax] + 3x2) onder de voorwaarden

X, + x_ <4

1 2
2x1 + X, = 3
X, + 3x2 = |
x. 20, x,, vrij.

2
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8.7.2.

Voor een produktieproces zijn de grondstoffen 8,18y384 €0 g, nodig.

Deze grondstoffen verkrijgt men uit delfstoffen X X die aangekocht

X
2’73
worden. Een eenheid X, kost f 96,—, een eenheid X, f 72,— en een eenheid x

eveneens f 72,-.

3

Onderstaand tableau geeft aan, hoeveel eenheden g; er uit eenzelfde eenheid

xj verkregen kunnen worden (i = 1,2,3,4; j = 1,2,3):
8 | 8 |8 | g
x] 3 3 2 4
X, 3 I 2 4
Xg 4 2 3 2

Van g, t/m g, zijn respectievelijk nodig 16, 12, 11 en 24 eenheden.
Men wenst de aantallen xj te berekenen die moeten worden gekocht, zodanig,

dat in de behoeften wordt voorzien en de totale kosten minimaal zijn.

a) Geef van dit probleem een wiskundige formulering.

b) Dualiseer dit probleem.

c¢) Los het duale probleem met de primale simplexmethode op en geef de op-
lossing van het duale en van het primale probleem.

d) Achteraf blijken nog 16-eenheden van een andere grondstof 89 nodig te

zijn. De aantallen eenheden van gge verkrijgbaar uit &én eenheid x, t/m x

1 3

{(waaruit ook al de overige 8; verkregen worden) zijn:

8o
X, 3
X, 2
Xq 3

Bepaal met gebruikmaking van de reeds gevonden resultaten, hoeveel eenheden
xj er nu gekocht moeten worden, opdat ook in de behoefte aan go wordt voor-

zien en de kosten minimaal zijn.




Antwoorden van de opgaven

2.6.3.

b)

X X

TA 1B IC ILIA I1B 1IC
1 I 1 = 100
1 1 1 = 200
1 1 = 75
1 _ 1 = 125
1 I = 100
alle variabelen geheel, 2 O.
mln(xIA + l,4xIB + 3XIC + l,2xIIA + ZxIIB + 1,7xII
0. d.v’ .
a0 %3 *re *ima Frs Fric ¥

4

~1

1

0
8
5

5
2

0
0

0.

-4

-1
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2.6.1. IT t c& = (=4,0,1,=1,-2,2) 1 -2 2 -2
12 o -1 1
A=t 1 0 o
-1 =1 0 0
II1: ET en b als bij II; A uvitgebreid met (4,4)-eenheidsmatrix E.
‘2.6.2. max (-39 lijnz — 36 soys - 25 klzs — 26 mais = 12 mels) o.d.v.
lijnz S0YS klzs mais mels
-33,7 -46,2 -34,2 -9,5 -3,7 < - 165
-0,70 =0,67 -0,57 -0,80 -0,46 < -6
1 <
= 1
- < -1
1 1 ! 1 1 = 10
lijnz 2 0, soys = 0, klzs 2 0, mais > 0, mels 2

a) mln(xIA + l,4xIB + 3XIC + l’szIA + ZXIIB + l,7xIIC) o.d.v,

1 1 1 1 = 100
1 1 1 = 200
1 1 = 75
i 1 = 60
1 1 = 100
alle variabelen geheel, = 0.
2.6.4. max(l,ﬁ(x1+x2+x3+x4) + 4,3(x5+..+x8) + 7,3(x9+..+x12)) o.d.v.
X, X Xgox, X5 X, X, Xg X9 X5 Xy Fpp
-2 1 -3 13,5 <
-14 -3 6 -15 <
-2 1 -3 13,5 <
-16,5 -2 4 -17 £
-2 | -3 13,57 =
-7.5 7 13 -8 <
1 1 1 g
1 | 1 <
1 1 1 <
1 1 1 <
x. 20, j=1,2,...,12.

c + 0,5x] + 0,75x2)

(=N eleNelo o)

3800
2650
4080
1300
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2.6.5. min(Z xj) o.d.v.

! X Xy Xy X, X X ... L S
60 breed | 3 2 2 1 1 1 ... 0 2 1 ... = N]
40 breed | 0 1 0 3 2 I ... 0 0 0... = N2
30 breed | O 1 2 0 | 3 ... 6 0 0... = N3
alle xj geheel, 2 0. (Geen L.P.-probleem.)
Schrappen laatste kolommen niet toegestaan als er staat: "= Ni"’ wel

als geschreven wordt "2N.", wat dezelfde optimale oplossing geeft.
i _

3.6.2, a) b 2 o; b) niet noodzakelijk, bijv. in het probleem max(xl - 3x2)

z 0, X, z 0,

o.d.v. x, - %X, $0, x

I 2 ]

_ 4 _ /0 _ 0 = (2 - 2
3'6'3‘ a) £ = (0)’ _f_z (4)! £3 - (6)' 5] (I)’ 52 (3)‘
{ b) eindige oplossing voor p < -1 en voor -1 < p < §, oneindige oplos-
5' sing voor p > }, oneindig veel eindige oplossingen voor p = -1 en p = %.
P=-I: x= (4X, 4 = 4})), 0 < X < I;
i P=4:x=(4+2\,1), 05 A
L
‘% 4.5.1. a) X = a, x, = 0, Xy = 6, X, = o, Xg = 7, Xe = 0, X, = 3.
b) X, = 0, X, = -6, x3 = 0, x, = 0, Xg = -5, X = 0, X, = -3.
¢) neen; tweede kolom < 0.
d) X, = 14, Xy = 14, Xg = 13, overige 0.
| 0 3{-1 1 3 01-1
e) M= |0 1 -4 of 0 -4 1 of ... (3! = 6 stuks).
0 0] 2 0 2 0

4,5.2. a) v, = 3, Y, = 3, ¥y = 9; basisvariabelen Yi» Vo5 Yqi nietbasisvaria-
belen x], X,3 Q= (0,0,8,4,10), Q = (0,4,4,0,14), R = (2,6,0,0,12).

b) X, wordt basisvariabele, Y, nietbasisvariabele.

1 1 0 2%, -y, 5 4 X, 20
x1+y2514
é, | | 0T
4 Transformatievergelijkingen: v. = x. -x. +h.
} 217 % -
] ¢) X5 X5, Vg worden basisvariabelen, ¥, en vy, nietbasisvariabelen;
* tiy - by, =2
vergelijkingen: X, + iY] + in = 6
“dy My, vy, =12
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Y, =X T OX, + 8

Y =X T X + 4

d) Gradient in 0 : (-2,3), in Q: (il,§2) = (1,-3), in R: (?l,?2)= -%,-28).

Transformatievergelijkingen: {;

5.8.1. Maximum 2100 voor X, = 300, Xy = 300.

. . : s _ ! _ A = .2& g = =
5.8.2. Maximum 20 voor Xq 23', xé 70,7x3 = 3. - - o
5.8.3. a) max(-?x] - SXS + 16) o.d.v. 3x1 + 2x4 - X <

—x] + x4 + 4x5 =3

2xl - 3x4 < 4

X, =20, X, =z 0, xg = 0.

(x!,xz,x3,x4,x5,x6) = (0,3X,2+63,3-3%,0,13-9%) voor 0 < X < 1.
b) tweede vraag:

(x],xz,xs,x4,x5,x6) = (0,3+1,8+2X,%,0,4+3%) voor A 2 0,

5-8-4. a)x =2’x =2,x =0’ y]:B’ y2=IO.

1 2 3
b) TS I T I
| -1 8
1 7110
1 -2 2
1 i 2
0 0 0 0 -2 6
5.8.5. a) Maximum 4 voor x, = 5, X, = 6.

5.8.6. Hulpmaximum na fase I is -2 # 0.

5.8.7. Maximum 100 voor x, = 0, x, = 0, Xy = 5, X, = 10, Xg = 0.

1 2
6.1.1. Minimum 27 voor X = 3, X, = 3, Xy = a.
i
7.5.1, a) Maximum 9 voor X, = 3, S 0. é
. 1 o P
b) 0 < ¢ < 33 H c2 < 3, <4 < -6, <, < -9 ;
c)blas,bzzo,b326-.
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7.5.2. a) Maximum 6 voor X =Xy = 0, x, = 2.

b) maximum 6 - 2A voor -4 < X < 1; -6 + 12} voor | < ) < 1};

=154 + 18X voor 1§ < X < !?%-; oneindige oplossing voor X > 1{%

en voor X < —}.
c) maximum 6 — 6X voor -3 < A <13 7 - 7X voor A 2 1;

74 = 54X voor A = -3,

8.7.1. min(4ul + 3u2 - u3) onder de voorwaarden u, + 2u2 + u, 2 -4

u1 + u2 - 3u3 = 3

0, u

1%

vrij, u, 2 0.

u 3

1 2

% 8.7.2. a) min(96x, + 72x, + 72x,) o.d.v.

I3x, + 3x, + 4x

1
3x, + x_. + 2x

2
1 2
2
2

v

16 , 'xj 20 (j =1,2,3)
2 12
z 11

2 24,

T

: 2x1 + 2x
éxl + 4%

b) max(lﬁu1 + 12u2 + {lu3

3u] + 3u2 + 2u3 + 4u4 <96 , v, =20 (1

3u] + u, + 2u3 + 4u4 < 72

4ul + 2u2 + 3u3 + 2u4 =72,

¢) Duaal: maximum 504 woor u

+ 3x

3
3
3
+ 2x3

+ 24u4) o.d.v.

1,2,3,4)

1 - Y3 2
Primaal: minimum 504 voor x, = 3, 2 = 3, Xy = g .

=0, u, = 12, u4 = 15;
1 X

d) x, = 2% s X, = 3= , X, = g 3 minimum 518% .
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Engels-Nederlandse termenlijst

activity vector

artificial variable
assignment problem

basic variable

constraint

cycling

degeneracy

feasible solution
generalized simplex method
integer programming problem
level

lower bound

mixed integer problem
objective function

pivot element

polyhedron

polytope

ray

set

slack (or surplus) variable
two phase method

unrestricted variabele

upper bound

vertex

125.

aktiviteiten~of variabelenvektor
nulvariabele
toewijzingsprobleem
basisvariabele

restriktie, beperkihg

cykelen

degeneratie, ontaarding
toegelaten oplossing, programma
lexicografische methode
L.P.~probleem in gehelen

niveau (van een variabele)

benedengrens

L.P.-probleem, gedeeltelijk in gehelen

objectfunktie, doelfunktie
spil

veelhoek

veelvlak

halfrechte

verzameling

restvariabele
tweefasenmethode

vrije variabele (zonder onder- of
bovengrens 0)

bovengrens

hoekpunt







	Inhoud
	Notaties
	1. Inleiding
	2. Het lineair programmeringsprobleem (L.P.-probleem)
	3. Meetkundige interpretatie
	4. Basisopleidingen
	5. De simplexmethode
	6. De duale simplexmethode
	7. Postoptimale analyse en parametrische programmering
	8. Dualiteit
	Literatuurlijst
	Engels-Nederlandse termenlijst

