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Hoofdstuk I. Logica

1.1. Beweringen

Wij beschouwen allerlei beweringen (proposities), die waar of onwaar

zijn. Tertium non datur.
Voorbeeld 1., Eindhoven ligt in Belgie; is onwaar.
Voorbeeld 2. 2 x 2 = 4; is waar,

Voorbeeld 3., 3 x 6 < 7; is onwaar.

Uit beweringen p en q kunnen nieuwe beweringen worden gevormd met be-—

hulp van bewerkingen.

Negatie. Is p een bewering, dan is — p (spreek uit niet-p) de negatie van p;

de bewering —— p is waar als p onwaar is, en is onwaar als p waar 1is.
Voorbeeld 4. — (2 + 2 = 4) is hetzelfde als (2 + 2 # 4), en is onwaar.

Conjunctie. De bewering p A q (spreek uit p en q) is slechts waar als p en g

beide waar zijn.

Voorbeeld 5. (2 + 2 = 4) A (3 x 6 < 7) is onwaar.

Voorbeeld 6. (2 + 2 = 4) A (Eindhoven ligt in Brabant) is waar.

Voorbeeld 7. Een serieschakeling van twee schakelaars p en q sluit, als zo-

wel p als q sluiten (dus als p A q sluit).
Disjunctie. De bewering p v q (spreek uit p of q) is slechts waar als p en q
niet beide onwaar zijn, dus als

— ((—p) A (—q))

waar is. Met andere woorden, p vV q is waar als p of q waar is (waarin "of"

niet in uitsluitende zin is bedoeld).

Voorbeeld 8, (2 + 2 4) v (3 x 6 < 7) is waar.

Voorbeeld 9. (2 + 2

4) v (3 x 6 > 7) is waar.



Voorbeeld 10. (2 + 2 = 5) v (3 x 6 < 7) is onwaar.

Voorbeeld 1. Een parallelschakeling van twee schakelaars p en q sluit, als

p sluit, als q sluit, als p en ¢ sluiten (dus als p v q sluit),.

Implicatie. De bewering p = q is slechts onwaar als p waar en ¢ onwaar is,

dus 1s waar als
(—=ap) vag

waar is.

Voorbeeld 12. (2 + 2

4) = (elk paard heeft 7 poten) is onwaar.

+
™
H

Voorbeeld 13. (2 5) = (elk paard heeft 7 poten) is waar.

Voorbeeld 4. (2 +

o
[}

5) == (elk paard heeft 4 poten) is waar.

4}y = (elk paard heeft 4 poten) is waar.

Voorbeeld 15. (2 + 2

Gelijkwaardigheid. De bewering p <=> q is slechts waar als p en q beide waar,

en als p en q beide onwaar zijn.

Voorbeeld 16. (2 + 2

4) <=> (Eindhoven ligt in Brabant) is waar.

Voorbeeld 17. (2 + 2 5) <= (elk paard heeft 7 poten) is waar.

Voorbeeld 18, (2 + 2

4y <= (3 x 6 < 7) Ls onwaar.

De hierboven gegeven definities laten zich overzichtelijk samenvatten

met behulp van waarheidstafels (1 betekent waar, 0 betekent onwaar):

PP pla|lprdqdiPVq|P=qg | pP=<4q
} 0 ] 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0 0

t 0 1 1 0

0 0 0 1 1




Waarheidstafels kunnen worden gebruikt om te bewijzen dat bepaalde bewerin-

gen waar zijn in alle gevallen. Men spreekt dan van een tautologie.

Voorbeeld 19. p V {~— p) is waar in alle gevallen, want

p||—|p|pV(—|p)

1
1 1

0 ‘ 1

Voorbeeld 20. (p A {p => q)) =>q is waar in alle gevallen, want

plallp=a|pAra(p=q | (pAr(p=qQ) =q

I I | 1

I 0 0 0 1
1 1 0 1
0 0 I 0 1

Voorbeeld 21. ((p A~ q) ¥ r) <= ((p vV £} A (@ vV r)) is waar in alle geval-

len, want

p q r PAQq L pVver qQVve R|L<=R
1 I 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 ] 1 1
1 0 ! 0 1 1 1 I 1
1 1 0 1 1 1 | 1 1
1 6|0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1
010 1 0 I 1 1 1 1
0|0 1|0 0 0] 0 0 0 1

1.2. Predicaten

Voor de variabele x substitueren wij dingen uit een bepaalde totaliteit
U. Een predicaat P(x) is een uitdrukking in x, waaruit een bewering ontstaat

wanneer voor x wordt gesubstitueerd een ding uit U.




Voorbeeld 1.

8 P(x) onwaar Vvoor: waar voor:
reele getallen x is posgitief x = -3 x =7
reele getallen (x + D(x =-2) =0 x=3 x =2
T.H. gemeenschap x 1ls rector x = Jansen X = Van der Leeden
Nederlanders X woont in Eindhoven x = Juliana X = Van der Lee
Metalen x is rood x = ijzer x = koper
natuurlijke getallen x is priem x=6 x =7
reele getallen (x + 2)2 = %% 4 4x + 4 geen enkele x elke x

reele getallen (x + 2)2 x2 + 4% + 5 elke x geen enkele x.

Uit de predicaten P(x) en Q{x), met x uit dezelfde totaliteit U, worden

de volgende predicaten gevormd:

— P(x), P(x) A Q(x), P(x) v Q(x), P(x) = Q(x), P(x) <= Q(x) .
Voorbeeld 2, — (x > 0) is slechts waar voor x < 0.
Voorbeeld 3. (x > 0) A (x < 2) is slechts waar voor 0 < x < 2.
Voorbeeld 4. (x > 0) v (x = 0) is slechts waar voor x z 0.
Voorbeeld 5. (x > 0) v (=3 < x < 3) is slechts waar voor x > —3.

Voorbeeld 6. (x = 0) = {(x = 3) is waar voor x = 3, is onwaar voor x = 2, is

waar voor elke negatieve x.

In bovenstaande voorbeelden was U de totaliteit der reéle getallen. Laat nu

U zijn de totaliteit der mensen.

Voorbeeld 7. (x is bakker) = (x is vrouw) is waar als voor x een vrouwelijke
bakker wordt gesubstitueerd, maar is ook waar als voor x een niet-bakker

wordt gesubstitueerd.



Voorbeeld 8. (x is bakker met 5 armen) => (x is hoogleraar) is altijd waar.

Opmerking., Wij herhalen dat, als voor x wordt gesubstitueerd een a uit de
totaliteit U, de bewering P(a) = Q(a) altijd waar is behalve als P(a) waar

is en Q(a) niet waar is.

1.3. Quantoren

V;EU(P(X)) is de bewering: P(x) is waar voor alle x uit de totaliteit U. De-
ze bewering is waar of niet.

ist(P(x)) is de bewering: er is een x uit de totaliteit U waarvoor P(x)
waar is. Deze bewering is waar of niet,

Hlxeu(P(x)) is de bewering: er is &&n x uit de totaliteit U waarvoor P(x)

waar is. Deze btewering is waar of niet.

In de volgende voorbeelden is U de totaliteit der reele getallen.

2 _ _ .
Voorbeeld 1, V;dR(x -1 =(x+ D 1)) is waar.

v 2 .
Voorbeeld 2. de(x > 0) is onwaar.
Voorbeeld 3. 3 (x2 -1 =0) is waar
—_— xR *
Voorbeeld 4., 9 (x2 + 1 = 0) is onwaar
——— T x€R *
Voorbeeld 3. EXGR ]ydR (x > y) is waar,

v;éR HyéR (x > y) is waar,

gxéR VydR (x > v) is onwaar.

Zij nu U de totaliteit der mensen.

Voorbeeld 6, V;eU (x is sterfelijk) is waar,

ger (x is onsterfelijk) is onwaar.




Voorbeeld 7. Hler (x is koningin van Engeland) is waar.

De negatie van de bewering V;EU(P(X)) is de bewering eru(——aP(x)) en er

geldt:

=Y, @@ = A (P .

De negatie van de bewering HXEU(P(X)) is de bewering V;Euo—ﬁ P(x)) en er
geldce:

(— 3, (PG <= (VY (= P(x))) .

xel

Voorbeeld 8. (~—|V;dk(x2 > 0)) <= (gxéﬂ(_-1(x2 >0))) .

Voorbeeld 9. C——'aer {x is onsterfelijk)) < (V;EU (— (x is onsterfelijk))).



Hoofdstuk II. Verzamelingen

2.1. Het begrip verzameling

Voorbeelden van verzamelingen zijn de volgende.
Een mand appels, een zootje vis, een gezelschap studenten, een verzameling
postzegels, een club voetballers, een federatie voetbalclubs, een klasse

leerlingen, een school klassen, een school haringen, een hoop mieren, een

stel mierenhopen, een lijn punten, een waaier lijnen, een totaliteit dingen.
Wij veronderstellen de begrippen '"verzameling" en "is element van" als

intuitief bekend. Notaties:

acehA, aéaA

voor "a is element van de verzameling A", resp. "a is niet element van de

verzameling A.

Voorbeeld 1. De verzameling N der natuurlijke getallen;

lelN, 2e¢lN, 87 ¢eN, 04N, -3 ¢IN.

Voorbeeld 2. De verzameling Z der gehele getallen;

2et, -lel, Oel, 87T, {¢2.
Voorbeeld 3. De verzameling Q der rationale getallen:

IEQ:%£Q:“'§‘€Q3"_EQ’E9{Q-

Voorbeeld 4. De verzameling R der reele getallen;

23 eR, TR, V2eR, ié¢R.
Voorbeeld 5. De lege verzameling {f.
Voorbeeld 6. De verzameling {2,3} bestaat uit de getallen 2 en 3.

Voorbeeld 7. De verzameling {2,{3}} bestaat uit het getal 2 en de verzameling

bestaande uit het getal 3.



Voorbeeld 8. Zij KNVB de verzameling van de voetbalclubs in Nedlerland. Beschouw

elke voetbalclub als de verzameling van zijn voetballers. Dan geldt

Van Beveren ¢ PS8V, PSV ¢ KNVB, van Beveren § KNVB, KNVB n {PSV} = {PSv}

2.2. Inclusie

A is deel van B, notatie A ¢ B, wanneer voor elke a € A geldt a ¢ B,
Twee verzamelingen A en B zijn gelijk, notatie A = B, wanneer geldt A ¢ B

en v A,

Eigenschappen: A < A; als A < Ben B < C, dan A < C.

Voorbeeld 1. # c {5,6} c {5,6,87} c N c Z c § cRR.
Voorbeeld 2. {5,6} = {5,5,5,61.

Voorbeeld 3. De verzameling van alle delen van {1,2,3} is

g, 0h}, (2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, (1,2,3}} .

. PR * ..
Teneinde bepaalde moeilijkheden ) te vermijden, zul-

len wij slechts verzamelingen beschouwen die deel zijm van een verzameling U,
het universum. Wij nemen aan dat er voor elk element x van U twee mogelijk-

heden zijn, ten aanzien van een verzameling A, namelijk

x€ A en x ¢ A

2.3. Aanduiding van een verzameling met een predicaat

Een predicaat P(x), met individuenverzameling I, wordt een bewering

wanneer voor x wordt gesubstitueerd een element van I.
De verzameling van alle x ¢ I, waarvoor P(x) waar is, wordt genoteerd

door

P=1{xeI | P®I}.

*) zie ook 2.8, blz. 13.



Voorbeeld 1, {x ¢ IR | (x + 1)(x - 2) =0} = {~1,21,
Voorbeeld 2. {x ¢ | (x + 1)(x - 2) = 0} = {2}.
Voorbeeld 3. {x ¢ R | -3 < x = 1}.

Voorbeeld 4. {x e R | 3. (x=y9))} = (x eR | x 2 0.

yelR

Voorbeeld 5. Zij A en B punten van het vlak, {P e vlak | PA = PB} is de mid- ;
delloodlijn van AB, i"\

Voorbeeld 6. {(x,y) e vlak | x2 + y2 = 9} is een cirkel.

Voorbeeld 7. {x ¢ U | x € A} = A,

2.4, Bewerkingen met verzamelingen

Zij A en B verzamelingen, beide deel van de verzameling U.
De vereniging A U B is de verzameling die bestaat uit de elementen van A en

de elementen van B:
AUB:={erf(x€A)V(xeB)}.

De doorsnede A n B is de verzameling die bestaat uit de elementen die zowel

element van A als element van B zijn:

AnB:={er|(x€A)/\(xeB)}.

* . P
Het complement A van A (t.o.v. U) is de verzameling van de elementen van U

die niet element van A zijn: :

A*:#{XEU|X¢’A}.

Voorbeeld 1. U =R, A = {x €]R|x>0}, B={xeR | x £1}, dan A U B =R,
*
AﬂB={x€IR|0<'x51},A={x€]Rlx$0}.

Voorbeeld 2. Zij U de verzameling van de mensen, A de verzameling van de manlijke

mensen, B de verzameling van de volwassen mensen, Dan is A n B de verzameling

* . . .
van de mannen, en (A v B) de verzameling van de meisjes.
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Voorbeeld 3. U=TR, A={xe¢R | x 20}, B={x ¢R | x = 0}
C={xe¢R | x<0},danAuUB=R,AnB={0},AvC=R,AnC=g,
BuC=B,BnC=C.

>

Twee verzamelingen heten disjunct wanneer hun doorsnede leeg is.
Er is een nauw verband tussen de hierboven ingevoerde bewerkingen v,
n, * voor verzamelingen, en de in 1.2. besproken bewerkingen v, A, -— voor

predicaten.

Zij P(x) en Q(x) twee predicaten met dezelfde individuenverzameling U.

Zij
Pi={xeU | P(x)}, Q:=1{xeU | ox)}.
Dan geldt:
(1) P ={x el | =P},
(2) PnQ=1{xeU |Px AQx},
(3) PuQ=1{xeu| P& vaxl},
(4) P uqQ=1{xeU | Px) =~ QE)} ,
(5) " uQ (U =ixeU | Px) = Qm} .

Wij bewijzen enkele van deze formules.

(1y Zij x € P*, dan x ¢ P, dan P(x) onwaar, dan — P(x) waar, dus x ¢ rechts.

®
Zij x € U en — P(x) waar, dan P(x) onwaar, dan x ¢ P, dus x ¢ P,

(3) Z2ij x e PUQ, dan (x € P} v (2 ¢ @), dan (P{x) waar) v (Q(x) waar),
dan (P(x) v Q(x)) waar, dus x ¢ rechts.
Zij x € U en (P(x) v Q{x)) waar, dan (P(x) waar) v (Q(x) waar), dan
(x e P) Vv (x € Q), dus x € P U Q.

(4)y Zij x ¢ P*u Q, dan (x ¢ P*) v {(x € Q), dan {P(x) onwaar) v (Q(x) waar),
dan (P(x) == Q(x)) waar, dus X € rechts.
2ij x € U en (P(x) = Q(x)) waar, dan (Q(x) waar) v (P(x) onwaar), dan

(xeQ Vv (xc¢ P*), dus x € Q U P*.



2.5, Eigenschappen der bewerkingen

Vereniging en doorsnede van verzamelingen voldoen aan de volgende eligenschap-

pen:

AUB=BUA, AnB=BnA, de comutatieve wet.

(AuB)ucCc=4AUuU(B

c

C), AnB)ncC=4An¢(BnC), assoclatieve
Wetten.
Auvg=aA, Ang

1]
=

Als A< B, dan A U B Ben AnB=A,

I

(AuB)yncC=¢AnCyu (BnC)
distributieve wetten, !
(Auc)n (Buo) : ;

]

(AnB uc

Het complement voldoet aan de volgende eigenschappen:

(A*) =A, U =¢,8 =U, als AcBdanB cA"

*
AvA"=U, AnA =9,

* *

AuB =a"nE", anB* =a" uB

Sommige van deze eigenschappen zijn triviaal, andere laten zich bewijzen via
het in de vorige paragraaf aangeduide verband met de propositiecalculus (re-

kening met beweringen). Wij geven een voorbeeld van het laatste.
Bewijs van (AN B) uC = (AUuC)n (BuC),
Voer in de volgende predicaten, alle met individuenverzameling U.
Ax) @ <= (x € A) , B(x) : < (x ¢ B) s C(x) 1 <= (xeC) .

Wegens 1.1, voorbeeld 2], weten wij dat voor x ¢ U

((Ax) A B(x)) v C(x)) <= ((A(x) v C(x)) A (B(x) v C(x)))

altijd waar is. Daarom geldt

fx e U (AG) A BGx)) v e} = {x ¢ U | (A(x) v C(x)) A (B(x) v C(x))} ;é

»

en dit is gelijkwaardig met het gestelde.
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2.6. Nog enkele bewerkingen

L
iy
*

Het verschil A \ B van de verzamelingen A en B is de verzameling die als ele-
menten heeft de elementen van A die niet tevens element van B zijn:
AVB:i:=AnBR ={xeU | (xea)A(x¢B?.
Triviaal is
&

UNA=A", A\NA=¢, A\NG=A, A\A" =4,

Iets minder triviaal zijn

AN (Bn () (ANBuGANG, AN((BUVO (A\NBYn (ANC) .

Bewijs:

AN (Bn Q) An (Bn C)* =An (B* U C*) =

Ir

AnBYuaanc™ =(a\B) u\C
Niet geldt (A \ B) \ C =4 \ (B \ C), zoals blijkt uit het volgende voorbeeld:
A= {x eZB.| x >-1}, B = {x ¢ R.I x <1}, C = {x ¢ F.| -2 <x <2},

Het symmetrische verschil A ¥+ B van de verzamelingen A en B is de verzame-

ling bestaande uit de elementen die tot precies &&n van de beide verzamelin-

gen A en B behoren:
A+ B:=(ANB) U (B\A) .

Ergeldt A+ B=(AuB)\N(An3B),

]
f

immers (ANB)U (BNA) = (An3BY) u(anAM

(AUB)nUNUN B ua™) =((AuBn (AnB)s=

(AuB)Y\N (AnB).
Eenvoudige eigenschappen zijn:
A+B=B*A, ArA=0, A+@=4,

At A =U, (A*B)*C=4c%(BzC).



2.7. Vereniging en doorsnede van een willekeurige collectie verzamelingen

Zij 1 een verzameling, en zij aan ieder element i ¢ I toegevoegd een verza-

meling A Wij definieren

v Ai = {xevUu | 3i€I(x € Ai)} .
ie]

1 *= i V
n Ai :={xeu l ieI(x € Ai)} .
1el

v

Wanneer I = {1,2,...,n} een eindige verzameling is, dan staat hier

U A=A UA U ... UA , n A=A nA_ n ... nA .
. 1 1 2 n . i 1 2 n
1el 1el

Wanneer I =IN, dan schrijft men

U A, = U? A,
1€T

De volgende eigenschap geldt:

(u A.)* = n AT s (n A.)* = y Af .
iel iel ier 1 iel

Bewijs:

~ (x is element van tenminste &én Ai) <> (x is element van geen enkele A.)
1

. *
<= (x is element van elke Ai)

2.8. De paradox van Russell

) (4) (5) (6)

(7}




Wij beschouwen alle mogelijk bomen. Elke boom begint met een wortel. Boom (5)
heeft geen tak. Boom (6) is bedoeld oneindig veel takken te hebben. Zo ook

de binaire boom (7)., Boom {(6) en boom (7) hebben de eigenschap, dat er op de
eerste etage een boom staat die dezelfde is als (isomorf is met) de hele

boom.

Definitie. Fen boom B heet verboden als hij een met B isomorfe subboom

op de cersle ctage bevat.

Beschouw nu de verzameling van alle niet-verboden bomen. Maak een nieuwe
boom als volgt, door al deze niet-verboden bomen op de eerste etage te plaat-

sen.

00000000 RY YU

Is deze nieuwe boom verboden of niet?

Stel de nieuwe boom is verboden. Dan staat er eenzelfde boom op de eer-
ste etage. Daar staan echter slechts de niet-verboden bomen.

Stel de nieuwe boom is niet-verboden. Dan komt deze boom op de eerste
etage voor., Maar dan is de nieuwe boom verboden.

Zo bereiken wij een paradox. De 'verklaring" is, dat wij niet ongebrei-

deld mogen verzamelen. De verzamelingsleer moet zorgvuldiger worden opgezet.



Hoofdstuk III. Afbeeldingen en relaties

3.1. Cartesisch product

Het Cartesisch product van de verzamelingen A en B (notatie A x B) is de ver-

zameling van alle geordende paren (a,b) waarbij a ¢ A en b € B:

Ax B:={(a,b) | a ¢ A, b e B},

o T e ek L

Voorbeeld 1. R xR = ﬁRz is het platte vlak uit de analytische meetkunde.

e e

Voorbeeld 2. Z x X is de verzameling van de roosterpunten in]Rz.

e et

Voorbeeld 3. Zij A:={a_,...,a }, B:={b_ ,...,b }. Het aantal elementen van
———— 1 n 1 m

A x B is nm.

J
4
,;l
'f

;

Het Cartesisch product A x B x C is de verzameling van de geordende drietal-

len (a,b,c) met a ¢ A, b ¢ B, ¢ ¢ C. Wij schrijven A3 = A X A x A,

Voorbeeld 4. Zij F :={0,1}, dan bestaat F” uit alle rijen met n plaatsen,
elk gevuld met 0 of 1. F" heeft 2" elementen. F3 kan worden gebruikt voor de
duale voorstelling van de getallen: O = 000, 1 = 001, 2 = 010, 3 = 0i1,

4 =100, 5= 101, 6 = 110, 7 = 111,

Voorbeeld 5. F :={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Wij kunnen F" gebruiken voor de de-

cimale voorstelling van de getallen O tot en met 9999,

3.2, Afbeeldingen

Zij A x B het Cartesisch product van de verzamelingen A en B.

Een afbeelding F van A in B, notatie F : A + B, is ecen deel F van A x B met :

de eigenschap:

VQEA'HIbGB ((a,b) € F) .

b, notatie b = F(a), is het beeld van a € A onder F, en a 1is een origi_neel

van b onder F. #




Opmerking. Dit is de precisering van de zin: F is een voorschrift volgens

hetwelk aan elke a ¢ A wordt toegevoegd &&n b = F(a) ¢ B.

Opmerking. In het begrip afbeelding wvervalt het verschil tussen de begrippen

functie en grafiek.
Voorbeeld 1. {(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)} is een afbeelding van {1,2,3,4} in Z.
Voorbeeld 7. Fon oneindige rij Ay sy silyseee is cen afbeelding van N in IR,

Voorbeeld 3. Een telefoonboek is een afbeelding van de verzameling der tele~

foonbazitters in IN,

Voorbeeld 4. De functie sin is een afbeelding vanR in R. De functie log is

een afbeelding van {x ¢ R | x > 0} in IR,

Voorbeeld 5. Een predicaat P is een afbeelding van de individuenverzame-
ling I in {0,1}.

Voorbeeld 6. De identieke afbeelding I van A op A is gedefinieerd door
I = {(x,x)

x ¢ A}. Deze afbeelding beeldt elke a ¢ A op zichzelf af.

Zij F : A+ B een afbeelding. Zij A' < A en B' < B.
F(A') := {F(a) ¢ B | a € A'} is het beeld van A'.
F+(B') :={a ¢ A | F(a) € B'} is het yvolledig origineel van B'.

Voorbeeld 7. Beschouw de afbeelding sin : R *R. A" = {x ¢ R o <x s},
dan sin(A") = {y e R | 0 <y s 1},

. 5 13 17
sin ({i}) = {g-, —% s —El . ,El geest
B' = {y e R [ 0<y=<1} dan sin+(B') = {x | 0<x<n}uix [ 2m £ x £ 3m} v ...

Voorbeeld 8. Beschouw de afbeelding log : {x e R | x > 0} >R,
log (fo}) = {1} .
log({x | 0 <x <1} ={y | y 0} .

10g+({y|y20})={X|x21}.



3.3. Afbeeldingen op, één—éénduidipgheid, inverse en samengestelde afbeeldin-
gen

Zij F : A = B een afbeelding van A in B, dus

VaéA 3!, .5 ((a,b) € F) .

F : A > B heet een afbeelding van A op B, als bovendien geldt

Vb€B HaeA ((a,b) ¢ ¥) ’

m.a.w. als F(A) = B,

Voorbeeld 9. sin : R +1R is een afbeelding in, en niet op.
sin tR>{y e R | -1 2=y < 1} is een afbeelding op.
log : {x e R | x > 0} » R is een afbeelding op.

F : A > B heet één—éénduidig als

v%eF(A) ]!aeA ((a,b) « F) ,

m.a.w. als v (F(a) = F(a') = a = a").

v,
ach a'e€A
F : A~ B heet €8n-8&nduidig op als

‘vLeB glaeA ((a,b) € F) .

Opmerking. Soms noemt men een afbeelding op: surjectief, een één-éénduidige

afbeelding: injectief, en een é&n-&énduidige afbeelding op: bijectief.

Voorbeeld 10. sin : R * R is niet &&n-&&nduidig.

log : {x | x > 0} =R is één-éénduidig op.

Voorbeeld I1. arcsin : {x | -1 £ x < 1} » {y | ~ % £y = %} is &én-&&ndui-
dig op.

Stelling. Als F : A > B &én-8énduidig op is, dan is
G:B~>A, met G:={(b,a) | beB, acd, (2,b) ¢ F}

een afbeelding die é&n-2énduidig op is.
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Bewijs. F < A ¥ B en de gedefinieerde G < B x A liggen gespiegeld t.o.v. de

diagonaal 1:

v;cA.v%eB {({(a,b) € F} <= ((b,a) ¢ G)) .
F is een afbeelding die &én-&é&nduidig op is:

VbeB 3gen (@D) e F) .

Hieruit volgt

Vbt‘B “m;A ((b,a) ¢ G)

Dit betekent dat G : B + A een afbeelding is. Deze afbeelding is &én-&éndui-

dig op, omdat bovendien geldt

VaeA azbeB ((b,a) < G)

-1

Notatie. G heet de inverse van F, schrijf G = F ', Als F(a) = b, dan G(b) = a.

Voorbeeld 12. log en e-macht zijn inverse afbeeldingen:

y=logx, x=¢e .

Opmerking. Let op dat slechts de inverse is gedefinieerd van afbeeldingen die

één—éenduidig op zijn.
Voorbeeld 13. sin : R+ {y € R | -1 < y < I} heeft geen inverse.

Voorbeeld 14. Vany = 1 — Vx en z = log v is z = log(l - vx) de samengestel-
de functie, op {x ¢ R | 0 < x < 1} .

Zij F : A>Ben G : B> C afbeeldingen. De samengestelde afbeelding

GeF : A~ C wordt gedefinieerd door

v;eA ({G ° F)(a) := G(F(a))) .
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Voorbeeld 15. De afbeeldingen F :IR +R en ¢ : R > R worden gedefinieerd

door:

VerR (F(x) := sin x, G(x) := xz) .

Zij hebben als samengestelden:

(G o F)(x) = (sin x)° en (F o G)(x) = sin(x2) .

3.4. De karakteristieke functie van een verzameling

Z1j U een verzameling en zij W:=1{0,1},

De karakteristieke functie X, van de verzameling A ¢ U is de afbeelding

Xy ¢+ U * W gedefinieerd door

FXA(x) =1 als x € A, xA(x) =0 als x £ A .

De verzameling A is bepaald door zijn karakteristieke functie, immers

A= xZ({l})

Eigenschappén van karakteristieke functies:
XAk =.1 T Xy e
Xang = XpXg = minOsxp)
Xau = Xg * Xg T XpXp = max(x,,xg)
*ap T Xa T XaXp o
Xazp = Xa * Xg T 2xp¥g

Eén herleiding:

Xaug = 1 T Xeauryr T 1T XgugpaT b7 NaaXps =
=P =)= Xp) = Xyt X T XuXp
Voorbeeld.
= + -22= + -2 =0
Xata = Xa * Xy Xa = Xp *t Xy Xy =
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3.5. Relaties

Een relatie R op een verzameling V is een deel van V x V. De elementen x ¢ V

en y € Vzijn in de relatie R, schrijf x ~ y, wanneer (x,y) ¢ R. Een relatie

heet

(x ~ X)s

((x~y) = (y ~x)),

(((x~y) A (y~2z))=(x~2z)).

reflexief, wanneer v
—_— xcV
symmetrisch, wanneer V
s xcV yeV
transitief, wanneer v L4

—_—— xeV  yeV  zeV

Voorbeelden. De verzameling is steeds R.

relatie x ~ y reflexief symmetrisch transitief
¥ =y + 1 - - -
XxX>?y - = +
x#y - + -
XSy <x+2 + - -
xy > 0 - + "
x2zy + - +
|« - y| <1 + + -
X =y + + +

3.6. Equivalentierelaties

Een relatie, die reflexief, symmetrisch en transitief is, heet een equivalen-

tierelatie.
Voorbeeld 1. Zij V=1R. De relatie x — y € 2 1s een equivalentierelatie,.

Voorbeeld 2. Zij V de verzameling van de driehoeken in het vlak. De congru-

entie van driehoeken is een equivalentierelatie.

Voorbeeld 3. Zij V de verzameling der rvechten in het wvlak. De relatie gede-

finieerd door evenwijdigheid (en samenvallen) is een equivalentierelatie.

Voorbeeld 4. Zij V:=Z. De relatie (x — y is een 5-voud) is een equivalentie-

relatie.



- 21 -

Zij ~ een equivalentierelatie, gedefinieerd op een verzameling V. De bij

a ¢ V behorende equivalentieklasse K¢(a) is gedefinieerd door

Ki(a) i={x e V | x ~ a} .

Voorbeeld 1. KRC%) = {5-, %-, %-,..., % . “-% semsl 4

Voorbeeld 2. K&(4) = {alle driehoeken die congruent zijn met A}.

Voorbeeld 3. K&(%) {2 en alle rechten die evenwijdig zijn aan £}.

Voorbeeld 4, K(2)

]

{2,7,12,...,-3,-8,...} = R(7) = Ke(-3).

Stelling. De diverse equivalentieklassen verdelen V in niet-lege, disjuncte
‘delen, met de eigenschap dat de elementen van elk equivalent paar in een-
zelfde deel liggen en dat de elementen van elk niet-equivalent paar in ver-

schillende delen liggen.

Voorbeeld 1. Bij elke a uit O < a < 1 behoort een equivalentieklasse

Ke(a) ={a+z | z e}, en er gelde:

IR = U Ki(a), V6£a<l (Ke(a) # ¥) ,
O=a<|
vbéa,b<1 (K&(a) n KL(b) = @) .

a#b

Voorbeeld 3. Bij elke rechte & door de oorsprong behoort een klasse KL(2) van
de met % evenwijdige lijnen. Deze klassen zijn niet leeg, onderling disjunct,

en hun vereniging is de verzameling der rechten in het vlak.

Voorbeeld 4. Bij elk der getallemn 0,1,2,3,4 behoort een klasse, namelijk:

KL(0)

{5-vouden}, K2(1) = {5-vouden +1}, Ke(2) = {5-vouden +2},

Ke(3) {5-vouden +3), K&(4) = {5-vouden +4} .

Dit zijn alle klassen.
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Bewijs stelling. Zij ~ een equivalentierelatie op V. Zij Ki(a) de equivalen-

tieklasse van a ¢ V, Dan geldt:
v;€V (Ki(a) # @), omdat a € K&(a) wegens reflexiviteit.

V= u K&a), omdat V ¢ U K&(a) wegens a ¢ K&(a), en
aeVv aeV

V > U K&(a) wegens Ki(a) < V ,
aeV

Voor a ¢ V, b ¢ V geldt:
K&(a) n Ka(b) = @ Sf K&(a) = Ki(b) ;

het bewijs luidt als wvolgt.
Neem ¢ ¢ K&(a), dan ¢ ~ a, Neem x ¢ K&(a), dan x ~ a en (symmetrie) a ~ X.

Dan ook (transitiviteit) ¢ ~ x en X ~ c. Wegens

eV ((x ~a) <= (x ~c))

geldt dus Kf&{a) = K&(c). Wanneer nu ¢ € K&(a) N K&(b), dan volgt Ki{a) =

= K2(c) = K&(b). Hiermee is de stelling bewezen.

Voorbeeld 5. InZR? is de relatie ~ gedefinieerd als volgt. Twee punten zijn

equivalent als zij] dezelfde afstand tot de oorsprong hebben:

~ s e (2 2 _ 2 2
V(X;Y)E &’ V(u,V)eIRZ ((Gy) ~ (uyv)) 2 <= (X7 +y =u” +v7)) .

Dit is een equivalentierelatie. De equivalentieklassen zijn de cirkels met

middelpunt in de oorsprong.

Voorbecld 6. Vxe ]RVyCB ({x ~y) :+ <= jaeIR ((a#0) A (ax=y))) is een equi-

valentierelatie. De equivalentieklassen ziin {0} en R \ {0]}.

Voorbeeld 7. Zij F : A » B een afbeelding

wea Yyen (™ ¥) 1 <> (F(x) = F(1)))

is een equivalentierelatie. De equivalentieklassen zijn de wverzamelingen
-+
F ({b}), met b ¢ F(A).
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3.7. Het Galois lichaam GF{p), p priem

Zij p een priemgetal. Twee gehele getallen heten congruent modulo p als hun

verschil een p—voud is.

Voorbeeld 1. 17

2 (mod 5), omdat 17 — 2 = 5.3,

I

7.13.

Voorbeeld 2. 92 = | (mod 7), omdat 92 - 1

Congruentie mod p definieert een relatie op Z:

ez Vyel (e 2y (mod p)) : <> (5 x -y =pv))) .

Deze relatie is een equivalentierelatie, immers x = x (mod p), omdat ;
X —- x = p.0.
Als x
- Als x

Hi

y {mod p), dan x — y = pv, dan y - x = p.(-v), dus y = x (mod D).

yeny=z,danx -~y =pveny~z=pw,dan x - z = p(v + w), dus
x = z {mod p).

De equivalentieklassen zijn de volgende verzamelingen:

Ke(0) = {"-:”ZP:_PsOpPsZPs3p,'--} »
Ke(l) = {...,=2p+1,-p+1,1,p+1,2p+1,3p+1,...} ,
Ke(2) = {...,=2p+2,-p+2,2,p+2,2p+2,3p+2,...} ,

Ke(p=1) = {...,=p~1,~1,p=1,2p~1,3p-1,4p-1,...} .

In overeenstemming met de stelling van 3.6 wordt Z door deze equivalentie-
klassen verdeeld in disjuncte delen. Voor de equivalentieklassen definieren

wij optelling en vermenigvuldiging als volgt:
Ke(a) + Ku(b) := Ke(a + b) ,
Keda) . Ke(b) := Ke(ab) .

Dit zijn zinvolle definities, omdat het volgende geldt:

a' + b',

Als a=za', b=b", dan a + b

Bewijs: als a - a'

Als az a', b

=pv, b =b" =pw, dan a + b - a' - b' = p(v + w),
b', dan ab = a'b',

Bewijs: als a = a’ + pv, b

b' + pw, dan ab = a'b' + p voud.
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Voor de zojuist gedefinieerde optelling en vemenigvuldiging van equivalentie-
klassen geldt een aantal eigenschappen die de verzameling der equivalentie-

klassen tot een lichaam maken. Dit is het Galois lichaam GF(p). Wij stellen

de opsomming van deze eigenschappen uit, en bewijzen hier slechts de belang-

rijkste eigenschap:
Stelling. Uit Kf(a) . K&(b) = K&(0) volgt K&(a) = K2(0) of Ka(b) = K2(0).

Bewijs. K&(a) . K&(b) = K&(ab). Uit K&(ab) = KR(0) volgt ab = 0 (mod p), dus
ab = pv, dus p deelbaar op ab. Omdat p priem is, volgt dat p deelbaar is op
a of op b, dus

a =0 (mod p) of b =0 (mod p) .
Dit betekent K&{a) = KE(0) of K&(b) = K&(0).

Het Galois lichaam GF(p) heeft p elementen, namelijk de equivalentie-
klassen modulo p. Wij kunnen deze equivalentieklassen optellen en vermenig-
vuldigen., Deze rekening illustreren wij in de volgende voorbeelden. Daarin
worden de equivalentieklassen K&2(0), K&(1) ,..., K&(p~1) voorgesteld door

de getallen 0,1,...,p~1, waarmee dan moet worden gerekend modulec p.

Voorbeeld 3. GF(5) heeft 5 elementen, voorgesteld door GF(5) = {0,1,2,3,41,

met optelling en vermenigvuldiging als volgt:

+ |0 1 2 3 4 x| 0 1 2 3 4
010 1 2 3 4 c|jo 0 ©0 0 O
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 4
2 2 3 4 0 ] 210 2 4 | 3
3 3 4 0 1 2 3]0 3 1 2
4 1 4 0 1 2 3 &4 10 4 3 1

Voorbeeld 4. GF(2) = {0,1} met




Voorbeeld 5. GF(3) = (0,+,~) met

+ 0 + -
oo + -
+ + - 9]
- - 0 +

- 25 —
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Hoofdstuk IV. Groepen

Literatuur:

[1] 8.T.M. Ackermans - J.H. van Lint, Algebra en Analyse, Wolters—Noordhoff
(1970).

[4] G. Birkhoff - S, Maclane, A survey of modern algebra, MacMillan (1948).

[5] A,I. Malcev, Groups and other algebraic systems, Mathematics, its
content, methods, meaning, Vol. I, part 6, chapter 20, Amer. Math.
Soc. (1963).

(6] W. Peremans, Syllabus Groepentheorie, T.H. Eindhoven.

4,1. Inleiding

Groepentheorie is ontstaan als "algebra van symmetrieen". Voorbeelden
van symmetrieén zijn de spiegelingen (ten opzichte van een vlak, van een
rechte, van een punt), de rotaties (om een punt, om een as), de translaties,
en andere meetkundige regelmatigheden. Symmetrieen komen evenzeer voor in de
algebra en in andere onderdelen van de wiskunde. De groepentheorie biedt een
methode ter beschrijving van regelmatigheden, en wordt als zodanig in een

aantal wetenschappen gebruikt.

Voorbeeld 1. Het vierkant heeft 8 symmetrieen: DO’ D%ﬂ, D de draai-

o o . w U3/2m
ingen over 0 , 90 , 180 , 270 , resp., Rh, L Rd’ Re’ de reflecties om.de
horizontale, de verticale, en de beide diagonale assen.

In de verzameling van deze symmetrieén wordt de algebraische bewerking der
vermenigvuldiging ingevoerd. Het product van twee symmetrieén is de symme-—

trie die wordt verkregen door ze na elkaar uit te voeren:

2 _
RhDﬁﬂ = R, Déth =Ry Din =D, .
Het product van twee symmetrieén is een symmetrie, Het product is niet on-
afhankelijk van de volgorde. De symmetrieen van het vierkant vormen een
groep van de orde 8. De draaiingen vormen daarvan een ondergroep van de or-
de 4.
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Voorbeeld 2. De veelterm x? + 2x2 + xg + 2x4 is symmetrisch in Xy ¥3 en ook
in Xy Xy De eigenschappen van de veelterm zijn dezelfde onder de permuta-

ties

De permutaties vormen een groep van de orde 4.

Voorbeeld 3. {x ¢ € | x4 - 2x2 +9 =0} ={i+V2,i-V2, -i+ Y2, =i - V2}.
De wortels worden gepermutcerd onder de volgende symmetrieen van het complexe

vlak:

, ST , I :
i--i i -i i-i

'{/’Z—r—/f {@—»5 V2 + —/2 V2 > V2
S , T
i1

Deze symmetrieen vormen een groep van de orde 4, genaamd de Galois groep van

de vergelijking.

Bovenstaande voorbeelden betreffen verzamelingen van symmetrieen, waarin bij
elk tweetal symmetrieén een "productsymmetrie" behoort, met zekere eigenschap-
pen, Voor het begrip groep behoeven wij ons echter niet te beperken tot ver-
zamelingen waarvan de elementen symmetrieen zijn. Wij zullen meer algemeen
beschouwen verzamelingen waarin bij elk tweetal elementen een e¢lement (hun

product) behoort, met zekere eigenschappen.

Voorbeeld 4., De verzameling der vectoren v.r.m]R3 wordt een groep, wanneer bij
elk paar vectoren a en b als hun "product" wordt gedefinieerd de vector

a+b.
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4,2. Productoperatie

Een verzameling met productoperatie is een paar (V,9) van een verzameling V

en een afbeelding ¢: V x V + V., Met andere woorden, aan elk geordend paar

elementen (a,b) € V x V wordt toegevoegd een element ¢(a,b) e V.

Voorbeeld 1. (R,.). Hier is V:= R en ¢(a,b) :=a.b, de gewone vermenigvuldi-

ging.

Voorbeeld 2. (R,+). Hier is V=R en ¢(a,b) := a+b, de gewone optelling.

Voorbeeld 3. GR2,+). Hier is V= B? en ¢(a,b) := a+b, de optelling van vec-

toren.

Voorbeeld 4. (V,o0). Hier is V de verzameling der reguliere lineaire afbeel-
dingen R’ *CRZ, en 9(o,B) = a 0o B de samengestelde afbeelding (eerst B,

dan o).

Voorbeeld 5. (R,gemidd.). Hier is Vi=IR en ¢(a,b) := }(a+b), het gemiddelde

van a en b.

In de volgende definities schrijven wij ab in plaats van ¢(a,b); wij werken

dus met (V, ).

Definitie. (V, ) heet commutatief, als V;sV V%gV (ab = ba).
Voorbeelden 1, 2, 3 en 5 zijn commutatief, voorbeeld 4 niet.

initi iati v v v = | .
Definitie. (V, ) heet associatief, als acV "beV Yeey ((ab)c = a(bc))

Voorbeelden 1, 2, 3 en 4 zijn associatief, voorbeeld 5 niet,

Y = =
0cV VacV (ea = ae a).

Voorbeelden 1, 2, 3 en 4 hebben een eenheid, namelijk resp. 1, 0, 0, identi-

Definitie. (V, ) heeft een eenheid e, als 1

teit. Voorbeeld 5 heeft geen eenheid.

Opmerking. Als er een eenheid is, dan is er &&n eenheid (bewiis!).
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Definitie. In (V, ), voorzien van eenheid e, heeft a € V een inverse, als

gbeV (ab = ba = e) .

. . 1
In voorbeelden 1, 2, 3 en 4 is de inverse van a # 0, a, 3, o resp. — , -a,

-a, a-l. In voorbeeld | heeft 0 geen inverse.

4.3. Semigroepen

Een semigroep is een verzameling met productoperatie, die associatief is.
Voorbeeld I. (N,+) is een commutatieve semigroep. Er is geen eenheid.

Voorbeeld 2. (N u {0},+) is een commutatieve semigroep met eenheid 0. Merk

‘op dat 3 geen inverse heeft.

‘Voorbeeld 3. (N,.) is een commutatieve semigroep met eenheid 1. Merk op dat

3 geen inverse heeft.

Voorbeeld 4. Zij A een singuliere matrix. De verzameling van de machten van
A, met de matrixvermenigvuldiging, is een commutatieve semigroep. Merk op

dat T als eenheid kan worden genomen, maar dat er geen inversen zijn.

Voorbeeld 5. Zij V de verzameling van alle rijtjes van nullen en enen. Als
productoperatie nemen wij de concatenatie, dat is, het aan elkaar plakken

van rijtjes, bijvoorbeeld
(1,0,1,1,0,1,0,0) o (1,1,0,0,0) = (1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0) .

' Dit geeft een semigroep die niet commutatief is. Het lege rijtje kan als

eenheid worden genomen. Er zijn geen inversen.

4.4, Groepen

Een verzameling met productoperatie (V, ) heet een groep, wanneer geldt
Gl : (V, )} is associatief,
G2 ! er is een eenheid,

G3 : elk element van V heeft een inverse.

De groep heet Abels, wanneer hij commutatief is,
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Voorbeelden van 4,2. Voorbeelden 2 en 3 zijn Abelse groepen, voorbeeld 4

is een niet-Abelse groep, voorbeelden ! en 5 zijn geen groep.

Stelling, Zij (G, ) een groep, dan geldt

3 {ax = b) , V¥ = b)) ,

t L}
Vaeg Ybeo ¥ xea 2¢G "beG a'yeG (ya

Bewijs. a_]b voldoet, want a(a“lb) = (aa_i)b = gb = b.
Stel ax = b = ax', dan a_lax = a-lax', dus ex = ex', dus x = x'.

Eet bewijs van de tweede bewering gaat net zo.

Voorbeeld 1., (IR \ {0}, ), met de gewone vermenigvuldiging, heet de multi-
plicatieve groep der reélen # 0. De eenheid is 1. De getallen a en 1/a

zijn elkaars inverse.

Voorbeeld 2. (Q,+), met de gewone optelling, heet de additieve groep der ra-

tionale getallen. De eenheid is 0. De getallen a en -a zijn elkaars inverse.

Voorbeeld 3. Voor p priem is (GF{p},+) een groep, met eenheid K2{0), waarin

Ke(a) en Kg(~a) elkaars inverse zijn.

Voorbeeld 4, Zij p ¢ W, De complexe getallen

2ni 4oi ZR(E—i)i

2ni
e P , e p sreey € P , € .

. .. . 2ri
met de gewone vermenigvuldiging, vormen een groep, met eenheid e =1,

2rki 2a{p-k)i
P p

waarin e en e elkaars inverse zijn.

Definitie. (V,x) en (V',*) zijn groepen. Een afbeelding F : V > V' heet een
isomorfisme als

i) F is één-éénduidig op,

ii) v (F(a x b) = F(a) » F(b)) .

acV vbeV

(Vox) en (V',*) heten isomorf, notatie V= V', als er zo'n isomorfisme

bestaat.



Definitie. (V,x) en (V',%) zijn groepen. Een afbeelding F ¢ V + V' heet een

homomorfisme als
— s

VaeV VbeV(F(a x b) = F(a) * F(b)) .

(V,%) heet homomorf in (op) (V',#), als er zo'n homomorfisme in (op)

bestaat,

Voorbeeld 5. De voorbeelden 3 en 4 betreffen isomorfe groepen. Inderdaad,

2mix

F(x) 1= e P beeldt de equivalentieklassen mod p één-éénduidig af op de

complexe getallen van voorbeeld 4, en er geldt
F(a + b) = F(a)F(b) .

Oock de groep der draaiingen die de regelmatige p-hoek in zichzelf overvoert,

is isomorf met de groepen van voorbeelden 3 en 4.

+ .
Voorbeeld 6. Noem B{+ = {x e R | x > 0}. De groepen (R ,.) en (R,+) ziin
isomorf. Inderdaad, log : R > R is &én-&énduidig op, en heeft de

eigenschap log(a.b) = log a2 + log b.

Voorbeeld 7. (R\{0},+) is homomorf op (IR+,-). Inderdaad, F(x) ='|x|, met
|x-y| = |x|+|y| , voldoet.

Voorbeeld 8., Zij E de eenheidscirkel in het complexe vlak., (IR ,+) is homomore

op (E,+),onder

F(x) = eanx .

Voorbeeld 9. Zij V een vectorruimte, W een deelruimte, en P : V > W de pro-

jectie op deze deelruimte. (V,+) is homomorf of (W,+), onder de afbeelding P.

Voorbeeld 10. Een reguleire lineaire afbeelding A van een vectorruimte V is

een isomorfisme van (V,+) met zichzelf, daar
Al + 3) = Ax Ay .

Een singuliere A is een homomorfisme van (V4+) in zichzelf, en een homomor-

fisme van (V,+) op (beeldruimte,+).

e et o Mot e pms tpm e L
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4.5, Eindige groepen

Definitie, Een groep (G, )}, waar G een eindige verzameling is, heet een ein-

dige groep. Het aantal elementen van G heet de orde van de groep.
Voorbeeld 1. {e} is een groep als we definieren ee = e.
Voorbeeld 2, {e,a}l is een groep als we definiéren

ee = e, e€a = ae = a, aa = e .

Voorbeeld 3. De op isomorfie na enige groep G = {e,a,bl is die met product-

tafel
e a b
e e b
e
e a

Voorbeeld 4. Er zijn, op isomorfie na, twee groepen van de orde 4. De pro-

ducttafels zijn de volgende

e a b c e a b c
e e a b c e e a b
c e e c b
C e a b b c e a
c c e a b c c b a e
De cyclische groep de viergroep van Klein

van orde 4

De eerste groep is isomorf met de groep van de draaiingem van het vierkant;

de tweede groep is isomorf met de groepen van 4.1, voorbeelden 2 en 3.
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Stelling. Zij (G, ) een eindige Abelse groep van de orde n. Dan geldt

Il
aeG (a” =e) .

Bewijs. Zij G = {a],az,...,an}. Op grond van de vorige stelling is ook
{aa],aaz,...,aan} = G, omdat al deze elementen verschillend zijn: uit

aa, = aa. volgt a, = a.. Dus geldt
1 ] 1 ]

4, 8,4..4_ = 43 _2a,...348
172 n 1772 n *

Opmerking. In 4.8 zullen wij zien dat de voorgaande stelling geldt voor wil-

lekeurige (ook niet Abelse) eindige groepen van de orde n.

Definitie. Zij (G, ) een groep. De orde van het element a € G is de kleinste

t
positieve macht t zodat geldt a = e.

Stelling, De orde van een element van een eindige groep is een deler van de
orde van de groep.
Bewijs. Schrijf n = qt + r, 0 £ r < t, dan

n t [ r r r r
e =g = aq .ab = (a )q.a = eq.a =ega = a ,

. .. t
Maar t was de kleinste positieve macht met a = e, dus r = Q en n = qt.

Definitie. Een groep heet cyclisch, wanneer alle elementen kunnen worden ze—

schreven als machten van &&n element.
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Voorbeeld 5. Elke eindige Abelse groep met een priemgetal als orde is cy-

clisch.

Voorbeeld 6. Het eerste voorbeeld van voorbeeld 4 is cyclisch. Het tweede

voorbeeld van voorbeeld 4 is niet cyclisch.

4.6, (Z mod n,+) en (Z mod n,.)

Zij n een natuurlijk getal.
Definitie,

Vaeﬂ_vbel((a 2 b mod n): <= Hve'll. (a ~b =nv)) .

Congruentie mod n is een equivalentierelatie. Net als in 3.7 definieren wij

voor de equivalentieklassen een optelling en een vermenigvuldiging door

Ki(a) + K&(b) := K&(a + b) , K&(a).K&(b) := K&(ab) .

Voorbeeld |. Zij n = 6, Dan geldt:
KE(4) + KA(3) = K&(1) , KR{4).RL(3) = R2(0) .

De verzameling der equivalentieklassen modulo n duiden wij aan met Z mod n.

Stelling. vLéN ((Z mod n,+) is een Abelse groep).

Bewijs. Volgt uit de volgende eigenschappen van Z:
a+b=b+a, (a+b)+c=a+(b+c), a+unv Za (modn),

a+ (n=-2a)=z0 (modn) .
Stelling.vnéIN ((Z mod n, ) is een commutatieve semigroep met eenheid).

Bewijs. Volgt uit de wvolgende eigenschappen van Z:

ab = ba , (ab)c = afbc) , al =a,

Voorbeeld 2. (X mod 6, )} is niet een groep, want er is geen x met
2x = | (mod 6),
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Stelling. Zij p een priemgetal. Dan is (Z mod p \ {0}, ) een groep.

Bewijs., Zij a # O mod p. Voor x # y mod p geldt ax # ay mod p, omdat
a{x - y) = 0 mod p tengevolge heeft x — y = O mod p. Daar dus alle ax ver—
schillend zijn mod p, en er slechts p - | mogelijkheden zijn, heeft ax = 1

mod p een oplossing in Z mod p \ {0}.
Voorbeeld 3. (vergelijk 3.7, blz. 24). (GF(p),+) is een Abelse groep.

Voorbeeld 4. (GF(p) \ {0}, ) is een Abelse groep. Er geldt

p-l _
aeGF (p)\{0} (a =1,
Mea.W,

Pl -
a%0 mod p (a £ 1 med p) ,

da stelling van Fermat.

4.7. Permutatiegroepen

Zij v = {al,az,...,an} een eindige verzameling. Een permutatie van V is een
één-éénduidige afbeelding van V op zichzelf. Wij duiden een permutatie aan
door onder elkaar te schrijven de indices van de elementen van V en die van

hun beelden.

-+ a -+

1 Ta

Voorbeeld 1. De permutatie a 3 2y 99 a3

3,5 2, 7 a, wordt aange-

duid door

Het product p o 0 van de permutaties p en 0 van V is de productafbeelding

(eerst 0, dan p). Dit product is i.h.a. niet commutatief.

St il o S e s L L

R R TR B A T T
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Voorbeeld 2.

1 2 3 4 12 3 4 1 2 3 4

p o g = o = .
2 3 4 1 4 3 2 1 04 3 2
(1 2 3 & (1 2 3 &4 (v 2 3 4

¢ e p= 0 = .
5 3 2 1 2 3 4 1 3 2 1 4

Voorbeeld 3. De identieke permutatie 1, en de inverse p = van een permuta-

tie p:

Stelling van Cayley. Elke eindige groep van de orde n is isomorf met een

groep van permutaties van een verzameling van n elementen.

Bewijs. Zij (G, ) met G = {a],a .,an} een groep. Aan a ¢ G voegen wij toe

s
de permutatie

aa. aa, ... aa
1772 n

Dan is aan ab € G toegevoegd het product van de permutaties die aan a ¢ G en

aan b € G zijn toegevoegd, wegens

“re a a a «en a a a
2 2

n 1 a

2 n

aajaay ... aa balba ba aba.,aba. ... aban

277" T%n 1 2

Hieruit volgt dat de beschouwde permutaties een groep vormen, die isomorf is
met (G, ).

Voorbeeld 4, De cyclische groep van de orde 4, zie 4.5, voorbeeld 4, kan wor-

den opgevat als de groep der draaiingen van R, die een vierkant invariant la-

ten.



Voorbeeld 5. De viergroep van Klein, zie 4.5, voorbeeld 4, kan worden opge-
vat als de groep der spiegelingen van R, (t.o.v. de x—as, t.o.,v. de y-as,

t.o.v. de oorsprong) die een rechthoek invariant laten.

Opmerking. Alle symmetrieen van het vierkant vormen een permutatiegroep van
de orde 8. Alle permutaties van de verzameling van 4 elementen vormen een

permutatiegroep van de orde 24.

De groep van alle permutaties van een verzameling van n elementen heeft-

de orde nl, en heet de symmetrische groep 5,

De groep van alle even permutaties van een verzameling van n elementen

heeft de orde in!, en heet de alternerende groep A .

Opmerking. De permutatie
123 ...n
318233 ‘e an

heet een even permutatie wanneer

i {a, - ai) >0 .
I<i<jsn 3

4.8, Ondergroepen
Zij (G, ) een groep, en zij H < G. Wanneer (H, ) zelf weer een groep is, dan

heet (H, ) een ondergroep van (G, ).
Voorbeeld 1. (Z,+) is een ondergroep van (R,+).
Voorbeeld 2. GR2,+) is isomorf met een ondergroep van GR3,+).

Voorbeeld 3. (GF(2),+) is niet een ondergroep van (Z,+), omdat de bewerkin-

gen + in beide groepen verschillen.

abesie

T ] BT B

e g e
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Stelling. Zij (G, ) een groep; zij H# @ en H c G. Opdat (H, ) een onder-
groep is van (G, } is nodig em voldoende dat

-1
VaeH VbeH (ab ~ ¢ H) .

Bewijs. De noodzakelijkheid is triviaal. We nemen nu aan dat de voorwaarde
geldt, en bewijzen dat (H, ) een groep is. De associativiteit geldt vanzelf,
Het eenheidselement e van (G, ) ligt in H, immers neem b = a. Met a en e
ligt ook ea—I = a_l in H, dus er is een inverse. Met a2 en b ligt ook

-1,-1 . . ..
a(b ) = ab in H. Dit bewijst dat (H, ) een groep, dus een ondergroep van

G is.

2ij (G, ) een groep, met ondergreoep (H, ). Definieer de relatie ~ door

VxeG VyeG((x ~ y) e (xy~1 e H)) .

Dit is een equivalentierelatie wegens

-1 “1,-1 -1 -1
xx w=e,yx =(xy ) ,xy yz =xz .

De equivalentieklasse van a ¢ G is

{xeG xa“l € H} = {haeG { h ¢ H} ,

en wordt genoteerd met Ha. Merk op dat He = H.

Stelling (Lagrange). Voor een eindige groep G met ondergroep H geldt

(orde G) = (orde H)} x (aantal equivalentieklassen) .

Bewijs. Ha heeft evenveel elementen als H. Inderdaad, uit hla = h2a volgt

h1 = h,. De equivalentieklassen hebben dus evenveel elementen. Hieruit

volgt de bewering.

Stelling (Fermat). Voor een eindige groep G van de orde n geldt

Bewijs. De verzameling van de machten van a « G vormt cen cyclische ondergroep
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H = {a,az,...,at = e}, t= orde van a .

Volgens de vorige stelling is t deelbaar op n. Omdat at = e geldt ook a®

]
m

‘De stelling van Lagrange kan worden gebruikt bij eindige permutatiegroepen.
Laat g en h permutaties zijn van een eindige verzameling 2, en laat e
de identieke permutatie zijn van ©. Wij noteren het beeld van o ¢ { onder g
door a8, Dan geldt voor alle «o,B € &
e gyh _ _gh g ! 5 .
o =q , (@®) =g , (B =a Y e (B® = a) .
Zij G een groep van permutaties van f. De stabilisator G, van o € 2 wordt
" gedefinieerd door

G, i= {geG| of =a}.

De stabilisator Ga is een ondergroep van G omdat uit af = @, uh = a volgt

-1
g

o = q, agh

= o. Voor ons geval luidt de hierboven ingevoerde equivalen-
tieregel
-1
~ R) ¢ -1 RPN L R
A S C I N R CL S IR CLE L DU
dus g,h ¢ G zijn equivalent wanneer zij a in hetzelfde beeld overvoeren.

Er zijn dus evenveel equivalentieklassen als elementen in

Baan(o) := {af ¢ @ | g € 6},

De stelling van Lagrange levert dus:

Stelling. Zij G een permutatiegroep van een eindige verzameling '?, en zi]j

a € R, Dan geldt

{orde G) = (orde Gu) {aantal elementen in Baan(a)) .

Deze stelling wordt bijzonder eenvoudig in het geval dat G een transitieve
e renliatt et

permutatiegroep van § is, d.w.z. wanneer

g .
Vaeﬂ VBeQ BgeG\a £

omdat dan Baan(a) = Q.
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Voorbeeld 4. De symmetriegroep van het regelmatig viervlak is S,» de symme-
trische groep op de 4 hoekpunten, van de orde 24, De ondergroep der symme-
trieén, die een hoekpunt in zichzelf overvoeren, is S5, de symmetrische groep

op de 3 overige hoekpunten.

Voorbeeld 5. De symmetriegroep van de kubus heeft 8.6 = 48 elementen. Inder-
daad, de symmetriegroep is transitief, en de stabilisater van een punt van

de kubus is isomorf met S3.

Voorbeeld 6. De symmetriegroep van de icosaeder heeft 12 x 10 = 120 elementen.

4.9, Normale ondergroepen

.b

Wij vragan ons af of wij van de verzameling equivalentieklassen van de
vorige § een groep kunnen maken door een geschikte vermenigvuldiging te
definieren. Dit is niet altijd het geval. De moeilijkheid is dat de ge-
lijkheid hlahzb = hab niet steeds waar is. Deze moeilijkheid doet zich niet

VOoOor wanneer

= L
VgEG VheH 3h‘eH(gh h'g) .

Definitie. Een ondergroep (H, ) van (G, ) heet een normale ondergroep

wanneer

v (gl = Hg) .

geG

Voorbeeld !, In een Abelse groep G is elke ondergroep H een normale onder-

groep.

Voorbeeld 2. In de symmetrische groep 83 wordt een niet-normale ondergroep

gevormd door



_[‘1-..

en »
1 2 3 2 1 3
omdat
12 3 [to2 3} (1 2 3
0 = [
13 2z {2t 3 3 1 2
maar
12 3 12 3y (1 2 3
0 = .
2 1 3 b3 2 2 3

’

Zij (H, ) een normale ondergroep van de groep (G, ).

Definitie. De factorgroep (G/H,*) is de groep gevormd door de equivalentie-

klassen
{Ha | a ¢ G}
met de productoperatie
Ha*Hb := Hab .

Inderdaad vormen de equivalentieklassen een groep, wet eenheid H, terwijl

1 .
Ha = als inverse van Ha optreedt.

Stelling. Zij (B, ) een normale ondergroep van (G, ). Dan is (G, ) homomorf
op (G/H,*).

Bewijs. Het verlangde homomorfisme is de afbeelding

VaeG(F(a) i= Ha) ,

die voldoet wegens Hab = Ha*Hb .

Voorbeeld 3. (Z,+) is een Abelse groep. De zesvouden vormen een normale
ondergroep H. De equivalentieklassen mod 6 vormen de factorgroep (Z/B,+),
die isomorf is met (Z mod 6,+).

.. 2 3 4 5 .
Voorbeeld 4. Zij (V, ),met V = (a,a”,a”,a ,a”,a” = 1} een cyclische groep

van de orde 6. Hiervan is (W, ) met W ='{],a£,aa} een normale ondergroep,
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De factorgroep V/W heeft de elementen W en aW.

Voorbeeld 5. De eenheidscirkel in het vlak is isomorf met de factorgroep
R/Z.

Voorbeeld 6. De torus is isomorf met Rzﬁﬂz.

Voorbeeld 7. Zij A|A2A3A4 een regelmatig viervlak, en zijn k,2,m de
middenverbinders der overstaande ribben. De groep S4 der symmetrieen van

het viervlak heeft de orde 24. De groep S3 der symmetrieeén van de midden-—
verbinders heeft de orde 6. De homomorfie van 54 met S, wordt gedemonstreerd
in de figuur. Inderdaad, de middenverbinders zijn invariant bij de volgende

permuaties van de hoekpunten

Deze permutaties vormen een normale ondergroep van Sy die isomorf is met de

viergroep K4 van Klein. De factorgroep van S4 naar K4 is 83:

54/K4 a 83 .
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Hoofdstuk V., Ringen en lichamen

5.1. Definities

Beschouw een verzameling V met twee productoperaties. Schriijf (V,+,.),
noem de operatie + de opteloperatie en de operatie . de vermenigvuldigings-

operatie,

Definitie, (V,+,.) heet een ring wanneer is voldaan aan de volgende voor-
waarden:

(V,+) is een commutatieve groep,
(V,.) is een semigroep,

+ +C'F a.c + b, . + = c.a + ¢c.b).
a,b,ceV ((a + b)uc'= a.c + b.c, c.(a + b) c.a + c.b)
Definitie. (V,+,.) heet een lichaam wanneer is voldaan aan de volgende voor-
waarden:

(V,+) is een commutatieve groep,
. (v A\ {0},.) is een groep,

a,b,ceV ((a + b).c = a.c + b.c, c.{a + b) = c.a + c.b).

Het is duidelijk dat een lichaam een ring is. Omgekeerd echter is niet elke

ring tevens een lichaam.

Voorbeeld 1. R, §, €, met de gewone optelling en vermenigvuldiging, zijn li-

chamen.
Voorbeeld 2. (Z,+, ) is een ring, en geen lichaam.

Voorbeeld 3. De verzameling der 2 x 2 matrices, met de gewone matrixoptel-

ling en matrixvermenigvuldiging, is een ring en geen lichaam.

Voorbeeld 4. (Z mod 6,+, ) is een ring, en geen lichaam. Inderdaad, 2x = 1

(mod 6) heeft geen oplossing.

Voorbeeld 5. Voor p priem is GF(p) een lichaam, vgl. 3.7.

il T

i
1
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Definitie. Een ring [lichaam] heet commutatief als zijn multiplicatieve se-
migroep [groep] commutatief is.
Stelling. In een lichaam (V,+, ) geldt

Vo bey (0 =0)= ((a=0) v & =0))) .

Bewijs. Stel we hebben a € Ven b € V met
(ab=0) A{at0)Ar (b #0).

-1 .
Dan bestaat a ', en er volgt een contradictie wegens

0=a '0=al@a)=(ata)b=1b=0b.

0 {mod &).

Hi

Voorbeeld 6. (£ mod 6,+,*) is geen lichaam, want 2.3

Voorbeeld 7. (Z,+, ) is geen lichaam, maar een ring. De in de stelling ge-

noemde eigenschap geldt echter wel.

Definitie. Zij (R,+, ) een ring en zij @ # I < R. Dan heet I een ideaal in

de ring als

VaEI VbEI (a-b<I)

(=33

ep Veeg ((ar € I) A (ra e 1)) .

Voorbeeld 8. In (Z,+, ) vormen de zesvouden een ideaal.

Fen ideaal is een deelring. Merk op dat (I,+) een normale ondergroep van de
commutatieve groep (R,+) is. Wij kunmenuit een ring Ren eenbijbehorend ideaal
I maken de factorring R/I, net zoals wij uit een groep G en een normale
ondergroep H hebben gemaakt de factorgroep G/H.

Definieer de relatie ~ door

reR VseR ((r ~s8): <= (r-s ¢ I)).

Dit is een equivalentierelatie wegens

r-r=0c¢Il,s-—-rr=—-1(r ~8), t-s+s-—t=r—¢t.
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Ve equivalentieklasse van r € R 1is
{xeR|x-rell={r+i]|icI}
en wordt genoteerd r + I. Zonder veel moeite volgt:
Stelling. Zij I een ideaal in de ring (R,+, ). De equivalentieklassen r + I,
met optelling en vermenigvuldiging volgens
(r+ 1)+ (s+1I):i=r+s+TI, (r+1I)(s+1I) :=rs +1

vormen een ring, genaamde de factorring R/I.

Voorbeeld 9. Zij R = (Z,+,.). 41j T het ideaal van alle n~vouden. Dan is

R/T = (Z mod n,+,.) .

5.2. Eindige lichamen

Een eindig lichaam is een lichaam met eindig veel, zeg q, elementen {q = 2).

Voorbeeld 1. Z1j p priem. Het Galois lichaam GF(p) heeft p elementan.

Zij F een eindig lichaam met q elementen. Zij O het nulelement, en zij | het
eenheidselement. Omdat F eindig veel elementen heeft moeten in de cneindige
rij

Ly, T+ 0, b+ 1+ 01, 1+ 1 +1+1,...
tenminste twee elementen dezelfde zijn, dus moet een veelvoud van | gelijk

aan 0 zijn.

Definitie. De karakteristiek p van F is het kleinste natuurlijke getal zodat

de som van p enen nul is (schrijf pl = 0).
Stelling. De karakteristiek van een eindig lichaam is een priemgetal.

Bewijs., Stel p =mn met 1 <m<p, 1 <n <p. Dan 0 = mnl = ml.nl. Hieruit

voelgt m! = 0 of nl = 0, hetgeen onmogelijk is.

Gevolg. De som van p elementen b ¢ F is O,
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[}

Bewijs. b + b +...+ b Ib + Ib +...+ 1b = (1 + 1 +...+ 1)b.

3 Gevolg. Als nb = 0, b € F, n elN, dan b = 0 of n = p voud.
1 Bewijs. Voor b # 0, n =pv+r, 0 <t <p, volgt rb = 0 dus r = 0.

Stelling. Het aantal elementen van een eindig lichaam is een macht van de

karakteristiek.

Bewijs., Zij q het aantal elementen, en zij p de karakteristiek van het 1i-

chaam F, Schrijf 1 = bl’ en beschouw

tmb, | m =0,1,2,...,p-1} .

Wanneer dit F is, dan is q = p, en wij zijn klaar, Zij

b, € F ,

by # mby, b,

en beschouw

Im]b] + mzb2 | m = 0,1,2,...,p" 1, m, = 0,1,2,...,p~1]

Wanneer dit F is, dan q = pz, en wij- zijn klaar. Zij

b3 # mlbI + mez’ b3 €eF ,

en beschouw

| m, = 0,1,2,...,p-1} .

tmby + myb, + mby | m

2

Zo doorgaande vinden wij eindig veel elementen bl’b2""’bk van F. De ele-
menten

mlbl + m2b2 o0t mkbk

zijn verschillend, omdat bE geen lineaire combinatie is van bl’bz""’bz—l'

. k
Daarom is p het aantal elementen van F.

In 5.4 zullen wij een eindig lichaam met pk elementen construeren. Zonder

bewijs delen wij mee:

Stellipng. Elk eindig lichaam is commutatief.
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. . . . . . k
Stelling. Op isomorfie na is er slechts ééan lichaam met p elementen, p

priem, k ¢ N. ?

Steiling. De multiplicatieve groep van een eindig lichaam met q elementen is

cyclisch van de orde q = 1, :

De laatste stelling kan ook als volgt worden geformuleerd. Elk eindig 1i- ' 3

chaam F met q elementen bevat tenminste &&n element ¢, genaamd primitief

element, zodat

P\ (0} = {e, ¢4, €3,..., oy

3

Voorbeeld 2. In GF(5) is 2 primitief element, omdat K

5.3. Polyncomringen

Zij F een commutatief lichaam. Beschouw de polynomen in x met cosfficiénten

in F, bijvoorbeeld (neem n > m)

B E S T T

! n—I
a(x) t=ax + a b4 +...% a.x + a a. F, a 1]
(x) n n-1 1 0 ?* i€ % By 7 ?

b(x) := bmx +b  x to.t blx + b0 . bi € ¥, bm #0 .

Twee polynomen zijn dezelfde wanneer hun coéfficienten van gelijke machten

van x gelijk zijn. Wij definiéren

a(x) + b(x) :=

I b~123

(a.:.L + bi)x1 ,

i=0

m+n mtn  k .
a(x) . b(x) = ) ckxk = ) ) aibk—ixk , ;

k=0 k=0 i=0 i

0(x) :=0 , :

t(x) =1 . ‘E
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Onder deze definities wordt de verzameling der polynomen in x een ring, no-

tatie (Flxl,+,.). Deze ring is geen lichaam, omdat de vergelijking
a(x}).X(x) = b(x)

niet voor alle a(x) en b{(x) oplosbaar is. Inderdaad, de gebroken veeltermen

behoren niet tot R = (Flxli,+,.). Wel heeft de ring R de eigenschap dat

uit a(x).b(x) = 0 volgt a(x) = 0 of b(x) = 0 .

Zij f(x) een polynoom van de graad k. Zij I het ideaal dat bestaat uit alle

veelvouden van f(x), dus
I={r(x)£(x) | r(x) e R} .

De quotiéntring R/I bestaat uit de veeltermen modulo f(x), dus uit de veel-

termen van de vorm

2 k-1
+ ¢ x + ¢, X +...+cC x s, ¢. € F,

o 1 2 k-1 i

Definitie. f(x) heet irreducibel over F, wanneer f(x) niet te schrijven 1is

als product van twee veeltermen (met coefficienten in F) van lagere graad.

Voorbeeld 1. x2 + 1 is irreducibel over IR.

Voorbeeld 2. xz - x — 1 is irreducibel over GF(3).

Voorbeeld 3. x4 + x + | is irreducibel over GF(2).

5.4. GE(p")
Zij p priem. De polynomen met coefficiénten in GF(p) vormen de ring

R = (GF(p)[xI,+,.) .
Zij f(x) een polynoom van de graad k, dat irreducibel is over GF(p). Zij I
het ideaal van de veelvouden van f(x). De gquotientring R/I bestaat uit de
polynomen van de vorm

2
¥ e X+ c,¥x +...FcC X

€0 | 2 k-1 ’

Ci. € GF(P) »
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met optelling en vermenigvuldiging mod p en mod f£(x). Er zijn eindig veel,
namelijk pk, van zulke polynomen. Als a(x) zo'n polynoom is, en c(x) door-
loopt de eindig vele polynomen van R/I, dan doorloopt a(x)c(x) eveneens de

eindig vele polynomen van R/I. Inderdaad, zou a(x)c(x) = a(x)d(x) mod £(x),

dan zou

a(x)(c(x) - dx)) = r(x)E(x) .

bit kan niet als f(x) irreducibel is,

Er volgt, dat voor gegeven b(x) en a(x), niet 0, er een c(x) is zodat
a(x}e(x) = b(x) mod f(x) .

Hiermee is bewezen dat R/I een lichaam is, en wel een lichaam met pk ele~

menten. Wij noemen dit lichaam.GF(pk), het Galois lichaam met pk elementen.

Voorbeeld 1. GF(32).
De veelterm x2 - x = 1 is irreducibel over GF(3). De volgende veeltermen van

de graad 1 over GF(3) stellen tesamen GF(32) \ {0} voor.

xo = 1 xS = 2x
xl = X x6 =2 + 2x
xz =1+ x x7 =2+ X
x3 = 1 4+ 2x x8 =]

x4 = 2

Voorbeeld 2. GF(24).
De veelterm x4 + x + 1 is irreducibel over GF(2). De volgende veeltermen van

de graad 3 over GF(2) stellen tesamen GF(24) \ {0} voor.

xo =1 x8 = 1 + x2

Xi = X x9 = X + x3
x2= %2 m=l+x+x2

X3= X3 Xll= X+X2+X3
x4 =1+ x xlz =1 + x + x2 + x3
x5= x+x2 xl3=1 +x2+x3
x6 - x2 " x3 x]4 -1 + 33

®
It
+
o
+
b
=
I
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Hoofdstuk VI. Vectorruimten en grafen

6.1. Vectorruimten over GF(q)

Zij q = pr de macht van een priemgetal p.

V(2,q) := GF(q) x GF(q) is de verzameling der geordende paren (x,y) met

x ¢ GF(q) en y ¢ GF(q). De lineaire algebra van V(2,q) heeft veel gemeen met
de gewone lineaire algebra vanIRZ. Er zijn echter ook verschillen, onder an-

dere omdat V(2,q) slechts een eindig aantal punten bezit.

Voorbeeld |, In V(2,5) bezit de rechte {(x,y) | y = 2x + 1} vijf punten, na-
melijk (0,1), (1,3), (2,0), (3,2), (4,4).

Voorbeeld 2. In V(2,3) zijn er zes rechten door 0, namelijk y = 0, y = x,

y =2x, vy =3x, ¥y = 4x, x =0,
Een rechte in V(2,q) is gedefinieerd door
{(x,7) | ax + by + ¢ =0} ,
voor a,b,c € GF(q), waarbij (a,b,c) # (0,0,0) en (a,b,c} # (0,0,c) en waar-

bij (ra,Ab,Me) dezelfde rechte aanduidt als (a,b,c).

Stelling. V(2,q) heeft q2 elementen en q(q + 1) rechten. Elke rechte heeft

q punten, door elk punt gaan g + 1 rechten.

Bewijs. Er zijn q2 geordende paren (x,y), met x,¥ € GF(q), dus q2 punten in
V(2,q). Er zijn q3 - | geordende drietallen (a,b,c) # (0,0,0), dus er zijn
q2 + q + 1 verschillende vergelijkingen ax + by + ¢ = 0. Daar a = b = 0 geen
rechte definieert, zijn er q2 + q verschillende rechten. Elke rechte

y = mx + n heeft q punten. Dit geldt ook veor elke rechte ax + ¢ = 0. De
laatste bewering volgt door tellen, omdat elk paar verschillende rechten of-

wel 8é&n, ofwel geen punten gemeen heeft.,
Voorbeeld 3. In V(2,5) geldt

{x,y) | x>+ y>+1=0}=1{(0,2), (0,3), (2,0), (3,00} .

In de beide volgende stellingen beperken wij ons tot g = pr, p priem, p # 2.
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Stelling. GF(q) \ {0} bevat i(g - 1) kwadraten en $4(q - 1) niet-kwadraten.

. 2 _ _
Bewijs. In GF(q) volgt uit x2 =y dat (x -~ y){(x +y) =0, dus dat x = y of

e

x = -y, wegens 5.1. Voor x € GF(q) \ {0} zijn x en -x verschillend, en geldt

o T
et T

(—x)2 = xz. Hieruit volgt de stelling.

Definitie., GL(2,q) is de groep der niet-singuliere lineaire afbeeldingen

A : V>V, d.i. de groep der niet-singuliere 2 x 2 matrices over GF(q).

Stelling. GL(2,q) heeft orde (q2 - 1)(q2 - q).

Bewijs. Er zijn (q2 - 1)(q2"q) geordende paren onafhankelijke vectoren a en b

in V82,q). Kies een vaste basis'{gl,gz}. Neem AEI = a en Agz = b.
Opmerking. GL(2,5) telt 480 elementen, GL(2,2) telt er 6,

Stelling. In V(2,q) geldt, voor alle a # 0 en alle b, dat

{(x,y) | ax® +b =y°} # ¢ .

Bewijs. Als y doorloopt GF(q), dan is 1 + 4(qg - 1) = }(q + 1) het aantal

elementen van GF(q) dat door y2 wordt doorlopen. Als x doorloopt GF(q), dan
doorloopt xz, dus ook axz, dus ook ax2 + b, eveneens j(q + 1) elementen van
GF(q). In totaal zijn er q elementen in GF(q). Voor zekere x en voor zekere

y zijn ax2 + b en y2 dus gelijk.

Opmerking. Deze stelling is de basis voor de theorie der kegelsneden in i
V(2,q). Ook hier wijkt dus V(2,q) af van de theorie in RZ.

V{n,q) := (GF(q))n is de verzameling der geordende n-rijen (xl,xz,...,xn), g

met x. € GF(q), i =1,2,...,n.

Voorbeeld 4. V(3,2) heeft 8 binaire vectoren, met codrdinaten 0 of . Elke

rechte heeft 2 punten. Er zijn 7 rechten en 7 vlakken door de oorsprong.

Voorbeeld 5. V(4,2) heeft 16 vectoren, 15 rechten door 0 en 15 hypervlakken

door 0. Er zijn 35 vlakken door 0. Inderdaad, kies een vector # 0; dit kan
op 15 manieren. Kies een t-reede vector # 05 dit kan op 14 manieren. Echter

15 x 14 is 6 % het aantal vlakken door O.
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§ 6,2. Grafen

4
4
A
i

Definitie. Een graaf (Q,E) is een verzameling Q en een deel E van de verza-

(2)

meling Q der ongeordende paren uit .
Met andere woorden, een graaf is een verzameling van "hoekpunten', waarvan
gsommige paren "verbonden", en andere paren 'niet verbonden'" zijn. De verbin-
dingen heten ook "ribben". Wij beperken ons tot eindige grafen, d.w.z. Q is
een eindige verzameling.

Grafen worden gebruikt bij electrische netwerken, transportnetwerken,
chemische verbindingen, puzzles, spelletjes, kleuringsproblemen, toernceien,
sociale relaties, marketing, groepentheorie, meetkunde, huwelijksproblemen,

telefoonnetten, blokdiagrammen, prioriteitenschema's, hierarchieén, etc., etc.

Voorbeeld 1. De vijfhoeksgraaf en de Petersengraaf:

Een graaf op n hoekpunten wordt beschreven door zijn n x n verbindingsmatrix
A= [aij] met a,. = 0, ;= ! voor verbonden hoekpunten i # j, 85 = 0 voor

niet-verbonden hoekpunten 1 # j.

Voorbeeld 2. In de volgende verbindingsmatrices stelt I de eenheidsmatrix

voor, en J de matrix bestaande uit louter é&nen:

0 1 0 0 i
[ 0 1 () 0 A, |r_
¥
Au t I 0 | ol A]“ 1 s .
00 L0 1 5 5 5 s
10 0 1 0
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Een graaf op n hoekpunten kan ook worden voorgesteld door de karakteristieke
functie van zijn ribbenverzameling, dus door een vector met jn(n= 1) coordi-

naten uit {0,1}.

Voorbeeld 3. De vijfhoeksgraaf en zijn complement worden voorgesteld door

(100110010 1), resp. (011001 1010).

De vectorruimte V{sn{n=~ 1),2) van dimensie in(n-1) over GF(2) stelt

voor de verzameling van alle grafen op n hoekpunten. De optelling in

V(in(n=1),2) vertaalt zich in de "optelling modulc 2" van grafen.

Voorbeeld 4. !

TR

Voorbeeld 5.

Een ster is een graaf waarin &én hoekpunt is verbonden met alle andere, on—

v

derling niet-verbonden, hoekpunten. Bij n punten behoren n sterren. De cor-
responderende vectoren van V(in(n-1),2) spannen een lineaire deelruimte P
op. De vectorem van P corresponderen met de volledige paargrafen: verdeel

de n punten in twee disjuncte deelverzamelingen A en B, en verbind elk punt

van A met elk punt van B.

Een Eulergraaf is een graaf waarvoor het aantal verbindingen in elk

hoekpunt even is. De mod 2 som van twee Eulergrafen is weer een Eulergraaf.

Daarom vormen de met de Fulergrafen corresponderende vectoren van V(in(n-1),2)

een lineaire deelruimte.




.
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Voorbeeld van een Eulergraaf:

§ 6.3. Isomorfismen en automorfiswen van grafen

Definitie, Twee grafen (Q,E) en (R',E') heten Zsomorf, wanneer er een &én-

éénduidige afbeelding van Q op Q' bestaat die E in E' overvoert.

Voorbeeld 1. De volgende grafen zijn isomorf:

Definitie. Fen automorfisme van een graaf (Q,E) is een permutatie van  die

E in zichzelf overvoert.

Een permutatie g: @& =+ @ is een é&n—éénduidige afbeelding van 2 op (. Deze

permutatie is een automorfisme van (Q,E} wanneer geldt:

v (({a®,85) ¢ E) e ({a,8} ¢ E)) .

aefd VBcQ

Twee automorfismen g en h kunnen worden samengesteld tot g o h, dat weer een

automorfisme is. De identiteit is een automorfisme. Hieruit volgt:

Stelling. De automorfismen van een graaf (4,E) vormen een groep, Aut(Q,K).

iflet is duidelijk dat cen praaf en zijn complement dexzelfde automor{ismen-

groep hebben.
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Voorbeeld 2. De vijfhoeksgraaf heeft 10 automorfismen. Dit kan men direct
inzien, maar het volgt ook uit de stelling van Lagrange. Inderdaad, de
automorfismengroep is transitief, en de stabilisator van een punt bevat 2

automorfismen.

Voorbeeld 3. Elke graaf op m £ 5 punten heeft meer dan één automorfisme,

Voorbeeld 4. De volgende graaf op 6 punten heeft slechts .de identiteit als

<

automorfisme:

Voorbeeld 3. De Petersengraaf heeft 120 automrofismen. Wij zullen dit op twee

manieren aantonen.

Eergte methode, met gebruik van de stelling van Lagrange. Aut is transitief
op de graaf, want elk punt is door een automorfisme over te wvoerem in elk
ander. Wij bewijzen dat de stabilisator AutOt van o de orde 12 heeft. Wij
zien direct 3! = 6 automorfismen, door de buren van a te permuteren. Er is
echter behalve de identiteit ndg een automorfisme dat o, B, v en § in zich-
zelf overvoert, namelijk de antipodale spiegeling van de zeshoek. Daarom
heeft Aut 10 x 6 x 2 = 120 automorfismen.

Tweede methode; De hoekpunten van de Petersengraaf kunnen worden opgevat
als de 10 ongeordende paren uit de verzameling van 5 symbolen {a,b,c,d,e},
waarbij twee paren verbonden worden als zij geen symbool gemeen hebben. El-
ke permutatie van {a,b,c d,e} geeft aanleiding tot een automorfisme van de

graaf. Daarom geldt

Aut(Petersen) = Sg ,

met 5! = 120 automorfismen.

Literatuur. R.J. Wilson, Introduction to graph theory, Oliver-Boyd (1972),

]
4
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7.1. Partieel geordende verzamelingen

Een relatie op een verzameling V is een deel van V x V., Een ordenings-

relatie, notatie 2z, is een relatie

(1) cey (X2 X,
(2) Ver Vye\i’ VzeV (((x 2 y)
(3) Ve Yyey ((x29) A (3

Een partieel geordende verzameling

die de volgende eigenschappen bezit:

A(y z2))= (x22)),
zx)) = (x=v)) .

(kort: poset) is een verzameling met een

ordeningsrelatie. Soms stelt men een poset voor door een plaatje met de af-

spraak:

slechts (recht of schuin) verticaal verbonden elementen, en dezelfde

elementen, staan in de relatie

hoger gelegen element = lager

fig. 1 fig.

fig. 4

=

gelegen element.

2 fig. 3

fig. 5
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Een tralie (= lattice) is een poset waarin elk paar x ¢ V, y ¢ V een groot-

ste kleinere x n y € V, en een kleinste grotere x U y ¢ V heeft.

Opmerking. De notatie n en U is zo gekozen dat de huidige begrippen genera-
lisaties zijn van de in hoofdstuk II behandelde doorsmede n en vereniging U

van verzamelingen, zie 7.2, voorbeeld 2.

7.2, Voorbeelden

“Voorbeeld 1. Neem V = N en definieer

v

acN VbdN ((a 2 b): <= (a is deelbaar door b)) .

Dit is een ordeningsrelatie, Blijkbaar geldt:
anb=pggda,b) , a uUb = kgv(a,b) .

De delers van het getal 30 worden voorgesteld door figuur 1. De delers van

lhet getal 8 worden voorgesteld door figuur 2.

Voorbeeld 2. Zij V de verzameling van de deelverzamelingen van een univer-

sum U, Definieer

Vaey Tgey ((A 2 B): = (45> 1)) .

Dit is een ordeningsrelatie. Blijkbaar is A n B de doorsnede, en A U B de

vereniging van A en B,

Voorbeeld 3. Zij V de verzameling van de convexe deelverzamelingen van]Rz.

Definieer

VAGV VBEV ((A 2 B): <= (A > B)) .

Dit is een ordeningsrelatie. In dit voorbeeld is A n B de doorsnede, en

A U B het convexe omhulsel van A en B.

Voorbeeld 4. Zij V =R en zij 2 de relatie "groter dan of gelijk aan". Dit

is een ordeningsrelatie. De getallen 1, 3, 25 en 87 in deze relatie worden

voorgesteld door figuur 2,

L e s AR S S A e
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Voorbeeld 5. Zij V de verzameling van de lineaire deelruimten van een gege-
ven vectorruimte. Zij = de relatie "bevatten als deelruimte". Dit is een or-
deningsrelatie, In figuur | worden voorgesteld de oorsprong O, drie onafhan-
kelijke rechten door O, de drie door de paren der rechten opgespannen vlak-
ken, de door de rechten opgespannen ruimte. In figuur 5 worden voorgesteld

drie verschillende rechten door 0 in een vlak.

Voorbeeld 6. Zij V de verzameling van de punten, de rechten, de vlakken van

de Euclidische ruimte, en de lege verzameling. Zij = de relatie "bevatten".

Dit is een ordeningsrelatie. In figuur 3 wordt het axioma van Euclides voor-
gesteld: in een vlak, door een punt buiten een rechte, gaat &&n rechte, die

met de gegeven trechte niets gemeen heeft, In figuur 4 worden voorgesteld

twee evenwijdige rechten in een vlak, gesneden door een derde rechte.

Voorbeeld 7., Zij V de verzameling der reele functies op R, Laat f = g bete-

kenen

IR (f(x) » gx)) .

Dit is een ordeningsrelatie. Voor de functies e en f zijn de functies e U f

en e n f bepaald door

‘QQR {(e U £)(x) = max(e(x),f(x)), (e n £)(x) = min(e(x),Ef(x))

Voorbeeld 8. Zi) V de verzameling van de ondergroepen van een groep. Laat =

betekenen: "bevatten als ondergroep'. Dit is een ordeningsrelatie. In fi-
guur 5 worden voorgesteld de groep van Klein {e,a,b,c}, en de ondergroepen
{e,al}, {e,b}, {e,c}, {el.

Voorbeeld 9. Zij V de verzameling der punten van RZ, Zij = gedefinieerd door

((a;,a,) 2 (b;b,)): <= ((a; > b))V ({a = b)) A (ay 2by)))

waarin > de gewone ordening van R is. Deze lexicografische ordening is een

ordeningsrelatie.



7.3. Tralies

In 7.1 werd de definitie, en in 7.2 werd een aantal voorbeelden van tralies
gegeven. In een tralie (V,2) wordt het verband tussen de ordeningsrelatie 2,

de grootste kleinere n, en de kleinste grotere U gegeven door
Ve Ygey (x23) <= xny=y) < xuy=xn).
Figuur 3 en figuur 5 tonen aan dat niet in elke tralie geldt:

x,y,zeV (xUuynz)=Gxuy)n(xuz))r{xn(yuz)s=

= (xny)u(xnaz).

Wanneer deze eigenschap wel geldt, dan heet het tralie distributief, zie

figuur 1,

Voorbeeld 4 en voorbeeld 7 (van 7.2) tonen aan dat niet in elke tralie geldt:

(sz)s (XZO),

v
gIEV v;ev 3OeV xecV

met andere woorden, dat niet elk tralie een grootste element I en een klein-

ste element O heeft.

Een gecomplementeerd tralie is een tralie met grootste en kleinste element
gecomp g ,

waarin bovendien geldt:

ey dxrey (xUX =D A (xnx™=0)

In figuur 4 en figuur 2 bestaat wel een grootste en een kleinste element,
maar het betreffende tralie is niet gecomplementeerd. Voorbeelden 1, 2, 5

en 6 (van 7.2) betreffen gecomplementeerde tralies.

7.4. Boole algebra's en Boole ringen

Een Boole algebra is een tralie dat distributief en gecomplementeerd

is,

Voorbeeld 1. Figuur | betreft een Boole algebra, figuren 2, 3, 4 en 5 niet.

P T T D Sy e L
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Voorbeeld 2. De deelverzamelingen van een universum U, met > als ordenings-

i

relatie, vormen een Boole algebra. Inderdaad, de doorsnede n en de vereni-
ging U voldoen aan de distributieve wet; er is een grootste U en een kiein-
ste @; elke deelverzameling A heeft een complement A* dat voldoet aan
AnA" =9, Aua® =u.

Zij (V,z) een Boole algebra. Definieer een optelling en een vermenigvuldi-

ging door

* *
V;EV VbeV (a+b:=(anb)ubnal), ab :t=anb).

De verkregen (V,+, ) is een commutatieve ring, waarin I het eenheidselement,
en 0 het nulelement is, en waarin a + a = 0, Inderdaad, de ringeigenschap-

pen gelden wegens (onder andere)

a+0=(anI)u(@aa)=a, al=anl=a,

(anbn (a* U c*)) u{anchn (a* u b*)) =

o]
o
+
o
9]
il

(anbn c*) v ancnb) =

an(bneyu (enbd)) =alb +c) .

De ring (V,+, ) heeft bovendien de eigenschap dat elk element idempotent is,

dat is, dat

(a2

aecV = a)

geldt.

Een ring met eenheidselement, waarin elk element idempotent is, heet een
Boole ring.

Wij hebben dus bewezen:
Stelling. Zij (V,2) een Boole algebra. Onder

* *
1= 1= b
V;ev VLEV (a+b:={(anb)ubpnay), ab anb)

is (V,+, ) een -Boole ring.

Uit een Boole ring is omgekeerd een Boole algebra te verkrijgen, wegens
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Stelling. Zij (V,+, ) een Boole ring. Onder

\Lgv V%ﬁv (anb:=ab, audb:=a+b+ ab, a =1+ a)

is (V,n,u,*) een Boole algebra.
Bewijs door verificatie.

Voorbeeld 4, (GF(Z))4 is de verzameling der 4-rijtjes van nullen en enen
uit GF(2). De 4-rijtjes vormen een Boole ring onder de componentgewijze op-

telling en vermenigvuldiging mod 2:
a= (1,1,0,0), b = (1,0,1,0), a + b = (0,1,1,0), ab = (1,0,0,0) .

Merk op dat inderdaad geldt a2 = aena+ a=10, met

0= (0,0,0,0) , I= (1,1,1,1) .
(GF(Z))4 is ook een Boole algebra, met 7 3

aub=(1,1,1,0), anb= (1,0,0,0), a~ = (0,0,1,1), b" = (0,1,0,1)

e

o g g e
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Voorbeeld 5. (GF(2))", de verzameling der n-rijtjes van nullen en enen uit
GF(2), is een Boole ring onder de componentgewijze mod 2 optelling en ver-

menigvuldiging:

a+b := (aI + bl geers @ * bn), ab := (alb1 sesesy anbn)mod 2

E]

voor a = (a

],...,an) en b = (b],...,bn). Ook is (GF(2))" een Boole algebra,

onder

(azb): =V (ab; =b)

me: L

(1 + a

at]
i

| 2eres 1 + an), anbs= (a]b1 sr ey anbn) .

aub=2(a" n b*)* =(a, +b +ab ,...,a +b +ab)
1 | 11 n n nn

Voorbeeld 6. Zij P = (p,,...,p_} een verzameling van n elementen. De verza-
—_— ] n 0

meling V der deelverzamelingen van P heeft 2 elementen. V is een Boole al-
gebra onder de relatie -, bevatten.

V is een Boole ring onder de bewerkingen

AB=AnB,A+B=A<:B,

. ce . . n .,
Opmerking. De voorbeelden 5 en 6 zijn isomor(. Inderdaad, (GF(2)) 1is te
beschouwen als de verzameling der karakteristieke [uncties van de deelverza-

meling van P,

Stelling. Een eindige Boole algebra [Boole ringl is isomorf met de Boole al-

gebra | Boole ring | der deelverzamelingen van een eindige verzameling.

Zie L1l, p. 160, voor het bewijs van deze stelling. De stelling spreekt uit
dat de voorbeelden 5 en 6 niet slechts voorbeelden zijn, maar representatief
zijn voor de eindige Boole algebra's. Een gevolg is, dat het aantal elemen-—
ten van een eindige Boole algebra [Boole ringl een macht van 2 is, en dat
eindige Boole algebra's [Boole ringen] eenvoudig te beschrijven zijn met

a~rijtjes van nullen en enen uit GF{2).
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Opmerking. Ook de propositielogica kan worden geinterpreteerd als Boole al-

gebfa. Beschouw de beweringsveranderlijken PysesssP Zij W de verzameling
van alle predicaten die uit PpssessP kunnen worden opgebouwd met de bewer-
kingen A, V, . Twee predicaten L en R heten gelijkwaardig wanneer L ¢ R )
altijd waar is (voor elke substitutie voor pl,...,p“). Dit is een equiva- '%
lentierelatie op W. De verzameling V van alle equivalentieklassen, voorzien ;
van de bewerkingen A, V, —, is isomorf met de Boole algebra gencemd in de \
voorbeelden 5 en 6. Voor het bewijs zie [11, p. 158. Vergelijk ook Hoofd~

stuk I. i ,

T T Y




Opgaven Verzamelingsleer

Hooldstuk L2 Logica

X Bewijs dat de volgende propositievormen tautologieen zijn.

. ((pva)vre) <= (pv(qgVr)).

2. ((pvg)ar) <= ((parx)viganr)).
3..(p A (pq)) < (P Aq).

b Cea ) = (p v Q).

5. (p A (p =2q)) = 4q.

Elektrische schakelingen (opgaven 6 en 7).

Len schakeling bevat, behalve een spanningsbron en een lamp, enige schakelaars.
Afspraak: de schakeling heet "waar" als de lamp brandt.

De schakelaars p, @ en ¥ hebben elk twee standen: waar en onwaar, cofrespon—
derend met 1 of 0.

p en q hebben 1 ingang en 2 uitgangen, terwijl de schakelaar r twee ingangen

heeft, maar 4 uitgangen, die gedeeltelijk met elkaar verbonden zijn.

lamp {I
accu
6.
——e—f o]
0 A
- —f—
p q

Bepaal de propositievorm, behorend bij deze hotelschakeling.
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1amp ||

Bepaal de propositievorm, behorend bij deze drievoudige hotel-

schakeling.

In de opgaven 8 t/m 12 is U de totaliteit der reéle getallen. Onderzoek

voor welke waarde(n) van de variabele(n) de predicaten (of combinaties van

predicaten) waar of onwaar

8, P(x) res (x-2)(x—3)

1

9, P(x) 1 (x-2)(x-3)

10. P(x,y) s x +y =3 |
I'd
Q(x,y) 1 3x ~y =5 |

1A

1l. P(x) :e2x > 0 _
Qx) 1= x 3

12, P{x) :« 0

A

zijn.
x° - 5% + 6.
x2 + x - 6.

onderzoek P(x,y) A Q(x,y).

onderzoek: a) P(x) A Q(x)
b) P{x} v Q(x).

X< 3; Qx) :e¢o 1 S x£5

Onderzoek: a) P(x) A Q(x)
b) P(x) v Q(x)
c) P(x) » Q(x)
d) P(x) = Q(x).

13. Maak met behulp van quantoren de predicaten uit opgave 8 respectievelijk Y

tot ware beweringen,

|
5
*
'>,
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Onderzoek of de beweringen in opgave |4 t/m 17 waar dan wel onwaar zijn.

14,

.Y

2
2 Veer yw &7V
2
B) 3 g Yy &7V
. ; 2
¢) vy(]R '-lxdl{ (x> y)

2
d) ﬂydR VXG]R (x~ > y)

V & VydR ((x+y =3) = (2=3)) .

deR (({x?>x) <= ((x>1) v (z<0))) .

2 = 2 - 4b = 0).
ae IR V£€IR ((axe]R (x* +ax + b 0)) <= (a =09

Schrijf de volgende bewering met behulp van quantoren: "Er is geen

grootste reeel getal',

Schrijf de bewering a:er(P(x)) zonder . teken.
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Hoofdstuk IL: Verzamelingen

In onderstaande opgaven zijn alle verzamelingen deelverzamelingen wvan het

universum U (tenzij anders vermeld).

Bewijs met behulp van waarheidstabellen:

l. (AuUB =4 aB en (A n By =A% u B* .
2. (AuB)Ync=(AnCYu((BnC
Bewijs met behulp van de eigenschappen der bewerkingen:

3. AN (B C)

1

(ANB)u (ANC) .

. (ANBY NC=AN(Bu)

5. An (B\ Q) (AnB)\NC.

6. {((A\NB)\NC)yc (AN (BN C))
7. Als Cc ABn Cc Bdan C < (A n B) .
8. A:i=1{0,1,2,3,4,5,6,7}.
B:={1,3,5,7,8,9,10}.
C:={0,2,4,6,8,10,12}.
Bepaal: (A \ B) \ C; A\ (B \ C);
AnB; (An B) ucC;
(AuC)n(BucC; A+ 3B,
9. Bepaal {xe¢ IR | ((x—1)(x+2) = O) A (x =2 )],

Bepaal {x¢ IR | X2+ x4 1= 0l.

10. De verzameling E der even positieve getallen wordt aldus geschreven:

a) E={xeR | (x=2n) A (ne ).
b) E={2xe R | x e W} .
c) E={xe R ] (x:2) e W} .

Welke van de drie schrijfwijzen is fout? Verbeter de notatie.

11, Schrijf met behulp van de verzamelingsnotatie de rechte in R2 die door

de punten (0,1) en (2,0) gaat.

12. a) Schrijf met behulp van de verzamelingsnotatie de cirkel (in Rz)
met middelpunt (a,b) en straal r.
b) Schrijf met behulp van de verzamelingsnotatie de cirkels die
straal r hebben.

¢) Schrijf met behulp van de verzamelingsnotatie alle cirkels.

e

e Rl T R T

B T

e el e WO o nowe e L
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13. § is de verzameling der vierhoeken.
p " " " " parallellogrammen.
L v " " " ruiten.
R " " " " rechthoeken.
vy T " " vierkanten.

Ga na of de volgende beweringen waar dan wel onwaar zijn:

a) RcP
b) L=>P
c) S cv

d) LNR=LnR,

14. U is het universum; A:={x e U | A(x)}; Bi={x e U [ B(x)}
Er zijn "vertalingen' mogelijk van predicaten met A(x} en B{x) in de
taal der verzamelingen.

Onderzoek de onderstaande vertalingen op juistheid:

a) Vv [fA(x) = B(x)) 1 AcCB
Xe

b)Y Y fAGX) < B(x)) ; A=B

e} 4y A > B(x)) 5 (A B) #FU .
XL

15. Vertaal de volgende zin:

"Opdat x positief is, is het niet voldoende dat x? positief is." .

16, Schets {(x,y ¢ IR2 | (x # 0) = Vhenq(-n|x| Sy + |x[ =M} .
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Hoofdstuk ITI: Afbeeldingen en relaties

1.

4,

Bewijs de wvolgende eigenschappen van het Cartesisch produkt:
a} b x (VnWwW (U x V) n (U x W)
b Ux (Vuw (U x V) u (U x W).

il

Als U:=V n W, bewijs dan:
a) U x U= (VxV)n {(WxW
B) U x U= (VxW n(Wx7V).

V is ecen verzameling en P(V) is de verzameling van alle deelverzamelingen.

Onderzoek of de volgende uitspraak juist is:

VAeP(V) VBEP(V) ((Ax B =B xA) < (A=18)).
A:=1{1,2,3,4}; B:={1,2,3},

Zij F een deelverzameling van A x B, gegeven door:
F={(1,1), (2,1), (3,2), (4,3)}.

a) Bewijs dat F een afbeelding van A in B is.
b) Is de afbeelding op?

¢) Is de afbeelding é&n-&&nduidig?

d)} Bepaal F‘ﬂ({l}).

1 en m'zijn rechten in het platte vlak. Aan elk punt P van 1 voegt men

zijn orthogonale projectie op m toe. Onder welke voorwaarde is deze

toevoeging een @&n-&énduidige afbeelding van | opmenwat is dan de inverse?

Schets de volgende deelverzamelingen van IR en onderzoek welke afbeel-
dingen van R in R zijn:

a) {(x,x*+1) | x ¢ R}
b) {(x,x2) | x e R}
e) {(x,/x%+1) | x ¢ R}
d) {(x,y) « B? | |x+y|
e) {(x,y) ¢ R? | x2+y2

1}
1}.

]

Onderzoek of de volgende deelverzamelingen van IR® afbeeldingen zijn
van R in IR:

a) {(x3,x) | x ¢ R}

b) {(x%,x) | x ¢ R}
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8. Voor een vaste a € B2 wordt de afbeelding T : R? + TR? aldus gedefi-
= a

-

nieerd:

¥ =
'}"(E ]R2 (Té 2-( E + é)'

a) Bewijs dat Ta één—éénduidig en op is.
b) Bewijs dat T - T .
a -a

9. A is een lineaire afbeelding: ] > RZ, gegeven door:

1 -1

= 2
o = G

A 4

y e a (D=
a) is A @én—éénduidig?

b) Bepaal A+({(z)}) i

10. Een afbeelding F: R’ »~ R? wordt aldus gedefinieerd:
v =
(X,Y)E ]~R2 (F(X-Y) (XSO))'
Is deze afbeelding é&n~€énduidig? Is de afbeelding op?
tl. Een afbeelding F : R? + R wordt aldus gedefinieerd:
v = x).
(x,y) ez FO0¥) = %)
Is deze afbeelding &én-éénduidig? Is de afbeelding op?

12, A={xeR |1 <x<2}enB={xeR|x=-1h
Geef een één—éénduidige afbeelding van A op B.
13. F is een afbeelding BRZ - ¢, gedefinieerd door:

V(x y) e R2 FGy) = x 1),

Is deze afbeelding &én—&énduidig? Is de afbeelding op?

4. G is een afbeelding: {(x,y) e R*x IR | 0 <y < 1} » €, gedefinieerd door:

_ 2riy
V(X,y)dR)dR (G(st) = xe ) .

Is deze afbeelding é&n-8énduidig? Is de afbeelding op?
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6.

17.

18.
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F is een afbeelding van A naar B; A, ¢ A; A, c A; B, ¢ B; B_ < B.

1 2 1

Bewijs dat

a) F(Al U A2) = F(Al) u F(Az).
b) F(Al n AZ) < (F(A]) n F(Az)).

) 1?*7(31 y B, = F+(Bl) U F+(Bz).

+ a <
d) F (B1 n B2) F (B])er (B2).

e} Zoek een voorbeeld waaruit blijkt dat inb) de inclusie echt kan zijn.
F is een afbeelding van A naar B; A1 c Aj; Bl c B.
Bewijs dat

a) F’"(F(Al)) 5> A

1

b) F(F+(B])) < B,

c) Zoek bij a) enb) voorbeelden waaruit blijkt dat de inclusies echt

kunnen zijn.

De afbeelding F: IR - R? wordt gedefinieerd door:
VxeR (F(x) = (x+1,2x))
en de afbeelding G : R2 + R wordt gedefinieerd door:
v G(x,y) = v).
(x,y)em2( (x,¥) = y)
Bepaal (G » F)* ({x | 0=x<2}) .

F is een afbeelding IR -+IRZ en G een afbeelding R ~IR?, gedefinieerd

door:

VXEIR (F(x) = (x,x2)) ;

v (G(x)

< R (%?,x)) .

Onderzoek of de volgende bewering waar dan wel onwaar is:

4 -+
Yaer (6 (F(A)) = F (G(A))).

F is een één-&énduidige afbeelding van A op B;
G is een &&n-&&nduidige afbeelding van B op C.
Bewijs dat G o F een &&n-&&nduidige afbeelding van A op C is en bewijs

ook dat (G o F)”] = F_1 ° G_l.
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21,

22,

23'

24.
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2 2 2

V= {{x,y) e R | x° - y“ = 0} .

F is een afbeelding : V » HRZ, gedefinieerd door

V(X:Y)GV(F(X’Y) i= (ex+y’ex—y))

a) Bepaal en teken F(V).

2

b) Bepaal en teken F+(w) voor W = {(u,v) ¢ R < uv < e} .

1
e
c} Onderzoek of F @én-&&nduidig is.

Bewijs met behulp van karakteristieke functies dat voor de verzamelingen
A en B geldt:

a) Als A y B = B dan is A < B.

b) Als An B = A dan is A < B.

c) AN\ (B \ A) = A,

Zij A een niet-lege deelverzameling van een universum U.

We definieren een relatie aldus

s ((x ~y) i (xA(X) =X, .

xelU vyeU

Bewijs dat dit een equivalentierelatie is en bepaal de equivalentieklassen,

In Z wordt een relatie gedefinieerd:

. 2 _ 2
Van Vbez((a b) & (a” + a=Db"+ b)) .

Ga na of dit een equivalentierelatie is en 20 ja, bepaal de equivalentie-

klassen.

V is de verzameling van alle reele functies op het interval [0,1].

Een relatie wordt aldus gedefinieerd

erV VgeV((f ~g) e (f - g is continu op [0,11)) .

a) Bewijs dat dit een equivalentierelatie is,
b) Bewijs dat de functies die continu zijn op [0,1] juist een equiva-

lentieklasse vormen.
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26.

27.

28.

29.

30.
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2 . ..
Op R™ \ {(0,0)} wordt de relatie ~ gedefinieerd door

L3

Via, by eR A\ 10,001 Y(e,d)er 2\{(0,0)) (((@sD) ~ (e,d)) & (ad

a) Bewijs dat ~ een equivalentierelatie is.

b) Bepaal de equivalentieklassen,

Beschouw de verzameling van kwadratische vormen in x van de gedaante
ax? + bx + ¢, waarbij a, b, c en x elementen van GF(2) zijn.

Twee kwadratische vormen staan in relatie als hun nulpuntenverzameling
in GF(2) dezelfde is.

Onderzoek of dit een equivalentierelatie is en zo ja, bepaal dan de

equivalentieklassen.

a) Bepaal {x € GF(3) [ x2

+
"
+
it
o
o}

b) " {xekZ | % -2-=0}
¢) " {xeR | x2 -2 =0}
d) " {x e GF(7) | %2 - 2 = 0},

Ontbind in faktoren: x> + x2 + x + | als de nulpunten respectievelijk

elementen zijn van IR, €, GF(2) en GF(5).

Beschouw de lineaire ruimte van dimensie 2 over het lichaam GF(5).
a) Hoeveel punten telt deze ruimte?

b) Hoeveel punten bevat een rechte door 07

c) Hoeveel rechten door O zijn er?

d) Bepaal voor elk element g van GF(5) de punten van de ruimte die

liggen op de kromme, bepaald door x!2 +x.2 = q.

2

Als opgave 29, maar nu over GF(p}, waarbij p oneven priem is.
Beantwoord de vragen a t/m c.
Bewijs dat voor elk element q van GF(p) er minstens &&n punt is dat op

de kromme bepaald door x]2 + x22 = g ligt.
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Hoofdstuk IV: Groepen (deel 1)

V is een niet-lege verzameling. P(V) is de verzameling van alle deelverzame—
lingen van V.

In P(V) beschouwen we achtereenvolgens de operaties:

a) n

b) u

e) \

d)

Ga na welke van deze operaties commutatief zijn, welke associatief.

Ga na in welke gevallen er een eenheidselement is en welke elementen in

deze gevallen een inverse hebben.

IR+:={xe]R|x>0}.

In R+ beschouwen we de operatie g: R xm" » ]Rf, gedefinieerd door:

+

@((a,b)) =

o |—
[=al

.. + . . . ,
Bewi]s dat (R ,¢) een commutatieve semi—groep is. Is er een eenheidselement?

. We beschouwen de verzameling R3 met als operatie het vectorproduct.

a) Is dit product associatief?
b) Is het product commutatief?

¢) Heeft ( R3,x) een eenheidselement?

Z+ :={x € E | x > 0}.

a 0

+ +
0 b] | aeZ, beil.

Vo= {[

In V wordt de matrixvermenigvuldiging als operatie gedefinieerd.
Bewijs dat (V, ) een commutatieve semi-groep is. Is er een eenheidselement?

Welke elementen hebben een inverse?

a 0 + +
-V=={Lg JlacZ,ber ).

0 a
0 b

In V u W wordt de matrixvermenigvuldiging als operatie gedefinieerd.

W= gL i} | ac &+, b e z+}.

Bewijs dat (V U W, ) een semi-groep is. Is hij commutatief? Is er een een-—

heidselement?Zijn er elementen met een inverse?
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. Bewijs dat (Z mod 8, )} een commutatieve semi-groep is met eenheids-

element, Welke elementen hebben een inverse?

m € IN. Beschouw voor | £ i £ m de verzameling

M

A, ;= {xeZ | x

i i (mod m)}.

zij W={A; | 1 =i <ml

Op W wordt een operatie * gedefinieerd door:

(A, « A, = {x e & | x =1ij (mod m)1}).

VAiew VA,jew i A

a) Bewijs dat (W,*) een semi~groep is.

b) Als g.g.d. (i,m}) = |, dan is g.g.d. (x,m) = | voor
Bewijs dit.

c) zij W'= {A; €W | g.g.d. (i,m) = I},

Bewijs dat (W',*) een Abelse groep is.

In Z wordt een operatie x gedefinieerd door

V;EE VS&E (axb=a+b~-2).

Bewijs dat (£,*) een Abelse groep is.

Onderzoek welke van de volgende verzameling met operatie groep zijn.

a) (x+yv2 | x¢Q, yveql, +)

b) ({x+y Y2 | x€Q, yeQq, xy #0}, )

.V ={(a,b) | ae GF(3), b e GF(3), (a,b) # (0,0)}.

In V wordt de operatie » aldus gedefinieerd:
{a,b) % (c,d) = (ac + 2bd, ad + be).

Bewijs dat (V,*) een commutatieve groep is.

De wortels van de vergelijking 2™ = i (in €) vormen een multiplicatieve

groep die isomorf is met (£ moed n,+).

Bewijs dit.

Bepaal de groep der symmetrieen van een gelijkzijdige driehoek en maak

de groepentabel. Bepaal alle ondergroepen,

alle x in A,,
i

i G T ey

v K T
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13, Voor 1 = 1,2,3,4 1is fi een afbeelding van R\{0} op R\{0}, gedefinieerd
door

n3 By(x)y = mxg f (%) =~
Op de verzameling V = {fl’fz’f3’
deoor

£L00 = x5 £,(x) = !

M-

Y oem ((F * £)x = £,(£;x)).

f4} wordt de operatie * gedefinieerd

Bewijs dat (V,*) een groep is. Met welke groep is deze groep isomorf?

. 1
De machten van de permutatie {

2345 6) VOYMen een groe
345612 Brocp.
Bewijs dit en zoek een groep die isomorf is met deze groep.

G is een verzameling met de productoperatie *
Er is gegeven dat:

1) * is associatief.

v = .
2) ae£eG aeG (ER *a a)

_l _
NVedo (@ *a=ep.
a2 eG

Bewijs dat

a) e, ook rechtereenheidselement is, d.w.z.
v * =
acG (a €2 a) ,

b) er precies &&n eenheidselement is,

-1 . .
c) a, ook rechter inverse is van a, d.w.z.

-1
* =
acC (a a, e),

d) elk element precies &&n inverse heeft.



- /] -

Hoofdstuk IV: Groepen (deel 2)

(1 23 123

Zijn a en b elementen van een groep (G, ) dan hebben ab en ba dezellde

orde. Bewijs dit.

Zijn a en b elementen van een groep (G, ), a van orde m en b van orde m,
dan is de orde van het element ab een deler van mn als gegeven is dat

ab = ba. Bewijs dit.

Een cyclische groep (G, ) met een niet eindig aantal elementen is iso—

morf met (Z,+). Bewijs dit.

Elke ondergroep van een cyclische groep (G, ) is ook cyclisch.

Bewijs dit.
Bepaal alle ondergroepen van { & mod 24,+).

a) Zijn (A, ) en (B, ) ondergroepen van (G, )}, dan is ook (A n B, )

ondergroep van (G, ). Bewijs dit.

b) Zijn (A, ) en (B, ) normale ondergroepen van (G, ) dan is (A n B, )

ook normale ondergroep van (G, ). Bewijs dit.

Zij (G, ) een groep en (H, ) een ondergroep.

In G wordt de relatie gedefinigerd:
v v ~ ) = (x ]

a) Bewijs dat dit een equivalentierelatie is.

b} Bewijs dat aH de equivalentieklasse van a is (a ¢ G).

Is H ondergroep van G, dan heet Ha een rechter nevenklasse van I,
al een linker nevenklasse wvan H.

S3 bevat als ondergroep de groep H, bestaande uit de elementen

| 2 3) en (2 : 3). Bepaal de rechter en de linker nevenklassen van H.
Is (H, ) een ondergroep van (G, ) dan geldt:

v =
acg 'beg (HaHb Hab) dan en slechts dan als H normale ondergroep

van G is. Bewijs dit.
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10. 1s Sn de symmetrische groep van de permutaties van n elementen, bewijs

dan dat deze een ondergroep heeft die isomorf is met S—1°

1. a) Zij H een ondergroep van S, die isomorf is met S4+ Bepaal de linker-
en de rechter-nevenklassen van H,

b) V4 is de permutatiegroep van de symmetrieén van een rechthoek. Bewijs

dat V4 isomorf is met een normale ondergroep van S

¢) Bewijs dat 84/V4 = 5

X
3

12. Bewijs dat een groep waarvan de orde oneven is geen element heeft van

orde 2,

13. Is (G, ) een groep, a €« Gen H= {x ¢ @ | Xa = ax}, bewijs dan dat (H, )

ondergroep van (G, ) is. Is (H, ) noodzakelijk commutatief?

14, (H, ) en (K, ) zijn normale ondergroepen van (G, ) z& dat Hn K = {e}
(e is eenheidselement van G).

Bewijs dat

VheH VkeK(hk = kh} .

d

a b
H := {[9 QJ € G| ad - be = 1},

a) Toon aan dat G met de gebruikelijke matrixvermenigvuldiging een groep is.

15, G := {{% © | ac?2, beZ,ce,dez, |ad-be) =1}
C

b) Bewijs dat H een ondergroep is van G.

c) Laat zien dat H een normale ondergroep is van G.
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Hoofdstuk V: Ringen en lichamen

V is een niet-lege verzameling, P(V) de verzameling van alle deelverzamelingen
van V.

Bewijs dat (P(V), + , n ) een commutatieve ring met eenheidselement is.

a) (R, +, ) is een ring en S een niet-lege deelverzameling van R.

(S, + , ) is een onderring van R dan en slechts dan als:

L4 v - - -
acS beS ((a—be8) A (abeS)). Bewijs dit

b) Indien (R, + , ) een lichaam is en S een niet-lege deelverzameling van R,
stel dan zelf denodige en voldoende voorwaarde op voor de uitspraak:

S is deellichaam van R.

Zijn (S!, + , ) en (32, + , ) twee onderringen van de ring (R, + , ) dan

is ook (S] n SZ’ + , ) onuerring van (R, + , ). Bewijs dit.

Vv = {[3 g] | ac& bei}; + is de matrix optelling, * de matrixvermenig-~

vuldiging.

a) Bewijs dat (V, + , * ) een commutatieve ring is met eenheidselement.

b) Is I = {[g 8] | a ¢ 2}, dan is (I, + , * ) een ideaal van (V, + , * );

bewijs dit.
¢) Bewijs dat V/I isomorf is met de ring der gehele getallen.

Bepaal alle idealen in de ring (£ mod 18, + , ) en de bijbehorende factor-

ringen. Welke hiervan zijn lichamen?

Zij (R, + , ) een lichaam. Bepaal alle idealen van R.

7. Zij (R, + , ) een ring met eenheidselement zonder nuldelers, d.w.z.:

8.

Vog Voo ((ab = 0) = ((a=0) v (b =00,

Heeft R eindig veel elementen, dan is R een lichaam. Bewijs dit.
In IR xIR worden twee bewerkingen gedefinieerd, nl. ® en % door:

V(a,b)e R? V(C,d)e Rr2 ((a,b) ® (c,d) := (a*c, b+d))

V(a b)e R2 V(c d). ]2 ((a,b) % (e,d) := (ac-bd, betad)).

Bewijs dat (IR xR, ® , » ) een lichaam is dat isomorf is met (, + , ).

P
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Beschouw de polynoomring ( RLx1,+, ).

2

a) Bewijs dat x° + 1 irreducibel is in R{x].

b) Zij I het ideaal{r(x)(x2+]) | r(x) eR[x]}.

Bewijs dat (IR[x]1/I, + , )} een commutatief lichaam is.

c) Bewijs dat het lichaam uit b) isomorf is met (€, + , ).

. Bewijs dat ({a + bv¥2 | a €@, be Qly, +, ) een commutatief lichaam is.

Beschouw de polynoonmring (@ [x], +, ).
a) Bewijs dat x% - 2 irreducibel is in @[x].

b) Zij I het ideaal: {r(x)(x®-2) | r(x) e @lx]}.
Bewijs dat (Q[x1/I, + , ) een commutatief lichaam is door een isomorfie

met het lichaam in opg. 10 te zoeken.

. Zij (R, + , ) een commutatief lichaam van de karakteristiek p.

a) Bewijs:

Pp_ _P p
VaER vLeR ((a+b)™ = a” + b") .
b} Bewijs:
v VY )P = aP - P
acR "per (87D = a” = b7).

Bewijs gat elk element van het lichaam GF(pk) oplossing 1s van de verpelij-—
king x¥ - x = 0.
Onderzoek in (GF(2)[x], + , ) het al of niet reducibel zijn van de poly-

nomen:

a) x> + x + 1

b) x* + x3 + 1

ey xM + x2 + 1.

Beschouw de polynoomring (GF(2)[x], + , ).

a) Bewijs dat alle irreducibele polynomen van de graad 4 delers zijn van
x13 + 1.

b) Bewijs dat de onder a) genocemde polynomen in (GF(2*)[x], + , ) te ont~

binden zijm in factoren van de eerste graad.
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a) Bewijs dat x% + 1 in (GF(3)[x], +, ) irreducibel is en construeer het
lichaam GF(3%).

Zij o een primitief element van CF(32).

b) Ontbind in GF(3)[x] het polynoom x“ + 1 in twee irreducibele polynomen en

toon aan dat o een nulwaarde is van &&n van deze factoren.

Zij o een primitief element van GF(27).

Bewijs dat (x-02) (x—08) (x~a18) een polynoom is in GF(3){x] en dat dit polynoom

een irreducibele factor van 1 + x + %2 + ... + x!2 is.
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Hoofdstuk VI: Vectorruimten over GF(q), grafen

a)

b)

Beschouw V(2,5), de vectorruimte van dimensie 2 over GF(5). Z1j de rech-

te % gegeven door & = {x ¢ V(2,5) | aAeGF(S) (x = R(:))].

i) Bepaal de punten op £.
ii) Bepaal een parametervoorstelling van de rechten die evenwijdig aan ¢

zijn en geef aan welke punten erop liggen,
Zij % een rechte in V(2,q), (g = Pk, p priem).

i) Bepaal het aantal rechten in V(2,q) die evenwijdig aan 2 zijn.
ii) Wat is het verband tussen dit aantal en het totaal aantal rechten in

v(2,q)?

Beschouw V(3,q), de vectorruimte van dimensie 3 over GF(q) (q = pk, p priem).

aj
b)

¢

d)

e)

a)

b)

c)

a)

b)

c)

Bepaal het aantal rechten door een gegeven punt.

Zij W een vlak in V(3,q). Bepaal het aantal rechten in W die door &én
punt van W gaan en bepaal het totaal aantal rechten in W.

Bepaal het aantal vlakken in V(3,q) door een gegeven punt.

Bepaal het aantal vlakken in V(3,q) door een gegeven rechte £,

Bepaal het totaal aantal vlakken in V(3,q).

Bepaal de verzameling C := {(x,y) e V(2,7) | x2 + y2 = =3}.

Beschouw alle rechten door (2,0) ¢ C.

Toon aan dat er &&n rechte door (2,0) is die "de cirkel C" in &&n punt
"snijdt" en dat de overige rechten C in twee punten "snijden".
Beschouw alle rechten door {0,0). Welke rechten hebben 0,1 of 2 "snijpun-

ten" met C?

{(x,y) € v(2,5) | x2 + y2 = 1}.

Laat zien dat een rechte door (0,1) € C, de "cirkel C snijdt" in é&é&n of

Bepaal de verzameling C

twee punt(en).

Welke rechten door (0,2) snijden C in respectievelijk 0,1 of 2 punten?
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. V(3,4) is de vectorruimte van dimensie 3 over GF(4) met

GF(4) = ({0,a,0+1,1},+(mod 2),(mod 2), - (mod 2,mod(a2~+u-+1)))

o 1 0

: x
a) Vliak W: |y| = 1 + A|0| + platl|, A,u e GF(4).
Z o+l o 0
X 0 (1
b) Rechte &: |y| = 0 + via+li, v ¢ GF({4)
z g+l .

Onderzoek of £ evenwijdig is aan W en zo niet, bepaal dan het snijpunt van

% en W,

b} A: V(3,4) > V(3,4) is een lineaire afbeelding met matrix (t.o.v. een ba-

sis)
1 o 0
A= ja+l 0 o
0 at+l 1

Laat zien dat de beeldruimte van A een vlak W' evenwijdig aan W is en dat

de nulruimte van A een rechte &' evenwijdig aan & is.

. Aen B zijn lineaire afbeeldingen V(2,5) -+ V(2,5) met matrices:

a) Onderzoek of A en B reguliere afbeeldingen zijn.
b) Bepaal de beeldruimten en nulruimten van A en B.

c) Bepaal de eigenwaarden en eigenruimten onder A en B.

X
d) Bepaal het beeld van {( ] ! x2 + x2 = 0} onder A en B,

1
X, i 2

. A: V(3,3) » V(3,3) is een lineaire afbeelding met matrix
10 2

A= |2 1 0

0 | 1

a) Toon aan dat A een reguliere lineaire afbeelding is.

b) Bepaal de matrix A van de inverse afbeelding ATl

c) Bepaal de eigenwaarden en elgenvectoren van A,
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In V(2,3) worden een optelling ® en vermenigvuldiging @ gedefinieerd door
Y, ev(2,3) Ve, 0eu(z, 3 ((@P) @ (ed) = are, brd),

(a,b) @ (c,d) := (ad+bec, bd~- ac))

a) Toon aan dat (V(2,3),%,8) een lichaam is met 9 elementen (GF(9)}).

b} Laat zien dat (V(2,3),®,8) isomorf is met (GF(3)[x]/I,+, ) waarbij

I = (rx)Z+1) | £(x) e GF(3)[x])

. V(2,9) is met de optelling & gedefinieerd door

V(a0 ev2,q) Ve, d)v(z,q) ((HP)® (ed) i=(ave, brd))
een commutatieve groep.
a) Zij (v,w) ¢ V(2,q9).

W= {(x,y) €V(2,q) | HAeGF(q) (%,v) = A(v,w)} .

Toon aan (W,®) is een normale ondergroep.

b) Bepaal de factorgroep V(2,q)/W.

Bepaal het aantal automorfismen van de volgende grafen (of hun complement):

a) b} c)

d) e)

Bedenk een graaf met 6 punten die als enig automorfisme de identiteit heeft

(zie ook in de syllabus, § 6.3).
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Bewijs dat in een tralie T geldt:

a) V;ET (x nx=x)
b) VxeT (xUux =x).

Bewijs dat in een tralie T geldt:
a) e VyeT (xn (xUy)=x)
b) VxeT VyeT (xu (xny)=x).
Bewi}s dat in een tralie T geldt:
VxeT VycT VzeT {xn(ynz)=
xeT VYET VzeT xulyvue s

Als x n y de ggd er x U y het kgv is van de natuurlijke getallen x en v,

bewijs dan:

a) V;aN V&ém Vsz (xn (yuz)

b)

deN vyéN Vsz (xu {(yn =)

If

Bewijs dat in een Boole algebra V geldt:

v . -
KV i . {(x ux
X cV

. Bewijs dat in een Boole algebra

V oV (an b=

a) aev "bey ‘420 N
*

b) v v ((a U b) =

acV  beV

*
I, xnx

geldt:

(xny)nz)

(x vy)uz

(xny)udxnz)

(xuy)n (xuz))

0)
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7. In een Boole ring B geldt:

a) VaeB (a +a=0)

v = .
b) VaeB beB (ab = ba)
8. a) Is V een niet-lege verzameling en P(V) de verzameling van alle deelverza-
melingen, dan is (P(V),:,n) een Boole ring.
Bewijs dit.
b) Definieer op P(V) de operaties A en v door

VaeP(V) VbeP(V) (aAb:=anhb)

VaeP(V) VbeP(V) (@vb:=aib:(anbd))

*
acV (@ =V +a)

dan is P(V),A,v,*) een Boole algebra onder o.

Bewijs dit.

9. Bewijs dat het aantal deelverzamelingen van een verzameling met n elementen

2[1

is.
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