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1. Inleiding

In dit college worden gehele, rationale en reéle getallen bestudeerd,
er wordt meetkunde op de reéle rechte bedreven, zulks in verband met
bijv. de begrippen rij, convergentie en continuiteit. De Riemann~integraal
en de e-macht zullen op een "nette" manier worden gedefinieerd.

Als hulpmiddelen gebruiken we de begrippen afbeelding, samengestelde
afbeelding, injectie, surjectie, bijectie en inverse afbeelding
(alles te vinden in het dictaat verzamelingsleer I). |

Wellicht ten overvloede enige opgaven:

1.1 £: B + R is de afbeelding gedefinieerd door:

v (E{x):= x(x~1){(x+1)).
x<R :
&) bewijs dat f niet injectief is
b) bewijs dat f wel surjectief is.
+ +
1.2 R :={xeR | x>0} Q:={xe@| x>0}
Onderzoek de volgende afbeeldingen op injectiviteit en surjectiviteit:

a) f£: R-—-r ]R+u {0} met vxe]R (f(x) = xz).

+ + 2
b) gt R -+ R nmet VerR"' (g(x) x7)

c) h: @ + " met VX€Q+ (h(x) = x2)

1.3 De afbeelding £: ]R2 +> Rz » gedefinieerd door: v(r,q:)ele (f(r,9):=

= (r cos ¢, r sin ¢))voegt aan de poolcoordinaten van een vector

in het platte vlak zijn rechthoekige codrdinaten toe.

a) Bewijs dat f wel surjectief maar niet injectief is.

b) Bepaal een deelverzameling P van ]R2 » 20 dat de bedoelde afbeelding,
beperkt tot P, bijectief is.

c) Bepaal van de onder b) bedoelde afbeelding ook de in?rerse.

1.4 Laten £: R -+ R en g: R + R gedefinieerd zijn door:

Vxe Rt

‘ 3
(f{x)= In X) en Vxe]R (g(x) = x7).
a) Bepaal: g o f: R" + R.

b) Bewijs dat g ¢ f bijectief is en bepaal (g o f)*l'.



Tevens worden vaak gebruikt de begrippen: relatie, equivalentierelatie,
equivalentieklasse en de notaties. ¢, W, Z, §, R, €, <, <, n, U, enz. 3
T.a.v. U en n hebben we behoefte aan enige uitbreiding. Laat X ("universum') y
en A ("indexverzameling") verzamelingen zijn; laat voor iedere o ¢ A

een deelverzameling V, van X gegeven zijn. Dan is

. . . .
aYa Va. {x ¢ X [ EGEA (x e Va)} (de vereniging der Va s)

- 1oy,
en GZA Vu. {x ¢ X | VueA (x € Va)}‘ (de doorsnede der Va s)

Is A = N, zodat de Vu's een rij verzamelingen vl’VZ"' vormen, dan wordt de

notatie v V_ resp., n V..

neN ® nell "
Is A= {i,...,n}, zodat we n verzamelingen VI’i"’Vn hebben, dan gebruiken
n 41
we de notaties u V, en n V,. Merk opdat u V. =V uV,_ en
k k k 1 2

2 k=1 k=1 k=1

n v =V nV,.
k=1 k 1 2

Voorbeeld. X:= R, A= {x ¢ R | 0 < x < 1}. Voor alle x uit A
1
1.

definieren we v = {yeR | xsyc« -

Nuis n V = {1}, Ga dit na.
X
el

Oggaven:

A
"
1A

1.52ij V. :={x e R | ~ -l-}metne]N.
n n

Bepaal ~n Vn.
nelN

1.6 Ji={xe R | - % < x < %J. Bepaal U {tan x}.
xeJ

Van de elementaire analyse worden gebruikt de notaties (a,b), [a,b),

[a,b], [a,~) enz. voor intervallen,terwijl de begrippen rij, convergentie,

continuiteit en de hoofdzaken van de differentiaal- en integraélrekening'

bekend worden ondersteld (wiskunde [0). .J
Anders dan U tot nu toe gewend bent, wordt in dit college de nadruk :

gelegd op de begripsvorming, terwijl de techniek niet zozeer aan de orde komt.

Speciale aandacht vragen we voor het principe van volledige inductie:

(nc A=n+l ¢ A) dan is A = N,

Zij A c N. Als geldt: 1 ¢ A én VnEIN

e,



-3 - ) ,}
Voorbeeld: Beschouw een rij getallen a,a

greve -

n
We definilren J a, als volgt:

k=1

) D)
a, = a, én = + a .
O T P T e

k=1

o
Met het principe van volledige inductie is nu z a, voor allene N
1

gedefinieerd. k=

Zij A(n) een bewering over een natuurlijk getal n. Wanneer we willen aan-

tonen dat A(n) waar is voor alle n ¢ N, kunnen we vaak een bewijs door

volledige inductie geven. We tonen dan:aan:

1°). A(l) is waar

20). uit de waarheid van A{n) volgt de waarheid van A(n+l) {(n ¢ IN).
(A(n)). Immers: zij A:= {n ¢ N | A(n)}. Dan geldt :

Hieruit volgt al: Vneni

1 € A en Vnenq (n € A=n+l € A). Volgens het principe van volledige
inductie is dan A = IN.

Opgaven:
1.7 2ij a ¢ R, v ¢ R, Van een rij getallen tl,tz,.. is gegeven t] = 3

en t = tn + v {ne W),

n+l
a) Bewijs dat t_ = a + (n~1)V.

n
b) Als Sn = ti, bewijs dan dat Sn = %vn2 - } vn + an.

Pt

i=1

1.8 Bewijs dat 2zn = n2 + 3 voor alle n ¢ W.

Het principe van uitgebreide volledige inductie luidt als volgt:

Zij B c N terwijl B twee eigenschappen heeft:
1°y. 1 ¢ B
20). Als {1,2,...,n} ¢ B, dann + 1 € B, {n e W),

Dan is B = NN

Bewijs: Zij A = {n ¢ IN I {1,2,...,n} < B}.

Dan geldt 1 ¢ A en, op grond van 20, neA=n+1]¢A,

Het principe van volledige inductie geeft nu: A = IN, zodat voor alle
ne N geldt {}1,2,...,n} © B en zeker n ¢ B. Dus W< B; ook B ¢ N en dus
B=N. ' u;




OBgave:

im

1.9 Van een rij getallen (an)nGIN 1s gegeven

=(1+f5_)n+(l—/§)n (m e N).

n 2!1

.. - + ]
a.) Bewijs dat 3,0 = a . ta (n e W)

b) Bewijs dat a € N (ne IN).

Als voorbeeld behandelen we nog:
Stelling: Is Vc N, V # @, dan heeft V een kleinste element.
Bewijs: Stel V heeft geen kleinste element. Dan geldt met v = W\ V:

19. 1 ¢ Vdus 1 ¢ v* (anders was ! kleinste element)

2°. Stel voor n ¢ N dat {1,2,...,n} c V', dus 1 ¢V, 24 V,...,n ¢ V.
Dan geldt ook n + 1 ¢ V (anders was n + | kleinste element) zodat

n+lev,
Het principe van uitgebreide volledige inductie {(toegepast op vY) geeft

nu V= IN ofwel V=@ .
Tegenspraak. Dus V heeft wel een kleinste element.
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2. Machtigheden

In dit hoofdstuk beschouwen we niet-lege verzamelingen U,V,W,...

Zij U = {al,...,a lenV = {bl,...,b }. Wanneer n = m, dan bevatten U en
V evenveel elementen; we zeggen dat zij gelljkmachtlg zijn. Ons doel

is eerst het begrip gelijkmachtigheid algemener in te voeren, zonder
van de aantallen elementen gebruik te maken. Hierdoor wordt het een

~ begrip dat ook zinvol is voor "oneindige" verzamelingen.
Def. U ~ V betekent dat er een bijectieve afbeelding U + V bestaat.

Voorbeeld 1. W ~ Z.

Beschouw n.l. f: N -+ Z, gedefinieerd door

~i(n-1) als n oneven

f(n) =

in als n even.

Voorbeeld 2.

[0,1] ~ [3,5]. Beschouw n.l. de afbeelding f(x):= 2x + 3.

Voorbeeld 3.
Voor {1,2,3} en {3,5,11,19} bestaat de relatie ~ niet.

Voorbeeld 4.
Ook voor N en R bestaat deze relatie niet. Wel hebben beide wver-
zamelingen- oneindig veel elementen, maar er bestaat geen bijectie

N -+ R. Stel n.l. dat er wel &&n was, zeg ¢, dan zou gelden:

R = {¢(1), 9(2), ¢(3),--°-}-

Een reéel getal is te schrijven in de gedaante b0 + 0, b1b2b3 .

met kb e‘Z,bl,bz,... e {0,1,2,3,...,9}. Deze decimale schrijfwijze
is echter niet steeds eenduidig. Zo is 36,12 = 36 + 0,12000.... maar

ock 36,12 = 36 + 0,11999..... In zo'n geval zullen we voor de notatie

met nullen kiezen.

Stel nu ¢(n) = a . + 0,a .a gere en maak de wvolgende lijst:

nQ nl n

¢(l) = ag + O,a“alza13 . e
0(2) = a0 * 0rayya552y5 <+

mEB) = a3, + 0, a31332 33 *°

»
-

¢(n)=anO+Oa an2n3 v

.
-
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Omdat volgens de onderstelling ¢ een bijectie is, komt elk reéel
getal in deze 1lijst wvoor.

Beschouw nu echter het getal ci:= O, C)CaCqne s waarbij c; zodanig
gekozen wordt dat e # a,; en # 9, dan komt c in de lijst niet voor.

Dit is in strijd met de onderstelling. (waarom moet # 9 erbij?).
Stelling; ~ 15 een equivalentierelatie.

Bewijs: 1) U ~ U, want als bijectie kan de identieke afbeelding genomen
worden. '
2) Als U~V dan V ~ U. Immers als f: U > V is een bijectie
is dan is f_l: V + U ook een bijectie.
3) Als U~VenV~Wdan U ~ W.
Immers zijn f: U + V en g: V > W beide bijecties dan is
g e £: U~ W dat ook. ' 0

Gevolg: Verzamelingen kunnen op boven beschreven manier worden onderge-
bracht in equivalentieklassen, Zo'n klasse heet een machtigheid of een
kardinaalgetal.

De equivalentieklasse van de verzamelingen met n elementen (n ¢ IN)
wordt aangeduid met n. De klasse van de verzamelingen, equivalent met
IV, heet a (aftelbaar) en de klasse van de verzamelingen, equivalent

met R, heet c (continu).
Definitie. U« V betekent: er is een injectieve afbeelding U + V.

Opmerking. U« U, want de identieke afbeelding U + U is injectief.
Als U < V, dan is ook UL V.

Voorbeelden.
1. {1,2,3} L {9,10,11,12}
2. W <Z; immers f(n) = n is een injectie N + Z.

3. N& R; immers f(n) = n is, zoals we reeds eerder zagen,een injectie.

Stelling: Als ULV en VL W, dan U £ W.

f of
Bewijs: Als U + V L1 W, met f en g injecties, dan U Bl Wmet g © £ een injectie.

Definitie. Zij p en g twee kardinaalgetallen, dan heet P < g wanneer

voor verzamelingen U e p enV € ¢ geldt datlJ{iV.

Ter rechtvaardiging van de definitie tonen we aan dat deze onafhankelijk
is van de keuze van de representanten U en V, d.w.z.

als U4v, U, ~UenV ~V dan ook UIQVI.

¥
1
it
i
1




Bewijs: Zij f: U > V met f injectief,
' g: U, = U met g bijectief, en.
h: Vl + V met h bijectief.

We vinden dan een injectie k: U] -+ Vl door te definiéren k:= h_l o £ e g, [] |

Voorbeelden. n < n+l; h =3 asec, 4
Als U < V, p het kardinaalgetal van U, q dat van V, dan is p < q. Als

voor kardinaalgetallen p, g en r geldt p<gqeng=<r, dan is p < 1. 4

Stelling van Bernstein. A
Is ps géngs pdanisp=gqg.
Het bewijs laten we hier achterwege.

Notatie: met P < g wordt bedoeld p < ¢ én P # q.

Zoisn<n+lenac<c.

Opgaven ,g
2.1 Bewijs dat Zgelijkmachtig is met de verzameling der gehele drietallen. i

2.2 A:={xe R | 0 5 x< I} :=={(x,y)e]R2 |x2+y2=l}

en Ci= {x ¢ R | x > 0},
Bewijs dat A, B en C gelijkmachtig zijn.

Definities:

g heet oneindig als a < q. Het kardinaalgetal van de verzameling wordt
aangeduid met M(U), dus: u(U) = p betekent: U ¢ P-

U heet een oneindige verzameling als a s u(U), d.w.z. U heet oneindig

als er een injectieve afbeelding f: N - U bestaat.

Is U niet oneindig dat heet hij eindig.

Stelling. De eindige kardinaalgetallen zijn juist de kardinaalgetallen n

met n < IN.

Bewijs:

1° Is n € N, dan is het duidelijk dat n eindig is.
2° Zij omgekeerd p eindig, dan moeten we aantonen dat p. = n voor i

zekere n ¢ N, Is U ¢ p, dan betekent dat dat we moeten be-

wijzen dat U ~ {1,2,...,n} voor zekere n ¢ IN,
Zij u, € U. Als U\ {u]} = ¢, dan zijn we klaar, zo niet, dan kiezen we

u, € U\ {u]}. Is U\ {ul’u2} = ¢, dan klaar, zo niet dan kiezen we

u.3 e U\ {ul,uz}, enz.
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Er zijn nu twee mogelijkheden.

a) Bnem (U \ {ul,uz,...,un} =4l

) Yoo @\ fasuye.u) 7k

ad a) Blijkbaar is U = {u], u2,...,un}.
De afbeelding ¢: {1,2,...,n} » U, gedefinieerd door ¢(i) = u, is een

bijectie, zodat u(U) = n.

ad b) De afbeelding: y: W -+ U, gedefinieerd door y(i) = u, is een
injectie, dus ]N-< U, zodat a < p, maar dan is p oneindig, in
tegenspraak met het gegeven.

Conclusie: p = n voor zekere n ¢ IN. 0

Stelling. (Intrinsiek kenmerk voor oneindigheid) Een verzameling U is

oneindig, dan en slechts dan als er een echte deelverzameling U] van U is,

R S S

die gelijkmachtig is met U,

Bewijs. Als U eindig is, dan is u(U) = n voor zekere nm ¢ IN; iedere
mogelijke echte deelverzameling U] van U heeft dus ten hoogste n-1
Y is dus niet mogelijk. s
Is U oneindig, dan a < u(U); er is een injectieve afbeelding N > U,

elementen. Een bijectieve afbeelding U

of te wel er is een rij van verschillende elementen Ups Ugyene in U. i

Neem U]: U\ {ul}. Definieer f: U] + U door

f(ui):= u;_, voor i e N \ {1}
f{u):=u voor alle andere elementen in Ul'

f is bijectief, dus U1 ~ U, 3

Stelling. Als er een surjectieve afbeelding N - U . bestaat, dan is
u(U) < a.

Bewijs. Z2ij f: N - U surjectief. Definieer voor alle u ¢ U de verzameling
Vu door Vu:= {me W | £(m) = ul}, c:lan\-’u # ¢ enVu c W, Zij W, het

kleinste element van Vu.
Definieer nu g: U + N door g(u) = m dan is g een injectieve afbeelding.

Immers is }1'1 #uz (ul g U énu2 € U), dan is
{me W I f(m) ==ul} n{me W | £(m) =u2} =4 ,

zodat m ¥ m . Conclusie p(U) < a. 0
Y Yo -



Merk op dat uit de definitie van oneindig zijn van een verzameling U
(dus van & = u(U), bovenstaande stelling en de stelling van Bernstein,
het volgende gemakkelijk te gebruiken criterium volgt:

Als bij een verzameling U een injectieve afbeelding N - U én een sur-

jectieve afbeelding N -+ U bestaan, dan is u{U) = a.

Opgave
2.3 Zij U = {1 +cos£l-2-“-| n ¢ N}. ;
Bewijs dat u(U) = a.

Stelling: Is u(U) = p(V) = a dan ook u(U v v) = a.

Bewijs: Zij.. f: N + U bijectief en
g: W - V bijectief.

Definieer nu h: W + U u V, door:

f(g-g-l-) als m oneven %
h{m) = 4

g(%) als m even, dan is h een surjectieve afbeelding.
(maar niet moodzakelijk bijectief; ga na).

Gevolg: u(U u V) s a. Echter a = u(U) < u(U v V). f]

Oggave

2,4 V., V_,eu00,V

AL zijn aftelbare verzamelingen.

k

k
Bewijs dat u V; aftelbaar is.
i=]

Stelling. Als VieJN (u(Ui) = _.3), dan u(izm Ui) = a.

Bewijs: Zij fi: ™ +Ui een bijectie (i ¢ IN) en uik:'a fi(k) (L e W, ke IN).

We kunnen de elementen van de Ui in een lijst opschrijven:

U, = {ull",_,ulz’,",ull,'_u14 sl

U2 = {uZI,’.'u'ZZ’.'uZZi’“ ..}

U3 {uél,’_usz, u33,...}

s ¢ 1

e e e e ey bt o o

We maken nu de afbeelding ¢: N + U U, doot ——
1telN
¢(l) = u]l, (P(z) = u]z’ @(3) = u21’ @3 =u13, q94 = u22 enz,

(zie figuurx). Achtereenvolgens worden de diagenalen "afgewerkt" (z.g.

diagonaal proces v. Cantor).




- ]0 -~
We zien dat ¢ gurjectief is, dus u( v Ui) Sig,-OOk is a =u(U.) <u( vy
ielN - . ielN
Qus u( u  U) = a. 0 :
ielN

Voorbeeld. €§ is een aftelbare verzameling.
ImmersQﬂ{E—[aez,bsN}.
Is U, = {2 | a €2}, zodat U, aftelbaar, dan Q = u U,, dus Q is
i i i S 1
1e I
aftelbaar.

QEEBVEH

2.5 Bewijs dat u(Z 2 Z) = a.

2.6 Bewijs dat (0,1] en [0,1] gelijkmachtige intervallen zijn.

Tot hiertoe hebben we kennisgemaakt met de machtigheden 1, 2, 3, ..., &, c.
De onderstaande stelling duidt op het bestaan van "willekeurig' grote

machtigheden.

Stelling. Is U ¥ ¢ en V de verzameling van alle deelverzamelingen van U,
dan is w{U) < u(V).
Alvorens deze stelling te bewijzen geven we een voorbeeld.

Zij U = {1,2,3} dan is
Vo= {¢, {l}, {2}, {3}, {1’2}, {133}, {2,3}, {1,2,3}}-
u(U) = 3 en (V) = 8 .

Bewijs: De afbeelding ¢: U + V, gedefinieerd door p(u):= {u}l is injectief
dus p{U) = u(V).

Stel dat f: U -+ V een bijectieve afbeelding is. Als u € U, dan f(u) ¢ V,
dus £(u) < Us het is dus mogelijk dat u ¢ £{u).

Zij Ul s {ueU| ue flu)len lJ2 = {uel ] ud f(u)}; U =U, u U, én

1 2
Ul N U2 =¢.

Oumdat £ bijectief is geldt aveU (f(v) = UZ): immers U2 e V.

Stel v « Ul dan is v € f(v), dus v ¢ U2, in strijd met Ul n U2 = 4,
Stel v ¢ U2
Conclusie: er is geen bijectie f. Dus p{U) < (V). O

dan is v ¢ f(v), dus v ¢ UZ’ eveneens strijdig.

U.),

AR S o SRR



3. Getalsystemen

*

iIn dit hoofdstuk bespreken we de getalsystemen N, 2, § en R . We merken
hier alvast op, dat deze getalsystemen in de genoemde volgorde, een
steeds rijkere structuur hebben.-

Zo kunnen we binnen IN optellen en vermenigvuldigen, maar i.h.a. niet
aftrekken en delen. Binnen Z is aftrekken steeds ook mogelijk, biﬂnen (1]
komt delen (behalve door 0) erbij. De overgang van @ nzar R verrijkt
~de structuur op een andere wijze, die met limieten samenhangt. Alle
genoemde getalsystemen hebben bovendien een ordening: van twee elementen
¥,y kunnen we steeds zeggen dat x <y of x = y of x > ¥

We zullen zien, dat steeds volgende getalsystemen op constructieve wijze
uit vofige zijn op te bouwen; deze constructies gaan we ook uitvoeren
(waarbij, met het oog op de tijd,'vele details overgeslagen zullen worden).
De lezer wordt alvast gewaarschuwd, dat hij bij de conmstructie van zo'n
getalsysteem uit een vorig, zich op het standpunt moet stellen dat het

in te voeren getalsysteem hem niet bekend is: we zullen onze kennis

van getallen moeten "vergeten'.
Uiteindelijk worden zo de reéle getallen constructief ingevoerd vanuit
de natuurlijke getallen. We beginnen daarom met een bespreking van de

natuurlijke getallen met hun optelling, vermenigvuldiging en ordening,

1° opzet. (steunend op de verzamelingsleer). De natuurlijke getallen

e

zijn de kardinaalgetallen van eindige, niet lege verzamelingen. (wordt

de lege verzameling ook toegelaten, dan moet men 0 ock tot de natuurlijke

getallen rekenen). Hierbij is eindig bedoeld als niet oneindig in de zin %
van het intrinsieke kemmerk van oneindigheid. We gebruiken voor deze
natuurlijke getallen symbolen als 1,2,3,... . Voor natuurlijke getallen ‘ﬁ
n en mwordt m + m, n.m en n < m als volgt gedefinieerd: Kies verzamelingen 'ﬁ
Uen Vmet u(U) =0, p{(V) =menUnV = ¢. Dan is n + m:= p(U u V), ‘
mn:= P(U x V) en n < m e=u(U) < p(V). Men kan aantonen, dat. nu alle

gewone (reken)regels voor natuurlijke getallen gelden.

2° opzet. (axiomatisch}. De natuurlijke getallen zijn de elementen van
een verzameling IN waarin aan de volgende axioma's (Peano) voldaan is:
i) Er is een natuurlijk getal, dat wordt aangeduid met 1.

11} Er is een afbeelding S: N » IN (S(n) noemen we de oEvolger van n).
iii) 1 is geen beeld onder S

iv) S is injectief

v) Is U ¢ N met de eigenschappen:
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a) 1« U

b) VneIN {neU=8({m)el)

dan is U = W .
We noteren deze natuurlijke getallen weer met 1,2 = ${1), 3 = §(2),...
Axioma v) heet het axioma van volledige inductie. De optelling wordt
nu met behulp van dit axioma gedefinieerd: voor alle n ¢ IN is
n+ l:= 8(n); als n+ k (k ¢ N) al bekend is, dan is n + (k+1):= S(n+k).

De vermenigvuldiging gaat analoog: voor n ¢ N is l.n:= n; als k.n (k ¢ N)
al bekend is, dan is (k+!1).n:= k.n + n.

Pe ordening voeren we in via: n < m w3 (m = n+k). Alle gebruikelijke

kelN
eigenschappen kunnen nu weer afgeleid worden. Als voorbeeld:

3.1 Opgave: Bewijs de volgende eigenschappen (a,b,c ¢ IN)
a) Als a+b=c+b, dan is a = ¢
b) als a+ b <c + b, dan is a < ¢
¢) als a<benb<c, dan is a < ¢

d) als a < b, dan is ac < be.

.. , e .
Een vergelijkende studie van 1 en 2° opzet toont aan, dat beide verkregen
verzamelingen natuurlijke getallen equivalent zijn. Van nu af aan zullen
we de natuurlijke getallen als bekend veronderstellen, en wel naar keuze

. e
vanuit 1% of 2 opzet.

Invoering van de gehele getallen.

In N kennen we nu +, ¥ en <. De invoering van de aftrekking geeft
moeilijkheden. Daarom willen we naar Z toce.
De constructie hiervan verloopt via equivalentieklassen.
(idee: -3 =1 -4 =2-5=3 -6, ...%
0=1-1=2~-2=3+-13, ....)

Definitie. Voor n, m, k, £ uit IN definiéren we de relatie ~ aldus:
(n,m) ~(k,%) betekent n + £ = m + k.
Stelling. ~ is een equivalentierelatie,

Bewijs: a) (n,m) ~ (n,m), want n + m = n + m.
b) stel {(n,m) ~ (k,2) dus n+ ¢ = m + k; nu ook k + m= £ + n,

dus (k,2) ~ (n,m).
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c) Stel (a,b) ~ (c,d) én (c,d) ~ (e,f), dan:
a+d=b+c

c+ f=4d+e +

a+c+d+f=b+c+d+e, dus a + £ =Db + e, zodat

(a,b) ~ (e,f) -

Gevolg. Met behulp van de genoemde equivalentierelatie is N x IN in

~equivalentieklassen te verdelen. De klasse, behorend bij (a,b) wordt

hieronder (voorlopig) aangeduid met [{a,b)].

Definitie. Z:= {[(a,b)] | a ¢ N, b € N}.

Definitie optelling in Z

[ (a,b)] *, [(c,d)]:=[(a +c, b + d)]
a

Rechtvaardiging.

Een definitie, als genoemd, is alleen maar zinvol als hij onafhankelijk

is van de keuze van de representanten. We tonen dit aan.

Zij (a',b') ~ (a,b) en (c',d") ~ (¢,d). We moeten aantonen dat

[(a' + ¢", b' +d")] = [atc, b + d)], dus dat (a'+c', b' +d') ~(a+c, b + d).

Wegens a' +b=b"+aenc' +d=4d' +cis a' +b +c' +d=b'+a+4d +c,

dus (@' + ¢") + (b +d) = (b' +4d') + (a + c).

Voorbeeld:
[(2,5)] v, [(6,1)] =E(2+6, 5+ 1)) =1[(8,6)] (=[(3,D]).

Stelling: (2,+z) is een commutatieve groep.

Bewijs: *z is associatief en commutatief, hetgeen door uitschrijven

direct uit de eigenschappen van N volgt. Het neutrale element, 0z is

[¢1,1)]. Immers:

{(a,b)] ty [(1,1)I=[¢a+ 1, b+ 1)]=1[(a,p)].

De tegengestelde van [(a,b)],—z [(a,b)], is [(b,a)]. Immers:

[(a,b)] +5 [(b,a)] = [(a +b, a+b)]=[(1,D)] =0,

g

Sl e g e

e A R

i e b

LA

Vi
3
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Definitie.

[{a,b)] g [(c,d)]:= [(ac + bd, ad + be)].

Rechtvaardiging.
2ij (a',b') ~ (a,b) en (c',d') ~ (¢,d), dan moeten we aantonen dat
(a'e' + b'd', a'd" + b'c") ¢ [(ac + bd, ad + be)l.

Wegens a' + b =b' + aenc' +d = d' + ¢ gelden:

(a' + b)e! (b' + a)c' dus a'c' + be' = b'e! + ac!
(b" + a)d' {a' + b)d' dus b'd' + ad' = a'd' + bd'
(c'" +d)a = (d' + c)a dus ac' + ad = ad' + ac
(d' + c)b = (c'.+ d)b dus bd' + be = be' + bd
(a'c' +b'd") + (ad+be) = (a'd"+b'c')+(ac+bd). [

n

Stelling. (Z, Kz) is een commutatieve semi-groep met eenheid.

Bewijs: Dat X commutatief en associatief is,volgt uit de eigenschappen van IN.

Het neutraal element is [{(2,1)]. Immers:

[(a,b)] %, [(2,1)] = [(2a + b, a + 2b)] = [(a,b)]. 0

Stelling: (Z, tg xz) is een commutatieve ring met eenheid en zonder nuldelers.

Bewijs: Er zijn nog twee zaken te bewijzen, n.l. de distributieve eigenschap
en de stelling dat % geen nuldelers bezit.

De eerste wordt aan de lezer overgelaten. Voor de tweede:

Stel [(a,b)l Xz [(c,d)] = [(1,1)], dus

f(ac + bd, ad + be)] = [(1,1)] dan is

ad + bc + I, dus ac + bd = ad + bc.

[

ac + bd + 1

Stel a # b, -dus (a,b) ¢ [(1,1)], dan moeten we bewijzen dat (c,d) « {(1,1)]
d.w.z. ¢ = d.

1°. Stel a < b, dus b

Substitutie levert:

a + s voor zekere s ¢ W.

i

ac + (a + s)d = ad + (a + 8)e , dus: sd = sc zodat c = d.

2°. Stel a > b; dit bewijs verloopt analoog en leidt eveneens tot ¢ = d. []

e e A RS R AT
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Rest ons nog een ordening in te voeren.
Definitie: [(a,b)] <y [{c,d)] betekent a + d < b + c.

Rechtvaardiging.

Stel a } d<b+e, 2ij (a',b") ~ {(a,b) en (c¢',d") ~ (c,d), dan moeten we

bewijzen dat a' + d' < b" + ¢',

Nu geldt: a +d < b + ¢,

(b" +a) + (¢" +d) <b" +b+c'+c,
(a' +b) + (d'" +¢) <b' +c'+b+c,

dus a' + d' < b' + ¢, ]

Voorbeeld:

z, dan is.ook x <_ z

Als x,y,z € Z, met x <Z y eny < z

Z

Bewijs: Zij x = [(xl,xz)]; y = [(y],yz)] en z = [(zl,zz)].

Nu is X, + Yy < X, + ¥

X vy, vyt Zy <X, vy, ty, z, (waarom?), dus:

Xy tz, <X, %t oz, zodat [(xl,xz)] <z.[(zl,zz)]. 0 ‘é

Oggaven

3.2 Zijn %X, v, z € &, bewijs dan:

a) x <y X 1s niet waar.

b) (x <y y) 6f (x = y) of (v <y x), d.w.z. 2 is totaal geordend.

¢) Als x <Y dan ook x +_.z

2% Sz Y A

d) Als x <y ¥y en [(l,l)]<z z dan is X X < X
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We willen W, met behoud van structuur, inbedden in Z.
Als metm ¢ N en ne¢ NN de elementen 5, ne 7 corresponderen, dan

betekent dit dat moet gelden:

m+, 0 =m+n, nx

Neem voor elke m

m

N: m:= [(m+ 1,1)], dan is inderdaad

=
+
=]
n

f(m+ 1,1)] o [((n+t,)]=[m+n+1,)] =n+ n.

Het verifiéren van de beide andere eigenschappen wordt aan de lezer
overgelaten.

Beschouww nu (k,i1) ¢ IN x IN., Er zijn drie mogelijkheden:

1°, k >4, dus 3 (k=1i+m), zodat

N
((kyi)l =[(@ +mi)l=I[(m+ 1,1} = m.

o

27, k=1, dus [(k,i)] = [(i,1)] = [(1,1)] = 0,

30. k < i, dus ﬂne (k +n=1), zodat

N

[(k,1)] = [(k,k+n)] = [(1,n+1)] = = [(a+1,1)] = -, n.

Het weglaten van indices Z en het streepje boven de letters geeft de
bekende notaties binnen Z, die we van nu af aan zullen gebruiken.

Aldusisz={-n|ne ]N}U{O}u{nlne]N}.

Opgaven.
3.3 a) Zij a ¢ N. Bewijs dat [{a + 1,1)] positief is.
b) Bewijs dat elk positief getal van de vorm [(a + 1,1)] is met

ae N,
3.4 Als a € Zen a > 0, bewijs dan dat -a < 0.

3.5 Bereken 2 x (-3).

3.6 Bereken 2 + (-3) x (-5).
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3.7 Het algorithme van Euclides luidt als volgt:
Zijne N end ¢ N. Er bestaan getallenv ¢ N u {0} en
re {0,1,2,3,...,d~1}, zodat n = dv + r,

Bewijs dit (met volledige inductie naar n, bij vaste d).

Intermezzo: enige stellingen over delers en priemgetallen.

Definitie: Als me¢ Zen n € Z \ {0}, dan heet n een deler van m

(neotatie: nlm) als geldt 3 = nk).

keZ (m

Voorbeeld: 2]-6 want =6 = 2,({-3).
l]n want n = n,l (ne¢ Z),

k[0 want 0 = 0.k (keXZ, k # 0).

T AT PN ey -

Stelling. Als n | m en n | m,, dan n I(ml + mz). ?
Als n | m enk ¢ Z dann [ km. S

Als n | m enn | m), k € Zen & ¢ Z dan n [(kml + Emz).

2’
(ne 2\ {0}, m, 5 € Zz).

De bewijzen laten we aan de lezer over.

€ 2, m

‘Definitie, Is p ¢ W \ {1} dan heet p priem wanneer ! en p de enige positieve

delers van p zijn.
Opmerking: Enige priemgetallen zijn 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17.
Stelling. Elk natuurlijk getal ongelijk | kan in priemfactoren worden ontbonden.

Bewijs: Als n = 2 dan is de ontbinding duidelijk. Zij verder n > 2,

Stel datde stelling waar is voor alle natuurlijke getallen k < n. Beschouw n:

1° Als n priem is, dan zijn we klaar.
2° Als n niet priem is, dan is n = klk2 (kI # 1, kz % 1) maar kl <n
en k, < n, dus k

2 1
dus n ook (met het principe van uitgebreide volledige inductie). O

en k2 zijn zelf te ontbinden in priemfactoren,

Opmerking. Later zal bewezen worden dat deze ontbinding uniek is, op

volgorde na.

Definitie. Zijn a en b natuurlijke getallen, Het natuurlijke getal d

heet grootste'gemene deler van a en b (notatie d = ggd(a,b))

als geldt:
1° d | a end ‘ b.

2° qum (((a | a)a (@ | B))m (g <d)).
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Stelling. Als a ¢ N, b ¢ IN en d = ggd(a,b) dan geldt:

SXEZ aYEZ (d = xa + yb) -

Bewijs: 2ij I:= {ax + yb | x ¢ Z, y € 2}, dan I # ¢.

(L;4) is commutatieve groep, die positieve elementen bevat (bijv. a en b). iy

Z1] dl het kleinste positieve element van I en wel d] = xa + ylb.
Dan geldt dja &n d|b zodat d L dI, dus d < dl' n

Zij verder a = dlv + r voorzekereve W U {0} en 0 <1 < dI.

Er geldt 0 = ¢ = (1 - x]v)a - vylb dus r € I, maar r < d1, dus r = 0.
Gevolg: dlla. Analoog bewijst men dllb, zodat volgens voorgaande definitie

4 <d. (2)

Uit (1) en (2) volgt d = d. ' 0

Gevolg: Is d = ggd(a,b), dan is de vergelijking ax + by = d opiosbaar in Z.

Stelling. Zijna ¢ N, b € N en p priem, dan geldt: als p|ab dan pla of p[b.

~ Bewijs: Stel p geen deler van a, dan moeten we bewijzen dat plb. Wegens
ged(a,p) = 1, is de vergelijking xp + ya = | oplosbaar met gehele
X en y, dus ook zijn er gehele x en y waarvoor geldt: xpb + vab = b.

Wegens p|xpb &n blyab is dus p|b. : (]

Gevolg. Zijn al,az,...,an e IN, p priem, dan geldt:

Als p | IREREL dan aie{l,...,n} (p | ai).

Bewijs: met volledige inductie. U

Stelling: Ieder natuurlijk getal (# 1) kan op precies &&n manier als
_produkt van priemgetallen geschreven worden (&&n manier, afgezien van

de volgorde van de priemgetallen).

Bewijs: Voor m = 2 is dit waar. Stel dat het gestelde waar is voor

alle getallen die kleiner zijn dan n.

Stel n=p,...p, = G,...9, MEL P,s.2+3D, 59,5+++,2, priem.
1 k ] £ 1 k’71 I3

P, | n, dus P | q-++q, zodat aje{l,...,z}(pl qj), maar voor die j is

dan P = 4~ Deel deze faktoren links en rechts weg, dan is

R T N T A T R T
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Links en rechts staan er nu ontbindingen van een getal < n; deze ont-

binding is uniek, dus ook de ontbinding van n is uniek. - U

OEgaven:

f
3.8 zij a,b € Z \ {0} met ggd (|a|,|b|)

ac = bd. Bewijs dat a | d énb | c.

1. Zij c e Zend ¢ 2 25 dat

1. Zijme N.

3.97ij ae N enb ¢ N, met ggd (a,b)
Als b | a" dan is b = 1. Bewijs dit.

3.10 Zij ae IN, b € N, beide ontbonden in factoren:

kl ks 21 gs
a = T e . -8 . ] » -
P p, en b = P p, met kl 21 e N v {0}

min(kl,ll) min(ks,ls)
Bewijs dat ggd (a,b) = P, ceee Py .

Invoering van de rationale getallen

Zoals we hebben gezien is (Z,+,.) een commutatieve ring met eenheid.
Echter niet elk getal heeft een inverse t.a.v. de vermenigvuldiging;

anders gezegd: vergelijkingen als 3x = 5 zijn in Z niet oplosbaar. Dat is de reden

om de "getallenvoorraad" uit te breiden tot een lichaam, waar Z

dan deel van uit maakt.
Beschouw Vi= {(a,b) I ac2,bea\ {0}}.
Definitie: Op V wordt een relatie ~ gedefinieerd door:

{a,b) ~ (c,d): e ad = bc.
Stelling: ~ is equivalentierelatie.

Bewijs: 1) ({(a,b) ~ (a,b). (triviaal)
R 2) als (a,b) ~ (c,d) dan ook (c,d) ~ (a,b) (triviaal)

3 =zij (a,b) ~ (ec,d) &n (c,d) ~ (e,f), dus

ad = bc én cf = de, dan ook

acdf = bede, dus cd(af - be)

Il
o

Wegens d # 0 is c{af - be) = 0.
Is ¢ = 0, dan ad = 0, dus a = 0,én de = 0 dus e = 0, zodat dan
ook af - be = 0 dus (a,b) ~ (e,f).

Is ¢ # 0, dan af - be = 0 dus eveneens (a,b) ~ (e,f). : 0
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Gevolg. V kan worden opgedeeld in equivalentieklassen, die wij voor-
lopig noteren als [(a,b)].

Opmerking. Raak niet in de war bij het hernieuwd gebruik van deze

notatie in een andere betekenis dan bij de invoering van Z,

Definitie: Q:= {[{(a,b)] | ae d,bez\ {0},

De elementen van @ heten ratiomale getallen.

Definitie: [(a,b)] + [(c,d)]:= [(ad+bc,bd)].

Q
Rechtvaardiging. Is (a',b') ~ (a,b) en (c',d"') ~ (c,d) dan is

L(a'd" + b'c', b'd")] = [(ad + bc, bd}].

‘Immers: {(a'd' + b'c')bd = (a'b)(d'd) + (c'd)(bb') =ab'd'd + cd'bb' =
= {(ad + be)b'd'. Conclusie: De definitie van optelling +Q is

cnafhankelijk van de keuze van de representanten van de klassen. [J

Definitie:[(a,b)] x_ [(c,d)]:= [(ac,bd)].

@

De rechtvaardiging wordt aan de lezer overgedragen.
Stelling. (Q, +Q,XQ) 15 een (commutatief) lichaam.

Bewijs: Ga zelf de associativiteit en commutativiteit van +Q na.

Het neutrale element 0 t.a.V. +Q is [ (0,1)], inmers

Q

L(a,b)] +, £(0,1)] = T(a,b)].

Q

De tegengestelde - [(a,b)] van [(a,b)] is [{~a,b)], want

Q
[(a,b)] +Q [(~a,b)] = [(Q,1)].

(@ \{C¢,n1}, XQ) is eveneens een commutatieve groepmet [(1,1)] als neutraal element.
De inverse van {(a,b)] met [(a,b)] # [(0,1)] is [(b,a)].

De lezer kan zelf nagaan dat ook de distributieve wet geldt, N

Definitie. [(a,b)] <Q [{c,d)]: «{ad - bec)bd < 0.

Rechtvaardiging. Stel (p,q) ~ (a,b), (r,s) ~ (c,d) en (ad - be)bd < 0.
ban pb = aq en rd = sc. Nu is (ps - qr)qs(bzdz) = (bp)(bdzqsz) -~ (dr)(bquzs) =
= (aQ)(bdzqsz) - (cs)(bquzs) = (ad - bc)bd(qzsz) < 0 dus (ps ~ qr)gs < 0 [J

Stelling. @ is totaal geordend, d.w.z. als x ¢ Q en y ¢ Q, dan geldt:

5 v <
y ol y Q

of x =y 6f x < X,

Q
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Bewijs, Zij x = [(xl,xz)] eny = [(y;,yy)]1

Stel x # y en1{x <Q y), dus:

X, ¥, # %y, en 1((xy, = %,5)%,¥, < 0), dan 1s
XYy T ¥y # 0 en (xly2 - x2y1)x2y2 > 0.

. _ < .
Wegens x, # 0 en Yq # 0 is (xiy_2 xzyl)xzy2 >0 zoéat Y <q X
Er geldt dus steeds minstens &&n van de drie mogelijkheden. Ga zelf

na dat niet twee mogelijkheden tegelijk kunnen gelden.

Opgaven.
3.11 Als x QY eny g % bewijs dan dat x < 2 (X,¥,2. € Q).

3.12 Als x,y,z ¢ @, met x <, y dan geldt x +

Q Q

Z < + zZ.
o ¢ g
Bewijs dit,

z, dan geldt x x z <

Q° “¢¥ q

3.13 Als %,y,z € Q met x <Qy en [(0,1)] < z.

Q

Bewijs dit.

3.14 Zij a « @ \ [{(0,1)], b ¢ Q. Bewijs dat

3 (a x

xeQ x=Db).

Q
Stelling: Als x ¢ @ met [(0,1)] <Q x, dan is x van de gedaante [(a,b)]
met a ¢ N, b e N, en omgekeerd.

Bewijs: 1) Zij x = [(x],xz)], dan geldt volgens het gegeven (O-x])x2 <0,

dus x.x, > 0, Daar [(x],xz)] = [(_xl’_XZ)] mogen we schrijven x = [(a,b)]

N

1
waar a lel, b = Ile, dus a ¢ N, b ¢ IN.

2) Voor a ¢ N enb ¢« I geldt

[(O,D] “Q [(a,b)].

Opgaven: _
3.15. Als [(a,b)]'<Q [(0,1)], dan geldt voor zijn tegengestelde [(-a,b)]

dat [€0,1)] <. [(-a,b)].

Bewijs dit.

¢

3.16. Als x ¢ @ met x ﬂQ £{0,1)], dan is x van de gedaante [(-a,b)]

met a ¢ N, b ¢ IN, en omgekeerd. Bewijs dit.

We zoeken nu een eenvoudige schrijfwijze voor de verkregen equivalentie-~
klassen. Daartoe zullen we eerst met behulp van de grootste gemene

deler een representant van eenvoudige vorm uit iedere klasse aangeven.
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Stelling: 2ij L(a,b)] € @ met L(a,b)] # ((0,1)].
Dan bestaan getallen a, € N, b] e IN met ggd (al,b]) =] zo dat

[(ayb)] = {(ka],kbl) | k e Z\ {01} wanneer [(0,1}] <, [(a,b)], en

Q

[(a,b)] = {(~ka kb)) | x €« Z\ {0}} wanneer [(a,b)] <, [(0,1)].

Q

Bewijs: 1) Stel [(0,1)] <Q [(a,b)]. We mogen 2annemen dat a ¢ N, b ¢« IN.
Is d = ggd (a,b), dan 1s a = dal en b = db1 voor zekere a) < n, b1 e N
met ggd (al’bl) = ],

Zij (r,s) een willekeurig element uit [(a,b)], zodat (r,s) ~ (a,b)
ofwel rdb] = Sdal’ dus rb] = sa. Wegens a, [ rbl en ggd (a],b]) = ]

is al'[ r, dus r = kal voor zekere k ¢ Z. Invullen levert kalb] = 5a,,
dus s = kbl’ zodat (r,s) = (kal,kb]). Hierbij is k = 0 onmogelijk daar
s # 0. '

Aangetoond is nu, dat [(a,b)] <« {(kal,kbl) | k e Z\ {0}}. Omgekeerd
geldt voor iedere k ¢ Z \ {0} dat (ka],kbl) ~ (a,b), dus

(kal,kb]) e {(a,b)].

2) Het geval [(a,b}] <, [(0,1)] wordt analoog bewezen.

Q
Gevolg: Teder rationaal getal kan weergegeven worden in de vorm [(al,b])J
| € N en ggd (al’bl) =1, of [(0,1)], of [(_al’bl)] met

a;sb, ¢ IN en ggd (al,bl) =1,

met al,b

‘Daar [(0,1)] = OQ

Ieder rationaal getal verschillend van OQ heeft de vorm [(al,bl)]

en [(-a],bl)] = “Q [(al,b])] kunnen we ook zeggen:

of ;Q [(al’bl)]’ waar al,bl e W, ggd (a],bl) = 1.
We willen Z met zijn structuur inbedden in Q. Laten aenb de elementen
in @ zijn die corresponderen met de elementen a resp. b uit Z, dan

moet dus gelden

a + l;=a+b,;x E=abena<Qgﬂa<b.

@

Neem a:= [(a,1)] met a € Z en ga na dat dit voldoet.

Voor {(a,b)}] uit @ geldt nu:

| = X = » _l = - % —_]
[(a,0)] = [(a,1)] xg [(1,0)T = [(a,1)] xq [B,1)] axgb .

Weglating van de streepjes en de index @ in +_,, x en <,  geeft de notatie
-1 ‘s ~1 a ¢ Q @

a x b ', waarvoor we ook schrijven ab of T

Zo wordt bijv. [(a,b)] +_ [(e,d)] = [ad + bec,bd] genoteerd als

a C ad+bc Q

b *d " Tbd -

Tevens zal voortaan > in de bekende betekenis worden gebruike.

R L e =
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Maken we nu de afspraak (zoals in het Basisonderwijs) dat deze "breuken"

- a a
%—resp. 7? (a,b ¢ W) steeds worden "vereenvoudigd" tot Ei-resp. - Bl-met
a i 1
ggd (a],b]) = 1, terwijl in plaats van —%- gewoon a, en in plaats van het

nulelement slechts O wordt geschreven, dan hebben we een eenduidige
schrijfwijze voor de rationale getallen verkregen. Vaak zullen we echter
een rationaal getal weergeven door "zo maar" een representant uit z'n

klasse in breukvorm op te schrijven. Zo zien we % ook wel staan als
4 6
g’, 3,... .

Opgaven:
3.17 Toon aan dat voor x,y € @ geldt:
2 2 2 2
(X+y)2=x +2xy +y en (x+y)(x-y)=x -y.

3.18 Z2ij x,y € @\{0}. Bewijs: als x en y beide positief of beide negatief

zijn, dan is xy > 0; in de andere gevallen is xy < 0.

3.19 We definidren |x| voor x € @ door |x| = x als x 2 0 en |x| = -x

als x < 0. Tecon aan:

a) x| = 03 |x] = 0ex =0.

b) |x| = max(x,-x) en x| = |-x].
2 2

e) |x|° = x".

d) |32¢Y| = ix| -« |yl

2
e) x" 2y e |x| z |y].

3.20 Bewijs de driehoeksongelijkheid:

|x + y| < |x| + |y|] voor x e @ , y ¢ Q. .

Stelling. (Archimedes): KTE‘E:?“E’Q”EEE‘ETE—O,'&EE“EETH??"E;;E;'(E% > y).

i}

Bewijs: Als y < 0 dan voldoet n I. Als y > O:

Zij x = -E. en y =_:' (p,q’r’s € ). Met n = g(r+l) geldt n « W
eIl
= P _ r _
nx = gq(r+i) 7" (r+l1)p =2 r+l > ¢ 2 ==y, 0

Stelling. Er is geen kleinste positief.getal in Q.

Bewijs: Als x € Q, x > 0, dan is {x ¢ @, ix > 0 en }x < x. (]
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" Stelling. Als x ¢ Q, dan geldt

Saez (a = x < a+l).

Bewijs: Wanneer x € Z, dan voldoet a = x. Voor x e @ \ Z:

akeﬂi (k.1 > |x|), meaw. {k ¢ N| |x| < k} # ¢.
Zij ? het kleinste element uit deze verzameling, zodat

2 -1 < |x| <.

Wanneer x > 0, dus |[x| = x, dan voldoet a = &-1. Is x < 0, dus

x| = -x, dan voldoet a = —£. U o

Opmerking: De gevonden a heet de entierlvan X, notatie: E(x) of [x].

Motivering en voorbereiding voor de invoering van de reele getallen.

De vergelijking x2 = 2 is niet oplosbaar binnen . Stel n.l. dat

x = £ een oblossing is, dan 1is p2 = 2q2. Er geldt p = st en q = 22t
waaqu,i e W u {0} en s en t oneven; dus bevatten p~ en q2 een even
aantal factoren 2. Dit is in strijd met de priemfactorontbinding van
p2 = 2q2-

Algemener geidﬁz Als n,m € N z& dat n niet m-de mééhf van een natuur-
1ijk getal is, dan is de vergelijking ' = n niet oplosbaar binnen Q.
Stel n.l. dat x =§ met a ¢ W, b ¢ N, ggd(a,b) = | een oplossing was.
Dan gold a® = n.bm, dus b ] a™. Uit opgave 3.9 volgt danb =1, in

strijd met het gegeven,

Opgave:
3.21 Zij a ¢ Q oplossing van de vergelijking

x + a b4 P a x + a, = 0,

waar m ¢ IN, agy dys sees 8 € #Z, Toon aan, dat o ¢ Z.

m—1

Wanneer we over getallen als /E,qure.d. willen beschikken, zullen we

dus ons getalsysteem moeten uitbreiden. Dit gaan we doen aan de hand

van equivalentierelaties tussen bepaalde rijen van rationale getallen.

Definitie. Een rij van rationale getallen {(of: een rij in @) is een

afbeelding a: N » Q. In plaats van de schrijfwijze a(1), a(2), ....
gebruiken we kortweg SELYERETINE

We noteren zo'n rij met (an) (an):=] of, wat slordiger, met (an).

ne N ’
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Definitie: Een rij (an) heet ST

monotoon zwak stijgend als Vneﬂl (an+] P an)

monotoon stijgend als vneni(an+1 > an)

naar boven begrensd als aMeQ Yoe I (an < M).

De definities voor monotoon zwak dalend, monotoon dalend en naar beneden

begrensd zijn analoog.

Een rij heet begrensd als hij zowel naar boven als naar beneden begrensd is.

Definitie. Een rij (an) in @ heet convergent naar a ¢ @ {(notatie: a_ +a,

of: lim a_ = a} als geldt:
o O

v (|an—a[ <€),

e>0 ElNEIIN vne]N
ec@ n>N

Een rij (an) in @ heet een pulrij als hij naar 0 convergeert. Een rij

die niet convergeert heet divergent.

VdérSéeiﬁen:
1) Een constante rij convergeert naar die constante,
2) De rij (%J convergeert naar O,

3) De rij (n) is divergent.

4) De rij D" is divergent.

Stelling: Als de rij (an) convergeert, dan is (an) begrensd.

Bewijs: wordt aan de lezer overgelaten. 0

ing: - + + .
Stellin Als a, r a en.bn + b, dan geldt an bn+ a b en anbn + ab
In het bijzonder is de som en het produkt van twee nulrijen ook weer

een nulrij.

Bewijs: wordt aan de lezer overgelaten. ]

n
Voorbeeld: De rij (an) met a_ = E E# is (rationaal gezien) divergent.
k=0 °

Stel n.l. lim a = E—met Psq € WN.

-+

: o .
Merk op, dat 2. z ~#—> 0, zodat het getal n! E&-a ), dat geheel is
_ q k=0 ki q n
voor n voldoende groot, minstens | moet zijn. Maar

. _ e
nI{Er— a ) - n!(lim ) EL—-
me k=0




. 1 1 o[ 1
= lim (——— + ...+ ) s limj—"m+ ... + ) =
n+l (n+1)...m \n+1 (n+1)™
m-n
e 1im L 120/ @+1)) o 1 =1
n+l 1-1/(n+1) n+l I-1/(n+1) n

Blijkbaar zijn er rijen die reéel wel, maar rationaal niet convergeren.

Definitie. Een rij (an) van rationale getallen heet fundamentaalrij

(of Cauchy-rij) als geldt

Vs>0 3N=3‘1N Vn,mcIN (]an h aml <€)
ecQ n>N
m>N

' ing. is h damentaalrij.
Stelling. Als (an) convergeert, dan is het een fundamentaalrij

{is: Zii lima = a,
Bewi]s 1] lim 0

n-re

Nuis |a ~a | <|a -a| +{a -a
n m n m

Kies een € > 0. Neem N zo dat voor k > N geldt [ak - a| < %-. Voor

n,m > N is dan Ian - al < %—en lam - al < %—, dus [an - aml < e, 0
Opgaven: "n T S
3.22 zij 4_ = } —L‘- Bewijs, dat (a_) een fundamentaalrij is.

noke0 K n

3.23 Zij (an) een fundamentaalrij en (bn) een nulrij. Toon aan, dat

(aIl + bn) weer een fundamentaalrij is.

3.24 Laat (an) een fundamentaalrij, maar geen nulrij zijn, Bewi]js,
dat er een N ¢ W eneenne Q, n > 0 bestaan, z3 dat a, 2 n voor

alle n € N met n > N, of an < =1 voor alle n ¢ IN met n > N,
Stelling. Een fundamentaalrij is begrensd.

Bewijs: Kies € = |, Er is een N ¢ N =zodat - < lalsn>Ne
Bewijs: lag = a| n
m > N.

I.h.b. geldt Ian - <1, dusag, -l<a <a +l,_ als n > N,

ane1 N+1

De (eindige) rij as a2,...,aN'bevat een kleinste en een groetste

element, zeg K resp G.

) 1= 1 a - = 1 “ =
Is M1 min{K, N+ 1 1) en M2 max(G,aN+1+l), dan is Ml a_ s M2

voor alle n ¢ IN. [
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Stelllng; Zijn (an) en (bn) fundamentaalrijen dan zijn (an + bn) en
(a b ) dat ook.
n n

Bewijs: 1 € Kies € >0 (¢ ¢ Q).

. €
Er is een N, ¢ N =z dat Ian - aml <-=wyoorn>N enm> Nl'

. 1 2 1
: ~ 2.0 | 3
Er is een N2 e N zo dat |bn - bml < 5 veor n > N2 en m > N,.

Zij N:= max(N],Nz) dan is

[(an+bn) = (aﬁ-bm)| < Ian-aml + Ibn-bm| < evoor n> N enm > N.

Q i
2=]ab -ab | =]ab -ab +ab -ab | < |
nn m m nn nm n m m m g

| |a_ - a |-

Slai b -b |+ b
n T in m n m

5 - £
[ zo dat ian am] < 7B voor n » N] en

m > N . Hierbij is B zo gekozen dat B > 0 en [bm] < B voor alle m ¢ N,

Qok is er een N

Kies ¢ ¢ §, ¢ > 0. Er is een N

zo dat ]bn - bm[ < == van n > NZ’ m > NZ' Hierbij is A zo

2° 2A
gekozen dat A > 0 ed ]an| < Avoor ne W.
Is N:= max (NI’NZ) dan 1s.lanbn - ambml < gvoorn>Nenm-> N. []
 Opgave: - ST T

3.25 Laten (an) en (bn) fundamentaalrijen, maar geen nulrijen zijn.

Toon aan, dat de fundamentaalrij (anbn) weer geen nulrij is,

De onderstaande stelling geeft een handig criterium om te verifieren of

een rij een fundamentaalrij is.

Stelling: Is (an) een rij rationale getallen, monotoon zwak stijgend

en naar boven begrensd, dan is de rij een fundamentaalrij.

Bewijs: Zij M de bedoelde bovengrens.

Stel (an) is geen fundamentaalrij, dus geldt:

(|a

- am[ > e).

EIE>O VNEIN EIm>N E]n>N n

1 1 1 ! m n

Neem N = 1|; dan zijn erm, en n, met m, > n, > | 26 data_ - a =« o
1 .

(monotonie!l)

: dan zijn er m, en n, met m_ > >m zidata -a = e.
1° ] 2 2 2 7 B2 1 m, n

Neem N = m, enzoveoorts. We vinden zo de monotoon zwak stijgende rij

Neem N = m

a ,a ,a ,am ,ee. ML & - a =z ke. Voor k > é-(M - a } is zo
L T T A me &

a - > M, in strijd met het gegeven. (1

M
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Opmerking. Op analoge wijze geldt: Is (an) een rationale, zwak dalende

en naar onder begrensde rij, damn is (an) een fundamentaalrij.

Voorbeelden
1. Is_an ='%, dan is (an) een fundamentaalrij. Immers: (an) is monotoon
zwak dalend en naar onderen begrensd. Het kan ook anders: lim an = 0,
dus (&_) is convergent in @, dus een fundamentaalrij. e
n 22.42.62. . (2m)2
2. Is a_ = 2t e o v , dan is (a_) een fundamentaalrij.
Boo.3%.5% ... (20~1)7(2n+]) n

a 2
otl _ (2n+2) _ 1 '
Immers a_ T (2n+1) (2n+3) L+ (Zn+ 1) (2n+3 21, dus (a ) is monotoon
stijgend. Tevens is
a =2. %-‘l -T1- R (2n—2)(2:21) . 22:] < 2.
* 3 5 (2n-1) o

(in B blijkt lim a = %-, dus (an) convergeert niet in @).
-~

"3, Laten a ¢ Z en b e 10,1,...,9] (n = 1,2,..) gegeven zijn. Beschouw

de rij decimale breuken gedefinieerd door:

_ ~1
ag=a+b. 107,
a =a_|* bn.i0~n voor n = 2.

(an) is fundamentaalrij. We geven twee bewljzen:

1° (an) is monotoon zwak stijgend en naar boven begremsd (bijv. door a + 1).
2°. Voorn<misa -a =b 10_(n+l)+...+ b .10 ™" <
m n n+l m
- _ | -(n+1) _
< 9(10 (n+1) + ... + 10 m) < 9, ——lg—:T—- =10 " < ¢
1-10

als n (en dus m) voldoende groot is.

Invoering van de reele getallen.,

Definitie. De relatie ~ tussen fundamentaalrijen (an) en (bn) wordt

gedefinieerd door: (an) ~ (bn) ﬁ-(an - bn) is een nulrij.

Stelling: ~ is een equivalentierelatie.

Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten.

Gevolg. De fundamentaalrijen worden door de genocemde equivalentie-
relatie in equivalentieklassen verdeeld; de klasse waartoe (an) behoort,

noteren we door [(an)].




Definitie. [(an)] <
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Definitié'.—l"ﬁén reeel getal is een equivalentieklasse van fundamentaal-

rijen. De verzameling van alle reéle getallen wordt genoteerd als R.

OEEave:

3.26 Zij ¢ ¢ Q. Toon aan, dat alle rijen die convergeren naar c, tezamen

8&n klasse vormen. In het bijzonder vormen alle nulrijen één klasse.

Definitie;

. [(an)] + [(bn)]:= [(an + bn)].

R

Rechtvaardiging _
' ~ LY 1
Is (an) (an) en (bn) (bn) dan 1s

Lin((aytby) = (5,5 = Lin (@1a) + (b)) = 0,

o i T e
dus (an + bn) (an + bn).

Definitie. [(an)] Xﬂi[(bn)]:ﬂ f(anbn)] .

Rechtvaardiging
‘. 'y e ty
2ij (an) (an) en (bn) (bn).

. . ] ) E
3 - € o>
Kies € > 0 (e ¢ Q) dan is er een NI zodat Ian anl 7B als n N1 en

een N, 20 dat Ib; - bnl <=— alsn > N, Hierbij zijn A en B rationale

2 28 2
getallen die zo gekozen zijn dat voor alle n ¢ IN geldt: Ia;| < A en
[b | = B.
n

Zij N:= max(NI,Nz), dan 1is

Iar'mb; T8kl = |ar'1|lb;'1 L Ibnlla;1 - a,| < e voor n > N, zodat

(a;b;) ~ (anbn).

R [(bn)]: -

350 Fnew Yooy (B, b, T €D

gel)

(2
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Rechtvaardiging. Zi) [(an)] ‘R [(bn)]. Stel (an) (an) en (bn) (bn).
Kies £ > 0(e ¢ @), dan is er een N1 zd dat a s bn - ¢ als n > Nl'
Er is ook een N, 23 dat |a_ - a'| < % als n > N, en een N, 23 dat
2 n n 3 2 3

_ £ .
]bn bnl <3 als n > N3.

= ' <a + & -2 1 _ £
Is N:= max(Nl,Nz,NB) dan geldt a < an + 3 £ bn 3 €< bn 7 dus

E(@)i < NCIONE 0

R

. .. 1
In het vervolg zullen we naast een rij (bn) ook de rij (E—) beschouwen;
n

dit kan uiteraard zonder meer als alle b ongelijk mul zijn. Ingeval
slechts eindig vele b nul 21Jn, zodat b # 0 voor n = N voor zekere

N ¢ IJ, zullen we ook over (-— ) spreken. Hieronder verstaan we dan de
n
rij (5= )_
n =N’
OEgave:

3.27. Z1ij (bn) een fundamentaalrij, die geen nulrij is.

Toon aan, dat (ELJ in bovenbedoelde zin bestaat, en weer een fundamentaal- oy
n

rij is. ;

Verder zullen we voor ¢ € Q willeurig de comstante rij c,c,c,... aangeven

met {c). Merk op, dat uit opgave 3.22 veolgt, dat [(c)] bestaat uit alle

rijen die naar c convergeren.
Stelling: (R, +]R’ *R )} is een commutatief lichaam.

Bewijs: De verificatie der lichaamsaxioma's is eenvoudig. We

maken slechts enkele opmerkingen.

1) Het neutrale element voor de opstelling OH{ is [(0)]; regengestelde
van [(a )] is [(*a )]
2) Het neutrale element voor de vermenigvuldiging IR is [(1)1; inverse

van [(a )] is [(__)] voor [(a 31 ¢ 0p » dus voor (an) geen nulrij. 0

Stelling: ‘R pgeeft een volledige ordening op R, d.w.z. voor [(an)]

en [(bn)] willekeurig geldt precies &dn van de volgende beweringen:

[(a)) <p L)1 of [(a)l=[(b)I of [(b )] <p [(a)l.

R

Het bewljs wordt aan de lezer overgelaten.

Opgaven:
3,28 Als [(an)] <R,[(bn)] en [(bn)] <]k [(cn)] dan is [(an)] <B.[(Cn)]'
Bewijs dit.

[(bn)j, dan is [(an}] *R [(cn)] <R [(bn)] *R [(cn)]-

?.29. Als [(an)] ‘R

Bewijs dit.
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3.30. Als [(an)] ‘= [(bn)] en OIR ‘R [(Cn)], dan is [(an)] x

R [(cn)3 R

[(bn)] X [(cn)]. Bewijs dit.

R

We zullen nu een inbedding van @ in R aangeven; bij a ¢  beschouwen we
a=[(a)] e R. Nu gelde:

¥Db = g7 b
a b a+]Rb

ab = a x b

ena<b~;<]RE (ga nal)

[ ]
Na identificering van a ¢ @ met [(a)] ¢ R kunnen we nu @ als deelverza-
meling van R zien. Vervolgens vereenvoudigen we de notaties in R

door de index R in + X en < weg te laten, waarmee we dan de

R’ R R
gebruikelijke notaties binnen IR verkregen hebben. Tenslotte zullen we
gemakshalve cok een aantal afgeleide notaties (zo als x > y, hetgeen

betekent y < x) gebruiken, steeds met de voor de hand liggende betekenis.

Hulpstelling: Bij iedere ¢ ¢ R is er een N € Z met o < N.
Bewijs: zij o = [(an)]; als fundamentaalrij is (an) begrensd, dus zeker
naar boven begrensd: er is een getal M ¢ @ met a s M. Als rationaal

getal heeft M een entier [M]; zij N =[M] + 2. Dan is a = N - | voor

~alle n ¢ W, dus ‘f'(eiﬁjj' < [(N)] ofwel ¢ < N. J

Stelling: R is archimedisch E—érbrrdend, d.w.z. bij iedere o, ¢ R met

% > 0 is er een n ¢ W met no > B.

Bewijs: Als 8 = 0 dan voldoet m = 1. Anders: Laat N ¢ IN zo gekozen zijn
datal< N (dus: Na > 1) en M zo dat B < M. Dan is MNa > M > B, zodat

n = MN voldoet. (]
OEEave
3.31. Toon aan: Vae]R anz (n =a<n+ 1). (n heet weer de entier

van a, notatie E{a) of [al).

Stelling: @ ligt dicht in R, d.w.z. voor alle @,B ¢ R met a < 8
geldt dat er een rationaal getal r bestaat met & < r < .

Bewijs: Als a < 0 en B > 0, dan voldoet 0. |
Als 0 < a < B: Er is een natuurlijk getal n met n{g - o) > I, dus o< B - a.
Ook zijn er natuurlijke getallen mmet m - -Il—l- > a.

]
Is p het kleinste onder die getallen, d.w.z. (p =~ 1) TSa<p- =,

dan geldt o < R £ a + 1 < B zodat r = E yoldoet.
n n n

Behandel zelf het geval o < 8 < 0. U
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 Opmerking: Er liggen zelfs oneindig veel rationale getallen tussen
@ en B. Toon dit aan!

Definitie: Een rij reele getallen is een afbeelding van N naar R. De

notaties zullen geheel dezelfde zijn als voor rijen rationale getallen.

De diverse soorten monotonie en begrensdheid worden geheel analcog

als bij rationale rijen gedefinieerd.

Definitie: Een rij (an) in R heet convergent naar o ¢ R {notatie:

o - o of lim a_ = o) als geldt:
n e D

VE>0 HNGEJ Vnenﬂ (lun - al <€)

n>N

Merk op, dat nu ¢ een willekeurig reeel getal is.

Opgaven;

3.32. Toon aan, dat een convergente rij begrensd is,

lewiis: + -+ + -+ .
3.33. Bewijs: als 6 *oen Bn + B, dan a Bn o + § en aan aB

Stelling: Zij o ¢ R, o0 = [(an)] voor een rationale fundamentaalrij (an)'

Voor deze rij (an), nu als reele rij gezien, geldt: lim a =a.
noee

" Bewijs: ZI] € € R willekeurig met € > O. Neem hierbij £ t 0 <

Daar (an) een fundamentaalrij is, bestaat een N ¢ N met:

I
Vn>N Vm>N (lan aml < E'El)'
We nemen nu n ¢ W met n > N voorlopig vast; dan geldt dus voor alle

me N met m > N

1 1
(an sl) + T £ < a < (an + 51) 7€ zodat

[(a - e)] < [C@)l < [(a_ +e)l.

Dit houdt, reeel gezien, in dat

a -~ &g <a<a +e¢g ofwel
n 1 n 1

la -~ af < ¢, en zeker |a_ - «f < .
n n

1

Daar dit geldt voor alle n > N is lim a = a. {
n-re

€ Qmet 0 < ¢
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Gevolg 1: Een reéel getal a bestaat, achteraf gezien, uit alle rationale

fundamentaalrijen die als reéle rij beschouwd naar a convergeren.

Gevolg 2: Ieder reeel getal is limiet van een rij rationale getallen.

Zoals-we.vroeger gezien hebben, heeft de vergelijking x2 ='2 geen
oplossing in @. We zullen nu laten zien, dat er binnen R inderdaad
precies &&n positief getal x bestaat waarvoor x2 = 2, (Deze x ¢ R

wordt, zoals gebruikelijk, met VE-aangeduid).

Bewijs: ]).Eerst tonen we aan dat er hoogstens &&n positief reeel getal x
1S met x2 = 2. Stel x = [(an)] eny = [(bn)] zijn verschillende positieve
reele getallen met x2 = 2 en y2 = 2. We tonen aan, dat dan x = y.

Hierbij zullen we gebruiken, dat R(als lichaam) geen nuldelers heeft:

zijn a,b ¢ R met ab = 0, dan geldt a = 0 of b = 0, (ga nal)
2

Wegens x2 = y2 =2 is 0 = x~ - y2 = (x - y)(x + y), waar bij x + y > 0
omdat x > 0 en y > 0. Dus zeker x + y £ 0, zodat x - y = 0 ofwel

X = y.

2) We construeren een reeel getal, dus een fundamentaalrij rationale
getallen, die aan het gestelde voldoet. Definieer Xq = | en Yo = 2,

2 . . . o
dan geldt Yo T ¥ = I en xy < 2 < yé. Hiervan uitgaande definieren we

0
recurrent de rijen rationale getallen (xn) en (yn): als x € Q en

' . ] 2 2
Y, € ) reeds bekend zijn met_yn X ;E-en xn < 2 < yn, dan delen we
. . 1 . 1 .
het interval [xn,yn] in twee helften [xn,_z-(xn + yn)j en [E{xn + yn),ynj.

B . N 2 1 2
Nu is X pPmx eny = z(xn + yn) wanneer X _ < 2 < (—2-(xn + yn)) , en

N .= 1 2 2
Xoelt 2(xn + yn) en y .= ¥y, wanneer (z(xn + yn)) < 2 ¢ y_ -
1

R

2
¢ ¢ en dat X =

Merk op, dat in beide gewvallen Yoel ~ e

Verder is duidelijk, dat xn+1 ¢ Q, yn+1 X e1? yn+] < at

(Het gebruikte proces heet de halveringsmethode).

We vinden rijen rationale getallen (xn) en (yn) met: xi < 2 < yi,

y - x =-1?1- voor alle n ¢ W en

De rij (xn) is monotoon zwak stijgend en naar boven begrensd (bijvoor-
beeld door 2}, dus een fundamentaalrij. (Uiteraard is evenzo (yn) een

fundamentaalrij). Verder is

2 _ B 1 _ ]
0=2- *a SVn T %" (yn * xn)(yn xn) < b S o2
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. 2
zodat lim X = 2, Er geldt dus (xi) ~ {2) ofwel [(xi)] = [(2)] ofwel,

n+e 2
als = =
a [(xn)], o 2. Iy
OEE&Ven': - - - e o
334. Toon aan, dat\a/Ta-"bestaat" in R, d.w.z. dat de vergelijking
' 3 ”
X = 10 een reele oplossing heeft,

335. Laat zien, dat v2.V/3 = Y&,

Definitie: Een reele fij (an) heet een fundamentaairij ﬁgnﬁééfwg;idt:

v (|a

V€>0 E‘Na:]I\] Vn>N m>N

n am' < e

Opmerking: Het enige verschil met rationale fundamentaalrijen is dus,

dat a en € nu reele i.p.v., rationale getallen zijin.

Oggave:

3.36. Ga na, dat voor reele fundamentaalrijen de volgende eigenschappen

(al bekend voor rationale fundamentaalrijen) gelden:

a).Iedere reele fundamentaalrij is begrensd.,

b) Iedere begrensde en monotone rij in R is een fundamentaalrij.

¢) ILedere reele convergente rij is een fundamentaalrij. ;

d) Als (un) en (Bn) reéle fundamentaalrijen zijn, dan zijn (an + Bn) y
4

en (uan) dat ook.

De volgende stelling zegt, dat ieder;re'éle fundamentaalrij cok (reéel
gezien) convergeert, Dit houdt in, dat de constructie van equivalentie-
klassen van fundamentaalrijen, waarmee we uitgaande van @ op R uit-
kwamen, geen nieuwe resultaten op levert wanneer we beginnen bij R.
Equivalentieklassen van fundamentaalrijen van reéle getallen gaan dan o
irmmers bestaan uit alle rijen die &&n zelfde limiet o hebben; de klasse
wordt dan door o bepaald en omgekeerd. Men drukt dit ook wel uit door N

te zeggen dat de stelling uitspreekt, dat R volledipg of compleet is.

In het bewijs van de stelling zullen we gebruik maken van de volgende

consequentie van het dicht liggen van Q in R (é&n maal met ¢ vervangen
door %?: Zijae R eneg ¢ R, ¢ > 0. Dan is er een a ¢ Q zodanig : ’
dat ]a-—al < €. '

(immers, tussen de regle petallen o - € en a + ¢ ligt een ratiomaal getal).
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Stelling: Iedere reele fundamentaalrij is convergent in R. o

ijs: Z1i] lrij ele getallen.
Bewiljs: Z1] (an) een fundamentaalrij van reele g e

We tomnen aan, dat er een @ ¢ JR bestaat met lim a = o. Bij o is er een

. [ e i
a ¢ Q 2z dat Ian ~ an| <= i
Zij € > 0 willekeurig. Er geldt E
1 1
Ian - am| < Ian N anl * |D:n - aml * ‘um - am| < .I_'l.' * an - C‘ml * El-

dus fa - am] < %e + —€ + ic = £ als n en m voldeende groot zijn (hier
mn

is gebruikt, dat (an) een fundamentaalrij is). Dus is (an) een rationale
fundamentaalrij. Stela= [(an)], zodat o het reéle getal is met

lima = o.
n

<
Zij weer € > 0 willekeurig. Dan is er een N ¢ N met lan - o <%€
voor n > N, Ook is er een M ¢ IN met ]an - an| < éﬁ voor n > M. Voor
n > max(M,N) geldt dus
la_~a|] s |a_-a | + |a_~-a] <&,
n n n n
zodat lim o = a. 0

-+ ¢
De laatste stelling van dit hoofdstuk markeert R als slot van onze
getallenopbouw op nog meer stringente wijze. Zij zegt in feite, dat
uitbreidingen van IR met behoud van de binnen R verkregen eigenschappen

niet meer mogelijk zijn.

Stelling: Zij Y een getalsysteem met optelling +Y,vermenigvu1diging

X, en ordening < zodanig dat R met zijn optelling, vermenigvuldiging

en ordening daar een deel van is. Wanneer geldt:

1) (¥, ty? XY) is een lichaam

2) <, is een volledige ordening op Y met voor alle x,y,z ¢ Y

Y

a) x Syyeny <gzmwx< oz

+
b) x <Y ¥y o= X +Y z <Y y v z
c) x < ¥ en 0Y <Y Z =X XY Z <y Y X ®
d) als 0Y <Y X, dan is er een n ¢ N zo dat y <Y n XY x. {(dus: <Y .
is archimedisch) B
dan geldt: Y = TR, |
- Bewijs: We geven eerst een paar losse overwegingen.
i) 0, = 0; immers 0, is neutraal element t.a.v. +_, en dus ook t.a.v.

Y Y Y
+, zodat 0Y moet samenvallen met het unieke neutrale element ( voor

+. Evenzo geldt, dat lY = | en dat “yT = T Voor r e R.



- 36 ~
ii) Voor iedere z . Y geldt: er is eenm ¢« IN met —m <_ z <_ m. Voor

Y Y
z = 0 is dit duidelijk (dan voldoet iederem ¢ IN ).Als O <y 2

vinden we met het archimedisch zijn van-de ordening dat er een m ¢ NN

is met z <, m. 1, dus met 0 <, z < .
Y ’ vy ®

Als z <y 0, dus O <y Ty % is er net zo eenme¢ N met “y 2S¢ M
dus ¢ <Y n +Y z, dus -m <Y z, zodat -m < Z <Y 0.

In beide gevallen is inderdaad -m <y 2 Sy W

Y <y B8, dan is vy v X Sy B Ty O

iii) Als o,B8,x,y ¢ Y met & g XSy Bena <

Wegens 0 <y 3 “y @ is dit duidelijk wanneer vy y

Ingeval x ¢ Y redeneren we als volgt: y <Y'B en o <, X, dus

X e wanneer y = X.

y +Y o <Y B +Y o <Y B +Yx. Tel links en rechts “y X en “y o op,

dan volgt het gestelde.

L

We geven nu het eigenlijke bewijs van de stelling.

Stel dat Y \ R # ¢; zij z ¢ Y\ R. Kies m ¢ N zodanig, dat -m <y % <y .

We definiéren de rijen rationale getallen (xn) en (yn) met behulp van

C e e F

de halveringsmethode: neem Xg = "W, Yo = m. Als X s ¥, al bekend zijn
2m

met X <y 2 %y y,emy, - x = n ,» dan is
=X, ¥ i= i{x +y ) als x =<, z < l(x + vy ) en
n+1 n’ “ntl 2 n n n Y Y 2%n n
1 I
1= e HE ] — + .
o+l Z(Xn * yn)’ Yn+1'T Y als Zcxn yn) vy 25V,
In beide gevallen is x <, Z <, ¥ en y - X = 20 ;
o+l Y Y “ntl n+l n+! 2n+1 {

De rationale rij (xn) is monotoon zwak stijgend en naar boven begrensd o

{bijvoorbeeld door m); (xn) is dus een raticonale fundamentaalrij, die

dus reeel gezien convergeert naar zeg x ¢ IR, Volgens het gestelde is

z # X :
Stel N:= z “y X als x <Y Z, '
ni= X -y oz als z <y %>

dan is in beide gevallen 0 <y M- Daar de ordening <y archimedisch is,
bestaat een k ¢ IN met 1 <Y k XY n, zodat 0 < %-<Y n.

. . Zm 1

< - E — e

Door de constructie van (xn) en (yn) is 0 Yo T %, ok voor n

voldoende groot. Daar zowel x als z tussen x, eny liggen, is

n<,y —x <

1
Y 'n n k Sy M-

Tegenspraak, dus Y = R. O
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4, Meetkunde op de reele rechte

Definitie: Zij 2 €« R en e > 0. De eg-omgeving van a is
Ue(a):= {x € m.] ]x - al <egl=(a-g€, a+e¢).
Definitie: Als U ¢ R, dan heet U open als geldt:

VueU 3e>0 (Ue(u) < 0.

Voorbeelden:

1) - (2,4) is open.

2) [1,5] is niet open. Immers, Ue(l) < [1,5]) is onwaar voor alle & > 0,

3) R is open.

4y {a} is niet open-

Stelling: De vereniging van willekeurig veel open verzamelingen is open.

"De doorsnede van eindig veel open verzamelingen is open.

Bewijs: 1). Zij Ua een open verzameling voor alle u ¢ A (A een index-

verzameling). We tonen aan dat U = u Ua open is. Zij u e U; dan is er

ol
een o € A met u ¢ Ua' Daar Ua open is geldt Ue(u) < Ua voor zekere ¢ > 0
dan is ook U (u) ¢ u U = 1T,
€ a
oeh
n

2} Laat UI""’Un open zijn; we tonen aan dat V= n Uk open is. Zij

k=1
veV, dus v ¢ Uk voor k = l,...,n. Voor alle k is er een €1 met
Uek(v) < Uk’ want Uk is open. Mzt £ = mln(e],...,en) is dan UE(V) cU
voor k = },...,n, dus U (v) ¢« n U, =V,

£ k
k=1

OEgaven:

4,1 Toon aan, dat intervallen van de vorm {a,b) met a < b, (a,») en
" {~=,b) open zijn.
4.2 Zij I = (- ly l) {n ¢ N). Laat zien dat n I geen open ver-
n n’ n n
ne IN
zameling is, alhoewel alle In's wel open zijmn.

Definitie: Zij A< R en p ¢ IR, Nu heet p verdichtingspunt van A als

geldt:
Yoo .\ D) n At .

Voorbeelden:

1) {% I n € IN} heeft 0 als verdichtingspunt.

2) (0,1) heeft onder andere | als verdichtingspunt, evenals [0,1].

3)  Z heeft geen verdichtingspunten.

g
:
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Opgaven:
4.3 Bepaal de verzameling verdichtingspunten van:
ol !
a) {1, L -3-, ey I—l-} {(n e N)

B (D" L] nen)
e) {% | pe N, g e W, p < q}

d) Q.
4.4 Zij p e R en A c R. Als er een rij (an) bestaat met de eigenschappen

1) ne N (an €8

ii) Vne]N (an 7 p)

1ii) lim a = p,
e n

dan is p verdichtingspunt van A, en omgekeerd. Bewijs dit.

4.5 Zij A < R. Men zegt dat A dicht ligt in R wanneer tussen leder
tweetal verschillende reéle getallen een element van A ligt; zo
ligt @ dicht in R.
Bewijs: Als A dicht ligt in IR, dan is ieder reeel getal verdichtings-

punt van A, en omgekeerd.

4.6 Toon aan, dat Lj% | pe 2, ke N u{0}} dicht ligt in R.
2

Definitie: Zij A ¢ R. A heet gesloten als alle verdichtingspunten

van A ook element van A zijn, m.a.w. als A al zijn verdichtingspunten

bevat.

Voorbeelden:

1) [2,5] is gesloten.

2) (1,3) is niet gesloten; immers, 3 is verdichtingspunt maar
3¢ (1,3).

3) {% | n e N} is niet gesloten, want O is verdichtingspunt en
behoort niet tot de verzameling.

4) {a} is gesloten, want {a} heeft geen verdichtingspunten.

Stelling: Zij A ¢ R, Dan geldt: A is gesloten dan en slechts dan als
R \'A open is.

Bewijs: 1) Stel Agesloten.Kjes nup e¢ R \ A, dus p ¢ A; dan is p
geen verdichtingspunt van A, dat wil zeggen 3€>0 «Ue(p) v{pPn A= @),
Dus geldt ook Ue(p) n A=, zodat Uc(p) c R \ A voor die €.
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2) Stel R \ A open. 2ij p € R \ A. Er is dus een omgeving UE(P) zodat
UE(p) e IR \ A, ofwel UE(p) n A= @, Bieruit volgt, dat p geen ver-

dichtingspunt van A is. A bevat dus al zijn verdichtingspunten. L

Gevolgen:

1) [a,b] is gesloten, in samenhang met het open zijn van (-=,a) u (b,=).
2) De doorsnede van willekeurig veel gesloten verzamelingen is gesloten,

de vereniging van eindig veel gesloten verzamelingen is geslotemn. ;
Opgaven
4,7 Bedenk zelf de definitie van Ue(i) voor a EZRZ.
4.8 Zij A c 1R2. Bedenk zelf de definitie wvoor: A is open.
4.9 Vi= {(x,y) E?RZ I |x| <1, |y| < 1}. Bewijs dat V open is.

2 e
4.10 Stel A c ]R2 enp e R . Bedenk zelf de definitie voor:

a) p is verdichtingspunt van A
b) A is gesloten.

4,11 vi= {(x,y) e:m2 | x° + y° < 1}. Bepaal alle verdichtingspunten van V.

4.12 W= {(x,y) € E?l xz + y2 £ 1}. Bewijs dat W gesloten is.
4.13 Bewijs dat (0,1], duw.2z.{x ¢ R I 0 < x £ 1} noch open noch gesloten is,
4,14 Are {%5% | n ¢« N}. Bepaal de verdichtingspunten van A.

Behoren deze tot A?

Definitie: Zij A< R, A # @. Men noemt A naar boven begrensd wanneer

een M ¢ R bestaat met: VaeA (a £ M); in dit geval heet M een bovengrens

van A. Analoog wordt naar beneden begrensd en ondergrens gedefinieerd.

Verder heet A begrensd als A zowel naar boven als naar beneden begrensd is.

Stelling (Bolzano-Weierstrass)
Elke oneindige en begrensde deelverzameling van R heeft tenminste E&n

verdichtingspunt (al dan niet tot de verzameling behorend).
Bewijs: Zij A ¢ R, A een oneindige, begrensde verzameling. Wanneer m
een ondergrens en M een bovengrens van A is, geldt dus A ¢ [m,M].

Zij x, = m, Yy = M; dan is Yo ~ X = M- m terwi]il [xo,yoj oneindig veel

(0]
elementen van A bevat. We passen de halveringsmethode toe: is x> Yy al

bekend, zodanig dat y - x = — I en dat [x ,¥_ ] oneindig veel
n n o n’’n
elementen van A bevat, dan beschouwen we de deelintervallen [xn, -;:-(xn + yn)]

I
en [—(x_ +. .
I AC D SO RIS
Minstens &€&n van deze deelintervallen moet weer oneindig veel elementen

. .. . . 1 |
uit A bevatten. Zij el T X Yo 5(xn + yn) als [xn,f(xn + yn)j
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.. 1
13— + )
oneindig veel elementen van A bevat, en X 41 2(xn yn), Yo+l Y

- M-m
n+l 2n+l

in het andere geval. Dan is Yoep ~ X terwijl [xn+1,yn+ 1

1
oneindig vele elementen uit A bevat.
Zo ontstaat een tweetal rijen (xn) en (yn) met:
Ny - x = ¥ oor alle n e I o
noon o0

2) voor alle n ¢ W bevat [xn,yn} oneindig veel elementen van A
3) (xn) is monotoon zwak stijgend, (yn) is monotoon zwak dalend.

Daar (xn) behalve monotoon zwak stijgend ook naar boven begrensd is

(bijvoorbeeld door M) is hij convergent; zij x = lim x .
1o

M-m . .
=—is lim (yn —-xn) = (0, zodat ook

Wegens y_ - x
. n 2 o0

n

limy =1lim (x_ + (y - x)) =x+ 0= x,

o P e D n n
Omdat (xn) monotoon zwak stijgend is, geldt X, < X3 omdat (yn) monotoon
zwak dalend is, geldt x = Yo zodat x ¢ [xn,yn} voor alle n ¢ IN.
Met behulp hiervan tonen we tenslotte aan, dat x verdichtingspunt van A is.

Kies ¢ > 0 willekeurig en beschouw UE(x).

T < £, zodat dan [x ,v ] ¢ U (x). Omdat
‘ 2 n’’n e
(x ,y ] oneindig veel punten van A bevat, is W ) \{x}) na¢y g

. M
Voor voldeend grote n is

In het vervelg worden systemen van verzamelingen reéle getallen gebruikt.
Met behulp van een indexverzameling A geven we zo'n systeem weer met
v, | @ € A, Voor alle o ¢ A is V, hierin een verzameling reéle getallen.

Voorbeeld:

1
R N},
n)lne }

¢ W = -1
u_l(l)lntm ta -

n

Definitie: Zij K < R . Een systeem V | a ¢ A heet een overdekking van K
A AT LA " Lreliexxing

wanneer K< u V
Q
ach

Een overdekking Va ‘ & € A van K heet een open overdekking, eindige
overdekking, resp. aftelbare overdekking wanneer iedere Va open 1is,
A eindig is, resp. A aftelbaar is.

Een deeloverdekking van een overdekking Va | @ ¢ A van K is een deel-

systeen Va | @ ¢ Bmet B c A, dat ook reeds een overdekking van K is.
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Voorbeeld: Het systeem Ul(r) ] (n,r) ¢ N x @ vormt een aftelbare open

n
overdekking van R,

Bewijs: IN en @ zijn aftelbaar, dus IN x Q ook. Verder is U](r) Open.

n

voor alle ne N, r ¢ . Tenslotte is R = y Ul(z), dus zeker

zeZ

R = U Ul(r). . (1 _'%
(n,r)elN xQ = ";1
_%
Stelling: Zij V een open deelverzameling van IR . Er is een A met A ¢ N x @ A
zodat u U (r) =V, 3
(n,r)EA '!'1' : %
Bewijs: Z1] V. V k >0 1dt U (v) <« V d v 1 ‘Vﬁ
ewijs: Zij v € V, o?r zekere ¢ ge v , omdat V open is. !
Kies n uit IN zd dat =< &, dan is Ul(v) c V. )

n

Kies binnen U l(v) een rationaal getal r, en beschouw U 1(r).

Zn 2n
Bij elke v ¢ V vinden we op deze wijze ean U l(r) met v e U l(r) en
2n Zn B
U l(r) < U](v)‘c V. ;
Zn n f
De vereniging van deze U I(r) is dus precies V. ] :

2n

Stelling van Lindeldf

Zij K « R en laat va | & ¢ A een open overdekking van K zijn; dan bevat

-Va } o € A een hoogstens aftelbare deeloverdekking.

Bewijs: Zij a ¢ A en beschouw de open verzameling Vu'
Volgens de vorige stelling is er een indexverzameling Ba c N x @ 28, dat

Va = U UI(r).
(n,r)eB -
o n

Neem B = y Ba; wegens B < N x Q is dan B hoogstens aftelbaar terwijl
el

U Ul(r) een overdekking van vy Va is, en dus zeker een overdekking
(n,r)cB Py acA

van K. Voor iedere U](r) met (n,r} ¢ B is er een a' ¢ A zodanig dat
n
Ul(r) < Va,. De verzamelingen Va, die we zo krijgen voor alle mogelijke

Il
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(n,x) ¢ B vormen een hoogstens aftelbaar deelsysteem van Va | o« A

dat K reeds overdekt.

Definitie: Zij K ¢ R. Men noemt K compact wanneer ledere open over-

dékking'van K een eindige deeloverdekking heeft.

Vootbeelden: .
1} Beschouw V:i= {% | n ¢ IN}, We zullen aantonen dat V niet compact is.

Neem e = 4 - —L_ en beschouw de open overdekking U (lo | n e I
n n n+l En n

van V.

Er geldt: Ue (%Q bevat precies &&n element van V, namelijk %; immers
n

.

1 1
——-g en—+ e <
n+l n n n n n—1

(ga na).

Elke eindige deelcollectie van onze overdekking bevat dus slechts

eindig veel punten van V, en overdekt V dus niet.
2) W= {% | ne N} u {0} is wel compact.

Beschouw namelijk een open overdekking Vu | o € A van W, Daar 0 ¢ W,

is er een o, € Amet 0 ¢ V_; omdat V  open is, bestaat een e > 0
0 4 %
met (-e,&) < Va . Deze Va overdekt dus reeds bijna de gehele W,
0 0
n.l. zeker alle punten-% met'% < ¢, dus met n > % . Er blijven slechts

eindig vele punten van W over, zeg ST rags die uiteraard al .door
1
eindig vele Va's overdekt worden. Deze laatste V 's vormen samen met
Q

v, een eindige deeloverdekking van W.
0

3) W is niet compact., Het systeem Ul(n) [ n e N is een open overdekking

4
van N, maar een eindige deeloverdekking is er niet.

Oggave:

4.15 Zij Vi= (0,1) en beschouw het systeem van open verzamelingen
v I o ¢ A met
a
+
vie @&, 128 en oa= (0,1).
o 2
a) Toon aan, dat Va c V voor alle ¢ ¢ A.

b) Bewijs, dat v V_ =V,
o
ceh
¢} Laat zien, dat V niet compact is.
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Voorbeeld: Len begrensd, gesloten interval is compact.

Béwijs: Zij a,b ¢ R met a < b en beschouw I = [a,b]; we moeten bewijzen
dat I compact is. Stel I is niet compact; dan is er een open overdekking
Vu | @ ¢ A van I, die geen eindige deeloverdekking heeft. We construeren
nu een rij intervallen Exn,yn3 met de halveringsmethode: Xy T @ ¥y = b,

zodat t£x ] géen eindige deeloverdekking uit Va | @ ¢ A heeft, terwijl

0*Y0
Yo T % = b - a.
Laat X Y al bekend zijn 25, dat [xn,yn] geen eindige deeloverdekking

uit V l o € A heeft, terwijl y_ - x_ = b 2
o n n oh

. P : . ] I
Minstens &&n van de intervallen [xn, 2(xn + yn)] en [z(xn + yn), yn]

heeft dan geen eindige deeloverdekking uit Va | @ ¢ A.

.. . " . . .
Zij xn+l' xn, yn+l' 2(xn + yn) als dit voor het eerste interval geldt;
x = l(x +v ), vy . .=y _ anders. Dan heeft [x ¥ . .] geen eindige

n+l 2 n n’’ ‘n+l n nt+l’ ntl

. .. b-a
deeloverdekking wvan Va a € A, terwijl Yorl " el T ;E:Tm—.

Zo ontstaat een monotoon zwak stijgende rij (xn) en een monotoon zwak
dalende rij (yn), waarvan we weten dat ze een gemeenschappelijke limiet x
hebben. Hiervoor geldt bovendien x ¢ £xn,yn] voor alle n ¢ N . Daar

x ¢ [a,b] ligt x in zeg Va voor zekere o, ¢ A, Omdat V  open is,

0 0 %
bestaat een ¢ > 0 met U (x) < Va . Voor n zo groot dat b ;+? < g geldt
¢ 0 2
dan [xn,yn] < Va . Dit is in tegenspraak met de constructie van de

0

intervallen [x_,y 1.
n’’n

Hulpstelling: Een gesloten deelverzameling van een compacte verzameling
is compact.

Bewijs: Stel F ¢ K ¢ R met F gesloten en K compact. Zij F¥' = R\ F,
zodat F?open is,

Laac V | @ ¢ A een open overdekking van F zijn; dan is dit systeenm,
aangevuld met F' een open overdekking van K. Dit aangevulde systeem
heeft een eindige deeloverdekking van K, dus ook van F. Wanneer o

nog tot deze eindige deeloverdekking behoort, kunnen we hem zonder meer
weglaten. We krijgen dan een eindige deeloverdekking van F uit het

systeem Va l a ¢ A. Dus is F compact. ]
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Stelling (Heine-Borel): Zij K ¢ IR . Dan geldt: K is compact = K is
begrensd en gesloten.

Bewijs: 1) Laat K compact zijn. Het systeem Ul(k) | kK « K is een open
overdekking van K en heeft dus een eindige deeloverdekking

Ul(kj) | je {l,...,n}.

Zij m:= min (k]-l,...,kn-l) en M:= max(k1+l,...,kn+l). Dan is kennelijk
K c {m,M], dus K begrensd.

Um aan te tonen dat K gesloten is nemen we een willekeurig punt p ¢ IR \ K.

Dan geldt voor alle k ¢ K dat € = [p - kl > 0. Beschouw Ul (k) voor
—f
2 k
willekeurige k ¢ K; we merken op, dat de afstand van p tot ieder punt
van U1 (k) meer dan % € is. Het systeem UI | k € K is een open
Tk ' Kk

A ]
AL

overdekking van K, en heeft dus een eindige deeloverdekking

U (kj) l 3 € {1,...,n}. Nu geldt, dat de afstand van p tot ieder punt
2k,
]

van ledere U (kj) meer is dan §:= %»min(ek ser i€y Y. Omdat

1

n Eckj 1 n
Kz u U (k.) is de afstand van p tot ieder punt van K dan ook
=ty

1
meer dan §, zodat Ué(p) n K = @. Hieruit volgt dat p geen verdichtings—

punt van K is. Alle verdichtingspunten van K behoren dus tot K.
2) Laat K begrensd en gesloten zijn. Zij m een ondergrens en M een g
bovengrens van K, zodat K ¢ [m,M]. Volgens de hulpstelling is K dan als

gesloten deelverzameling van de compacte verzameling [m,M] zelf ook

{0

compact.

Stelling: Zij V een niet-lege, naar boven begrensde verzameling reele
getallen. Dan is er een kleinste bovengrens van V (al dan niet tot V
behorend); d.w.z., er is een getal x ¢ R z5 dat x bovengrens van V is
terwijl x — € voor alle € > O geen bovengrens van V is.

Bewijs: Daar V ¥ @ is er een element a ¢ V. Neem Xy = @ - 1;

dan is X, geen bovengrens van V. Daar V naar boven begrensd is, bestaat

een bovengrens M van V; we nemen Yo * M. Nu is Yo T % = M-~a+ ],

x. is geen bovengrens van V, Yo is wel bovengrens wvan V.

0
We passen de halveringsmethode toe. Laat X.» Yo al bekend zijn met

- x = M=-a+1
Ya n of

» X geen bovengrens wvan V, Y, wel bovengrens van V.

1 . .
Beschouw E{xn + yn); is dit een bovengrens van V neem dan

ol
= glx + Yn),

X
n

1
= + . .
2(xn yn), anders, neem dan X ol

. . ) _ o Mmat]
Rl In beide gevallen is Yoti X+l 2n+|

el *n? Ynel”

v R xn+] geen boven-

n+l
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grens van V, Yol wel bovengrens van V. Zoals bekend, hebben de rijen
(xn) en (yn) een gemeenschappelijke limiet, zeg x. Nu geldt voor alle
v € V dat Yo zwvwvoor n=0,1,2,,,., zodat x 2 v. Hieruit volgt dat x
bovengrens van V is. Voor £ > 0 willekeurig is X > X - e voorn vol-

doende groot; X is ‘geen bovengrens en x - & dus ook niet. ]

Analoog geldt: Zij V een niet-lege, naar beneden begrensde verzameling

reele getallen. Dan is er een grootste ondergrens van V.

Definitie: Zij Vo R, V % @, V naar boven begrensd. De kleinste

bovengrens van V heet het supremum van V; notatie: sup V. Is V ¢ R,

V # ¢, V naar beneden begrensd, dan heet de grootste ondergrens het

infimum van V; notatie: inf V,

OEgaven:

4,16 Bewijs het volgende kenmerk: Zij M een bovengrens van een verzameling V

van reele getallen, terwijl M ¢ V. Dan geldt: sup V = M,

Analoog voor ondergrens en infimum.

 4.17 Bepaal supremum en infimum van de volgende verzamelingen:
a) {l-l ne N}
n

b) L0, 1)
e} {x e Q| x? < 2},

4.18 Zij V een niet-lege, naar boven begrensde verzameling reéle getallen,
zij M = sup V, Dan geldt: M ¢ V 8f M is verdichtingspunt van V,
Bewijs dit.

Analoog voor naar beneden begrensd en infimum.

4.19 Laat V een niet—lege, naar boven begrensde, gesloten verzameling
reele getallen zijn.
Toon aan, dat sup V ¢ V.

Analoog voor naar bemeden begrensd en infimum.

4.20 Als K een compacte verzameling reéle getallen is, dan bevat K

cen grootste element en een kleinste element. Bewijs dit,
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5. Continuiteit

Definities: Zij A < R; beschouw de afbeelding £: A+ R.

1} £ heet continu in a (a ¢ 4A) als geldt:

Y50 Jos0 Yyea (Clx = al < 8) = (j£x) - £(a)| < e)).

2) £ heet continu op V (V © A) als f continu is in ieder punt van V.
3) f heet continu wanneer f continu is op A.

Uit Wiskunde 10 is bekend, dat som, product, quotient en samenstelling

van continue functies weer continu zijn. Ook de inverse functie van een

bijectieve continue functie is continu. Verder zijn constante functies

¢ontinu, en de functies x, X (n e M), xP (pe R, x> 0), cos x,

sin x, ex, Zn x (x > 0) eveneens. Als gevolg krijgen we tenslotte, dat

alle "formulefuncties" continu zijn.

Definitie: Zij A < 3R, VcaA, Wco R, en f: A+ R een afbeelding.

Het beeld van V onder £ {notatie: £(V)) is {£f(v) | v eV},

Het volledig origineel van W onder f (notatie: £ (W)) is {x € A ] £f(x) ¢ W}.

‘Opgave:

5.1, Zij £: [-2,») » R gedefinieerd door f(x) = xz.
1) Bepaal £((-1,2)).
2) Bepaal £  ([4,9)).

3) Bewijs, dat f continu is in 5. 4

De definitie van continuiteit in een punt laat zich op de volgende wijze
herformuleren (ga de equivalentie met de corspronkelijke formulering na):
Zij A< R, f: A+ R.

f heet continu in a ¢ A als gelde:

Ve>0 56>0 (f(Ué(a) nA) < UE(f(a))).

Een herformulering van de continuiteit van een functie wordt in de

volgende stelling omschreven: _

Stelling: Zij Ac R en £: A > R. Nu geldt: f is continu dan en slechts
dan als er veoor iedere open verzameling V ¢ IR een open verzameling

U ¢ R bestaat zd dat f+(V) = U n A.

Bewijs: 1) Laat f continu zijn. Zij V < R, V open. Als £ V) = ¢,

dan is £ (V) = @ n A met @ open. We beperken ons daarom tot £ (V) # 0.
Voor iedére acf (V), dus voor iedere a ¢ A met f{a) ¢ V,is er een .

e{a) > 0 met Ue (f{a)) = V, want V is open.

(a)




_47_
Bij deze e(a) is er een &{(a) > 0 z5, dat
f(Ud(a)(a) nAa)c Ue(a) (f(a)) < Vv,

(£(a))) < £ (V).

dus (Ug (ay(a) 0 &)< £ W, 2
Zij ur = u U (a);
acf vy @

' . . . = . «
dan is U open. Bovendien is{U n A)c £ (V). Maar ook is £ (V) < A

-

‘e
én £ (V) < U, wegens de definitie van U. Dus geldt
-
f (V) = U n A,

2) Zij a € A en & > 0, Omdat UE(f(a)) open 1s, bestaat een open ver-—
cameling U 28, dat f (U_(£(a))) = U n A. Ondat £(a) ¢ U_(£(a)),
geldt a «¢ fe (UE(f(a))), zodat a ¢ U. Daar U open is, bestaat een

§ » 0 met Ué(a) c U. Dan is(Uﬁ(a) n Adc(U n A), zodat
Wgla) n A)e £ (U (£Ca))).

Gevolg: f(UG(a) na)c UE(f(a)), dus f is continu in a.

Stelling

Zij A een compacte deelverzameling van R en

f: A+ R continu. Dan is f£(A) compact.

Bewijs: Zij VB I & € B een open overdekking van f(A).

Omdat VB open is, geldt fﬁ (VB) = U_n A voor zekere open U, © R,

g g
Het systeem UB l B ¢ B vormt een open overdekking van A.
Immers: Is a € A, dus f(a) ¢ £(A), dan is f(a) € V_ voor zekere B ¢ B,

B
maar dan is a € f (VS), dus a E(UB n A),zodat a ¢ UB.
A is compact, dus het systeem UB | B ¢ B bevat een eindige deelover-

dekking van A, zeg UB | i e {1,...,n}.

i
We zullen nu aantonen dat V
is van f(A).

Is n.l..y € £(A), dus y = £(b) voor zekere b ¢ A, dan is b « UB voor

1

| i € {1,...,n} een eindige deeloverdekking
i

B

zekere 1 ¢ {1,...,n}, dus b e(UB n A). Nu geldt
i

£(b) ¢ £ (UB- n A) dus f(b) ¢ VB- .

1 s
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Stelling van Welerstrass

zij £: [a,b]l » R. Als £ continu is dan bestaan ¢ ,c, ¢ La,b] zodat

1772

Vxe[a,bj (f(cl) < f(x) = f(cz)).

Opmerking. De laatste zin kan ook aldus gezegd worden: als f continu is
dan heeft f op [a,b] een globaal maximum en een globaal minimum.

Bewijs: [a,b] is gesloten en begrensd, dus compact; f({a,bl) is dan

obk compact dus gesloten en begrensd; deze verzameling bevat daarom zijn
supremum en infimum. We bewijzen dit slechts voor het supremum M.

Stel M ¢ £({a,b]). Voor iedere ¢ > 0 is M - ¢ geen bovengrens van
f(la,bl), zodat er eeny ¢ £([a,b]) bestaat met M - ¢ < y < M, Hieruit
volgt dat M verdichtingspunt van de gesloten verzameling f([a,b]) 1is.

Tegenspraak.

Tussenwaardéstellin&. Zij f: [a,b]l - R continu, terwijl f(a) # f(b).

Als n een getal tussen f(a) en £(b) is, dan is er een £ ¢ (a,b) met

£(E) = n.

Bewijs: We behandelen slechts het geval waarin f(a) < n < £(b); het
geval f(b) < n < f£(a) gaat analoog. We passen het halveringsprincipe
toe. Neem x0:= a, y0:= b; dan is Yo © X0 =bEa— a en f(xo) <n< f(yo).
Als x eny, al bekend zijn met A —;H en f(xn) <N < f(yn)’
dan beschouwen we é(xn + yn). Is f(%(xn + yn)) < n, dan is

= + = y_; i i 1=
X 41 i(xn yn) en ¥ .1 ¥, in het andere geval 1is X 4 x en

Vos1t® i(xn + yn)-

n+

. _b-a
Nu is Yol ~ Epel T maT o en f(xn+l

monotoon zwak stijgefide rij (x ) en een monotoon zwak dalende rij (yn),
n

Y = n < f(yn+l)' Zo ontstaat een

waarvan we weten dat ze een gemeenschappelijke limiet, zeg £ hebben.

Omdat xn b3 X,
Daar £ continu is in &, volgt uit f(xn) < n voor alle n ¢ W dat

= a is £ = a; omdat Y < Yy = b is £ £ by dus £ ¢ [a,b].

f(&) < n. Evenzo volgt uit n < f(yn) voor alle n ¢ IN dat n = £(&).
Dus n = £(£). Wegens f(a) < n < £(b) is £ ¥ a en £ # b, zodat
£ e (a,b).

Stelling: Is f: {a,b] » R continu, dan is f ([a,bl) = [m,M], waarin m
het globale minimum en M het globale maximum van £ is.

Bewijg: Dit volgt direct uit beide vorige stellingen.

Ter inleiding van de volgende definitie behandelen we eerst een voor-—
beeld. Beschouw de continue functie f: (0,%) + R met f£(x) =-% .
Zij a € (0,%) en kies £ > D willekeurig.

Er geldt:

t!

e s RSP e o B o

o R

R ke
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2 2
(a - 2 £ + o E') VOOr £ € —
l+ae ? l-ace a
1oy o
£ (UEQ;)) =
2 1
a‘e . 1
(a - TTas w) voor € % — .
Als we 6 > 0 nemen zd dat
a’e
6 = Tra dan geldt f(Ua(a)) c qE(f(a)).

Hieruit blijkt dat f continu is in a; f is dus inderdaad continu op

(0,=).
De maximum waarde die voor & genomen mag worden, hangt af van a. We

zien, dat bij vaste ¢ > 0 de waarde van & steeds kleiner moet worden

naarmate a dichter bij 0 komt.

Definitie: Zij Ac R en f: A -+ IR. Men zegt dat f uniform continu

is als geldt:

v (f(Ua(a) na)c Ua(f(a))).

e>0 36>0 VaeA

OEmerkingen:

1) Bedoeld is dus, dat bij gekozen e > 0 een § > 0 moet bestaan die

voldoet voor alle a € A.

2) FEen equivalente formulering is:

Yes0 350 Yxea Vyea ((x =~ y] < &) = (J£(x) -~ £(3)] < €)) .
Voorbeeld: Zij f: IR > R, gedefinieerd door f(x) = cos x.
Dan is f uniform continu. Kies n.l, ¢ > 0 willekeurig.

Er geldt:

|cos x - cos y| = 2|- sin f%l sin E%XI < 2|sin §%X| < |x =~y

Als 6:= e, dan geldt voor alle x,y ¢« R met ]x - y| < § dat

|£¢x) - £(y)] < e

L
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Stelling: Laat A < R, A compact en f: A > R continu zijn, dan is f

uniform continu op A,

Bewijs: Kies € > 0. Bij elke a ¢ A is er een 6(a) zodat

f(UG(a) nA) c ?E (f(a)).
2

Omdat a ¢ U (a) is het systeem U (a) I a € A een open overdekking

75(a) 25(a)

van A, Omdat A compact is bevat dit systeem een eindige deeloverdekking,

zeg Ul (ai) | i e {1,...,n}.
79¢a;)
Zij §:= min(-;_-s @)snees %a (2 ).

Kies x en y in A zodat |x - y| < 4.

Nu geldt x € U (ai) voor zekere i ¢ {1,...,n}.

1
—2-6(ai)

1 )
Dus [y = a;] < ly - x| + [x~a;f = 28a) + 58(a) = 6(a))

zodat x € US(ai)(ai) én vy € Uﬁ(ai)(ai)'

Hieruit volgt f(x) € qE (f(ai)) en £(y) ¢ ?E (f(ai))

2 2

en |f(x) - £(v)| < [f(x) - £(a)| + |f(ai) - £(y)| < e.

Oggaven

5.2 Zij £: {1,10] + R gegeven door f£(x) = % . Dan is f uniform continu.

Geef bij een € > 0 expliciet een § > O 28 dat voor alle
X%y ¢ [1,10] met |x - y| < & geldt: I%-- %1 < g

5.3 Toon aan, dat f: [},»} + R met f(x) = In x uniform continu is.

5.4 Is f: R + R met f(x) = x2 uniform continu?

R
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6. Integreren

In dit hoofdstuk zal steeds het volgende gelden:
l.ae¢ R, be R, a <b.
2, £: {a,b] » R is een begrensde functie,

3. Een verdeling van [a,b] is een eindige deelverzameling

Vi= {x ,xn_],xn} met & = X; < X;... < X < x = b,

0rXyreee

4. De verzameling van alle verdelingen van [a,b] wordt met V aangegeven.
5, m:= inf{f(x) | x e [a,bl},
M:= sup{f(x) | x ¢ [a,bl},

m, &= inf{f(x).| X € [xi-l’xi}} ’

m

Mi:= sup{ £ (x) I X € [xi_],xi]} s voo? ie {1,2,...,n}.

Definitie.
De bovensom Sv(f) van £ bij de verdeling V wordt gedefinieerd door ki
n R

1= L(x. - x. £)i= (AKX T X, .
SV(f) igl Ml(xl xl_]) en de ondersom sv(f) door sv( ), 151 ml(xl x1—1)
Opmerkingen
1. We noteren Sv en s, in plaats van SV(f) resp. sv(f) zolang geen ver-~

warring mogelijk is,
2. Voor alle V ¢ V geldt:
m(b - a) < Sy < SV < M(b - a). (Ga dit na).
Gevolg: {SV | Vv e V} is begrensd, evenals {sV | v e V).
Definitie. Als V en W elementen van ¥ zijn én V ¢ W dan heet W een
verfijning van V.
Stelling. Als W een verfijning van V is, dan is
<
SW = SV en s;, p-d Sy -
. .. < ..
Bewijs: We bewijzen dat SW < SV (het bewijs dat sw 2 sV gaat analoog).
Stel Vi= {X_ ,es.,X. ,» X,3s00,X } en neem aan dat W maar een punt. meer
0 1—-1 i n
heeft, n.l. v, mgt X <y < xi.
Zij Mi1:= sup{£(x) [ X € [xi_l,y]} en Mi2:= sup{ £(x) | %X € [y,xi]} s
zodat Sv - Sw = Mi(xi - xi—l) - Mil(y - xi-l) - Mi2<xi - v).
., =M, ., £M, is S - S_ =M (x. -x, , -y +tx, , "X, +ty)=

Wegens M., < M, en M., M, is S, - S, 1(x1 X;_) T xR TX v) =0,

dus SW < SV'
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Indien W k punten meer bevat dan V (k> 1) houden we deze redenering

k maal. d

Stelling. Als V en W elementen van V zijn, dan is 3

SV b sW en Sw =z sv .

0 S G et e

Bewijs. Zij U een gemeenschappelijke verfijning van V en W (bijv.
U=V uW, dan geldt:

s. <5 =5 <8 ens, <s_ <5 <8 - ]

e S

Definities: De bovenintegraal i (f) van f over [a,b] wordt gedefinieerd

[a,b]

door I[a,Eff):E 1nf{SV(f) [ V e V}, de onderintegraal

o

e e
R S s P

L[a,b](f):g sup{sv(f) | v e V3.

Opmerking: Waar geen verwarring mogelijk is, worden de aanduidingen van

het interval en de functie in de notatie weggelaten.

OBgave:

6.1. Bewijs dat geldt: V U(I < SV <I+eg).

>0 aVe
Evenzo dat geldt: Ve>0 EVEU(E-_ e < 8y < 1.

Stelling: I 2 I.
Bewijs: VVEU VWEV(SV = sw), dus ook 1nf{SV [ Ve ll = sup{sw ! W e V)

ofwel I z I. 0

Gevolg:

v (m(b - a) £ ¢ SESES < M(b - a)).

S
vel v v

Definitie: f heet Riemann—integreerbaar (of kortweg integreerbaar) over

fa,b] als geldt I= I.

Notaties. Als f integreerbaar is over [a,bl, dan noemen we de gemeenschap-

pelijke waarden van i en I de integraal van f over [a,b] en deze waarde

duiden we aan met Z f(x)dx,I[a,b](f) of kortweg I.

Voorbeelden:

, dan

Zij £(x):= ['I als x € [a,b] en x rationaal

0 als x ¢ [a,b] en x irrationaal

is f niet integreerbaar over [a,b].
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Immers: Zij V = {xo,..,,xn}, dan geldt op elk interval dat M. I

en m, = 0, dus SV =b - a, en sy = 0, zodat I = b - a, maar 1 = 0,
2. Zgj c ¢ R en £f(x):= c voor alle x ¢ {a,b], dan is f integreerbaar en

[ £(x)dx = c(b - a). ;
a

Bewijs: zij V ¢ V, dan Mi =m =cop elk deelinterval; dus

n
SV = iZ] Mi(xi - xi_]) = ¢{(b ~ a) en evenzo is 5y = cl{b - a), dus

I=1=c(b - a). [

Stelling: De volgende uitspraken zijn equivalent:
o ..
17, f is integreerbaar over [a,b]

[§]

25 Vesg ey Sy 78y < o). 1%
Bewijs: "1° > 2", Kies een € > 0. Daar I = inf{SV l V e V}, is er een E
: -IT <&
Vl e V met SV I« 7 -

Evenzo is er een V2 e V met I- sy < % . Bedenk dat I = I = I. Als V f
2 ¥

een gemeenschappelijke verfijning van Vl en V2 is, dan geldt B

- < - = — - .
Sv sy < SV Sy (SV I) + (I sy Y < e
1 2 | 2
140 O, pee
27 > 17" VVEV(SV £IsIcs SV).

Kies een € » 0, dan is er een V ¢ V, waarvan geldt SV - s, < g, dus ook

v

I - I < e, zodat VE (I - I < ¢), maar dan is I= I. 0

>0

Voorbeeld. Zij f(x):= x voor alle x ¢ [a,bl, dan is f integreerbaar op

fa,b] en | f(x)dx = 2(b2 - 32).
a
n n
Bewijs: SV = izl Mi(xi - xi_l) = 121 xi(xi - xi—l) en
n n
Sy ~ .2 m ey =% ) = .2 (% 7 x)), dus
1=1 i=1
n
. 2
Sy sy Lo O mx T
i=]
Kies de verdeling V van [a,b] z& dat X, - % _ = b-a voor alle i ¢ {],...,u},

2
. ~ - b - a)
dan 1s Sv Sy - . b
(b - a)’
Bij een € > 0 is SV T sy <€ als n > s dus xdx bestaat.
a



n
Voor de gekozen verdeling V geldt Sy = iZl xi(xi - xi_l) =
n n n
b -a b - a b-a b -a b~ a
™ E * T TR z (a + n ) = n (na + n z =
i=] i=] i=1
b oAy (b - a)(n + l)) - b2 - a2 + (b - a)2
n 2 2 2n ’
_ b2 B a2
dusI=1nf{sv[va}s-——2-——-—.
Analoog geldt:
e G R S
v 2 2n ! = 2
b
2 2 2 2 2 2
Dus geldt: b -~a £ 1 <1 s b - a s zodat I = xdx = b=
. 2 = 2 2
a

Opgaven:
6.2 Zij £: [0,1] » R gedefinieerd door f(x) = x* voor alle x « fo,11.

Bewijs dat f integreerbaar is over [0,1].

6.3 Laat f integreerbaar zijn over [a,bl; zij c¢c ¢ R 238 dat [f(x)| = ¢
voor alle x ¢« [a,bl.

Toon aan, dat l F(x)dx I < ¢e(b - a).
a

6.4 2ij f integreerbaar over [a,b] terwijl f(x) z 0 voor alle x ¢ [a,b].

Bewijs dat I[a,b}(f) = 0.

6.5 De functie f: [0,2] ~ R 1is gegeven door £(x) = 0 voor x ¢ [0,2],

x ¢ | en £(1) = 1. , 9
Toon aan, dat f integreerbaar is over [0,2] en dat f f(x)dx = 0.
0 .

Stelling: Laten a, b en c¢ reéle getallen zijn met a < b < c.

Als f: [a,e] + R begrensd is dan geldt: i[a,cja i[a,b] + I[b,c] en
i{a,cj N E{a,b] * E{b,c]'
Bewijs: Zij Vl een verdeling van {a,b], V2 een verdeling van [b,c];

dan 1s Vi= Vl U V2

] I < = +
een verdeling van [a,c] en I[a,c]"sv SV] SV2 zodat

I[a,c] = I[a,b] * I[b,c]'

Zij V een verdeling van [a,c¢] en V:=V y {b}, dan is V' een verfijning van V.

Exr zijn au verdelingen Ul aen Vz
-+ S = S < S d
v vl = Py zodat

Dus 1s Ifa,b] + I[b,c] < SVI )

van resp. [a,b] en [b,c] zodat V' = VI U oV,
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I 4o+ L <I . 1 taal vi I + I = I
[a,b] © '[b,c] = 'a,cyr In totaal vindenwe I o+ I 0=1I 4

Het tweede deel van de stelling wordt analoog bewezen. 1

Gevolg: Als f integreerbaar is over [a,b] en over [b,c], dan is f ook

integreerbaar over [a,c] en

e

2

c b c
J fx)dx = J £(x)dx + i f(x)dx.
a a

e

Tmmers: Ir. 51 % Lra,01 Tib,ed ™ &b,c1’ 29988 I, ¢

E[a,c]'

OEEaven

6.6 Zij a £ p < q £ b. Als f integreerbaar is over [a,b], toon dan aan

dat f ook integreerbaar is over [p,q].

6.7 Als f integreerbaar is over [a,b] terwijl f(x) > O voor alle

x € [a,b] en tevens £(c) > 0 voor een punt c ¢ [a,b] waar £ continu is,
b
dan geldt f f(x)}dx > 0. Bewijs dit.

a
6.8 Zij gegeven het interval [a,b], een verdeling

a = x, < X, < .. < X . < x = b van [a,b] en getallen CaCyare sl € R.

De functie f is gedefinieerd als volgt:

f(a) = co; voor X. < X < X 1s f(x) = e (1 =1,...,10).

Bewijs dat f integreerbaar is over [a,b]. (functies als hier geschetst

heten trapfuncties}.

PSR P

Stelling: Als f: [a,b] * R continu is dan is f integreerbaar over [a,b].

Bewijs: f is continu en dus uniform continu op [a,bl].

Kies een € > 0 dus is er een § > 0 zodat voor alle x, y ¢ [a,b] geldt:
€
als lx - yl < § dan [f(x) - f(y)[ < ETE:ET

Kies een verdeling V wvan [a,b] zo dat X, "X < § voor elk voorkomend

: ) i - — : - < &
deelinterval van [a,bl. Nu is Mi m, < AL dus SV sy S5 < €.
Conclusie: f is integreerbaar over {a,b]. 0

Stelling: Als f: [a,b] + R integreerbaar en ¢: R -~ R continu is,

dan is ¢ ¢ f integreerbaar over [a,b].
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Bewijs: Neem h:= ¢ ° £, De grootheden M, m, Mi’ m, hebben hun gebruike-

lijke betekenis., Met M*, m*, Mz, mz duiden we de overeenkomstige groot-

heden voor h aan.

Op [m,M] is ¢ uniform continu. Kies £ > C en neem e, = ———JE;——;Q dan P
: ' b-a+M —m

is er een § > 0 zodat voor alle x,y ¢ [m,M] geldt: als |x -~ y| < §

dan |¢(x) - w(y)] <€

Omdat f integreerbaar is bestaat er een verdeling Vvan [a,b] met

V= {xO’x]’XZ’ vee s Xn} zodanig dat
n
Sy(f) = sy () = T (M - m)(x, - x,_) < e,

i=1

Verdeel de getallen 1,2,...,n in twee verzamelingen:

Ai={i e N | isnAM -m <68}, Voor i < A geldt dus M’ - m’ < ¢,
i 1 1 i ]
Bi={ie N | isna M - m, 2 8}. Voor i € B geldt uiteraard
* *

* *
M, - m. <M -m,
i 1

Nu is dus

§ ‘2 (xi - xi~l)s ‘z (Mi -~ mi)(xi - xi_l) < 651 dus .E (xi - xi_])< €
i€B 1B 1¢B
Hieruit wvolgt

. n .
SV(h) - SV(h) = iz; (Mi - mz)(xi i

]

I - m) (x; = x,_
iecA . i¢B

< El(b - a) + " - m e = . i

Oggaven:

6.9 Laat zien, dat de voorlaatste stelling als bijzonder geval van de

laatste stelling gezien kan worden.

6.10 Toon aan: als f integreerbaar is over [a,b]l, dan is ook f2

integreerbaar over [a,b].
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6.11 Zij £: [a,bi » R een functie met ]f(x)l z n voor alle x « [a,bl,

waar n een gegeven positief getal is. Laat zien, dat als f integreerbaar

is over [a,b] ook 1 integreerbaar is over [a,b].
£

6.12 Als f integreerbaar is over [a,b], dan is ook |f(x)| integreerbaar

over [a,b]. Toon dit 2an; laat tevens zien dat geldt:
b b i
]J f(x)dx| < J |£¢x)[dx . ;
a ' a

(Vergelijk opgave 6.3).

Stelling: Laat f en g op La,b] begrensde functies zijn; zij h gedefinieerd
door h(x) = f£(x) + g(x) voor alle x ¢ [a,b]. Als f en g integreerbaar

zijn, dan is ook h integreerbaar en I(h) = I(f) + I(g).

Bewijs. 2ij V = {xo,xl,...,xn} een verdeling van [a,b].

Voor alle x ¢ [x. ],xi] is dan

i-
hix) = £(x) + g(x) = sup f(x) + sup g{x),
xe[xi_],xi] xe[xi_l,xi]
zodat sup h(x) =< sup £(x) + sup g(x).
xelx. %] xelx, .,x.] xelx, _,.%,]
1-1"71 i-1771 i-1771

Sommeren levert Sv(h) < Sv(f) + Sv(g), zodat zeker I(h) = Sv(f) + Sv(g).

Dit geldt voor alle verdelingen V, waaruit volgt I(h) < I(£) + I(g).
Analoog bewijst men LI(f) + Eﬂg) < Eﬁh). Wegens I(f) = I(f) = I(f) en
I(g) = I(g) = I(g) volgt hieruit I(h) = I(h) = I(£) + I(g). 4g

Opgaven:
6.13 2ij £ begrensd op fa,b] en zij A ¢ R,

a) Bewijs dat T(A ) A I(f) als A = 0,
i(lf) A I(f) als X < 0

en formuleer en bewijs dergelijke uitdrukkingen voor L(Af).

I}

[}

b) Als f bovendien integreerbaar is over [a,b], bewijs dan dat ook Af

integreerbaar is over [a,b] en toon aan dat Mx)dx = & | f(x)dx.
a a

6.14 Laat f en g over [a,bl} integreerbare functies zijn, waarvoor geldt J

f(x) = g(x) voor alle x ¢ [a,bl. Bewijs dat ? f(x)dx = | g{x)dx.
a a
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6.15 Als £ en g integreerbaar zijn over [a,bl, dan is f(x).g(x) ovok

integreerbaar over [a,b].

Bewijs dit. (Aamw.: f(x).g(x) = (f&fl_%_&&flaz - (Eifl—%—gifl)z).

6.16 Laat f en g integreerbaar zijn over [a,b] terwijl ]g(x)| zon

voor alle x ¢ [a,b], waar n een positief getal is. Laat zien, dat ook

é%%% integreerbaar is over [a,b].

Stelling (middelwaardestelling van de integraalrekening). Zij £: [a,b] >+ R

continu dan geldt:

b
3 efa,b] (J £(x)dx = £(5) (b - a)).
a
b
f f{x)dx
Bewijs: Er geldt: f is integreerbaar over [a,b] enm = T S M.
Volgens de tussenwaardestelling is er dus een £ ¢ [a,b] 20 dat
b
f f(x)dx
a
£(E) = /. 0
b
Tot dusverre is de integraal f f(x)dx slechts gedefinieerd voor het geval
a

a < b. We breiden deze definitie als volgt uit:

a
J f(x)dx = 0 en
a

b a
J f(x)dx = - J f(x)dx als a>b>b.
a b

Stelling: Zij f integreerbaar over [a,b], ¢ ¢ [a,b] en zij F: {a,b] + R

gedefinieerd door F(x}:= 7 f{t)dt. Dan is F continu op [a,b]. Als bovendien f
c

continu is in Xy (a,b) dan is F differentiegerbaar in X, met F'(xo) = f(xo).

Bewijs: f is begrensd op [a,b] dus er is een M > O zodat If(x)| <M ‘ﬁﬁ
voor alle x ¢ [a,b]. Dus geldt voor alle x,y ¢ [a,b]: ‘
y
[F(y) - F(x}| = J f(e)dt| < M|y - x|. Kies e > 0 en daarbij
x

§ =<, dan is |[F(y) - F(| s My - x| < e als |y - x| < ¢, dus F is

E
M



(uniform) continu op [a,b].
Zij bovendien f continu in Xy Kies ¢ » 0, dan is er ¢en & > 0 zodanig

dat [£(t) ~ £(x)| < e als [t = x| < 8. Voor 0 < [h] < & geldt nu

x0+h
F(xo+h) - F(xo) I o
= - f(xo)] = | ﬂ'( J f(t)dt - h.f (x0)| =
*0
x0+h |
1 : 1 '
= [ J (£(t) - f(xo))dt] STl [nf.e = .
*0
F(x0+h) - F(xO)
Dus lim B = f(xo). 0
h+0
Opgave:
6.17 zij f: [é,b] -+ R continu en c € [a,bl. Als F: [a,b] > R 1is

gedefinieerd door F(x):= I £(t)dt, toon dan aan dat F rechtsdifferentieer-

baar is in a, d.w.z. dat

F!(a):= lim F(a+h)h— Fla) bestaat.

h+0 E

Geef en bewijs het analogon voor b i.p.v. a.

Definitie: Zij f: [a,b]l » R.
Als ¥: [a,b] > R, dan heet F een primitieve functie van £ als voor alle
x e (a,b) geldt F'(x) = £(x).

OEmerkinEen:

1) Volgens voorgaande stelling heeft iedere continue functie £: [a,b] -+ R

een primitieve functie, namelijk F(x) = T f(t)dt voor ¢ ¢ [a,bl.
[ad

2) Als F een primitieve functie van f is, dan is ook F(x} + C een
primitieve functie van f. Omgekeerd, als F en G primitieve functies
van £ zijn, dan is F'(x) = G'(x) = £(x) op (a,b), zodat
(F(x) - G{x))' =0 op (a,b). Met de middelwaardestelling van de
differentiaalrekening volgt hieruit F(x} - G{(x) = C op (a,b).

Primitieve functies zijn dus op (a,b) tot op een comstante na bepaald.
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Hoofdstelling van de integraalrekening

Zijn f en F afbeeldingen van [a,bl] naar R, beide continu op [a,b] en F

. .\ . . 1 = :
differentieerbaar op {a,b), zodaqlg dat ng(a,b) (F'{x) f(x)), dan is

b
[ £(x)dx = F(b) - F(a).’

a
x .
Bewijs: Definieer G: [a,b] + R, door G(x) = f f(t)dt, dan is G een
' a

primitieve functie van f en dus is G - F constant op (a,b).

Omdat G en F continu zijn op [a,b] is G = F ook constant op {a,b].

Er is dus een C ¢ IR zodat voor elke x ¢ [a,b] geldt: F(x) = G(x) + C.
Bedenkend dat G(a) = 0, geldt nu:

b
F(b) = F(a) = G(b) + C - G(a) = C = G(b) = J f(x)dx. g

a

Opmerking: Via de hoofdstelling is nu de aansluiting naar de techmniek
van het integreren gelegd, zoals de substitutieregel, de regel voor

partieel integeren, integeren van rationale functies via breuksplitsing enz.
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7. Enige bijzondere functies

‘. + . .
Zij R := {x ¢ R [ x > 0}. We zullen in dit hoofdstuk e,ex,ﬂn(x)
invoeren; we onderstellen ze dus onbekend. Wel beschikken we voor

ot r
ae¢ R over a wvoor r ¢ @Q; immers als r = u(p,q ¢ W) dan is

q
al:= \//ggﬂen als r = - %(p,q ¢ W) dan is ar:= ! . De invoering

q
\/P
Definitie: De afbeelding 2n: R+ R, wordt gedefinieerd door

En(x) T de

R

X .
van e,e” en fn(x) zal via integreren verlopen.

Rechtvaardlglng: De integrand is continu en dus integreerbaar op ieder
interval [1,x] resp. [x,1].
Merk op, dat &n(i) = 0.

Stelling: De functie fn is differentieerbaar op R en n'(x) = lu s

X
Bewijs: Dit volgt direct uit de hoofdstelling van de integraalrekening. U g
Merk op, dat volgt dat de functie &n continu is. :
p o
' . B
Stelling: voor x,y ¢ R geldt: 2n(xy) = 2n(x) + in(y).
X x X
. 1 1 1 | '
js: = | —=dt = | - — dt = + | —dt. ;
Bewijs: ftn(xy) fr = dt J = dt + ‘r . dt in(x) .r " dt B
1 1 x X i
g
F
¥ {
L. t . - du ; 4
Zij u:= = dan is fn(xy) = in(x) + i tn(x) + tn(y). [
1

Gevolgen:
l. Voor x > 0 enn e N geldt: En(xn) = n fn(x) (volledige inductie!)

2. Voor x > 0 geldt Rn(i& =4n(x})., (Neém y = é-in bovenstaande stelling).

A, Voor x > 0 en n ¢ Z geldt Rn(xn) = n in(x). (Combineer gevolg | en 2).

Eigenschap 2n(1) =0

2 | 1 1
!Ln(2)=‘—={-t-dt>-2-(2—l)=-2-—

2 3

_ 5l 1 1, 1.5

zn(3)-{tdt+j2'-t—dt>—2-+§ >

1 | 1 13
2n(4)>-2-+-3—+-4- ¥ > 1.

. + . .. .
Stelling. De functie fn: R -+ R is bijectief.

Bewijs: De functie fn is monotoon stijgend. Immers, zij 0 < x < y, dan is

n(y) - en(x) ='f %-dt > 0, zodat &n injectief is.
x
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De functie %n is surjectief. Immers, zij Yo ¢ R, dan is er een n « N

1’72
> An, dan zn(xl) < =n &n(4) < Yo < n &n(4) < Rn(xz).

zodat -n < Yo < n, dus -n &n(4) < Yo < n n(4). Kies x,,x c‘R+ zodanip

-n
dat xl_< 4 en x,

Daar de functie &n continu is, volgt op grond van de tussenwaardestelling

dat er een Xy € (xl,xz) bestaat met En{xo)_= Yo | ]

. C . + . . .
Definitie. De afbeelding exp: R »+ R is de inverse afbeelding van

tn: RN O+ R.

Gevolgen:
1. exp(0) = | want n(l) = 0.

ol

s

2. Omdat fn monotoon stijgend is, 1s exp dat ook (zie Wisk. 10).

3. Omdat &n continu is, is exp dat ook. Dit volgt uit een algemene stelling,
die in Wiskunde 10 niet bewezen wordt. In het geval van %n en exp is

‘het volgende ad-hoc bewijs te geven:

Bewijs. Zij a ¢ R en kies € > 0. Zij x, 1= 2ulexp(a) - €) als exp(a) ~ ¢ > 0

en x . := a — | anders en zij x,:= &n(exp(a) + €). Neem 8:= min(xz—a,a—x]),

]

dan geldt voor alle x met |x ~— a| < § dat X, <X <X, dus

2

exp(xl) < exp(x) < exp(xz), exp(a) - ¢ < exp(x) < exp(a) + g, ofwel

lexp(x) - exp(a)[ < g. Dus exp continu in a.
. . + .
4, Omdat &n differentieerbaar is en 4n'(x) # 0 voor alle x ¢ R , is
exp ook differentieerbaar en

] ) o 1 = l
exp’ (x in" (exp(x)) 1/exp(x)

= exp(x). (zie Wis. 10)

Eigenschappen

1. exp(x + y) = exp(x).exp(y)

Bewijs: exp(x + y) = exp(n{exp(x}) + Ln{exp(y))) =
exp(&n(exp(x)exp(y))) = exp(x)exp(y).
1

2. exp{-x) = E;Ef;f (Neem in 1: y = -x)
3. exp(nx) = (exp(x))n (ne Z)

Bewijs: Voor m ¢ W volgt dit met volledige inductie uit 1.

Voor m = 0 is dit triviaal.
1 ]

= . - = = = n
Voor n m met m € N geldt exp(nx) ey vy (exp(x))m (exp(x)) .

Definitie. Het getal e wordt gedefinieerd door e:= exp(l).

EigenschaREen
dt .
1. 2n(e) = 1. Wegens in{2) = f ?;-< 1 en n{4; > 1 en de monotonie geldt

2 <e <4,
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2. exp(-r]-l-) =\% (ne I).
t
3. exp(-rti-)=?%t=én (ne¢ N, t ¢ Z)

Voor rationale argumenten valt exp dus met de bekende e-macht

functie samen. Dit maakt de volgende definitie mogelijk.

Definitie: = exp(x) voor alle x ¢ R.

Dit zijn herformuleringen van eerder genoemde eigenschappen. .

‘Eigenschappen
Loe*Y = ¥

2. e ¥l
X 3

e .

.. +
Zij ae€ R , dan geldt

1. exp'(ﬂ'nn(a))=\%, n €

(want {exp( = exp(!@n(é)) = a).

tn{a),. n

N
t
2. exp(E an(ay = =", ne W, t ez
Dit maakt de volgende definitie mogelijk:

Definitie a':= exp({x &n(a)) voor alle x ¢ R (zodat Rn(ax) = x 4nfa)).

Eigenschappen

Xty E(x+y)£n(a)= oX S?,n(a). o Ln(a) _ aX,

l. a ay .. 4

-X |
2. a D e—
. X

a

X
3. (ax)y - & in{a )= e £n(a)= X

exy -

4. i.h.b. geldt dus ook (e™)Y =

Zij woor a « ]R+\{1} de functie fa: R » R gedefinieerd door fa(x):= a*

voor alle x « R.

. P ‘. . +
Stelling: fa is bijectief voor a ¢ R \{l}.

+ PR . ,
Bewijs:Zij y ¢ R en beschouw de vergelijking a* = v. Deze is equivalent

: 3 L
met e nla) _ ¥, tn(e™ n(a)) = in(y) dus met x = iﬁ%. De vergelijking
heeft dus precies &&n oplossing. ‘ 0

+ . + . .
Definitie. Zij a ¢ B \{1}. De afbeelding alog: R -+ R is de inverse van
f: R -~ ]R+.
a

Dus: u1og y = x betekent a” Y.
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Opmerking : Uit de equlvalentle van a- =y enx= ;2Ey§v°13t
Ao y = 2B (.
log ¥ ey (a)( ¢ R ).

a
i g: > 1 zijn £ en log monotoon stijgend.
Stellin Voor a zijn a g jg

Voor 0 < a < 1 zijn £, en alog monotoon dalend.

Bewijs: £! (x) = exp (x tn(a)). infa) = Rn(a).ax.
Dus f! (x) > 0 voor alle x ¢ n& als a > 1 K

en f;(x) < 0 voor alle x ¢ r als 0 < a < 1.
De monctonie van ang wordt op analoge wijze bewezen. 3

btelllug. lim &ES%:EQ = ],
h=0

2n{l+h)

! 9,n(l+h)-2ﬂ(l)= Ln' (%) = (___) . ]

= lim h xX= x’ x=]

h-+0

Bewijs: lim
" h=0

Stelling: lim (1 + %)x = e? voor a ¢ R.
x«bﬂo

x Ln(l + fh

a)x = e x’., Stel h =‘% dan

Bewijs: (1 + o

a An(l+h)

lim (! + HX 2 lim e h = ea.l = e?, 0

X X b0

., . l.x
Opmerking: I.h.b. geldt dus lim (I + x)

b

De goniometrische functies

veor alle

Beschouw de functie f: R + IR gedefinieerd door f£(t):=

£t ¢ R I+t

Deze functie is continu . Definieer voor x € IR de functie arctan door

2

X

dt . . ..

arctan{x):= J . Dan 1s arctan continu, monotoon stijgend en
1+t

oneven (Ga na).

=R

L dt

x x
Voor x = | geldt J dt2 SJ — =1~
1 1+t 1

+ 1 = 2,

1
x

|
< } dus arctan x < J
0 1+t

De functie arctan is dus monotoon stijgend en naar boven begrensd voor

x 2 1, zodat lim arctan x bestaat. Definieer het getal 7 dcor
Ao
. . , m .
7 = 2 lim arctanx, dan i1s lim arctanx = L lim arectan x = — %—en de

Koo X K-r—0
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functie arctan, gezien als afbeelding van R naar (~ -, %J is bijectief.

M

Definitie. De afbeelding tan: (- %3%)-+ R 1s de inverse van

. mow . ;
arctan: R -+ (- Eu?). De periocdieke voortzetting modulo 7 van tan noemen

we gemakshalve ook tan. M.b.v. de betrekkingen cos x = voor

I+tan x
%3%9, cos %—= cos (- %Q = (), cos(x + kn) = (—l)k cos x (k ¢ &),

I L ' . . . .
sin x = cos(§-~ x) zijn nu de andere goniometrische functies in te s

X e (-

voeren, waarna de bekende eigenschappen zijn af te leiden.
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