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TXCHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN 1

Afdeling der Algemene ietenschappen

,Onderafdeling der Wiskunde.

BESCHRIJVENDE MEETKUNDE.

Inleiding

In dg‘besthﬁvende.meetkunda tracht men door middel van een tekening
eigeﬁschappen van ruimtelijke figuren vast te leggen. We maken dan dus
een 2-dimensionale afbeelding van een 3-dimensionale figuur. Als nadeel
treedt op een tamelﬁke drukte in onze tekening; voorwerpen die in de
~ruimte duidelijk van elkaar verwijderd zijn, kunnen in de fekening wel
samenvallen of over elkaar liggen. Als voordeé; kunnen we echter de
gehele construeer<techniek van de vlakke meetkunde in de stercometrie
gebruiken, I |

llet middel waarvan men zich bij deze afbeeldihgen bedient is de projectie;
Een projectie wordt bepaald door een plat vlak T, het projectievlak en
een punt C, het centrum van de projectie. Zie tekening 1.

Men spreekt dan van centrale projectie, tenzij het centrum een oneindig
fer punt is&; er zijn verschillende vormen van centrale projectie, die
door speciale keuze van ™ en C ontstaan. Een bekende centrale projectie -
methode is de pefspectie . ‘

Enige eigenschappen van centfale projectie worden later nog besproken.
Indien het centrum een oneindig ver punt is, hebben alle projecterende

lijnen dezelfde richting p4{ de projectie-richting; ze zijn dus evenwijdig;

in dit geval spreekt men van parallol-p;ojéptie. Men neemt niet p /7.
.Parallelprojectie kan dus worden opgevat als een Bﬁzonder geval van
‘éentrale-projectie; alle eigenschappen van centrale projectiergelden
dus ook vooﬁ paralleleprojectie, maar niet-omgekeerd.

; Eiéenschappen van parallel-projectie: (zie tekening 1).
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1) De projectie van een projecterende lijn is een punt;
De projecties van alle andere linen zijn weer lijnen.
De projectie van een projecterend vlak is een 1ijn.

(Over de projecties van andere vlakken wordt niet gesproken;.

2) De projecties van onderling evenwijdige niet-projecterende lijnen,
zijn evenwijdig. In figuur 1: a/ffb a#fp=3a'//b'.

3) De verhouding van evenwijdige linstukken (niet op eéen projecterende

lijn gelegen) verandert bij projectie niet:

o

= 1 .

a '
b

o

4) Linen die /7 zijn, zijn ook evenwijdig met hun projecties; lijnstukken

/[ n zijn bovendien gelijk aan hun projecties. Zie ¢ en ¢!,

£r zijn nog 2 eigenschappen, die betrekking hebben op rechte hoeken;
deze worden later nog genoemd.

Van de verschillende methoden waarbij van parallelprojectie wofdt‘ge-

bruik gemaakt worden in deze cursus behandeld de orthogonale projectie.

methode en de axonometrie. De scheve parallel-projectie hoort ook‘bﬁ

deze groep.







HOOFDSTUK I. ORTHOGONALE PROJECTIEMETHODE - (Amerikasans).

§ 1. Coordinaten - De projecties van een punt.

¥

Bij de orthogonale projectie methode gaat men uit van een coordinaten- R
stelsel, dat bestaat uit 3 onderling loodrechte lijnen, resp. de X=aE5,
de y-as en de z-és; die elkaar in de oorsprong O snijden en de daar-
door bepaalde 3 onderling loodrechte vlakken, het (horizontale)
xy-vlak; ﬂ1; het verticale xz-vlak ﬂa en het verticale yz-vlak ﬂ}.
Een ruimtelijke figuur wordt op ieder van deze vlakken lood-
recht geprojecteerd. Het coordinatenstelsel wordt nu langs de y-as
"opengeknipt'", en de wvlakken ﬂq en ﬂ3 worden langs de x-as resp.
z-as in 112'"gevouwen"; men noemt deze procedure wentelen of nggtfﬂv
slaan.
De drie projecties zijn nu alle in één plat.vlak,ﬂ2 gelegen; dit is
hetvliak waarin we al onze constructies uitvoeren, het vlak van
tekéning; Te.p.va ﬂé gebruikt men er ook de letter T, en de naam
tafereel voor. Zie tekening 2.
Men kiest in de praktijk ﬂ1 bébven het te tekenen voorwerp,

“2 tussen het voorwerp en de tggenaar, en 7‘3 rechts van het
voorwerp (Amerikaanse methode)}; bij de Buropese methode was deze
keuze anders. De piaabs van een punt P wordt bepaald door zijn
coordinaten, dat zijn de afstanden van P tot het yz-vlak (x-coordi-
naat), het xz-vlak (y-coordinaat) en het xy-vlak (z-coordinaat).
Vanuit de ocorsprong O wordt x naar ;iggg; Y naar achteren,z naar
beneden gemeten; dit houdt in: rechts van O is x negatief, vdér
0 is y negatief, boven O is =z negatief,

De projecties van P heten op ’%, T, en n3 achtereenvolgens
10 P2 en P3. _

Een punt wordt gegeven door zijn coordinaten x, y, z. Door

P

een punt P worden de projecties P1 PEIP bepdald. Een punt P

3
7 P2, P3~bepaald.

Een gevolg van deze laatste eigenschap is dat we veel con-

wordt door 2 van zijn 3 projecties P

structies kunnen uitvoeren zonder van n} gebruik te maken.
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In tekening 3 is van het punt P (5,2,6) zowel een '"ruimtelike
figuur™ als een projectietekening gemaakt. Het punt Po is de
projectie van F op de x-as.

POO is de x-coordéinaat van P.

Deor Po trekken we een lijn L de x-as. De y~coordinaten zetten
we naar boven af: — P1; de z-coordinaat naar beneden: —P..

2
P3 volgt dan door omcirkelen van het lijnstuk 03.

P, en P, hangen samen t.o.v. de xX-as.
Pz.en P3 hangen samen t.o.v. de z-as.
P1 en P3 hangen samen t.o.v. de y-as.

damenhané.t.o.v. de y-as betekent altijd omcirkelen.

Opgaven: Construeer de 3 projecties van de punten
AC1,2,3) R
B(2,3,4)
C(3,ky-2)
D(4,-3,4)
B(-2,3,4)
F(3,0,4)
G(0,1,4)
H(~3,-3,3).

§ 2. De projecties van een lijn- Doorgangspunten. Zie tekening 4 en Se

Een rechte 1lijn 1 kan op “1. ﬂa, ﬂ3 worden geprojecteerd, de projecties

geven we aan met 11. 12. 13. Van groot belang zijn de doorgangspunten
n_, '
van 1, met ﬂ1. ﬂa en 50
Deze worden aangegeven resp. met O, O, 4,
Het is duidelijk dat
o ligt op 11

@ ligt op 1,

A ligt op 13 .

b
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Verder is er het volgende verband:

i

Q@ hangt samen (t.o.v. de x-as) met het snijpunt van 1, met de x-as.
o hangt samen (t.o.v. de y-as) met het snijpunt van 13 met de y-as.
0 hangt samen (t.q.v. de x-as) met het ‘snijpunt van 1, met de v-as.
A hangt samen_(t.o.v. de z~as) met het snﬁpunt van 13 met de z-as.
A hangt samen (t.o.v. de y-as) met het snijpunt van 1, met de y-as.
*+.. O hangt samen (t.o.v. de z-as) met het snijpunt van l2 met de z-as.

Voor punten en lijnen geldt het volgende: 7
Als een punt P ligt op een 1inl,liggen P1, Pa, P3 resp. op 1

i -

l 3.

L2, i ,
' Dit is aequivalent met:

Als een lijn 1 gaat door P, gaan 11, resp.door P_, P

12, 13

Opgaven:

1. Construeer de projecties van 1, die gaat door A(4,%,3) en B(7,2,1).
Construeer de doorgangspunteh van 1,
2. Evenzo m door C(3,1,1) en D(6,1,4).

3. Evenzo n door E(2,10,4) en F(6,6,-1). (Zie tekening 6).

Bijzondere lijnen: (Tekening 7).

a /f m.5 0 is er niei; 'a heet een 1° hoofdlijn
b f/n o+ O 1s er niet; b heet een 2° hoofdlijn
e /]nj; A is er niet; ¢ heet een 3° hoofdlijn

d // x-as; 0 en d zijn er niet; & = d3
e /[/y-as; O en A zijn er niet; B = e,
f f/ z-as; o en A zijn er niet; o=f_ .

§ 3 - Snijdende en evenwijdige lijnen bepalen een vlak (Tekening 8).

Als twee lijnen, 1 en m elkaar snijden in P, snijdun l1 en m, elkaar

in P1, l en m, elkaar in P 1, en n, elkaar in P,

2 3 3 3

En omgekeerd: Als van 2 lijnen 1 en m de snijpunten van twee der

progectles samenhangen, snijden die lijnen elkaar.

Als twee lijnen 1 en m evenwijdig zijn, is ook 1, //m,l, 12 //ma,
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1y /m,; en omgekeerd: als van 2 lijnen 1 en m geldt 1, //m,] en 12//1112

is ook 1 //m.
Door 2 snijdende resp. evenwijdige lijnen 1 en m kan men een vlak & brengen.
Een vlak yordt in onze tekeningen door zijn doorgangen bepaald:

@, is de eerste doorgang, de snijlijn van o met 1, ‘

a, is de tweede doorgang, de snijlijn van @ met =

2 ‘
a3 is de derde -doorgang, de snijlijn van « met ﬂ}.

Indien « gaat door twee gegeven.lﬁneﬁ 1 en m kan men
@, bepalen: «, gaat door o van 1 en door o.van m
_a2 gaat door @ van 1 en door O van m
4 van m.

a3 gaat door A van 1 en door

Verder geldt:

@, en .Ga snijden elkaar op de Xx-as

02 en a3 snijden elkaar op de z-as
In de'ruimte snijden a1en ujelkaar op de‘y-as.fmgar in onze tekening
geldt: het snﬁpuﬁt van a1 met de y-as (verticaal) ligt evenver van

O als het snijpunt van &, met de y-as (horizontaal).

3

Opgaven,

1. Construeer de doorgangen van de vlakken
a door (2,2,0), (2,0,3) en (0,3,1)
B door (6,1,2), (10,5,2) en (13, 2, 5)
"y déor (5,3,-3), (7,1,-5) en (4,3,0)

2. Construeer het vlak (d.w.z. de doorgangen van het vlak)
a @oor (7,1,4) en (8,0,0) en loodrecht op “1;7
B door (7,1,4) en (8,0,0) en 1oodrecht'op “2.
Y door (7,1,4) en (8,0,0) en loodrecht op'“3¢

Bijzondere gevallen (Tekening 9).

a [/'ﬂ1; dan ontbreekt %, % [ x-as, “3 {{y-as (horizontaal)
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B4 nyioe, ontbreskt, B, /fx-as, B, [ z-as.

Y. [/ my Y5 ontbreekt, Y, /[y-as (verticaal) Y, [/ z-as.

b [/ x-as ; dan is 5. 43, [/ x-as.

€ [ y-as ; dan is €, //y-as (verticaal) en 83//y-as (horizontaal).

n / z-as ;. dz:m is na.// Ny // z-as.

§ 4. Onderlinge ligging van vlakken.

2 Vlakken den P zijn Of evenwijdig 6f ze snijden elkaar volgens een lijn s.
Als « [/g 2ijn alle gelijknamige doorgangen (voor zover ze bestaan) even-
wijdig. Tekening 10. , .

Als a en B elkaar snijden zijn de doorgangspunten van de snijlijn de snij-

punten van de gelijknamige doorgangen. Tekening 11.

Opgaven: ‘

1, Construeer door een gegeven punt P een vlak £, //met een gegeven
vlak a. (Tekening 12). Men brengt door P .een lijn aan ff%; dit doet
men gewoonlijk (Tekeming 12),

of met een eerste hoofdlijn a [ «

of met een tweede hoofdlijn b J ¢ 7
2 a een eerste hoofdlijn door P, d.w.z. a // n, (def.)_ﬁwe kiezen a ff¢
=2 & /fsnijliln van n, met « ,':a,l_—_)a'//%
ils a J L is ook a,l//ﬂ‘].'

|4 5 gaat nu door O van a, en is // 02.

£ o gaat r. coor het sajpunt van ";2 met x-as, en //0‘1

Ga zeif de constructie m.b.v. een tweede hoofdlijn b na,
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Construeer een vlak

a) door (5,3,1) en //ﬂ .

b) door (5,3,1) en //het viak B door (3, 5 1), (4,2, 1) en
- (3,8,2).

c) door (6,3,-2) enfhet vliak B uit b).

d) door (7,-3,2) enfhet vlak B uit b) .

e) door (4,-4,-5) enf/het vlak B uit b).

Construeer de snijlijn van .2 vlakken a en P
a) als a/f/n_, B willekeurig |
b) ais a//rta, B willekeurig

c) als a//ﬂ1, B//n2

d) als a//ﬂ,}, {3//1:'3

e) als a/[x-gs,ﬁ// X~-as

If)_ als afy-as,B // y-as maar niet o j/ B

g) als @ffz-as,B f/ z-as

Bepaal het snijpunt S van éen gegeven rechte 1 met een gegeven '
vliak a,

Breng door 1 een vlak A aan; A mag geheel willekeurig gekozen

- worden; men neemt gewoonlijk het horizontaal projecterend of -

verticaal projectérend vlak. Snijd ‘A met & , de snijlijn is m.
Snijd m met 1; dit levert het gevraagde snijpunt S.
In tekening 13 is A het horizontaal projecterend vlak door 1.

In tekening 14 is A het verticaal projecterend vlak door 1.
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§ 5. Ferspectiviteit en atfiniteit; tekening 15.

I.

Wanneer men een in een flgk € gelegén driehoek ABC vanuit twee
centra 01 en O2 op een vlak T projecteert, waardoor_de'pro-
jecties A,]B,]C1 resp. AEBECE ontstaan, bestaat er tussen deze
twee figuren een verwantschap die men de naam perspectiviteit

geeft. De eigenschappen hiervan zullen we aanstonds vpsporen:
Noem het snijpunt van 01 02 met v: 5.

Noem de snijlijn van € metT : 1. )

Dan geldt: Vlak AO102 gaat door 0102, A,A; gaat dus door S.
Zvenzo: B,!B2 gaat door S, C1C2 gaat door 3.

Dus: Eigenschap 1: Lijnen door overeenkomstige punten van beide
projecties gaan door 3,

Verder: A,]B1 is de snijlijn van T met vlak O1AB

AEBZ is de snijlijn van T met vlak OEAB =

AB is de snijlijn van de vlakken O,AB en OaAB

1
A,B,, A,B, en AB snijden elkaar in &&n punt, dat zowel in ¥
als op AB, dus iﬁ € ligt, dus een punt op l._

Evenzo snijden A1C1‘en AEC2 elkaar op 1

en snijden 3101 en 32C2 elkaar op 1. »

Eigenschap 2: De snijpunten van overeenkemstige lijnen uit beide
projecties liggen op 1.

Onder een perspectiviteit verstaat men nu een betrekking tussen

figuren uit het platté vlak, met de eigenschapjen:

1) overeenkomstige punten lig.en op een 1in door het centrum
van de perspectiviteit,

2) overeenkomstige lijnen snijden elkaar op de perspectiviteits-

as.

.@
%
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Indien O2 in het oneindige ligt, kan men nagenoeg dezelfde rede-
nering houden; dan is projecteren uit(Jdeworden:jprojecteren /I
een gegeven richting pj; de lijn door O1 en O2 wordt: een lin <oor
0, en # p; _
Hieruit volgt dus:

Wanneer men een in vlak £ gegeven figuur centraal uit O, en uit

1

‘ O2 OpP een vlak'f pro jecteert, vormen de beide projecties een

perspectiviteit;'het centrum is het snijpunt van 0102 met T;

de perspectivitgits-as is de snijlijn van € met = . Wanneer men
een in vlak € gegeven figuur centraal uit 0 en »narallel inlde
richting p op een vlak ¥ projecteert vormen de béide projecties
een perspectiviteit; het centfum is het snijpunt van de p~straal

door O met < ; de perspectiviteits-as is de snijlijn van ¢ met <t .

Wanneer men een in vlak € gelegen figuur in 2 richtingen p, en
P, OP hetzelfde vlak 3 projecteert ,bestaat er weer een verwant-
schap tussen beidg projecties; deze verwantschap volgt al uit
het feit dat we met een hﬁzondgr geval van perspectiviteit te
maken hebben. De eigenschappen van de.verwantscpap zijn: (zie
tekening 16) '

1) lijnen door overeenkomstige punten uit beide projecties zijn.

evenwijdig: P P IQ QZ'

2) overeenkomstige lijnen uit beide proaectles snijden elkaar op

‘een vaste lijn, 1, de snulun van £ en T.

Indien tussen flguren een verwantschap bestadt die aan deze eisen

voldoet, noemt men die figuren affien verwant; ze vormen een affi-

niteit; een affiniteit is een perspectiviteit metonelndlg ver gelogon

centrum, dit is dus een richting; deze richting noemt men arflnl-

~ teitsrichting; de lin waarop de overeenkomstige lijnen elkaar snij-

den heet affiniteits—as.
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We hebben dus_ontdekt:
- Tussen 2 verschillende parallelprojecties van dezelfde vlakke figuur

op hetzelfde platte vlak bestaat een affiniteit.

Nu nemen we weer een & ; die wordt op ¥ geprojecteerd, en tevens om de
snijliin 1 van e eﬁ T in t neergeslagen. Ieder punt van E doorloopt dan
een cirkélboog met middelpunt op l; alle cirkelbogen zijn (in hoekmaat)
gelijk. Alle koorden op deze bogen zijn evenwijdig, en het resultaat van
het neerslaan, de neerslag, kunnen we dus ook als een parallei-projecf

tie beschouwen.

Gevolgen,

1. Tussen de centrale projectie op T én de neerslag in T van een in €
gelegen figuur bestaat een perspective verwantschap; '
de as hiervan is de doorgang van € met T .

2. Tussen de parallelprojectie in T en de neerslag in T van een in €
gelegen figuur bestaat een affiene verwantschap; ook hiervan is dq

as de doorgang van £ in T,

Het eerstgenocemde geval komt later nog eens ter sprake; het tweede is
voor de orthogonale projectiemethode en de axonometrie van groot be-
lang. ' -

In dit verband past dan de voor affiniteit geldende stelling:

Indien de'projectierichting p loodrecht op ¥ staat, staat de affini-
" teitsrichting loodrecht op de affiﬁiteitsas. Tekening 17. _

Dit geval speelit zowel in de.orthogonale projectiemethode als in de

. axonometrie een belangrijke rol. '

Bii de orthogonale methode is T = n2 het .tafereel; bjj neers;aan word£

altijd bedoeld neerslaan in dit tafereel T = na.'D.w.z. de affiniteits-

as bjj de neerslag is altijd de tweede doorgang van het neergeslagen vlak,
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B ©. Het neerslaan van vlakken in T = =

2-

be neergeslagen punten en lijnen worden van een index n voorzien.

a) a L T, Tekening 18.

De affiniteitsas is o3 deze staat (in de ruimte)ln
cirkelboog bij P mag in L getrokken worden.

19 dus de

De affiniteitsrichting is J/ x-as.

b) B 1 n,. Tekening 19.-

Bjn en BBH §taan nu loodrecht op Pa.

Dat ?nP = PyP, volgt direct uit B L m,

2

Als 1 door P gaat, vindt men 1 ait Pn en het punt [0 van 1

(dit ligt immers op de affiniteits~as).

¢) ydn,. ’]_Z‘ekeﬁing 19.

3

Aangezien 'Y2 de affiniteifsas; weer L ns, kunnen we P, omcir-

3

kelen in = = Z=as,.

3° V3n
d)} Zen willekeurig vlak b.
Als, zoals in tekening 20, ® een bruikbaar snijpunt Q heeft met
. de y-aé, wordt eerst Qn bepaald, hetzij m.b.v. affiniteit tussen
Q, en Q,, hetzij door ]61[ en |63[om te cirkelen.
Een willekeurig punt P van & wordt neergeslagen door
een 1ste hoofdlijn a door P in ® neer te slaan
of
de lijn door P en { te gebruiken,
Als, zoals in tekening 21, d geen bruikbaar snjjpunt met de y-as
heeft, kiezen we een punt Q op '61, en bepalen hiervan op precies-

- dezelfde manier, Qn.

§ 7. Hoeken - Loodrechte stand ~ Afstand.

Indien 2 lijnen of 2 vlakken een hoek ? met elkaar maken, geldt
in het algemeen niet dat de hoek tussen hun projecties of door-

gangen pok ¢ is.
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Indien de hoek tussen twee gegeven lijnen moet worden bepaald,

slaat men het vlak door die lijnen neer in <T= LI

i

 4ie tekening 22.

De hoek tussen 2 vlakken meet men in het standvlak, dat is een -
vlak loodrecht op hun snﬁlﬁn;

Bigenschappen van rechte hoeken bij orthogonale projectie:

1) Als van een rechte hoek één heen // n, het andere niet im,

is de projectie op ™ weer een rechte hoek.

2) Als voor een lijn 1 en eén vlak & geldt: 1 L, is de projectie

van 1 op 1 loodrecht op de doorgang van g in m.
Zie tekening 23. .
Bepaal nu door een gegeven punt P een 1lijn L een gegeven vlak g

en door~een gegeven punt P een vliak | een gegeven lijn 1.

‘Bepaal ru de hoek tussen twee gegeven vlakken a en f door een

standvlak neer te slaan.

(Zie tekening 24). B .

De afstand van 2 punten A en B bepaalt men indien AB niet [/ een

der projectie-vlakken is, door het lijnstuk AB met zﬁﬁ verticaal

projecterend vlak neer te slaan. Zie tekening 25.

Bepaal nu dé_afstand van 2 gegeven evenwijdige viakken a« en P ,
en de afstand van 2 elkaar kruisende lijnen 1 en m.

Zie tekening 25.

Het wentelen van een ruimtelijk lichaam.

In veel vraagstukken wentelt men een lichaam 6m een lijn, bijvoor-
beeid een van zﬁn'ribben.
Indien deze lin 1L T ; kan men de wenteliﬁg direct uitvoeren; zo
niet dan slaat men een loodvlak op die lijn in T neer.
Voorbeeld: (formaat 20 X29). .
Neem de x-as 9 cm. boven dé lange onderrand van het papier, de
z-as 2 cm. van rechts. ' : , |
(24,3,8), B = (18,3,8), ¢ = (21,y,8).
A ABC is gelijkzijdig, y> 0. |
A ABC is het grondvak van een prisma, waafvan het zjjvlak ACFD

een vierkant is, dat met het grondvlak een hoek van 60° maakt, zd

dat L1 buiten 11\..&13,‘0,1 valt.,
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Men wentelt dit prisma om AC over de kleinste der mogelike hoeken,
tot & in ﬂ1 ligt. Teken de projecties van het prisma na de wenteling.

Tekening 26,

g
.g
h
4




HOOFDSTUK II - AXONOMETRIE

g e Coordigaten; de keuze van tafereel en pro jectierichting.

Axonometrie is een projectiemethode waarbij men uitgaat van een

Cartesisch coordinatenstelsel; een x-as, y-as en z-as snijden

elkaar in de oorapfong 0 loodrecht; het xy-vlak heet ﬂ1, het
¥z -vliak ﬂa en het Xz vlak ﬁB; men kiest op deze assen een
positieve en een negatieve richting, z8 dat het coordinaten-

' stelsel rechts gaorienteerd is. (Tekening 1). )
Het tafereel T is een vlak dat de assen snijdt in punten
X (met positieve x=coordinaat), Y (met positieve y~coordinaat)
en Z (met positieve z-coordinaat).
 Het tafereel T snijdt de viakken N,, %,.en T volgens
‘AXYZ, de tafereeldriehoek.
De Eroqectlerichtlgg P is loodrecht op %,
Hieruit volgt
1: De (axonometrische) projecties van de assen zijn de hoogte~
lijnen van AXYZ : XU,YV en ZW. .
2: De projectie van 0 is het hodgtepunt O van AXYZ.
Axonometrie is een orthogonale parallelprojectie, zodat de 4
eigenschappen van blz.2 en de 2 eigenschappen van, blz.37 gelden.
-'In'tegenstelling tot de orthogonale projectiemethode worden de
assen niet in ware grootte in het tafereel T afgebeeld:

%g = cos <0X0 = cos x = Py de verkortingsverhouding der

X-as; evenzo ia q = coa p==%% dé verkortingsverhohdiﬁg der

Yy-a8; enr = cos Y = %% de verkortingevsrhouding der z-as..
Voor Py q en‘r geldt de relatie:.

22+ g2 2 o2,

- 3% -
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waaruit weer volgt: ‘ %

2 2 2 i

P <q +7r 3

2 2 2
@3 {p +r

2 2 2
T &P +.q .

Merd noemt de projectie isometrisch als p=q=r= \/&
dan is AXYZ gelijkzijdig.
Men spreekt van :Lngenleursaxonometrle als 2p=q=r= 3 VE
De verkortlng'g Y2 = f%: 0,943 = 1/1,060 is bijna

geluk aan 1; 1n de ingenieursaxonometrie tekent men nu in de

AN

¥ en z-rlchtlng de ware lengte, en in de x-rlchtlng de halve
ware lengte; daarbij maakt men dus de figuur 6% te groot. In
deze cursus volgen wij deze gewoonte niet, en zullen we ook
niet een speciale keus voor de vérkortinga%verhbudingen maken.

Indien de verkortingsverhoﬁdingen Pyq en r gegeven zijn,

kan men de .tafereeldriéhoek‘ XYZ construeren op gelijkvormigheid

na: ' : S
= COSH = x0 1(0 =>-—-- 2 evenzom- 2 en@— rZ
= "X Txw Txw TP W = 9 zw - T ¢

Zij nu M het midden van XY, (ﬁekening 2) dan liggen X,Y,U en V
op een cirkel met M als mi.@delpunt, e(M,p), p= -}%- . ‘
Vermenigvuldig deze ,

met de factor p2 t.0.v. X; =>G(N,p2=-p)-"

met de factor q2 t.0.v. Y3 —_->®fp,q2‘f")l'."
0 is een snijpunt van deze cirkels.

Nu is NP 2

2 2 2 2y .. '
2p-pip-ap=(2-p-q7)p =r" p.
XN : NP : PY = p° : 2 : g%

Indien dus p,q en r zijn gegeven, construeert men eerst 1ijn-

stukken dis zich verhouden als pa,' q2 en ra; indien r de groot-
ste van de drie is, construeren we daartoe een cirkel met r alsA
middellijn, en koorden p en q; de projecties van p en q op r ver-
houden zich tot r als p2 : r% en q_2 : ra.‘ %o vindt men dus X, Y,
0 en daarna 2,

AXYZ is op gelijkvormigheid na door Py en r bepaald;

als men het tafereel T vervangt door e'en tafereel T //t blijven
Pyq en r dezelfde; AXYZ gaat evenwel over in een AX'Y'Z! die

met AXYZ gelijkvormig is.
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Men kan dus de tafereeldriehoek construeren als behalve p,

)
o

q en r nog een ware lengte, b.v. van XY, gegeven is.

Indien de 'tafereeldriehoek gegeven is, is daafdoor het punt
0 bepaald: 0 is van de bollen met middelljjnen XY, Y%, 2X het snij=-
punt dat niet aan dezelfde kant van T ligt als de tekenaar.
Met O zﬁn‘déor de tafereeldriehoek de assen en de vlakken
lb en ﬂ3 in de ruimte bepaald;

§ 2. Projecties van punten .en lijnen.

Zen punt A in T, bepaalt zijn proaectle A.

Door de projectie A van een punt'Z in R1 wordt. & bepaald.

detzelfde geldt voor punten uit ‘na en KBQ

Zen willekeurig punt P bepaalt zijn projectie P; omgekeerd geldt

niet: de projectie P bepaalt ook het punt F; want alle punten ‘van

de p-gtraal door P worden in P geprojecteerd. - ' -
om P te bepalen hebben we nog een gegeven nodig; daarom teke-

nen we in T niet alleen P maar ook P1, de prOJectle van P1, P1.1s

de orthogonale projectie van P op K,. . g '

Nu geldt: P1 bepaalt het punt P1 in K1; P1 bepaalt een rechte
loodrecht op K1 die ﬁipevat (de horizontaal projecterende straal
van P), en deze bepaalt samen met P het punt §. Dus om een punt i
in de ruimte te bepalen zijn in<T 2 gegevens nodig: de projectie P
van P en de pro jectie P1 van 51. Men noeﬁt PP1 een drager van P,

PP2 en PPB_kunnen eveneens als drgger optreden.

Indien een punt P gegeven is door zijn coordinaten, moet men
gerst P1 bepalen door het vlak XOY in ¥ neer te slaan om XY. Omdat
On'en 0 affien verwant zijn, en de affiniteitsrichting loodrecht op
de affiniteitsas XY staat, is {.\XOnY bepaald daor een halve cirkel

met XY als middellijn.
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Vervolgens slaat men AZOW neer om ZW in T : AZOmW is even-
eens door affiniteit en de cirkel met middellijn ZW te vinden.
Tekening 4.

Indien de vefkortingsverhoudingen bekend zijn, kaﬁ men in
dit geval P direct vinden door de met Pyq,r vermenigvuldigde coor-
dinaten divect in de x,y,z richting af te passen, _ _
Een lﬁhfﬁ in ﬂ1 bépaalt zijn projectie a; en de projectie a bepaalt
weer de lijn & in R1.' _
Hetzelfde geldt voor lijnen in n2 en ﬂ3.

Bien willekeurige lijn 1 bepaalt 2zijn projectie 1; dit is eveneens de

projeciie van alle lijnen uit het projecterende vlak van 1 die niet
#p zijn. Dus 1 is door zin projectie 1 niet bepaald. Eem 1lijn 1 is

bepaald door de projecties 1 en l,‘;-l,I is de projectie van 11; 11 is

dg horizontale projectie van 1. '

Evenzo is I bepaald door 1 en 1. of door 1 en 1..

2 3

"Ook is een lijn bepaald door 2 van zijn punten. Deze punten kun-

nen bijvoorbeeld 2 der doorgangspunten zﬁh; de doorgangspunten liggen

" namelijk in K1, na en “3. en worden door hun projecties dus zonder

meer bepaald.

Ben uitzondering vormt een 1ijn § #/p. Deze staat L T, heeft als
projectie een punt Q, en wordt daardoor. weer zonder meer bepaald,
94+ 9, en qs'zﬁn evenwijdig aan de z-as, de X~as en de y-as.

Een voorbeeld is de pfojecterende rechte door O.

ey

?’

ST
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5 5. Snijdende en evenwiijdige lijnen bepalen een vlak,

Indien 1 en m elkaar snijden in F, geldt:
ii en ﬁli snijden elkaar in Pi voor i=1,2,3.
En tevens: _

1 en m snijden elkaar in P, en

'1i en m,
Indien 1//m, geldt:

.1iﬁfai1 i=1,2,53

snijden elkaar in P i=1,2,3.

i'

zodat ook 1/ m en li//mi, i=1,2,3.

Hierbij is ondersteld dat alle projecties weer lijnen zijn.
Indien 1 en @ elkaar snijden, of indien 1//@, kan men door 1 en
M een viak & brengen. De doorgangen van dit vlak met ‘Il1,‘ n,
en n3 gaan door de gelijknamige doorgangspunten van 1 en m.

Het vlak & is door de projecties Dy, %y en Xz van de door-
gangen - 3(1, 3(2, en 33 van & met M,, M_en X, volkomen be~

1 "2 3
paald. Tekening 5. | : .
Een vlak o« snijdt in het algemeen ook het tafereel T. De

' snijlijn ncemt men de doorgang met T van &, of T-doorgang van o,

en wordt aangegeven met Shre

Ze wordt gevondenrmet behulp van AXYZ: .

Het snijpunt van XY ’met 0(1 ligt op %y, en evenzo het snijpunt van
YZ met a¢2 en dat van XZ met 0¢3. Tekening 5. '

Eén punt P ligt in een vlak &, als P ligt op een 1liin a van

® ; het verband tussen P,P, en de doorgangen van & kan men aangeven

1
door van hoofdlijnen gebruik te maken; in tekening 5 is a een Ze

hoofdlijn door P in o .

Cpgaven: )
1. Neem in AXYZ : XY=7, X2=8, YZ=G.

Construeer de projecties van de punten. :

A(1,2,3) E(-2,~4,3)
3(335’3) F(44'693}
0(5'713) G(4$60'3)

D(-2,4,3) H(-2,-4,-6)
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2. Neem XY=10, en p:q:r=1:2:2. 5
Construeer de tafereeldriehoek, en daarna de punten C,F en
-G uit 1.

3. Neem XY=10, p=1, q=r, en construeer de tafereeldriehoek;

daarna de punten G,F en G uit 1.

4., Kies zelf een tafereeldriehoek; met A, By...2ijn de punten‘uit

1. bedoeld. .'

a) Construeer een iﬁn 1 door A en B, en bepaal de doorgangs-
punten van 1.

b) anstrueer een lijn m door A en G, en bepaal de doorgangs~ ,
punten.

c) Conétrueer de doorgangen van het vlak « door 1 en m, ook
™y ; ook de doorgangspunten van 1 eh m met T.

d) Construeer een lijn n door D en #1l. =«

e) Construeer het vlak @ door n en 1; bepaal ook Pgi ook het

snijpunt van n met © .-
5. Bepagl een lijn k door C en loodrecht op €.

Bepaal een lijn h door H en.loodrecht op T.
Bepaal een vlak y door deze lijnen.

§ 4, Onderlinge ligging van vlakken. .

Indien a/g, geldt (voor zover deze bestaan) o, //p (i=1,2,3) ¢

en o // Bt' Tekening 6.

In het bijzonder: _

als «//n L, is ct //y-as, %y //z-as, d.://XY- %, is er niet. Analoog
voor ot//n of ﬂ//ﬂ '

Indien «//T, is ", Hxx, %, Yz, 0t3//XZ; % is er niet.

- Indien xen g elkaar snijden volgens een rechte &, gaat s door de

-snijpunten der gelijknamige doorgangén. Tekening 6.
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Indien een vlak cxlt projecteren alle ‘punten en alle lijnen uit, o

zich in L ook de doorgangen N1, 0&2 en 0&3

fen kenmerk van een vlak U is dus dat de doorgangen

3
4
;%
4
4

X,y X, onj en «ti_n het ta'fereel T samenvallen. ken voorbeeld
an zo'n vlak is het projecterende vlak van de z-as, dat we al
eerder hebben neefgeslagen in ©. Tekening 6.

' Opgaven:

1. Construeerleen vlak
. a) door 3 gegeven punten A4,B,C;
b) door een lijn a en // een Lijn b.
¢) door een punt A en /feen vlak &,

2. Consi;rueer een rechtc
a) door het punt A, die de rechten b en ¢ anijdt.

b) // de rechte a, die de rechten b en ¢ snijdt.
Tekening 7.

8 5. Het neerslaan van vlakken in <.

Voor het uitvoeren van constrﬁcties. waarbij de ware grootte van
lijnstukken of hoeken of het begrip afstand een roi'apeeit is het
vaak noodzakelijk een vlak % in T neer te.slaaﬁ;‘Hierbﬁ'fungéert
Ky altijd als afflnlteltsas, en de richting loodrecht h:..erop als.
affiniteitsrichting. ,
Bij het neerslaan wordt ook meestal gehru:.kt de elgenschap dat de

benen van een rechte ontrekshoek een carkel in de eindpunten van

~een middellijn snijden. _
) & is een der vlakken M, R, of Xyi dit geval is reeds be-
sproken in §1, met !!,l; '2 en rt3 gaan op degelfde manier.l

b) o is een vlak door één der coordinaatassen. Voor het vlak

door 2,0 en 4 is dit reeds besproken in 51. Hier slaan we nog
een vlak ¢ door de x-as neer. Tekening 8.
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- In deze twee gevallen wordt gebruik gemaakt van een in het vlak «

c)

gelegen rechte hoek. Ook in het algemene_géval willen we over een
rechte hoek de beschikking krijgen. we maken daarbij gebfuik van de
stelllng als il u staat de orthogonale projectie van 1 op een
vlak (T, Ryy M, of ﬂ ) loodrecht op de doorgang van & met dat
vlak. In onze tekenlng in T staat dus 1l xg, en in R, staat

l.i.u., aangezien we de vlakken “i reeds kunnen neerslaan, kun-
nen we met 1, werken (i=1,2,3).

Construeer nu door een gegeven punt P een 1lijn 1, d1e lood=-
recht op een gegeven vliak x staat. Tekening 7.

Construeer cok door een oegeven punt P een vlak %, dat

loodrecht op een gegeven lijn 1 staat. Tekening 8.

het neerslaan van een willekeurig vlak «, Tekening 9.

Indien %, en &, elkaar in A‘snﬁden; en van CGA niet bekend is

dat ze recht is, construeren we eerst een rechte hoek bij A; we

-brengen daartoe een vlak X aan door A en loocdrecht op u

Van A is 611 o . in ﬂ1 te construeren door n1 in * neer te slaan'
Xy //z-as.
De snijlijn s van % en A gaat door A en staat loodrecht op o

1°

We slaan dan de’ door & ut en s gevormde driehoek in T neer,

-l,
gebruik msakend van een halve c1rke1 en affiniteit.

Het neerslaan van vlakken wordt toegepast om ware grootten te

construeren?

Opgaven: ’ .
1. Construeer de projectie en de ware grootte van de afstand van -
a) twee gegeven punten A4 en B. '
b) een gegeven punt A en een gegeﬁén vlak w.
c) een gegeven punt A en een gegeven lijn a.
d) twee gegeven krulsende lijnen a en b. -

Tekenlng 10.

2. Construeer de hoek tussen

a) tweé.gegevén snijdende lijnen a en b.
b) twee gegeven snijdende vlakken & en g.
c) een gegevén lijn-a en een gegeven vlak o .

lekening 11,
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3. Gegeven is een lijn a inten een punt A,

Construeer een rechte die door A gaat, a loodrecht kruist, en

de z-as snijdt. Tekening 12.

4. Construeer een rechte, die loodrecht op T staat en twee gegeven

rechtén,snﬁdt. Tekening 12.

5. Construeer een regelmatig achtvlak waarvan de dlagonalen op

de coordinaatassen llggen. Tekenlng 12.

§ 6. Wentelen van lichamen..

Bij het wentelen van lichamen handelt men geheel overeenkonstig

hoofdstuk I, § 8. :

Voorbeeld: Een regelmatig viervlak AZCD met rlbbe 5 heeft AABC

in R, A€XY, AB [/ x-as; de afstand van AB tot de x-as is 2.
Construeer de projectie van het viervlak na wenteling om

AB tot D in ﬂ3 ligt; en ook de eigenschaduy en slagschaduw bij

licht dat invalt in de richting ZX. Tekening 13.

§ 7 Regelvlakken.

Een reaelvlak is de meetkundlge plaats van rechte lunen dle aan

zekere voorwaarden voldoen.

Voorbeelden: A

l1: Een kegel is een regelvlak; het is de meetkﬁndige plaats der
lijnen die door een'gegeven punt T gaan en een gegeven kromme'x
snijden. Als T en y in één plat vlak liggen, krijgt men een ont-
aarde kegel, een plat vlak.

2: Een'cxlinder is een regelvlak, namelijk de meetkundige plaats,'
van de lijnen die een gegeven kromme Y snijden, en een gegevgn
richting p hebben (d.w.z.evenwijdig zijn met een gegeven rechte p).
Ais ¥ ligt in een vlak dat ,yp is, krijgt men een ontaarde cylinder‘.

een plat vlak.




S
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3: Len. éénbladige hyperboloide is de meetkundige plaats der

lijnen 1' die > gegeven, elkaar kruisende rechten a,b en ¢
snijden; a,b en ¢ zijn niet evenwijdig met &én plat vlak.

Ieder punt van a brengt zo é&én rechte van het oppervlak
voort. Bij twee verschillende punten F en ¢ van a horen 2
kruisende rechten van het oppervlak, p' en q'.

Bij 3 verschillende punten P, 4 en R van a horen 3 rechten p',
Q' en r', die niet met &én vlak evenwijdig zijn. Het be-

wijs hiervan volgt nog.

Neemt men nu drie rechten p' , q', r' van het voortgebrachte
stelsel, dan is het oppervlak ook de meetkundige plaats der
rechten die p'} q' en r' sajjden. Op het oppervlak liggen dus
twee stélsels rechten. Door ieder punt van het oppervlak gaan
2 rechten, één uit ieder stelsel. Dit geldt in het bijzondar
ook voor oneindig verre punten van het oppervlak, zodat bij
jedere rechte a uit het ene stelsgl.een.rechte a' uit Het

andere stelsel hoort waarvoor a / a'.

Opgave :
Van een eenbladige hyperboloidé zijjn de lijnen a,b,c gege-
ven-(zie tekening 14).
Construeer de 1lijnen uit het andere stelsel die in n1,

t, en l3 liggen.

2 : .
Construeer de lijnen uit het andere stelsel die met a,b

en ¢ evenwijdig =ziin.

ly; Ken hyperbolische paraboloide is de meefkundige plaats der

lijnen 1' die 3 gegeven rechten a,b en c¢ snijden; a,b en ¢
kruisen elkaar, doch zijn evenwijdig met een vlak «.

ieder punt’f vaﬁ a brengt één rechte p van het oppervlak
voort. Twee punten P en 4 van a brengen kruisende rechten

'p en q voort. Drie verschillende punten P,y en R van a br.n-
gen % rechten voort die evenwijdig met &én vlak 2] zijn.
Immers, zie tekening 15, néem a,b,c als voortbrengende reche
ten, p',ep" en q als voortgebrachte rechten; é;b,C/V«.

p' snijdt’e; (uit p'fx zou volgen: & en b liggen in &&n plat
flak); het snijpunt van p"mét o zij P'. ‘
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Evenzo is_het snijpunt van p" met o: P", dat van q met o: Q;
Frojecteer nu a,b,c en q in de richting p' op x, dit geeft a'
b', ¢c' door P' en q' door 4.
frojecteer eveneens a,b,c en q in de richting p“ op o, dlt
geeft a", b", ¢" door P" en q" door Qe

De snijpunten van q met a,b,c zijn achtereenvolgens A,B,C;
de progect;es van A,B,C zijn A4',B*,C' en A",B",CY, q* snudt a4 b, c'
in A*,B*,C’;. Nu geldt: ai//a", b'f b", e'//c" (volgt uit a,b,c /.
==p A"B" : B"C" = A*B* : B*C*, ’

Uit hetgeen bij aifiniteit in hoofdstuk I, § 5 werd opgemerkt volgt:"
) A'A”//B'B"//C'C":@A'B' : BIC' = AhR" Bn.\_;'n.

Maar dan geldt ook: A*B* : B*C* = A'B' : B'Ci, hefgeen Volgéns-
een bekende stelling uit de meetkunde alleen mogelijk is als o’j’q"
Maar q' en Q" gaan door Q=pZe¢ vallen samen. _
Dus: de p'-projectie kan g en de p'-projectie van q op vallén Sa=

men =% q J// het vlak g dat de richtingen p' en p" bevat.

- Dus uit: a,b,c kruisen eikaar,}* ' volgt: Pya,r kruisen eikaar

ayb,c ff & PrdsT [/ B

4

zodat geldt: de hyperbblische parabolo{de, voortgebracht doeor a,b

en ¢, wordt ook voortgebracht door de door.a,b en ¢ voortgebrachte

rechten p,q en r.

(Opmerking, in verband met de eenbladige hyperbolo{dé:

het is nu duidelijk dat als a,b en ¢ niét met &én vlak evenwiidig
zijn, dit met p,q en r ook niet het geval is). _'

De hyperbolische paraboloide beyét dus twee Stelsgls rechten;

door ieder punt van het oppervliak gaan er precies 2,-ééhgvan ieder
stelsel., Voor een 6neindig ver .punt van a voert de constructie van
de siijiign van a,b en ¢ tot de oneindig verre rechte; dus ki de
rechte a uit'het‘éne stelsel hoort niet een 1lijan uit het afdere )
tnluel die er mee evenwiidig is, in tegenstelling tot de eenb’adlge
fperb0101de- De genoemde vlakken o« en p heten de r1chtv1akken.

Zowel voor esen aeenbladige hyperh0101de als voor qen,?yper-

bolische paraboldide geldt: Het raakvlak in een punt van hetj opper~

vlak is het vlak door de regels door dat puﬁt,
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Opgaven:
1. Van een hyperbolische paraboloide zijn 2 richtlijnen a en b, het

i
¥
".g.
3
¥
i
i
d
?
4

bijpehorende richtvlak ®en het richtvlak p gegeven, zie tekening

16, Construeer enige voortgebrachte rechten..

2. Construeer in een willekeurig punt van de parabololde uit
figuur 16 het raakvlak. o o

' 3. Construeer in een willekeurig punt van de hyperboloide uit fi-
guur 14 het raakvlak. '




HOOFDSTUK III - PERSPECTILF - ¥
i

| | :

Perspectief van punten en lijnen 7 : 3
. A
| r 4

Perspectief is centrale projectie met iets bijzonders: . b

Het tafereel T is vertikaal. Het oog O (= centrum van de projectie) is
véor T . Ne beelden alleen punten af die achter T liggen. Verder wordt  ;

nog een horizontaal grondvlak T aaagenomen.

In ¢ ligzen: ‘ ) o
" oogpunt 02 = voetpunt van de loodlijn uit 0 op T,

I |

horizon h = doorgang van vlak op oogno_ogte //1:1_. .

distantiecirkel om O met straal d (= distantie) = afstand van

0 tot %, ‘ o

distantiepunten D, E (0.0 = 0,D = O,E).

grondlijn g = doorgang van %

=52 2




" De perspectief van een punt Pis de centrale projectie  (vanuit,0) van-

Pop T,
. een 1hn zijn’ projectie uit O op T.
- ‘ :

perspectief vanﬁﬁﬁzondere punten en lijnen

1.

-dat is het snijpunt van OP met T . Evenzo is de nerspectief van'

De perspectief van een punt van 1i, iat achter = ligt.valt tussen

g-en h.

De perspectief van een lijn //% is // de rechte zelf.

De perspéctief van‘eeq lijn J;r gaat door 0

De perspectief van een lijn van %,

of E,

De perspectief van een lijn LT is Lg.

Wéergavq van punten, lijnen en vlakken

7. punt

van het vcoetpunt A ‘op Tl.

Ap is door Alp en de hoogte h van A bepaald::

Een punt A wordt gegeven door zﬁn perspectief Ap

die 45° met T maakt, gaat door D

en de perspectief A1

e e i s

R el L LT AR L e

R i ey N ST
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 Neem een rechthoekig assenstelsel als volgt: x-as langs g naar rechts, .

z-as naar boven en y-as naar achteren. Om A P uit de coordinaten van
A te tekenen slaan we'& neer in T . We nemen, twee lunen door A, in T,:
1) de lijn door A LT, '
2) een lijn_door A1 die 45°‘met.r maakt,

ol
D | / Qg ﬂf
Af’
w 7

Atn

r
T

Let op de perspect1v1te1t tussen perspectief en neerslag van de punten

en lijnen van %t : g is de affiniteitsas. Het neerslaan is: progectle in
de richting OC, dus C is het centrum van de perspect1v1te1t.

Let op, de échaélverdeling op yp is niet evenredig.

verdeling van. een 1lijnstuk
in drie gelijke ielen

'




2. lin

dezelfde vluchtlin. Lijn // vlak als vluchtpunt op vluchtiﬁﬁ.

Een 1lijn 1 wordt bepaald door zijn pefspectief_lp en de perspeétief.

"1 van zijn loodrechte pfojectie l1 op 11’

ip ‘
of door [D, = doorgangspunt met % ,

Vl = vluchtpunt = doorgangspunt van de pafallelstraal 1!
.door 0. |

Een lijn //t heeft zijn vluchtpunt op h.
! % : .

£

Een vlak ¢ wordt bepaald door

x. = doorgang met 7 (= doorgangslijn d a)“
a P = perspectief van doorgang met 11;
of door ‘d_ en v. ='vlpchtlyn = ddorgang van het parallelvlak «' door Q.

i | a
Doorgangslijn en’ vluchtlijn zijn evenwijdig.

h is @e:vluChtlﬁh van-tl.

Evenwijdige lijnen hebben hetzelfde, vluchtpunt, evenwijdige vlakken hebben

- ‘_r‘E-\ = x

T

GE

%

Sy

i
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% K

Ir 4

~. dﬂ-

14y ‘

da

‘f.

evenwijdige lijnen snijlijn van twee vlakken ;

Voor het bepalen van hoeken tussen lijnen en vlakken kunnen we ze even-

wijdig verschuiven naar O. Behalve de distantiecirkel spelen dus alleen

de vluchtpunten en vluchtlijnen een rol.

§ 5. weerslaan van een vlak; ellips

7. Een vlak @ wordt in het tafereel neergeslagen om de tafereeldoor-

gang. Er is pérspectiviteit tussen projectie en neerslag van @, .
$la ook.het parallelvliak door O neer; 0 komt_in On terecht. Hét neer- %
slaan van a islte beschouwen als een projectie in de richting OOn,
dus On is het centrum van de perspectiviteit. 7

Van het oneindig verre punt A in a (gegeven door AP) is dus de neer-
slag’An (richting) bekend. Van een punt @ van « (gegeven door QP)

wordt Qn gevonden door “Je 1ijn QA te nemen,




-~ 60 =

An

@

H..f‘




|
s

e

- 61 -

2. De perspectief van een cirkel in «a (achter gelegen) is een ellips.
Deze kan punt voor punt worden getekend met de perspectiviteit. Raak-
lijen blijjven raaklijnen. . '

We zullen even iets vertellén van de pooltheorie t.o.v. een kegel-
snede. 2ij P een punt buiten een cirkel k en p de verbirdingsrechte
van de bﬁbeﬁorende raakpunten. p heet de poollijn van ¥ t.o.v., k.

plk bunt Q van p heet aan P toegevoegd {geconjugeerd). DJit is een

symmetrische relatie: de poollijn g van 3 gaat weer door F,.

IP

Voor een punt binnen de cirkel is de poollijn ietsllastiger te vinden
en hij snijdt de cirkel niet, De.pooliﬁn.van R is r, dus te vinden door
twee willekeurige rechten p en qrdoor R te trekken. De pool van élke
rechte door R moet namelijk op r liggen. In onze figuur heet P3R een

pooldriehoek{P en §Q zijjn toegevoegd, P en R eveneens en R en J even-

eens. Ook heten p en q tocegeveoegd, p en r ook en r en q ook.

Deﬁe,poolverwantschap geldt onveranderd t.o.v. een ellips (hyperbool,

paraboocl) en blijft bij perspectiviteit (of affiniteit) behouden.

m
]

b
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" Is R het middelpunt van de ellips, dan is de poollijn r de oneindig verre

rechte van het vlak. Stellen we ons in de getekende figuur de rechte r
voor als.de oneindig verre rechte (horizon van het vlak), dan is k een
ellips en R zijn middelpunt. P en { zijn richtingen, toegévoégde richtingené
p en q zijn toegevoegde middellijnen. De cirkel is voorzieh van een raak- -
ljjnen-parallelogram. Als we de figuur 2o beschouwen is de situatie net
andersom als bjj het begin: De figuur geeft een ellips die in perspectief
toevallig als cirkel verschijnt.

We keren nu terug tot het uitgangspunt: In o is een cirkél gegeven;
gevraagd de perspectlef. We geven de cirkel in neerslag en verder al-

leen 0 d en de «wvluchtlijn Vg *

Het mlddelpunt M van de ellips is de pool van de onelndlg verre rechte

wW_van T .

wp is de perspectief van de verdwijnrechte w van «, dat is de snﬁlﬁn van

¢ met het-verdwﬁnvlak door 0 evenwijdig aan <. .
w is dus evenwudlg aan T en heeft dezelfde afstand tot + als O.
Neergeklapt komt Y dus even ver van da te liggen als 0 van v ;
Mn is de pool van "n t.o.v, 'de cirkel Om M te tekenen k:l.ez.en we een
"richting" P en de toegevoegde "rlchtlng" Q. Zo vinden we twee toege=-

voegde middellijnen van de eilips.




P LTI T T o R T T TR ey T
" T T T D PR g e e TR T T LN T
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Wie zullen nog even nagaan hoe men uit zo'n paar toegevoegde middellijnen

de assen van de ellips kan vinden (constructie van Ryt=z). ] 'é

'k is een ellips met halve assen a en ﬁ. De ellips ontstaat door de kleine
cirkel (met straal b) in horizontale richtiﬁg uit te rekken met de factor
% of door de grote cirkel (met straal a) in veFtikale richting in te )
krimpen met de factor E. Zo is P afkomstig van Pa.

OF, er 0Q_ zijn toegevoegde middellijnen van de cirkel (loodrecht op elkaar)
q is afkomstig van Qa. | _
net tcegevoegd zijn van de middellijnen blijft (bij de vertikale affiniteit)
behouder, dus OP en 0Q zijn toegevoegde middellﬁnen.vaﬁ de ellips.

Draat:n wé de driehoek OQQa 90o naar rechts, dan ontstaat het rechthoekje

met midielpunt S.

Zyn nu OP en 0Q gegeven, dan is R en dus S bekend en X en Y zijn te vinden

" (halve cirkel om 3).
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A

HOOFDSTUK IV - KROMMEN EN OPPERVLAKKEN

i B o

§ 1. Ruimtekrommen

Fomln

De verbindingsrechte van twee punten van een kromme heet koorde. De

raaklijn p in P is de limietstand van de koorde P als @ tot P nadert.

b | l ]

Néem vervolgens weer een punt R op de kromme in de buurt‘van P en denk
het vlak door p en R en daarin de cirkel die in P aan p raakt en die
door R gaat. Als nu ook R tot P nadert dan heet de limietstand van dit-
vlak het osculatievlak in P en de limietstand van de cirkel heet de

kromtecirkel in P. Dit is dus de cirkel door de "drie samengevallen

punten" P,Q,R van de kroﬁme. Is r de straal van de kromtecirkel dan

"heet %.de kromming van de kromme in P,

-§ 2. Ontwikkelbare regeloppervlakken

" Een regelopperviak,is ontwikkelbaar als langs elke beschrijvende het

raakvlak vast blijft. Het raakvlak in een punt van een beschrijvende is dus
meteen raakvlak in elk punt van die beschrijvende. Dit raakvlak bevat dan
“"twee samengevallen beschrijvenden". Dit & bijv. niet waar voor een een-

bladige hyperboloide, wel voor een kegel..
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We kunnen ons het ontwikkelbare oppervlak ontstaan denken door beweging
van het raakvlak; het oppervlak is het omhullende oppervlak van het stel-
sel raakvlakken. sen benadering wordt verkregen door een vliak met kleine
schokjes te bewegen, in plaats van geleidelijk. Noem de opeenvolgende
standen 1,2,},4,... . De opvolgende snﬁlﬁnen 12,23,5%,..., zyjyn de beschrij-

venden. In elk vlak liggen twee van die beschrijvenden,

'

Als we het vlak geleidelijk bewegen zijn de schokjes oneindig klein en dan
vallen die twee beschrijvenden in het vlak samen. '
Het shijpunt van 12 en 23 in vldk 2 noemen we het punt 2, het snijpunt van
23 en 34 noemen we 3, enz. Deze snijpunten vormen in het limietgeval een
ruimtekromme die op het oppervlak ligt'eﬁ waarvan de beéchrﬁvenden de
faaklﬁnen zijn. Een ontwikkelbaar oppervlak is dus het raaklijnenoppervlak
van een ruimtekrémme.-(Echter,_bﬁ een kegel is de top in de plaats van
de ruimtekromme gekomen.) De kromme heet de keerkromme van het oppervlak

omdat een vlakke a -doorsnede steeds ter plaatse een keerpunt A vertoont:

.

i
R A A
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We kunnen cok uitgman van de ruimtekromme. Neem een rij op elkaar volgen-
de punten van de kromme, 1,2,3,4,... en denk de koorden 12,25,3%,... .
Het vlak door 12 en 23 noemen we 123 of het vlak 2, het vlak door 23 en
34 noemen we 234 = vlak 3, enz. Nemen we de punten steeds dichter bij el=-
kaaf, dan worden de koorden in het limietgeval raaklijnen en de vlakken
worden de osculatievlakken van de kromme of ook de raakvlakken van het
raaklijnenoppervlak,

Waarom heet zo'n oppervlak ontwikkelbaar? Wentel vlak 123 om 23 tot het

samenvalt met 234, Wentel de samengevallen vlakken nu verder om 34 tot

stand 345, dan om 45, enz. Ook in het iimietgeval-van oneindig kleine -
stapjes wordt het oppervlak zo afgewikkeld in een plat vlak en de keer=-
kromme wordt een vlakke kromme, die echtef overal zijn lengte en kromming
heeft behouden. ‘ .

Men kan van karton op deze manier een model van een raaklijnenoppervlak
maken door een kromme K, bﬁv.'een cirkelboog, te tekenen en een stel

raaklijnen in te snijden.




- 68 -

g 3. Voorbeeld: schroeflijn op verticale cylinder.

A

R

e

Ty,




de spoed van de schroeflijn. Het horizontale doorgangspunt van de raaklijn

~in 2 vinden we blijkbaar door op de raaklijn aan de cirkel een stuk 22' dat

_Bij A zien we het keerpunt optreden.

.spronkelijke kromme kromtemiddelpunten zijn van E, is Y, loodrecht op 330,
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De horizontale projectie van de schroeflijn is een cirkel. De horizontale
projectie van de raaklijn in 2 aan de schroeflijn is raaklijn aan de cirkel.

De raaklijn aan de schroeflijn heeft een vaste helling die bepaald is door

T N S

gelil)k is aan de cirkelboog van 2 naar A af te passen (de lengte van die b
cirkelbooglis niet te "construeren"). Zo kunnen we de doorgangskromme B .
van hef raaklﬁhenoppervlak punt voor punt tekenen. Als we een touwtje  ?
langs. de cirkel gewonden denken dat in A eindigt en we ontwinden dit ‘ 
touwtje dan beschrijft het eindpunt, als het touwtje steeds: strak getrokken *”

blijft, de kromme E. E heet daarom de ontwondene van de cirkel. i

_ Het osculatievlak ¥ in 3 is het raakvlak langs de raaklijn in 3> aan
het raaklijnenoppervlak. De horizontale doorgang y,; is dus de,ragklﬁn in 3

k]

aan de snﬁqumme: Omdat bij zo'n ontwondene 3 de punten 1,2,3 van de cor- R

o

Snitkromme van twee kegels

Zij K een richtkromme in een vlak, in het vervolg steeds een ellips of

cirkel, en T een punt buiten het vlak. Samen bepalen ze een kegel. De

punten vaﬁ de kegel zijn de punten van de beschrijvenden {rechten die T
verbinden met een punt van K). Als bijzonder geval laten we tce dat T on-
eindig ver weg iigt. d.w.z. alle beschrijvenden zijn // een gegéven rich-
ting., Dan is het éen cylinder. Door elk punt van de kegel, beﬁalve T,

gaat precies één beschrijvende.

schijnbare omtrek
ir de tekening

e i




bR
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e

Nu gaan we twee zulke kegels met elkaar snijden

a) Sngpunten vinden we door hulpvlakken door T1 > met de beide kegels te
snuden. In zo'n hulpvlak kunnen van elke kegel twee beschryvenden lig-
gen en dat geeft dan vier snijpunten. De kromme heet daarom van de ‘vierde

graad.

nggen de rlchtkrommen in hetzelfde vlak a dan moeten we ze dus snuden

met rechten door S, het. o - doorgangspunt van T 2
b} De richting van de anukromme in zo'n snnpunt d.w.z. de raalklijn aan de
~kromme, vinden we deor ‘de’ volgende overweging. De raaklijn is de rechte
die de kromme ter plaatse benadert. We benaderen daarom de beide kegels
door hun raékvlakken in het betreffende punt en snijden deze raakvlakken
in plaats van de kegels zelf. Zo'n raakvlak van een kegel raakt langs de

hele beschruvende. We moeten dus raaklunen trekken aan de richtkrommen,

-




¢) De snijkromme heeft een dubbelpunt als hij ter piaatse niet door één
rechte is te benaderen. Er zijn twee mogelijkheden waarbjj de vorige con-

structie mislukt:

' ¢1) Het snijpunt is de top van een van deé kegels, dus de top van de ene

kegel ligt op de andere.
c2) De twée raakvlakken aan de kegels vallen samen, dus de kegels hebben

een gemeenschappelijk raakvlak,

Voorbeeld van c¢1 :
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De top van de kegel ligt op de vertikale c¢ylinder., Hoejziet de snij-
kromme er nu ter plaatse uit? De cylinder is biyj T door zijn raakvlak
te benaderen, maar de kegel heeft in T.geen raakvlak. We laten dus de
~kegel zo en snijden hem met het raakvlak aan de cylinder. Dit geeft

twee-beschrﬁvenden van de kegel, die de snijkrommen bij T benaderen:

de dubbelpuntsraaklijnen of taktangenten. : : _ [

Voorbeeld van c2 : Twee even wijde cirkelcylinders, die elkaar lood-

recht snijden.

b o e W R T S PR T

Y
o AT | R L

5o

B SRR 3 L BB i 7 2 s P i

d) Heeft de shﬁkromme twee dubbelpunten dan valt hij uiteen in twee krom- -
men van Iagere graad. Het'aantal snﬁpuﬁten met een vlak is ten hoogste
vier, of oneindig. Neem nu een vlak door de beide dubbelpunten, dan
tellen deze samen al voor 4 en er is dus verder geen met de stand van
het vlak veranderlijk snijpunt. Ef zijn hiervan wéer twee gevallen:

- d1) De top van elk van beide kegels ligt ook op de andere keéel
De kegels hebben dus een gemeenschappelyke beschrijvende (kromme

van de 1ste graad) en verder een derdegraads ruimtekromme gemeen.

4
B
sl
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d2) De snijkromme bestaat uit twee ellipsen, zie het voorbeeld bij c2J.

Asymptoten., Van de & punten die we volgens a) in een hulpvliak vinden
kan er wel eens een in het oneindige terecht komen, namelijk als de
kégels éen evenwijdig paar beschriivenden hebben. -
Hoe vinden we zo'n paar evenwijdige beschrijvenden? Verplaats tijdelilk
de tweede kegel evenwijdig tot de toppen samenvailen (schuif de top

T2 langs T T1 naar Tﬁ toe)es 5nijd daarna de kegels.

2

We nemen de beide richtkrommen‘K,],K2 in één viak en we noemen de
doorgangskromme van de verschoven kegel KZ' Dan ontstaat'Ka uit K2
door vermenigvuldiging t.o.v. S met de factor %%1 . K1 en"K'2 hebben
‘ten hoogste 4 snijpunten, dus we vinden ten hoogste 4 paar evenwijdige
beschfﬁvenden. '

Zo'n oneindig ver snijpunt van de tweé kegels kunnen we slechts als
richting tekenen en is op zichzelf niet interessant. Wel interes-
seren we ons voor de snijkromme "in de buurt van het oneindige punt',
-d.w.2. ver weg. We moeten dus de raaklijn tekenen van de kromme in
het oneindig vetrq punt. .

Dit heet een asxmétoot van de kromme. De constructie is net zo als

van een raaklijn in een gewoon punt:

RS e Ay R T T <

- -
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de asymptoot is de snijlijn van de raakvlakken

langs de evenwijdige beschrijvenden.,

e

i kA
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In het geval van de snijkromme van een kegél en een cylinder is er alleen

een oneindig snijpunt als een kegelbeschrijvende // de cylinder is. Maar

dén is het oneindige snijpunt de top van de cylinder, dus de top van de

eylinder ligt op de kégel en is dubbelpunt van de kromme volgens c1,

We moeten dus de constructie van de dubbelpuntsraaklijnen toepéssen:

Lt

asymptotii/r//f

o

Opgave orthogonale projectie

In een horizontaal vlak liggen'twee cirkels (zie de figuur):

€

C1 met middelpunt M en straal b
_C2 met middelpunt N en straal 4%
MN maakt een hoek van 45° met de as, MN = 3

is richteirkel van een rechtopstaande cjlinder.

02 is richtcirkel voor een kegel met top T, 5% boven het horizontale vlak.

Construeer van de snijkromme

1.

2.

de asymptoteh, _

de punten in het vertikale vlak door TM (Qit geeft twee punten met
horizontale raaklijnJ, -

de punten in het horizontale vlak, _ _

de raakpunten op de schijnbare omtrek van de cylinder,

de raakpunten op de schijnbare omtrek van de kegg}.

Maak een uitslag van de cylinder en teken hierin de snijkromme.







APPENDIX T : DE STELLING VAN DANDELIN

Definitieé;

Een ellips is de meetkundige plaats der punten waarvan de som der
afstanden tot twee gegeven punten constant is.

Een hyperbool is de meetkundlge plaats der punten waarvoor het ver-

_schll der afstanden tot twee gegeven punten constant is. ' | B
Een parabool. is de meetkundige'plaats der puntqn waarvan de afstanden ‘ .%
B i

4

tot een gegeven punt en een gegeven rechte gelijk zijn.

.Zm nu een rechte cirkelkegel K met tcP T en halve tophoek 9 gegeven;
‘éen viak V gaat niet door T en maakt met ‘de kegelas een hoek « . Dan
geldt de stelling van Dandelin:

De doorsnijding van V met K is een
 a) ellips als a > ¢
b) parabool als @ = ¢
c).hyperbool als a< g

a) Zu a> ¢
"Breng de 1ngeschreven bollen van K aan, dle ook aan V raken (ga na
dat dit er juist 2 zijn). _ _
31= B(M1'r1) en raakt V'in F , K langs y,
B, = ‘B(Mz ' Ty ) en raakt V in Fp, K langs Y,
. Neem een willekeurig punt P van de snijfiguur; de beschrijvende door
P snijdt vy, ianl, Y, in Q. C .-
nu geldt PF + PF = PQ + PRg = Q,Q5, enafhankelijk van P =Q de
snufiguur is een ellips.

Def.: F, en F, heten brandpunten van de ellips.
¢) 2ij @ « 93 dit-verloopt geheel analoog aan a).

b) Als g =¢, is er slechts 8én ingeschreven bol van de kegel die aan

V raakt., Het bewijs verloopt éeheel anders. Om te laten zien dat b)
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een bijzonder geval is van a) en c¢) zullen we nu een redenering geven
die op alle drie kegelsneden betrekking kan hebben:_ _ :
Neem weer de kegel K, een vlak V en é&én ingeschreQen‘bol B, die aan V
raakt, en wel in F. '

B raakt K volgens -een cirkel Y die in een vlak W'ligf. Zij 1 de snij-

1{jn van V en W en § de hoek tussen V en W, dan geldt: @ = % - a
(W staat immers loodrecht op de as van de kégel), Zij P een punt der
snijkromme, en PR de loodlijn uit P op W; dan is LQPR = ¢ =$'PR =

= PQ.cos @ = PF.cos @ . Zij PL de loodlijn uit R op 1 in W, dan is

PR = PL sin B = PL cos a =»

PF cos &
PL  cos @ ¥

=> PF cos ¢ = PL cos a of
dit is:oﬁafhankelﬁk van P; dus geldt: de verhouding der afstanden van
P tot een vast punt F in V en een vaste rechte 1 in V is voor alle

punten P van de snijkromme dezelfde.

hnl

Men noemt de rechte 1 de bij het brandpunt F behorende richtlijn;

= Zos 9 is de excentriciteit der kegelsnede;'als a =9 volgt speci-

aal: PF = PL, d.w.z. de snikromme ié een parabool.
Ferger-vélgt nu de stelling: |
‘. Yen kan een kegelsnede (ellips, parabool of hyperboolf‘opvatten als een
meetkundige plaats van de punten waarvoof de verhouding der afstanden
tot éen‘gegéven punt en een gégeven rechte constant is.
De kegelsnee is een
o ellips als deze constante <« 1
parabool als'dezé constante %'1
o 'hyyerbdoi als deze conskante > 1)
' Ais.de;e constante O is, ontstaat als snijkromme weer eén cirkel:

' a = g”; d;w.zf V loodrecht op de as.




APPENDIX II - GEQDETEN

]

sen op een oppervliak liggende kromme heet een geodeet van het oppervliak
als voor elk tweetal naburige punten P,Q van de kromme geldt dat de
kortste'@erbinding op het opperviak tussen P en 3 door de kromme zelf
wordt geié%erd. {(Ben gelijkwaardige éigenschap is: in elk punt van de
Xromme is het osculatisviak loodrecht oﬁ het opperviak.,)

~Van een plat vlak zijn de geodeten de rechte iiinen, van éen bol =zijn
het de grote cirkels., Het is duidelijk dat de geodeten van een ontwikkel~

baar oppervlak in de viakke uitslag van het oppervlak de rechte lijnen aijn.

Voorbeeld: De volgende figuren zﬁn_de uitslag en de projecties van een

rechte cirkelkegel, wa#rpp twee punten A4 en B ziin gégeven; Er zijn twee

peodeten die 4 en‘B verbinden. Deze zijn in de uitslag getekend.

T. Breﬂg eén van de geodeten over naar de beide projecties.

2, Teken ook de horizontale projectie van de ellips volgens welke het
viak a de kegel snijdt. o gaat door A, is loodrecht op'het vertikale

pro jectievliak en maakt 450 met het horizontale projectievlak. Breng

deze snijkromme vervolgens naar de uitslag over. .
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