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HOOFDSTUK T TRISOCRALGEBRA

§ 1 Vectorruimten*)

7Zij V een vectorruimte met inproduct ( , ) van dimensie n. Zij
S aeeer o, eEN basis van V. Elke vector x € V is eenduidig te schrijven

als lineaire combinatie van de basisvectoren:

X~X1C + +XnC "JCiG
X oA cos La g4 .

.. . 1 n .
Hierin zijn X ,...,X de componenten van X t.0.v. de basis €, yees, C

—_— .

1 n
Opmerking. Wij maken gebruik van de Einstein conventie: wanneer in een for-
mile dezelfde index zowel boven als beneden voorkomt, dan is bedoeld dat

over deze index wordt gesommeerd van 1 t/ﬁ n.

De elementen van een andere basis gw,,..., Syt zijn lineaire combina-
ties van Carees S Ock =zijn de e lineaire combinaties van de Sy Wij
schrijven
. .
8., = A%,c . en c.=hd%¢ .
=i it=i i I B
i 3 !
met behulp van de overgangsmatrices [A;,] en [Ag ], die elkaars inverse

zijn. Inderdszad, na substitutie wvolgt uit

o N , C
e.=Ad o =2 at e en o.,=AT o, =4t ad g
i 3= dorei =it irTio AtTi =3t
o s . o .y

dat Ad st =t en AT aY =3 ,
J it 3 irtTi it

viaarin 63 voorstelt hiet Kronecker symbool, gedefinieerd door

Yvoor i =j§

Ovoor i # j .

il
Het verband tussen de componenten x~ wvan een vector x t.o.v. de basis ¢,
= =1

i :
en de componenten x van x t.o.v. de basis ey wordt gegeven door

it iv o4 i i 4t
x =A7 x en ¥ =AT x
1 l' H
inmers
i i.i!? i
XxX=xXx ¢, =x A, ¢ =x ¢, .
== -1 3 -—ll —-1!

*) Te hoofdstukken betreffende Lineaire Algebra in Wiskunde 10, 20, 30
worden bhekend verondersield.



Het inwendig preduct van twee basisvectoren g en 9'.}' wordt genoteerd

volgens

De getallen gij vormen eern symmetrische matrix. Met behulp van de getallen
gij kan het inwendig product van twee vectoren x en y worden uitgedrukt als

. i i .
dubbelsem in hun componenten x™ en ¥y~ t.0.v. een basis S reenn &8

i3
X" ¥ 8 .

1l

(A J _ A
(E!y_)" (X Ci9 7 Q.J) =Xy (9__-;_!9..3)

Voor de lengte |x| van x en voor de hoek ¢ tussen x en y geldt

i3
L. g .X ¥
)2 = ey ) =g, # x5 cos g e il
\/gmx g YV

Hieruit volgt dat x en y loocdrecht zijn dan en slechts dan als
. L xyY =
éij Xy 0 .

Uit (x,x) > 0 voor alle x # 0 volgt dat

b 4

&5 x"x* >0 voor alle x # (0,...,0)

m.e.w. dat de matrix [gij] positief definiet is,

Voor een andere basis G reres & s goldt

(Eir ’9_.j|) = (AE'Q‘i’Ag'Ej) = Ali|A§|(£.i!.c_')

waaruit volgt het verband

i,
prgr = A A6y

Opmerking. De n?

later {e definiéren fundamentadaltensor.

gevellen gij zijn de componenten t.o.v. Cyreeey &, Van de




§ 2 Reciproke bases

Zij ¢ ;e Sp een basis van de vectorruimte V. De componenten g.j van
de fundamentaaltensor vormen een nietsinguliere matrix [g ] Met behulp

van de inverse [g J van deze matrix worden gedei‘lnleerd de vec“boren

n . . . ;
De n vectoren _q.],..., ¢ vormen een basis van V, die reciprogk t.c.v. de

oorspronkelijke basis heet. Het verband tussen de beide bases wordt duide-

1ijk uit
i3 o 5 -
B S T8 6 Ty = 0S5 =8y
j ] in n,i 1]
(9_1 s _J) h an(__m ’ _n) =g gJ gm‘ﬂ J 5n =g J ’
i _ ih _ ih _
€ re) =8 (eprey) =6 g5 =85 -

i

De laatste betrekking drukt uit dat ¢ ' loodrecht is op Sreerr Sy Voorts

I

is (¢!, ¢ ) = 1, dus de projectie van 9_1 op ¢ heeft de lengte 1/[31 | .

Als [A ] de overgangsmatrix is bij overgang van de basis g, op de basis

.y dus als
=i

i
giv 7 Airg-i ’
. : i1
dan is het verband tussen de reciproke bases gl en 9_1
i 1 ! TR
¢t o= A:.L, ot en et = Al ¢t .
L it % 3 ; &
! it i
Inderdaad, stel g = Bi ¢, dan
it it it i it i
65, = (5 seq)= (B & safiey) =B8] A3,(e e ;) -
i 1
=By A &7 =BI AL,
J T d

L . i
dus [Bi ] is de inverse van [Ai‘] .

Niet-orthonormale regelmatige kristalrcosters in k_ kunnen als volgt
worden beschreven met behulp wvan reciproke bases. Neem de ocorsprong 0 in

gen molecuul er: neem de basisvectoren C,rC,0 &, langs belangrijke rich-




tingen. In een regelmatig rooster bevinden zich de moleculen in de ejndpunten
van de vectcren

x = x'c. y x" geheel .

R yj geheel .

Voor een vaste y, dus voor vaste gehelen Yoo Yyo Ty onderzoeken wij (__)g, y_).

Vameer x s # s %> elk alle gehelen doorlopen, dan doorloopt

2
xiy + Xy

1 , tXy, = (2, 0)

een verzameling Q wvan gehele getallen wasrvoor geldt

(ha e §}, a+h ¢ ) , voor alle a,b € Q@ ,

voor gehele A. Zij 4 het kleinste positieve gehele getal in Q, dan bestaat Q
precies uit de gehele veelvouden van d. Inderdaad, stel dat p het kleinste
positieve getal is in @ dat niet wveelvoud is van d. Schrijf p = qd +r met
O<r<d, dan zou ook r € @, tegenspraak,

De getallen Yyr Yy Vg behoren tot Q@ en zijn dus wveelvouden van d. Ander-
zijds is ledere pemene deler van Yy Ty Ty ock deler van alle getallen van

Q, dus deler van d. Vij concluderen:

d = GGD van Fys Voo V4
YWanneer Y2 Y0 ¥, DU GGD = 1 hebben, dan doorloopt
1 2 3
+
Xy, Xy, +Xy,

precies alle gehele getallen.
Voor een vaste y uit hei reciproke rooster, waarvoor GGD(y1,y2,y3) =1,

gtelt de vergelijking
1 3
(xyx)=n , XY1+X2y2+Xy3=n sy 1 geheel |,

een vlak loodrecht op y voor. De punten x van het kristalrooster liggen dus
gelaagd in vlakken loodrecht op y. De afstand van twee naburige vlakken is

1/11_[ » ondat de projectie op y van alle in &én vlak liggende roosterpunten

x is




(=, ¥) “'E__._;'j'“
el g

De getallen Yir Tpo Tyo de zogenaande Millerindices, beschrijven dus het

lzc_lcos o =

gehele kristalroosier. Het voordeel van het werken met het reciproke roos-
ter, liever dan met het kristalrooster, is dat het reciproke rooster te

maken heeft met makroskopische vlzkken. De rol van hét reciproke rooster is
ock te zlen in de feourierontwikkeling. Il eigenschappen van een kristal met

een periodieke structuur laten zich voorstellen als een periodieke functie

f(£+1r_1) = f(_:g) voor alle x = [ x* geheel ,

1

i
X
voor zekere h = nt Sy s n' geheel .

Deze functie is te schrijven als fourierrecks
. 1 2 3
2n1(n1x n, X 4, % )

An ne '
s 127 9714

flg) = 2

n, ,n,,n

gesommeerd over alle gehele Ny N,y N
J

de vector y = nJ._g_ y te schrijven als

« De exponent is, door invoering wvan

1

(E'I)=(X19_i,n.cj)=x njf):l',].-:xin .

i
De fourierontwikkeling luidt dus

£(x) = 2 Ay)e2™{BL)
d

waarbi]j wordt gesommeerd over alle y van het reciproke rooster.

o . . Lo n
Zij 9—1""’911 een basis van de vectorruimte V en zi] 9_1 seeey . de

daarbi] behorende reciproke basis. De vector x € V heeft ts0.ve Sqrevrs &

de zogenaamde

. i
contravariante componenten x~, volgens x = x

1 n
en t40.¥e & ,eua, ¢ de zogenaamde

covariahie componenten X volgens x = x c?.

Voor de covariante componenten van x geldt

X = (1, 2,1)



dus X, de lengte van de projectie van x op gy Bij overgang op een andere

. i ~ i i )
basis ¢., = Ay, ¢, geldt x,, = (_}g,g_i,) =A;,(x,c.) = A7y %; + De covari-

ante componenten van x veranderen dus op dezelfde manier als de basisvecto-
ren; vandaar de naam. Tussen de covariante en de contravariante componcrnten
van x bestaat het verband

X. = g..% en x© = X, .
i g:|.,3 g i

et vehulp van de componenten van de fundamentasltensor kunnen wij dus de

indices op en neer halen. Inderdaad, dit volgt uit

s

- o (xd I
xi - (.:E.! "C‘:L) (X E‘J ’-91) x (9",]

'
)Ql)_XEJl ’

ih ih i j_di |
gJ X, = gJ &sX = 65]_ x* = ¥’ .
Voor het inwendig product van twee vectoren heblen wij nu de volgende

schrijfwijzen:

(x,y) =g..xy =x.59 = x7. =glkﬁﬁ,;y. .
= ij hi i i

Wij beschouwen alle lineaire functies ¢(x) van vectoren x van de vec-

torruimte V., Deze functies vormen een vectorruimte V¥ omdat ¢(x) + ¢(x) en
Mp(_}g) weer lineaire vectorfuncties zijn. Een voorbeeld van zulke lineaire
functies is de functie x1 die aan elke vector x toevoegt zijn eerste contra-
variante component x1 t.0.v. een basis C seeearC o De n lineaire functies

%! gree ,xn vormen een basis voor V¥ wegens
- i i
(P(?E) - CP(X 9._.1) =X (P(C_;l) .

Hieruit volgt dat V¥ de dimensie n heeft. Een ander voorbeeld van een line-
aire functie is de functie X,y die aan elke x € V toevoegt zijn i€ covariante

component X; - Ook de n lineaire functies Ky reees X vormen een basig voor V*

Wegens
p(x) = CP(XJ-QJ) = xj@(_c_'j) .

Elke lineaire vectorfunctie cp(_:_c_) is, met behulp van een vaste £ € V, te

schirijven als inproduct

o(x) = (z,£) .




Inderdead, bij gegeven o(x) € V' definifren wij

J
£ = . 9le
Q_JCP(__) y

dan geldt

o(x) = olxye?) = x 0(e?) = x;87 = (x,2) .
Umgekeerd behoort bij elke gegeven f € V een linecaire vectorfunctie (x, £).

Omdat dim V = dim V¥ = n concluderen wij:

Er is een één-éénduidig verband tussen de lineaire

vectorfuncties m(g) € V" en de vectoren £ € V volgens
p(x) = (2&;.@.) T

Cmdat in dit verband lineaire combinaties van lineaire vectorfuncties corres-
ponderen met dezelfde lineaire combinaties der corresponderende vectoren,
kuwnmen wij op grond van dit verband V en V* identificeren. Met de vectoren
van de reciproke basis gj ,...,QF correspondéren dan de lineaire functies

x1,..., xn', gedelinieerd t.o.v. de corspronkelijke basis S reres Sy omdat

(x,¢") = (xJ.c_j,gl) = e 4,

cl) =x95Y = x* .

- J

Opmerking. Het verband tussen lineaire vectorfuncties en vectoren komt over-
een met het verband tussen hypervlakken door O en de daar loodrecht op

staande normaalvectoren,

De overgangsmatrices van twee orthonormale bases €90 g, en

& rveer By s gedefinieerd doox

g., = A}, e, , e . =49 ¢
=i irt=j =3J i =

zijn orthogonale matrices. Inderdead, wegens

-t 4d '
(E'IS.e_.jr) ‘A11A3|(§,1’§.J)

moet veor orthonormale bases gelden

. . n R

= AL pd _ i i

bi'j' = Ai'Aj'éij , 6i'j' = § AT AT

De componenten t.o.v. een orthonormale basis van de fundamentaaltensor zijn
de Kroneckergetallen, omdat



Ten opzichte van een orthonormale basis verdwijnt het verschil tussen de

contravariante en de covariante componenten van een vector x omdat

x.=g..x’3=6..x = X .
i ij ij

§ 3 Tensoren

Een fensor is een functie van een santal vectoren, die

lineair is in elk van die vectoren.

Een 2-tengor is dus een functie @(x, y) die lineair is zowel in x € V als in

x € V, d.W|Zo

olz+x', ) =olx,x) +olx'yr) , olx,pp =wo(x, v ,
e(Ax, ¥) = 2(x, v y o o(xyxz+y') =elx, ) +olx,yx")

]

Sechrijf x en y als lineaire combinatie van een basis S seess oy dan

n

o(x, 1) = oG ey s 30e ) = xylele re )

De getallen q)(_g_i ’ _c_j), die worden genoteerd met cpij, heten de covariante
componenten van de tensor ¢ t.o.v. de basis g

- i3]
(P(.li, l) - CPle J .

Tussen de componenten q)ij t.0.v. de basis e, en de componenten cPi',j' ta0.v,

de basis Sy bestaat het volgende verband

= a1 pd
q)il'jl -Ai|Aj'quj .
Inderdaad,
= = 3 'j = 1 j = i j :
P50 = 95008 0) (815 s h3ie ) = AT AT 0(e h e ) A7 180 95

Ben tensor heeft ook contravariante componenten, namelijk

97 = p(et, &)

.1 : e
waarin ¢- de t.o.v. ey reciprcke basis is. Het verband tussen de contrava-

riante en de covariante componenten van de 2-tensor ¢(x,y) luidt




-

hj ik _ gk hi -
cPhi g g =@ ’ ¢ th gik chk

zoals blijkt uit

Jh ki

ih ki
J & CP(Q.h’Qi)=g & By

- j k ih i
0 = 0(e?, &) = ole’e, 80 e,) =8

Een tensor heeft ook gemengde componenten

en o', =olct,c.)

waarvan de indices weer op eh neer lummen worden gehaald met behulp van de

fundamentaaltensor:

o _ o3 ih _ hj
(Pi ng = (Pik ’ q’i g @ .
Met zijn diverse soorten componenten kan een 2-tensor op de volgende manieren
worden geschreven
_ i3 _ 1] _ ed i . J
CP(E! X.) = cPijx J P Xiyj cpj_ X yj CP"j xiy .

Het is duidelijk dat de contravariante en de gemengde componenten transfor-

meren volgens

SR LI R L & AR S LI AL LI T

U OEAL A O 9y = A AT 9IT s 9y =AY AT 0
Cpumerking. In vele boeken wordt een tensor gedefinieerd als een grootheid
die zich volgens bovenstaande formules transformeert.

Voorbeeld. Het meest eenvoudige voorbeeld van een 2-tensor is het inproduct

(x,v), dat inderdaad zowel in x alg in y lineair is. Deze 2-tensor heet de

fundamentaaltensor. Zijn covariante componenten zijn (C—i 2 C—j) = gij’ zijn
contravariante componenten zijn (gl ’ _c_J) = gl‘} er zijn gemengde componenten

zijn (g_i ’ p_J) = bi . De fundamentaaltensor is dus te schrijven als
(z,0) =g 2y =g %y, =0xy ~xy =xy

Een O-tensor, ock sealar genocemd, is een functie die aan elke vectar

hetzelfde getal toevoegt. Een l1-tensor is een lineaire vectorfunctie

o(x) = q)(xigi) = xiw(gi) .
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Deze functie is bepaald door de getallen @(gj) , die zijn op te vatten als
de covariante componenten van een vector. Volgens § 2 bestaat er bij elke

1-tensor g een vector £ zodat @ (x) = (x,f) en is er dus cen éénéénduidig
verband tussen l-tensoren en wvectoren.

Een 3-tensor is een functie o(x, ¥, z) die lireair is in x, in y en in z.

Schrijf

hoi ]
oz Lr2) =% ¥ 209y

thj zijn de ccvariante componenten van de 3-tensor. Bij overgang Op een
andere basis geldt

Y SO R
Pprirgr T A Ay A5 Ppg

De contravariante en de gemengde componenten van 9(x, ¥, z), sedefinieerd
door substitutie van reciproke basisvectoren op alle resp. enkele plaatsen,

hangen onderling eh met de covariante componenten samen volgens hijvoorbeeld

jk .ok X

gk _ ¢ s Jm lefm
Pnij & Pri r %nij€

ik
g & =¢ .

Ben p-tensor ¢(£1: 52"--:.§p) heeft ten opzichte van een basis covariante

compenenten die zich bi] overgang op een andere basis transformeren volgens

P .
Py = . A.,A.|...A.| . i
1112.-.1p 1112...1P I..,I 12 1P .

Elke tensor is blijkbaar bepaald door zijn componenten ten opzichte van één
basis. Twee p-tensoren zijn dezelfde wanneer hun comporenten t.0.v. een
zekere basis dezelfde zijn., Hieruilt volgt een eenvoudige methode om de ge-
lijkheid van twee tensoren te bewijzen. Wanneer de gelijkheid van de coupo- f
nenten t.c.v. één basis is aangetoond, dan volgt op grond van het tensorka- "
rakter dat de componenten %,0.v. elke andere hasis eveneens gelijk zijn.

Cmgekeerd, laat op een aantal bases telkens stelsels getallen zijn ge-
geven, bijvoorbeeld

cPhlJ op 9_k $ qjh‘l lj t op g,_k| ’ cphninjn op Ekn ¥ ete,

Deze stelsels getallen zijn de covariante componenten van een 3-tensor,

wanneer is voldaan aan één van de volgende criteriac
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A, YVoor willekeurige vectoren x, y, z geldt

h i i n' i jf Nt jn _
q)hijx J ZJ = (ph‘i'j'x y z = cphuiujurx y = eee
B. Voor willekeurige vectoren x, y zijn
i ht it ht _i"
fPhij vy L) cPh'i'j 1 X J 1 q}hninju X ¥ y e o

de componenten van een 1-tensor t.o.v. de verschillende bases.
Cv Voor willekeurige vectoren x zijn

h n' o
cphlJX ’ cphli'ljlx ¥ cphniujnx g s s .
de componenten van een 2-tensor t.o.v. de verschillende hases.

De hierboven gegeven criteria laten zich uitbreiden tot p-tensoren.

§ 4 Bewerkingen met tensoren

Z1j V een vectorruimie van dimensie n. Wij definifren de som van twee
p-tensoren en het product van een p-tensor met een scalar A teneinde de ver-
zameling van alle p-tensoren over V te maken tot een vectorruimte.

De gom van twee Z2-tensoren ¢ en {, te noteren met ¢ +¢, en het A-voud

van ¢, te noteren Ag, worden gedefinieerd door

o+¢)(x, 1) =olx,y) +olx,1) M)z, z) = rlx, ) .

Deze functies zijn lineair in x en in y, dus zijn weer 2~-tensoren. Hun co-

variante componenten volgen uit

o(x, 2) +¢(x, ) = (mij+¢ij)xiy‘j r o M, ) = My £y .

De definitie van de som en de vermenigwvuldiging met A van p~tensoren net
m(_:g1,...,§p) en cp(_:g”...,gp) is ansloog:

(CP""J’)(EE.]:--" Ep) = q’(l.l""iﬂp) +¢(_J_C_1,..., EC.P)

en (Mﬂ(§1”..,£P)= Mﬂ§1,“.,£p) .

De som van een p-tensor en een q-tensor voor P # q wordt niet gedefinieerd.
Onder bovenstaande bewerkingen is de verzameling van alle p-tenscren over V

een vectorruimte, die wordt aangeduid met

@I)V =V®...0V (p stuks) .
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Het tensorproduct van een 3-tensor ¢ en een 2-tensor ¢, te noteren met

o ® ¢, wordt gedefinieerd door

(m®¢)(2€_,x;§.,y_,ﬁ =o(x, 2,20 @, ¥ .

Deze functie is lineair in x,y, 2,u,¥, dus is een S-tensor. Zijn coveri-

ante componenten zljn cPhij (IJM, zoals volgt uit

h 1 3 k £ h i jk 4
CEXOIC T3 T PR-00 I RL L INPE S8 29, 0V =0y b X ¥ BV
De definitie van het tensorproduct van een p-tensor cp(_}g_1,..., EP) en een

q-tensor ¢(x ) is analoog:

pH ,...,J_gpﬂ

(08 6)(xyrees Zppg) = Kkperns 20 0eeenx )

p ® ¢ is een (p +q)-tensor. Het tensorproduct is asscciatief:
(pod)Rx =90 (k@YX ,

naar niet commutatief: voor 1-tenscren cp(gc_) en ¢{y) is

(p @)z, ) =0(@(y) en (Y Re)(x,y) = o(pd(x)

en dit zijn niet dezelfde functies.

Zij C.seees e €D bagis van de vectorruimte V. Elk der n componenten

n
] 2 n . . . .
X x?,..., x  ten opzichte van deze basis van een variabele vector x is een

lineaire functie op V, dus een 1-tensor. Uit deze n lineaire funciies kurnen

n? tensorproducten
h . .
e yl - xh yl

worden gevormd, elk een 2-tensor. Een willekeurige 2~-tensor

] noi
o(x,3) = oy x ¥

is een lineaire combinatie van deze speciale 2-tensoren. De vectorruimte

V 7V van alle 2-tensoren heeft, voor n = 2, deze speciale 2-tensoren als

T R T

basis, dus heeft de dimensie n2, Evenzo kumnen n° tensorproducten
n . . P
X @yl = 2 =xhy1z3

worden gevormd, elk een 3-tensor. Ben willekeurige 3-tensor

hoi .
(P(E’ X!E.) = ':Phle yl ZJ

is een lineaire cowbinatic van deze speciale 3-tensoren.




Zij vormen een basis voor V& V & V, die dus dimensie n3 heeft,

liet een redenering analocg asn die van hierboven wordt aangetoond dat de

vectorruimte V® ... ® V van alle p-~tensoren de dimensie n® heeft omdat er
i, i i

nf als p-tensor op te vatten elementen x x = ... xpp kunnen worden aangewe-

zeh waarvan elke p-tensor een lineaire combinatie is:

De ruimte van alle mogelijke tensoren
[==]

V)= @,V
1e=0 X

heet de bij V behorende tensoralgebra. Dit is een algebra omdat erin kan

worden vermenigvuldigd, namelijk wvolgens het tensorproduct.

Contractie is een operatie wasrdoor uit een p-tensor een (p - 2)-tensor

wordt verkregen. Beschouw een 5-tensor o met componenten

i

_ pi
Coirmm % Pnikem

Door contractie, dat is door sommatie over een index boven en beneden, werdt

uit ¢ verkregen de 3~tensor ¢ met de componenten

0 _ i _ hi i
wom © Peikdm T € Pnixem T %i.kinm .

Deze operatie komt neer op het vervangen, in

i, 12 i3 1p
X X *x s X = . s . . .- e
o(x s Ky X "-p) Piii .01 % o %y * !
12 3 P
i, i 1,1
1 2 172
van x X, door g y dus op het vormen van
i,i, i 1
12 3 D
X _yeeay X =@, . . . .
4’(—3’ ’—p) ¥ ii...1 8 %3 xp

17273

Uit een 2-tensor g9(x, y) wordt door contractie gevormd de scalar

die inderdaad bestand is tegen verandering van basis, immers
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o1t m ,i' en . m_en _ _+m
iy = Aahy v = e =0y )

Opmerking. De huidige inleiding in de tensoralgebra is voor ons doel vol-~

doende. Voor een meer alpemene behandeling zij verwezen naar de literatuur.

Opmerking. Het behulp van het in § 2 behandelde verband tussen 1-tensoren en

vectorsn kunnen nu cok tensorproducten van vectoren worden gedefinieerd.

§ 5 Uitwendige algebra

Een 2-tensor ¢ heet gsymmetrisch wanneer
e(x,7) =o(y,x) wvooralle x€V, y€V .
Een 2-tensor @ heet scheef wanmneer
o(x,y) =-o9(zx,x) vooralle xeV, yeV .

De fundamentaaltensor (x, y) is symmetrisch. De determinant van afmeting
twee, det(x, y), is een scheve 2-tensor in R , Elke 2-tensor ¢(x,y) is de

som van een symmetrische en een scheve Z2-tensor, namelijk

lx, 1) = #lelx,m) + ¢z, 2] +3l¢(x, ) - @, 0] .

Voor de covariante componenten t.o.v. zekere basis van een symmetrische 2-

H]

tensor ¢ geldt vij wji' Voor de covariante componenten van een scheve 2-

tensor ¢ geldt wij , 1h het bijzonder Py = ¢ voor alle i.

Het uitwendig product van twee 1-tensoren ¢« en B wordt gedefinieerd volgens

cAhB=aRp~-BRa .
it uitwendig product is een scheve 2-tensor en voldoet asn
aAf==BAca s aAa=0 .

De vectorruimte van alle scheve 2-tensoren wordt gencteerd met V A V. Deze
V AV is een deelruimte van dimensie (g =%4n(n-1) van de vectorruimte
VeV van atle 2-tensoren. Om dit te bewijzen schrijven wij een willekeurige

scheve Z2-tensor w t.o.v. de basis Cyrernr g, van V.

n
( - u(e j T byl -
W, y) = wxe,,ye.)s= xyYwle, e ) =
* I, = B
= 2 xylulc.,c.)+0+ & wydole.,c.) =
=i’ =] =i’=j
i<j i>j
= by (xlyj*xjyi)w(g—.’g_l) = E wlxj- Ay]
i< BT ey M
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. n o, :
Ilierbij noet worden bedacht dat van de lineaire funciies x! yesey X de vol-

gende Z-tensoren kummen worden gemaakt:

Cey-xy , ey =xy , xayd=xyi-xdy

en dat er 4n(n-1) cnafhankelijke uitwendige producten x= A yY zijn.
Voorbeeld, Voor n=3% gtaat er
2 3 3.2 1.3 3.1 1.2 2_1
m(_)g,x)=w23(xy-xy)+m13(xy-xy)-i-wm(xy—xy) .
Wanneer in het bijzonder de basis van R3 orthonormaal is, dan is dit te in-

terpreteren als inproduct van de wvector

W= & e T Wwoe + oW, e
- 23—1 1=z 12—3

en het gewone vectorproduct
xhy= (-2 e ¢ Pyl -xlyde, + Py e, .
fen 3-tensor ¢(x, y, z) heet totaal scheef, of alierncrend, wanneer hij
scheef is t.0.v. elk paar der vectoren x, y, 2, dus wanneer
(X, 2,2 =olg,z,x)=-90(z,x,x) =-o0(z,2,¥) =

=‘¢P(K’§’_Z_)=*CP(_Z..!1§31) .
Len voorbeeld van cen alternerende 3-tensor in H3 is de determinant

det(gg, ¥, _z_). Ten opzichte van de basis S 1S, e, geldt

det(x,y,2) = xhyl 29 det(c, ,c.,0.) =
ZprEireg
123 _h 1 j
=6hijx Y ZJdet’(..c_1’ 22! 9_3) ?

waarin de Kroneckergetallen 6}11:23 zijn gedefinieerd volgens

1 als {k,£,m) is even permutatie ven (h,i,j),
kim .
6hij = {~1 als (k,£,m) is oneven permutatie van (h,i,j),
0 anders.

Ten opzichie van een orthonormale basis geldt

123 _h i
det(§,1!§_29 23) = ] r det(.?(u’x, E.) = éhijx ylzJ .
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lerk op dat 6123 th; de componenten van het gewone veciorproduct in R3

zijn, en dat b;ig zY de componenten zijn van een scheve Z-tensor C(g, x) in
LA namelijk
= - =3 I =2 = - =1 .

2 = 75y, z 1 Ly Ci3 =% 0 Ly C32 © 7
Het uitwendig product van drie ‘i~tensoren a = a1, B = aa, Y = «> in Rn
wordt gedefinieerd door

aABAY=0RBRY+TYRuURB+PRYRa+

~aRYRP~-YRERa-0aRY )

dus door

123 _h

! L, o ® al ] mJ .
hij

o A a2 A « =8
Dit uitwendig product is een alternerende 3-tensor, De vectorruimte

VAV ATV van alle alternerende 3~tensoren van V is een deelruimte van di-
mensie (?) van de vectorruimte V2 V ® V van alle 3-tensoren ven V. Inder-
daad, voor elke alternerende o(x, y, z) is iy = 0 als twee of drie der

h,i,j gelijk zijn en wvoorts thj = s etc, Er geldt

= Phji

noid
CP(.?.E’ l’&) = cPhle yl ZJ =

I

[ z + + z + I + z + & ]mhl xhy 79 =
h<i<j h<j<i i<h<j i<j<h Jj<h<i Jj<i<h

4 q;hi‘[xhyl z']—xhy‘] zlnxlyhz.‘3+x ¥
hei<y 09

th+x3yhz - xY y z]

I

h i J
whij ANy Aa s

It

Z
h<i<j

dus ¢(x, xd 2) is lineaire combinatie der ( ) alternerende 3-tensoren
xb A y A 29 y h <1 <.

et een redenering analoog aan die van hierboven wordt asngetoond dat
de vectorruimte V A ... AV van alle alternerende p-tensoren de dimensie (n)

heeft omdat voor elke alternerende p-tensor geldt

i
= 1 D
cp(lc_i,-o-, EP) = ¢i1...ipx.j e xp = ) PN ) q’i‘[...i X1 ANewo

waarlij het uitwendige product van p stuks 1-tensoren is gedefinieerd vol-

gens




a’/\,..f\ap=ai1"'~pi @« @ ...@af
o

net behulp ven de Kroneckergetallen
3 ; A alS'(j1,..gjj') even:permutatie van (11,...,ip),
177 . . . . .
b ...ip = -1 als_(g},...,gp).oneven permutatie van (11,...,1p),
! 0 andexrs.
Het uitwendig product ¢ A ¢ van een alternerende p-tensor ¢ en een alterne- -
rende g-tensor ¢ wordt gedefinieerd door lineaire uitbreiding ven de defini-
tie van het uitwendig product van «' A ... Ad® en g A ... A pY, met 1-

i i
tensoren o en B,

1

(@ Aeee D) A E A e A = A AP AR A e a gt

Dit uitwendig product is associatief en distributief en voldoet aan

¢ Ag = (- P AG .

De ruimte van alle megelijke alternerende tensoren

U(V) = kio NV

heet de bij V behorende uitwendige algebra. Dit is een algebra, omdat er in

kan worden vermenigwvuldigd, namelijk volgens het uitwendige product.
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HOGRDSTUK IT VOORBEELIEN VAN TENSOREN

§ 1 Spanning en rek

Beschouw een in evenwicht verkerend continu medium, elastisch, plastisch
of vliceibear. Een stuk ven dit medium, begrensd door een gesloten opperviak
3, wordt vrijgemaskt door in elk punt van 5 te definifren e¢en spanning k per
eenheid van oppervliakte. De spanning k in een punt P hangt af van de normaal
& in P op S. Uit de hypothesen van de mechanica volgt dat deze afhankelijk-
heid lineair en symmetrisch is:

K= 7ol , met t.o o= tlY
J J i

Omdat k en « vectoren zijn, zijn volgens I, § 3 de coEfficiénten t;l de ge-
mengde componenten van een symmetrische tensor, de spanningstensor in P.
Deze tensor kan worden geinterpreieerd als de projectie van de spanning k in
P op de richting B, namelijk als

hol oy, otpd

(E! E.) = ghj Bj kh = ghj ﬁj tl 13

Uitwendige krachten, temperatuurveranderingen en dergelijke, brengen in
een continu medium deformaties teweeg. Laat een punt x bi} deformatie over-
gaan in het punt x+u, dan zijn de componenten van de uitwijking u = (u1,u2,u3)
functies van x = (x',x°,x*). De functies u(x) worden ontwikkeld in een Taylor-

reeks rond een punt P:
uy = (uy)p + (xi-xiP)(aiud)P + (- ) (- xp) (3,0, uy)p + e

met de notatise

2
ou, ° u
—iE -—j— =
3 aiuj » 1 ahaiu. .
ax ax" ax J

De cobffici&nten (d 40 ;])P van het lineaire stuk zijn de componenten van een
2-tensor, immers voor een ander codrdinatenstelsel geldt

xi = Aji',xil ’ uj, -Ag,uj s
dus j
by, &ug.: i a[Aji,uj] axii' 'Af}s“*is e
ox ox ox

De tensorcomponenten (ai u 3 )P zijn de som van de componenten
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=k
€55~ z(i:\iu.j *+y

P,
0; - =-%(aiuj 3 1)P van de scheve rotatietensor in

u.)P van de symmetrische rektensor in P en

Voor een rekvrije deformatie geldt in eerste benadering (neem de corsprong

in P)
i
U, = X W, .
d 1J

hetgeen, als de z-as wordit genomen langs de vector (wzs,wn,m 2), zich redu-
ceert tot

u, = -rx? y u, = rx' y Uy = 0 ’
een rotatie rond de vector (w23,w31,w12).

Bij deformatie hangen de spanningstensor tij en de rektensor eij sanen,
In de lineaire elasticiteitstheorie wordt deze afhankelijkheid lineair ver-
ondersteld:
- Jk
i " Cnigx®
De getallen chijk zijn de componenten van de zogensamde elasticiteitstensor

¥, een 4-tensor in Ra’ nameli jk

chijk = Y(_e_h!.e__l!gjigk) ’ (hll’a!k) uit (1!2’3) .

§ 2 Anisotropie
Een fysische inwerking I geeft een effect E. Zowel I als E worden vaak

beschreven door een veld van tensoren, bijvoorbeeld:
I: temperatuur (scalar T), electrisch veld (vector E ), spanning (tensor by ),

E: warmtestroom (vector w ), dielectrische verplastsing (vector D ), defor-

matie (tensor a.

1j)'

In de lineaire theorie neemt men aan dat het effect op lineaire wijze samen-
hangt met de inwerking, dus dat E een lineaire functie van I is, wasrbij de
coéffici8nten van de lineaire functie als materiaalconstanten worden gein-
terpreteerd.

De dielectrische verplaateing hangt lineair samen met de electrische veld-
sterkte: D* = eijE

De spanning in een elastlsch medium hangt lineair samen met de deformatie:
Jk
Phi = Chigx® -
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De deformatie van een kristal hangt {pi&zoélectriciteit) lineair samen met
fle electrische veldsterkte: ey ° a'hijEj .

De coéfficiénten ven de lineaire samenhang vormen volgens I, § 3 de componen-
ten van een tensor, die de eigenschappen van de stof beschrijft. Deze tensor
heeft op elk codrdinatenstelsel componenten. Bij isotrope stoffen zijn deze
compenenten dezelfde op alle orthoncrmale bases. Bij anisotrope stoffen is
dit niet het geval. Wel kan het voorkomen, bijvoorbeeld bij symmetrieén in
een kristal, dat de componenten ten opzichte wvan bepaslde orthonormale bases
dezelfde zijn.

Voorbeeld. De wet van Hooke voor isotrope elaetische media,

De componenten van de elasticiteitstensor v zijn dezelfde t.o.v. alle ortho-

normale bases:
T(-e—h"g-i"g*j"g'k')=Y(-e-h’gi Qj!?_k) .

De componenten chijk’ waarin één der indices precies eenmeal voorkomt, zijn
nul. Inderdaad, neem

Cooaa =Yg, 08 0e)=v(-e,,e,0e,0e)=-1le ,e, ,e,,8,)=~c,,,

De overige componenten zijn in groepen gelijk. Inderdaad, neem

=g y €., =8 y 8 =g

= ot -3 =at -1 ! dan

Coop Ve se e 08, ) =v(e, e, 08, 58,) =00,

Ongelijk aan nul zijn dus slechts de volgende groepen van onderling gelijke
compenenten

i1 T O35 Ay Cyy5 =B 0544 =€ voor ifjuit 1,2,3
Tussen deze componenten bestaat het verband

HeA+B+C |,
went neem e , = %V2(e +e ), e, =3 2(e,~e ), e =g,
dan

H=c1111=Y(9.1’e_1’.e_1’e )E%T(e te_re,te_,e2.,+e_,¢

= 2{OH+24 +2B+2C) .
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De rek-spanningsrelaties

Jk

*hi = ®hijk®

reduceren zich dus tot

11 22 a3 N, 22 , 33 11
+ e"“ +g¢ e = Ale +e"° +e + (B+C)e

Yy = Cyqqq © 122 1133 ( )+ ) ’

12 24 12
= + = (B+C
Yo "%t ©1221 ( Je !
dus algemeen tot

14 i1

t,. =5, Ale  +e°2 +e33) + (B+0)etd ,

1] 1)

waarin de zogenaamde LamécoEffici&nten A en B+C op eenvoudige wijze samen-

hangen met de glijdings-, elasticiteits- en Poissonmodulug.

Voorbeeld. Pi&zoelectriciteit, Seignettezout .

Het Seignettezout bestaat uit orthorombische kristallen (drie onderling lood-
rechte assen), wearvan de eigenschappen slechts dezelfde blijven bij rotatie
over 180° rond een sg. Het is een voorbeeld van een anisotrope stof waarbij
toch zekere symmetrieén zijn toegelaten. Wij gaen na welke gevolgen het be-
staan van deze symmetrieén heeft voor de componenten Bhij ven de 3-tensor «o
die het lineaire verband tussen de deformatietensor e, . en de electrische

hi
veldvector Eh regelt in het verschijnsel der pi&zoelectriciteit:

i} j =
®hi T %higE 0 By = %leyeegaeg)

B’hij is symmetrisch in de beide eerste indices omdat eni dat is. Voorts geldt

a(g..hl = ’E’.jl) = “(e—htii !.@.j)

wanneer de overgang €,18,18, 0D &, §_'2, » £,4 een rotatie over n rond

een a8 is. Neem 2,9 8, e, langs de assen van het kristal en neem
211 = —2.1 ’ -e-..z'l = -_2 ’ _0;3| =§.3 ]

dan a o e e = ~-e -
a = e e = gf - - - = -
111 (——1’91’—1) ( Ei2-8 9—1) B *

De ahij met twee of drie gelijke indices zijn dus nul, zodat overblijft

1 2 3
e =2 e = .
11 22 €33 =9y ey =8 B, e 83128 s @y, =8,,F
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Neem in het bijzonder het electrische veld evenwijdig aan de z-as, dus neem
E* = (0,0,E), dan

= = = = = 8 E= .
€y Z €y, =83, 7€, =6,;, =0 en e, 123 ¢

Voor de deformatie

i i
uy = x (aiuj)0 , of Uy =X ey

wanneer wij afzien van ruimtelijke rotatie van het kristal, betekent dit

[

u, CY » W, = CX, U, = 0

een vierkant in het X0Y-vlak wordt dus gedeformeerd in een ruit. Bij Seig~
nettezout, anders dan bijvoorbeeld bij kwarts, kan geen electrisch wveld een
suivere samendrukking langs een as veroorzaken, ocmdat u = (a,0,0) geeft

ey, ﬁ 0, rest = 0 en dit is niet mogelijk., Omgekeerd geeft een zo samenge-~
drukt Seignettekristal geen electrisch veld.

§ 3 Speciale relativiteitstheorie volgens lorentz *)

Het wereldbeeld van Ptolemaeus (150 v, Chr.) geat uit van een absolunt
begrip van boven en onder (platte aarde) en van absolute tijd. Bij Galilei
en Newton (17e eeuw) zijn tijd en ruimte nog absclunt en is de zon het mid-
delpunt van de ruimte. De wetten der mechanica, zoals k = ma, zijn dezelfde
voor cobrdinatenstelsels die zich ten opzichte van elkasr met een constante
snelheid bewegen, m.a.w. zijn invariant bij Galileitransformaties.

Bij beweging langs de x-as luiden deze Galileitranaformaties

x' = x-vt , t'=t .,

De vergelijkingen van Maxwell zijn echter niet invarient bij Galileitrans-
formaties (lorentz, Poincaré).

De anelheid ¢ & 3,10 ° cm/sec van het licht is eindig (Rémer 1675), dezelfde
voor alle kleuren, en constant. Maar wat meet een waarnemer die zich t.o.v.
een andere waarnemer beweegt mei een snelheid v? Worden de lichtgolven, net
als de geluidsgolven, gedragen door een absoluut medium, de aether?
Michelson (1881) tracht onze snelheid v ten opzichte van de aether te meten.
Is een staaf £ gericht volgens v dan is de tijd voor een lichtsignaal heen
en weer

t1=cfv+cfv= 2ﬂa
e(1-8%)

*)

Zie ook de appendix,
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waarin B = %. Is £ loodrecht op v, dan geldt

c2 = itgvz + Rz R t, = 2%

2
el ~- 82

Michelson mat echter geen verschil tussen ti en t2. Lorentz (1895)

verklaarde.het negatieve resultaat van het experiment van Michelson

2
tt,

met de Lorentzcontractie:

Wanneer een staaf zich ten opzichte van een waarnemer beweegt
met een constante snelheid v, gericht volgens v, dan meet die
waarnemer een kortere lengte dan wanneer dezelfde staaf zich ten

cpzichte van de waarnemer in rust bevindt.

Stel een staaf is in rust t.o.v. een waarnemer 0', en in beweging
(met een constante smelheid v en gericht volgens v) t.o.v. een waar-

nemer U. De hypothese van de Lorentz contractie zegt:
Als 07 meet lengte 20, dan meet & lengte QOJ! - 82.

Een consequentie hiervan is:
' ce . s e s / 2
Als 0' meet tijdsinterval Ato, dan meet ¢ tijdsinterval Ato/ 1 =87,

Inderdaad, een lichtflits die langs de staaf heen en weer loopt duurt

Aty = 220/c seconden volgens ¢', en

Yl - 52 24 At

0 0
c-8) A2 [

seconden volgens 0.

Een verdere consequentie is het klokverschil: Gebeurtenissen op

verschillende plaatsen, die gelijktijdig zijn voor 0', zijn niet gelijk-

tijdig voor J.

Inderdaad, beschouw twee lichtflitsen die uitgaan van het midden M

van de staaf, &én naar het ene uiteinde K en &&n naar het andere uiteinde

L. Volgens @' komen de lichtflitsen beide ten tijde £0/2c aan, en is

er geen tijdverschil. Volgens ® echter is er een tijdsverschil van
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A-g2 N - g2 5.8

0 0 0

2{(c - v} - 2{(c + v) -
e/l - 82

gemeten in O seconden.

L

Tenslotte volgt een aflelding van de Lorentz-transformaties, die voor

hetzelfde evenement het verband geven tussen plaats entijd {x,t) voor de
waarnemer O en plaats en tijd (x',t') voor de waarnemer J'. Daarbij
laten wij (x,t) = (0,0) corresponderen met (x',t') = (0,0).

De weg x - vt in het U-stelsel komt overeen met de weg x' in het

0'~stelsel. Volgens de Lorentz-contractie geldt

@D x ~ vyt = x"V1 - 62 .

g' plaatst voor hem gelijklopende klokken op de plaatsen 0 en x',
en laat deze klokken na t' seconden een lichtflits uitzenden. Op welke
tijdstippen neemt § deze lichtflitsen waar? Het signaal van de klok
in x' = 0 wordt door O waargenomen na t'/v] - 82 seconden. Het signaal
van de klok in x' wordt door @ nog x'B/fc¥l - 82 seconden later waar-
genomen, vanwege het klokverschil. Omdat (x,t) = (0,0) correspondeert
maet (x',t') = (0,0) geldt

(2) t = £, x8_

/{ - BE' c/; - le

Uit de betrekkingen (1) en (2) volgende Lorentz~transformaties

- - BX
x' = X Bet ct' = SEZ_BX

/1 - g2 A - g?

§ 4 Speciale relativiteitstheorie volgens Einstein en Minkowski

Einstein (1905) formuleerde het principe der speciale relativiteits-

theorie:

Waarnemers die zich ten opzichte van elkaar met een constante snel-
heid bewegen zijn gelijkwaardig. Voor zulke waarnemers zijn de
natuurwetten gelijkluidend, bij voorbeeld de wet: lichtsnelheid = c.

Snelheid t.o.v, de aether is principieel niet meetbaar.
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Een ten tijde t = t' = 0 uit de corsprong gezonden lichtgolf plant
zich voor twee, zich t.o.v. elkaar met een constante snelheid v be-~
wegende, waarnemers op dezelfde wijze bolvormig voort met een snel-

heid c; zie appendix:

N S R T BRI IR .(y.)z s @? - (ct)? .

Dit ingpireerde Minkeowski (1908) tot het volgende wiskundige model.

De Minkowski ruimte M4 is een vectorruimte van dimensie 4 over de

reele getallen, voorzien van een indefiniet inwendig product <a,b>.
Dit inwendige product is bilineair, en wordt als volgt gedefinieerd

door zijn waarden 8yp = <Su0Sg” ten opzichte van een zekere basis

g

[
-0

[gaB] =

o o o
<
a

0 -1

o
De vector x = X ¢ heeft de kwadraatlengte

2 4,2

e = D+ DO aH - &H?.

Vectoren met kwadraatlengte 0 zijn de vectoren op de kegel

(XI)Z + (x2)2 + (x3)2 - (x4)2 -0 .

Wij interpreteren als wvolgt. De Minkowskiruimte is het universum. De basis
g, is een waarnemer, die plaats x,y,z en tijd t meet volgens

1 2 3 4
X =X, X =y, X =2z , x = ct .

De vectoren met negatieve kwadraatlengte (binnen de kegel) zijn de

. . 4 . .
gebeurtenigsen, die met x = ct > 0 de toekomstige, die met x4 = ¢ct < 0

de historische. Gebeurtenissen zijn voor de waarnemer gelijktijdig
wanneer zij dezelfde ct-coordinaat hebben. Het verloop van een gebeur—
tenis in t heet een wereldlijn en wordt weergegeven door een kromme in

M,. Een punt (2,0,0,0) dat t.o.v. de waarnemer in rust is heeft als

4
wereldlijn de ct—-as. Een punt (0,0,0,0) dat t.o.v. de waarnemer een
constante snelheid v heeft, heeft als wereldlijn x = vt, een rechte

die met de ct—as de hoek ¢ met tan ¢ = B = v/c maakt. Een lichtsignaal
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in (0,0,0,0) heeft als wereldlijn een beschrijvende van de kegel

x2 + y2 + z2 -—cth =0,

die daarom de lichtkegel heet,

waarvoor de componenten van de fundamen=-

Wij zoeken nu alle bases &,
taaltensor, en dus ook de kwadraatlengte der vectoren x, net zo eenvoudig

is als hierboven, dus waarvoor

1 Vvoor o B=1,2,3,

= 4{-1 voor a = B = 4 ,

0 anders .

Anders gezegd, wij zoeken alle waarnemers waarvoor een lichtgolf zich
op dezelfde wijze voortplant als voor de oorspronkelijke waarnemer. Wij

beperken ons tot het zoeken van de gevraagde bases ¢, waarvoor

Ezl = 22 3 23' = 93 [] E}! = PE‘ + QEA ) 24l = rEl + SE-!} .

De gezochte coefficiénten p, ¢, r, s moeten nu voldoen aan

p2 - q2 =1, r2 - 32 = -], pr - gs =0 .

Deze vergelijkingen worden opgelost door

p = cosh ¢ , q = sinh ¢ , r = ginh ¢ , 8 = cosh ¢ , dus

. . P q chg shg
i i

C.y = A, ,C. , met |A,, = ’
1 -1 1

~t r s sho chy|

oy Sy . .1 chg -shg]
x1 = A; xl N met [A;::l = E&i] = .
-sho chg|

Wanneer wij noemen

COSh(p=——l—'—-—, sinhcp=———-§--—-
1 = 82 Yl - B

dan vinden wij weer de Lorentz transformaties

s O<p<l ,
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1’ xl - Bx4 2! 2 3! 3 4! —Bxl + xA
x = » X =x’ X =x' X I Seiee———
1 - g? A - gl
: r 1
die het verband sangeven tussen de codrdinaten x1 =x', x4 = ct' t.o.v.

_ 1 4
waarnemer §' en de codrdinaten x = x, X = ¢t t.o.v. waarnemer 0.

Wij lichten het bovenstaande toe met behulp van een Euclidiache
tekening., Hierin zijn g en g, getekend als Euclidische loodrechte

eenheidsvectoren. Voorts zijn Spv €M Cyy getekend volgens

€ = 51Ch¢ * E4Sh¢ s S T E]Sh¢ + ¢, chp .

4

Velgens de Minkowski metriek zijn zowel g, en ¢, als Sy 0 Cyn lood-

recht. In de Euclidische tekening zijn ¢ + niet loodrecht;

r en ¢
hun Euclidische kwadraatlengte is chzm + ;h P > ? , en hun uiteinden
liggen op orthogonale hyperbolen wegens ch2¢ - sh2¢ = 1. De Euclidische
hoek tussen €, en ¢« is, evenals die tussen Sy €M Chrs gelijk aan
arctan B

Wij noemen de as door ¢, de x-as, die door ¢, de ct-as, die door

1 4
[ de x'-as, die door Sy de ct'-as. Een evenement e wordt gegeven

door de coordinaten (x,ct) en door de coordinaten (x',ct') volgens

e = x¢

+ cte, = x' + ct'
£ 1 4 < <

=1 4t "

a) De wereldlijn van &' is x' = 0, dus x - Bet = 0. Voor de snelheid
v van &' t,o.v. & geldt dus v = Bc. De wereldlijn van & is x = 0, dus
x' + Bet' = 0. De snelheid van & t.o.v., ¢' is dus —8c = -v.

b) De uiteinden van een lijnstuk 20 langs de x'—as duiden gebeurtenissen
aan die voor ¢' gelijktijdig zijm. Voor o zijn die gebeurtenissen
echter niet gelijktijdig. Er is een klokverschil dat wordt bepaald

uit
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¢} Er zijn gebeurtenissen 1 en 2 waarvoor geldt t, > t, en ti < té.

d) De wereldlijn van een zich t.o.v. §' in rust bevindend punt
(x'qt') = (20,0) is een rechte evenwijdig aan de ct'-as. Snijdt
deze rechte met t = 0, dan blijkt de door © waargenomen lengte

te zijn x = 20 1~ 82. Dit is de Lorentz-contractie.

e) Zij Ato een tijdsinterval in het @'-stelsel (langs de ct'-as).
In het @ stelsel wordt dit tijdsinterval waargenomen als Atol 1 - 82

(lijn evenwijdig aan de x-as snijden met de ct-as).

f) In de volgende tekening worden de Lorentz-transformaties nogmaals

gedemonstreerd:

ct ct’
.1

£ 7 gx' /
/1-82
ct ct' ot
f;j;-

/‘L’
!‘ _.'___,_,.a-—"‘ X—=as
W b £
B x'/1-p2 vt \
& .
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Wanneer twee Lorentztransformaties na elkaar worden uitgevoerd,

P P
(x,ct)—1>(x‘,ct')—2—b(x",ct") ’
dan heeft de producttransformatie de matrix

che, shy | [chy, shcpﬂ l:ch(cp1 +cp2) sh(q)1+q)2)

shey cho shy,  che, sh(qa1 +<p2) ch(¢1+¢2) .

2 2

Het product is dus weer een Lorentztranaformetie. Daarom vormen de Lorents—

transformaties een groep. Met behulp van

1 v v
Chq’tmdl 7 °he, a2 Bza‘"él ’ Ba"'c_zz'
- B, -8,
leiden wij af dat

: ) 1488, ¥ 1
chig, +9, ) = o — — = .

R NG-E0-8) e gt -6 SEAY

1 2 172 1 2 -(TTB—E—
2.2 12
T+B,B, +2B,8,

Voor de bij de producttransformatie behorende B en v volgt dus

+ +
g = B, * B, v - MY
1+ ! ¢
N 14 Vi
o2

Dit is de wet volgens welke twee snelheden v, en v, relativistisch moeten

worden gesuperponeerd. Superpositie van twee snelheden < ¢ levert nooit een

snelheid > ¢ op. Bijvoorbeeld volgt voor

v1=-%c R v2==%c , dat v=55'-c .
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§ 5 De vergelijkingen ven Maxwell

Wanneer in elk punt van een gebied in R3 een vector [resp. tensor] is
gegeven, dan spreekt men van een vectorveld [resp. temsorveld]. De componen-
ten t.0.v. €en cobrdinatenstelsel kunnen behalve van de plaats ook van de

tijd afhangen: P = vh(xl,t) TeSp. 9. = q:hi(xJ,t). Wij noteren:

avhha vh l'c)vh=a vh
axi" i ! c 0t 4 ‘

‘Ten opzichte van een rechthoekig colrdinatenstelsel wordt dan

. i
gradf—aif 3 dlvxnﬁiv

3 1 3 2 1
rot v (32v -aavz,aav =9, V8, ¥ -azv)

Voor electrische veldaterkte E, magnetische veldsterkie H,
dielectrische verplaatsing D, magnetische inductie B,
ladingsdichtheid p, stroomdichtheid pu,
luiden de vergelijkingen van Maxwell:
3B
FTHrTotE=0 9,08 +9,8°-3 8 =0 , etec.,
divB=0 |, 3,c8' +3 cB +3,08° =0 ,
;]i:-rotgz—-pg ’ 34GD1—32H3+33H2==—-9111 sy etc.,
divD=p , 610D1+620D2+63c1)3=pc .

Wij vatten H en B nu niet op als vector maar als scheve 2-tensor Hij en Bij
in Rs' De rechtvaardiging hierven wordt gevonden in de wet van Biot-Savart

en in het ontbreken van de eenheid van magnetisme. De vergelijkingen van
Maxwell worden dan

3 2
a 3] - = B = -
4CB23 + 2E 63E 0 , etc. H 61 c.'st +620331 +63B12 0

1 1 1 2 3
B4cD +a2£{21 +i33H31 = -pu y etc.s a1cD +820D +630D = pc .

In de 4-dimensionale Minkowskiruimte worden nu twee scheve 2-tensoren, de

veldtensor F en de aanslagtensor G, gedefinieerd door hun componenten F op en
G B ten opzichte van de speciale basis ¢ o Tearvoor




._3]_

_ - — 11 r~ 1-|
10 0 0 O B, B 6 E 0 H, &, oD
2 2
01 0 0O ~cB,, O ¢B,, E| H, 0 H,, oD
[gaﬁ1= '[F“B]E o E° ’[G“B]= H H o ep®|
© o 1o CBy3 =¢By5 S ™3 T
0 0 0-1J =Y 8 g o D' -eD® -cD® o

Voorts wordt de stroomvector J gedefinieerd door zijn componenten

1 2 3
Ja = (Pu sPU ,pu 990) .
De Maxwellvergelijkingen worden dan
64F23+62F34+63F42=0, etc. H 6114" +0 F + 3. T =0 3

1
a4G14+62G21 +63G31=-J » etce; a1G14+32G24+63G34=J4 ¢

en laten zich herleiden tot de uiteindelijke vorm

0, ) =0 , 8 ¢

B B
hderdaad, de eerste vier vergelijkingen worden met behulp van de Kronecker-
getallen en de duale veldtensor

il WAL tot 5%PY0 5

1234 " yd 1234 BFya aB(F) 0 °

De laatste vier vergelijkingen worden omgevormd met behulp van

- Yo - 1o - l2 - 1o - 14
chB gay gﬁb G ' G12 €1y Eap G ¢ v Gy Eiy Ea G -G ’
tot

41 21 31 11 . 14 24 34 44 4
34(‘7 +32(} +63G +61G = - s €tc.; 31(} +32G +33G +a4G = ~-J.

Cpmerking. Daar de aanslagtensor GaB scheef is volgt uit 2 GmB = 3% de con-

tinuiteitsvergelijking, immers

B
]'d ] 9
ao: - ac! BBGGB =0 ' ai(pul) + 5% =0 *

Opmerking. In de lineaire theorie wordt het verband tussen de veldtensor en
de aanslagtensor lineair verondersteld:

Fop = Yapys © .

De coéffici&nten ven de, de materiaaleigenschappen karakteriserende, 4-tensor

M hangen samen met de dielectrische en magnetische permeabiliteitsconstanten.
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Voor het isotrope geval reduceren zij zich tot € em y, voor vacuum tot e, en

. R
Ko met £, B, —02 .

Opmerking. Uit het verband fussen de componenten van de veldtensor ten op-

zichte van verschillende speciale bases ¢ enc ,

Forpr = Ag,Ag,Faﬂ

is in bensdering af te leiden de wet van Faraday
E'=E+vyxB

een zich met constante snelheid v bewegende waarnemer meet als electrisch
veld het oorspronkelijke veld benevens een door het ten opzichte van hem be-
wegende magneetveld vercorzaskte bijdrage, de lorentzkracht. Evenzo is in
benadering af te leiden de wel van Ampére

H=H~-wvxD

een zich met constante snelheid v bewegende wasrnemer meet als magnetisch
veld het oorspronkelijke veld benevens een door de ten opzichte van hem be-

wegende lading veroorzaskte bijdrage.

§ 6 De_bewegingsvergelijkingen van continue media

Wij beschouwen een continu medium met dichtheid p(x,y,z,t) en snelheid
E(x,y,z,t) met behulp van een rechthoekig cobrdinatenstelsel dat niet con-
stant met de tijd behoeft te zijn, dus x- = x (%) De kinematische continui-
teitsvergelijking

3 . d i
E‘E-+d1v(pg)=0 , —-P-+Bj(pu‘])=0

drukt uit dat geen stof verloren gaat. De dynamische vergelijkingen van
Euler luiden

i i ij
pa ==K - ajt s

wearin t17 de componenten van de spanningstensor, K die van de uitwendige
kracht en al die der versnelling voorstellen. Met Lehulp van
i

i
d u— i
pa.ap;b—'p +p‘u']3u==

=a—(-Li)-+B (puu'])-u [..E.,.a (Pua)]

at
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worden de vergelijkingen herleid tot

3, (c%p) + 3j(cpu3) =0 3 8, (cpu’) + aj[pulu‘j+tl‘7] =K .

In de vierdimensionale Minkowskiruimte wordt nu ingevoerd de symmetrische

impulsenergie-tensor

Ppu1u1-+t11 pu1u2-+t12 pu1u3-+t13 cpu1ﬁ
T“B _ pu‘u? +t12 pu2u2+t22 pu2u3 +t23 cpu2
pu1u3 +t1 3 puaus +‘b23 pu‘:-1113 +t33 cpu3 '
1 cpu1 cpu2 cpu3 02p J

T4 tl1 de totale impulsstroom in

die zijn naam dankt aan het feit dat pulu
x-richting aangeeft. In het geval dat er geen uitwendige krachten optreden
luiden de bewegingsvergelijkingen in 4-dimensionale vorm

-0 .
%

Opmerking. Ock de klassieke Newtonse mechanica kan in relativistische vorm

worden gebracht.
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HOOKFDSTUK IIT DIFFERENTTIAA LMEETKUNDE

§ 1 Ruimiekrommen

In deze en in de volgende paragraaf beperken wij ons tot R3 met een
vaste orthonormale basis. Een punt wordt vecorgesteld door
1.2 .3
3_2 (X ,X ,X ) - (X,y,z) »
Een ruimtekromme is de verzameling van de eindpunten der wvectoren

x=x(t) , aus =)

wearin t een refle parameter voorstelt en waarin de functies x(%), y(t),

z(t) voldoend vask differentieerbaar zijn.

De booglengte van het stuk kromme & = xh(-r), %

finieerd door

t
2 2!
- ax\? |, /ay) , [dz
s(t) f \/(d’:) * <d'c> * d'r) dz .
to
De afgeleide van de booglengte s(t) naar t is de lengte van de vector dg/dt :

-8

Voorheeld. Voor de cirkelschroeflijn

o < 1< 1, wordt gede-

J=8acost, y=asint, z=ht
geldt

t
s(t) = f\la2+h2 dt = tie? +n® .
0

Het is vaak handig om als parameter van een ruimtekromme te nemen zijn

booglengte: x = x(s). De afgeleide wordt dan genoteerd volgens

&8
i
54

Deze vector heeft de lengte één, immers

(x ')“_E o av\® _ fas\ra)’ _
’ X+ X/ T \dy * at/ \ds it/ \as/ ° .

L&
1]

iy

2le
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De eenheidsvector _1:; blijkt te zijn de richtingsvector van de raaklijn aen de

ruimtekromme in het bij s behorende punt.

De raaklijn in een punt P van een ruimtekromme is de limietstand van de

rechte PQ, wanneer Q langs de ruimtekromme nadert tot P.

Geef P en Q aan door x(t)} en x(t +At). De richting PQ wordt bepaald door
x(t +At) -« x(t) , ook door a% [x(t +at)-x(¢)] .

De richting van de raaklijn is dus d_:g/dt. Wanneer de booglengte wordt ge-
bruikt als parameter dan wordt de raaklijn voorgesteld door

L
r=x+Ax ,

waarin IAI de afstand aanduidt vanaf het raakpunt langs de raaklijn.

Het gsculatievlak in een punt P van een ruimtekromme is de limietstand

van het vlak door de rasklijn in P en een punt Q, wanneer Q langs de

ruimtekromme nadert tot P.

Geef P en @ aan door x(s) en x(s +As). De richting PQ wordt bepaald door

x(o+83) - x(s) = X ae + 57 X(@s ) + 3y E(@e)® +.un

Het osculatievlak gaat door de raaklijn en, voor As - 0, door PQ. Het oscu-
latievlak is evenwijdig aan x(s) en aan x(s +As) -~ x(s), dus aan

2
(as)

[x(s +88) ~x(s) ~x(s)as] = 5+ 1% 05 + ...

2

voor As —+ O, dus aan 1{_(5) Daarom luidt de voorstelling van het osculatie-
vlak

y_=£+7\;c+p,x MeBoWe det(y_-z,i,ég)zo .

Opmerking. Bij deze afleiding is aangenomen dat in P geldt % # 0, dus dat
de ruimtekromme in P geen buigpunt heeft. In een buigpunt wordt de voorstel-

ling van het osculatievlak, tenminste als daar X’ # O,

L=x+ix+u¥ .

Opmerking. Bij gebruik van een willekeurige parameter t is de vergeli jking
van het osculatievlak

—— = O
? .
at®

ghE

det (:Y.'E ’
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Voorbeeld. Voor de cirkelschroeflijn luidt de vergelijking van het osculatie-
vlak

x-acos t - a sin t -acos t
¥y ~asin t acos t -asint} =0 .
z - ht h 0

Dit vlek gaat door het punt (0,0,ht).

§ 2 De formules van Frenet

Zij P het bij de booglengte s behorende punt van de ruimtekromme _:gc_(s)
en zij P niet buigpunt. Wegens

(x,% =1 gelat (x,%) =0 .

De wvector _”I:C_, die evenwijdig is aaen het osculatievlek, staat dus loodrecht op
de raaklijn in P. Wij beschouwen de volgende drie rechien door P met de hen
bepalende richtingsvectoren:

de rasklijn, met eenheidsvector § = Ji y

de hoofdnormaal, met eenheidsvector n in de xrichting :}'5 '

de binormaal, met eenheidsvector b in de richting _;C_ X ::é .

De hoofdnormsal ligt dus in het osculatievlak, de binormaal staat daar lood-
recht op en het drietal 1,n,Db vormt een orthonormale besis met positieve
oriéntatie.

Zij P een punt en zij Q een naburig punt van de ruimtekromme z(s). 2i3
Ap de hoek tussen de rasklijnen in P en in Q en zij A de hoek tussen de os-
culatievlakken (binormalen) in P en in Q.

De kromming p en de torsie t van de ruimtekromme in P worden gedefini-
eerd door
2 2
2 .
p- = (%) = lim (ﬁ;—) ’ p>0 ’
As-o0
2 2
# = %i) = 1in (&), teken def. volgt.
S A= As

Voor vlakke krommen is p de traditionele kromming en is t = Q.

Stelling. 92 = (L, L) = (i, 5) en 7 = (i’_s :E’.) .
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Bewijs. Voeg aan ieder punt van de kromme x(s) toe een vector a(s}), met
lengte 1 en op differentieerbare wijze. Dan geldt

(Era’_)=1s (EL_:E.’:.)“O& (é._,é)+(§,:a.._)=0 .
Voor de hoek A« tussen de vectoren g._(s) en g_(s +4s8) geldt

cos dx = (a(s),a(s+as)) ,

1~ 2sin®%aa = (a(s),a(s) +a(s)as + a(s)(as)® +...)

iﬁj—{—é— - (as) 1 &(s)) +0(as ) =
- (ls), ale)) +olas)

w (2 - @, e .

a;:guo(ﬂs) (3,8)

Door achtereenvolgens voor a te nemen i en b wordt het gestelde hewezen.

In de formules van ¥Frenet worden de afgeleiden van 1 ,n, b uitgedrukt

als lineaire combinaties van deze vectoren:

(1) L=en, (2) A=-pr+7b, (3) b=-tn .

Bewijs. (1) volgt uit het feit dat i_ = i langs n ligt en lengte p heeft,
Teneinde (3) te bewijzen merken wij op dat uit (b,b) = 1 volgt (b,b) = 0
en dat uit (b,1) = O volgt (b, 1) = =(i,b) = O. De vector b-is dus afhan-
kelijk van n. Het teken van 7, die het kwadrast van de lengte van i_ is,
kiezen wij zodanig dat (3) geldt.

Teneinde (2) te bewijzen merken wij op dat uit (nm,n) = 1 volgt (n, n) = G,
dat uit (n, 1) = 0 volgt (;_;,_t_) =-(n,i)==~p, en dat uit (m,b) =0
volgt (A, b) = -(n, b) = 7. Met behulp van deze componenten van n t.o0.v. de
orthonormale basis {1, n, b} volgt (2).

Opmerking. Uit ;_g = pn volgt met behulp van de formules van Frenet

£ =on+p(-pr+Th) , waaruit

e e

det(x,x,x) = p°7 ,

een handige formule ter berekening van de torsie.



_38_

Opmerking. Voor vlakke krommen is T=0 en luiden de formules van Frenet
L=pr , L=-0L .

Voorbeeld 1. Een vlekke kromme met een constante kromming is een cirkel.

Inderdaad, met de formules van Frenet voor R2 volgt voor constante p:

e . 2 _2.-- .
L=pn==-p"t , p x+x=0 ,

-2
p

I 2

+x=m= constant .

De lengte van m-x is die van p 2x, is 1/p. De punten van de kromme liggen
dus op constante afstand van het vasie punt m.

Voorbeeld 2. De cirkelschroeflijn heeft, voor h = a tan ¢, de parametervoor-

stelling
§=(acost,a.sin't,attanq>) .
ds 2 2 2 2 a2 df _cos o
Daar (&:—) =a +a tan g = 2 ’ s =~ . en
cos @
dx

g_=a¥gs-=(-51ntcos 9, cos t cos ¢, sin @) .

De reaklijn maskt dus een constante hoek 4 n - ¢ met de z-ass, Voorts is

*

3 = i‘fc-_-_ at _ [/ cos t cos 2o sin t coszi 0
— dt dB 2 r = a ¥ ]
- dE . 2 3
Y. 4t _ fein t cos’p _cos t cos’e
- dt ds 2 ' 2 ? y
2 E:
» " L12) S — > .
pzopade-h(zc_,a,z)aiﬁ_a}_ gin t cos ¢ cos tcos ¢ sing
a ~cos % - sin ¢ 0
gin + - cos % 0 .

Uit deze formules volgt

1 2 1 .
p=_co89 , T=osingcose , rr/p

tan ¢ .

Voorbeeld 3. Gevraagd worden alle ruimtekrommen die de eigenschap hebben
dat het quotiént van torsie en kromming in elk punt dezelfde waarde aan-

neemt, Noem de constante verhouding T/p = tan ¢. Met de formules van Frenet

- »
L:p& ' b_:z..';n
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. . db d .
volgt b+t L=0 |, T ttame =0 , b+iptang=y ,

waarin v een constante vector is. Met behulp van (v, i) = tan ¢ en
(v,v) = 1 + tan?gp blijkt dat

(Ls K)
Wz, )

De hoek die de raaklijn aan de ruimtekromme maskt met de constante richting

= + 8in ¢ .

¥ is consiant, g-j;w. Krommen met deze eigenschap heten schroeflijnen. Ten-

einde deze schroeflijnen nader te onderzoeken nemen wij de z-as van het co-

ordinatenstelsel langs v, dan is ; = gin ¢ en luidt de schroeflijn
x=x(s), y=yle), z=s8sing .
Hierin is s de booglengte van de ruimtekromme, dus geldt

# + 52 + sin2¢ = 1 .

Van de projectie van de schroeflijn op het X0Y-vlak
x=x(s), y=y(), z=0

is de booglengte s cos ¢@. Wanneer de cylinder
x=x(s), y=y(s)

wordt uitgewikkeld in R2 dan wordt de schroeflijn wegens z = 8 sin ¢ tot een
rechte 1ijn,

Opmerking. Wenneer behalve T/p ook p constant is, dan is de ruimtekromme een
cirkelschroeflijn. Inderdaad, de projectie op het XOY-vlaek heeft dan even-

eens constante kromming en is een cirkel.

Opmerking. Wij beschikken thans over de volgende karakteriseringen:

schroeflijnen door 1/p = constant,
cirkelschroeflijnen door T = constant, p = constant,
vlakke krommen door T = 0,

cirkels door p = constant, 7= O,
rechten door p = T = 0.

NMen kan bewijzen *) dat elke ruimtekromme op congruentie na bepaald is door

de kromming p(s) en de torsie *(s) als functies van de booglengte s.

*) Zie J. Haantjes, Inleiding tot de differentiaalmeetkunde, pag. 38,
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§ 3 Oppervlakken in R,

Een oppervlak in 33 is de verzameling van de eindpunten der vectoren
x = x(u,v) , dus & = xh(u,v) = xh(u1,u?) = xh(ua)

:mth=1,&3enau1ﬁ.Hﬂmhlﬁjnu=u1env=u2raﬂepmmmtaeen
x(u,v), y(u,v), z{u,v) voldoend vask differentieerbare functies. De partiéle

efgeleiden van deze functies worden genoteerd volgens

axh h

— =3 x .

o *
Wij beschouwen slechis de stukken van een oppervliak waarvoor in elk punt de
matrix van deze zes getallen de rang 2 heeft. De parameters dienen als codr-
dinaten voor het oppervlak omdat elk punt ven het oppervlak wordt aangewezen

door een paar (u,v) van parameterwaarden, Op het oppervlak liggen twee stel-

sels krommen, namelijk met
u = constant , resp. v = constant .

Deze krommen heten de parameterkrommen van het oppervlak,

Voorbeeld 1. De bol heeft als parametervoorstelling
x = (r sin 6 cos ¢, T sin @ sin @, r cos ) , T = constant .

De parameterkrommen zijn de meridianen (p = constant) en de parallelen
(6 = constant).

Voorbeeld 2. Het rechte schroefoppervlak, dat wordt verkregen door de x-as

om de z-as omhoog te schroeven, heeft de parametervoorstelling
x=(ucos v, u sin v, hv) .
De parameterkrommen zijn rechten (v = constant) en cirkelschroeflijnen
(u = constant).
Door u = u{t), v = v(t), t variabel, wordt op het oppervlak de kromme
x = x(u(t), v(t))

bepasld. De rasklijn in een punt P aan deze kromme heeft de richtingsvector

E:-}E.a.d&a +d_‘r_a
at "3 “1XxTag L E
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die afhankelijk is van 8, x en 0 x, de richtingsvectoren van de raaklijnen
san de parameterkrommen door P. De rasklijnern in P aan alle krommen door P
op het oppervlisk liggen dus in een vlak, het raakvlak in P san het opper-
vlak., Nemen wij de oorsprong in P dan hebben wij als besis voor het raakvlak

in P de wvectoren

] ¢ = 0_x
g_1=¢1_}£ en .

Als parameters voor het oppervlsk kunnen worden gebruikt alle tweetallen
functies u' = u'(u,v), v' = v'(u,v), waaruit u = ulut,v'), v = v{u',v')
kunnen worden opgelost, dus met van nul verschillende Jacobiasan. Wij noteren
als volgh:- ' '

: ot o
at al, o a a, o a?! du a tu
v o=u {u), u =u(@ ), b =Ty A, =y
du du
dan geldt
at o _ cat a' B _ P
Aa AB' 6B, ' A’a Arx' = 60: .

Bij overgang op nieuwe parameters geldt

3 x ’ o]

o
Al ﬂAa|C ’

—a

hetgeen in het raskvliak neerkomt op overgang op een andere basis. Voor de

componenten van een vector v van het raskvlak t.o.v. de nieuwe besis geldt

ot ol o
ye=v gt TV Aalga ’
o ot o o! al o
v o= Aa' s v =Aa v .

Het raakvlak in P is een vectorruimite van dimensie 2 waarvan de bases zijn

de raakvectoren aan de paren parameterkrommen door P.
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§ A De eerste fundameniaaltensor

Z2ij P een punt van het oppervlak x g(ua). Van twee krommen door P op

het oppervlak, aan te geven door W' = u*(t), w* = v*(1), zijn de raskvecto-

ren in P
= oat, . E WP,
dat dt a= ? dar dt 8= *

De eerste fundamentaaltensor van het oppervliek in P is het inwendig product

van deze raskvectoren

o
- R "ulf- Vi
dt ? ar a='"g dt 4 =a'=B/ at dr

De covariante componenten t.c.v. de basis Cp = aag zijn

8’0153 = (9'“’2[3) ’

getallen die afhangen van de plaats van P op het oppervlak en van de ge-
bruikte parameters u1 en uz. De zojuist gedefinieerde eerste fundamentaal-
tensor van het oppervlak in P is de fundamentaaltensor van de tweedimensio-

nale vectorruimte die wordt gevormd door het raskvlak in P aan het opper-
vlak.

Voor de hoek w tussen de parameterkrommen in P,
u=+%t, v =constant 3§ u = constant, v=1v ,
geldt

"—'—g H

11822
zodat de parameterkrommen in P loodrecht zijn dan en slechts dan als 845 = 0
in P. Voor de booglengte 8 vanuit P langs de kromme u®(t) geldt

c_l-;)z - Wl
at at ' dt/ = Bap at at O’
hetgeen met behulp van differentialen als volgt wordt geschreven

aw’an® .

Deze uitdrukking heet het lijnelement in P. De meetkundige betekenis van ds
is de "infinitesimale afstand" ven de punten P = {(u',u?) en @ = (u' +du',u? +du‘2‘
Wij spreken van het 1ijnelement wvan het oppervlak wanneer gaB worden be-

"
schouwd als functies van u en ua.
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Voorbeeld 1. Voor de cirkelcylinder x = (r cos v, r sin v, u) geldt
2 2
c,.= (0,0,1} , c, = (er sin v, cos v, 0) , ds° = du® +1° dv" ..

Voorbeeld 2. Voor de bol geldt &, = 0O omdat meridianen en parallelen lood-
recht zijn. Daar op de meridianen ds = rdd en op de parallelen ds = r sin 8dp

geldt, volgt voor het lijnelement van de bol

ds® = 7 (a0® +sin%0 d9®) .

Voorbeeld 3. Voor het rechte schroefoppervlak x = (u cos v, u sin v, hv)
geldt

¢, = (cos v,sin v,0) S, = (~u 8in v,u cos v, h) ,

as® = a® + (W +1 yav: Lo
Voorbeeld 4. In het XOZ-vlsk ligt de kettinglijn x = (cosh u, O,u). Uit
deze kromme ontstaat door wenteling om de z-as het oppervlak '
x = (cosh u cos v, cosh u sin v,u)

met het lijnelement

as® = cosh®u(du? +av?) .

Voorbeeld 5. Wanneer op de cirkeleylinder X = (r cos v, r sin vy u) nieuwe
parameters u = u, v = vr worden ingevoerd, dan wordt het 1ijnelement

ds® = a2 + a3° van een vlak verkregen. Het vlak en de cylinder heten iso~-
petrisch omdat blijkbaar de lengtemeting dezelfde is, De bol en het vlak

zijn niet isometrisch,.

Voorbeeld 6. Het rechte schroefoppervliak van voorbeeld 3 is, voor h=1, iso-
metrisch met het omwentelingsoppervlak van voorbeeld 4. Inderdaad, ga op het
rechte schroefoppervlak: volgens u = sinh ﬁ', v =i v over 0op nieuwe parameteérs

U en ;, dan wordt het lijnelement van voorbeeld 4 verkregen.

§ 5 Christoffelsymbolen en tweede fundamentaaltensor

ij x = K(ua) een oppervlak, De raskvectoren in een punt P aan de para-
meterkrommen coor P zijn de vectoren

c = 0 X -
=B

ﬁ_.

Wij zijn geinteresseerd in de afgeleiden naar u1 en uz, Zeg naar ua, van de

raakvectoren ¢ B? dus in
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gﬁ(ua +Aua) - g_ﬁ(ua)
9 0. x=9 ¢, = lim .

Aua

Aug-'o

Deze vier vectoren van R zijn elk lineair afhankelijk van de vectoren (=

¢, en N, de eenheidsvector in P loodrecht op het oppervlak. Wij noteren

als volgt
_ T
aa EB = {a B} QT + hap.lg.

waarin de cogfficiénten als volgt worden genoemd:

{," g} heten de Christoffelsymbolen,

h“ﬁ heten de componenten van de iweede fundamentaaltensor .

Stelling. haB zijn wel, {GY'B} zijn niet de componenten van een tensor wvan
het raakvlak.

Bewijs. Uit de defirnitie volgt
(Qbsaa23)= {chB}(Qb’QY) +haB(§.b !_I!.) ’

{aYﬁ} = (gYiaa .c_p) s haB = (_hl, aaiﬁ) .

Bij overgang op andere parameters

volgt voor de ons interesserende afgeleiden van de raskvectoren aan de para-

me terkrommen
- o 4B B
aa,g.ﬂ, 3, (AB,_B) = A Ap,a cg ¥ g2 AB, ,
ha!ﬁl = (I_\T_, aalgﬂt) = (E_ ‘A‘ ‘A'B a B) A Agg B .

De hocp zijn dus de covariante componenten van een tensor. Deze tensor, die
symtetrisch is, heet de tweede fundamentaaltensor.

1
Wanneer in de formule voor aa,g_B, het inproduct met gﬁ wordt genomen, dan

verdwijnt de laatste term niet:

{RIT;Jﬂf} = (E.T' ? aat.g.ﬁr) =
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= (A:i' Y,A;AE. aag_B-i-c ﬁ’)
Y Y Y
~ a7 A:,Ag,{a ol +a TLA

Omdat de AE, niet constant zijn vormen de Christoffelsymbolen niet de compo-

nenten van een 3-tensor.

Stelling. De Christoffelsymbolen hangen slechts af van de componenten van de

eerste fundamentaaltensor en hun afgeleiden naar u' en uw?:
€ =3:57(a +9 -9 .
{o gl = 26770 g5, +95 8,4~ 2, £4p)

Bewijs. 9, &g = am(_c_[3 e )= (3,e g7 & ot (gg,aagY) )

aﬁga'f = aB(,c_a!E.Y) = (apca’c )+ (Oa,%s«_‘,) :
"‘a.YgaB -8 (C [3) = -(BTP_G’E’B) - (9-0'.’ aYg‘“ﬁ) y dus
%8y * 0a8yq = O 8yg = 20552 ) =28 { "o} .

Na overschuiving met geY volgt het gestelde.

Stelling. De doorsnijding van een oppervlak met een vlak, dat dichtbij een
punt P van het oppervlak ligt en evenwijdig is met het raskvlak in
P, is in eerste benadering een kegelsnede wearvan de vorm wordt
bepaald door de waarde der h__ in P.

af

Bewiis., Wij nemen de codrdinaten in R zodanig dat het oppervlak in O raakt
aan het X0Y-vlak. In de '.[aylorontwﬂdcelmg van de vergellakmg van het op-
pervlak

ar af »

zijn dan de eerste drie termen nul. Snijding met het vlek z=¢ geeft in

eerste benadering de kegelsnede

2 = rx® + 2sxy + tyz .

Anderzijds geldt voor de raakvectoren aan de parameterkrommen en voor de

waarden van h = (N, o, & B) in de ocorsprong
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€, (1, 0y rx+8y +4ua) C,= (0, 1, sx+ty+...) , N = (0,0,1)

=r, h_=h =8, h _=1% .

h11 12 21 22

Hiermee is het verband tussen bovengenoemde kegelsnede en de componenten van
de tweede fundamentasaltensor gelegd. De kegelsnede is een ellips als
det(haﬁ) > 0, een hyperbool als det(haﬁ) < 0, en bestaat uit twee evenwijdi-
ge rechten als det(haﬁ) = 0.

Opmerking. Een handige formule ter berekening der h op is

1
h o= 4 —==—=——det(c.,,c ,,% Cqa) -
(4 - [“— 1122 o=
B dEt[gotB] B
Inderdaad, met g, Xe,= AN wordt

1 1
hag =% (€1%250% ep)mrdetle, e,y 3,0p)

waarin li\l de opperviakte van het door ¢, en ¢ » OPgespannen parallelogram

1
is.

§ 6 Krommen op een oppervlsk

Op het oppervlak x = gcm(ua) wordt een kromme gegeven door

w* = u(s) , dan x = x(us)) ,
waurin s de booglengte van de kromme voorstelt. De richting van de raaklijn
in een punt P van de kromme wordt bepaald door de eenheidsvector

. a
.;..‘:.anu a-).'-.'. uc_a ¥

die als vector van het raakvliak de componenten 1.1“ heeft. Voor de langs de

hoofdnormaal ven de kromme vallende vector X geldt

=-=L L X4 =ua oaap =
L= (e ) g tuuwad

I

pZa

3 N =

o By 2t o3
u9_a+uu {c: ﬁ}cT+uuha

g

- @+ {aYﬁ}ﬁaﬁB)gY+haﬁﬁaﬁﬁl‘l }
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De lengte wvan i_is de kromming p van de kromme in P. De projectie van x op

het raakvlak is een vector van het raakvlak met componenten
pY =i + { Y }a%ab
a B !

waarvan de lengte heet de geodetische kromming van de kromme in P. Deze geo-

detische kromming hangt slechts af van de eerste en niet van de tweede fun-
damentaaltensor en blijft dezelfde wanneer het oppervlak met behoud ven het
1lijnelement wordt verbogen. De projectie van _;c_ op de normaal N heeft de
lengte
LN 1 op
p = haﬁu u | ’

die de normale kromming van de kromme in P heet. Blijkbaar hebben verschil-

lende krommen op hetﬂoppervlak_met dezelfde raskvector in P gelijke normale

kromming. Dit. is de stelling wvan Meusnier.

Een geodetische lijn van een opperviak is een kromme op het oppervlak

waarvocor in elk punt de hoofdnormssal van de kromme gsamenvalt met de
normaal op het opperviak.

Voor een geodetische 1lijn moet in elk punt pY'= 0 dus

dauY,,_{ T.}Q‘.f.@lﬁ
a B

=0 .
ds? da ds .

Dit is een stelsel van differentisalvergelijkingen van de tweede orde in u’!
en u? als functies van 8. Uit de theorie wan de differentiaalvergeli jkingen
volgt dat er precies één geodetische lijn bestazat die gaat door een gegeven

punt en die daar een gegeven richting heeft,

Voorbeeld. De baan van een deeltje, dat zich op een oppervlak beweegt onder
invloed van geen andere dan de normale kracht, is een geodetische lijn van

het oppervlak.

Bewijs. De versnellingsvector is gericht volgens de normaal op het oppervlek
en staat dus loodrecht op de snelheidavector

dzz_ dx dx dx
(;;5-, E;) =0 , (E%" EE) = gonstant

De snelheid heeft dus een constante grootie ds/dt. Maar dan volgt, met
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dx
ds

= lf?

at - a%x a®x
&t E__W__()
t ds ds

dat % is gericht langs de normaal op het oppervlak en dat de baan een geode-
tische 1lijn is.
Voor geodetische lijnen geldt de later te bewijzen

Stelling. De kortste krommen op bet oppervlak zijn geodeten.

Voorbeeld. Op een cylinder zijn de schroeflijnen de kortsie krommen, dus

geodetische 1lijnen.

§ 7T Covariante afgeleiden

Door u* = u*(t) wordt op het oppervlak x = x{u®) een kromme bepsald.
Zij in elk punt van deze kromme een vector v = s g, van het bijbehorende
raskvlak gegeven. Dan heet v = v(t) een vectorveld van het oppervlak langs
de kromme. De afgeleide van v(t) in een punt P van de kromme, de vector

dv v(t+7) - x(t)

— = lim
at 0 T

ligt meestal niet in het bij P behorende raskvlak. Het gewone differentidren
is niet een bij hei oppervlak behorende operatie. Dit is wel het geval bij
het covariant différentigren. '

De covariante afgeleide in P van een vectorveld van een cppervlak langs

een kromme is de projectie op het raakvlak in P van de gewone afgeleide

in P.
VY pdv
Notatie: -a-é-w.(a-t- .

De covariante differentistie EV%_ =P 5.% in een punt is een lineaire afbeel-

ding van het bij dat punt behorende raskvlek in zichzelf. Voorts geldt woor
scalaire £(t)

Vfv pdfv vg.’_fv-_l{_
dt L3t at .

Voor elke vector r van het raakvlak geldt wegens r 1 N dat
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Voor twee vectorvelden K(t) en Eﬁt) langs dezelfde kromme van het oppervlak

volgt hieruit de regel van leibniz

d(y,w) VE vy
= -(w) () -
Voor de covariente differentiatie langs de parameterkrommen geldt

¥ = fDa v

Y=

In het bijzonder geldt voor de basisvectoren van het raakviak
« a o
Ve, = c V. ¢ c = -
_ﬁ { B}.—.a ’ ( T..,_.B!_.) {T B}

Omdat {c 5 cYH= 65 de afgeleide nul heeft volgt hieruit met behulp van de
regel van leibniz dat

(V-YQ,O:!Q.B)‘:‘{YO:B ’ VYQ‘I=-{YGB}EB .

Deze formules stellen ons in steat om de componenten te bepalen van de co-
variante afgeleiden langs de parameterkrommen van een vectorveld z(ua) varn
het oppervlak:

vr=v,(Pe)=ega PP e - e o v +{ % 1)

Y= v B

Tr =y, e) =gt v - v { Yot o EQB(BYV;;—{T“B}VG) .

De componenten wvan VY:[ worden als volgt genoteerd

o a o
Vv =0 v + }vﬁ Vv, =8 v, - @ v .
Y Y e SRR M I M A
Dit zijn de componenten van een 2-tensor van het raakvlak. Inderdaad, bij

overgang op andere parameters geldt

1 1
= A% p' . B B = - Y

Eon aty * & Ag E VTI.Y. paY11 A"{IV'YE ’
ol Y a' o vy .8

VT'V AY' o va ' VY'VB' A Ag|V Vg e

Zo is door covariante differentiatie aan een vectorveld van het oppervlak

een Z~-tensorveld van het oppervlak toegevoegd.

s £ € =
lemma van Ricei: aY,gaB - {Y a} gsﬁ - {Y B}g =0 ’

1
<

P %P+ (P )™ -
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.. . . o p
Bewijs. Pas toe de regel van leibniz voor c c en voor ¢ c
J ge La? & Cy L

B
aY(E’“’g'B)=(a’T B)+(GB, .__.) ]
6,((9_“,9_‘3) = (g_a,VTgﬁ) + (9_‘3,972“) ,

en vul in.

Opmerking. Iater zullen de componenten van de covariante afgeleide van een
Z2-tensor ¢ worden gedefinieerd volgens

€ E
VT Q’aﬁ = aY Q’aﬁ - {T (I}q’BB - {Y g}q’ae ]

afl af a 1 €ef B y_cE
vt =2 et + { T e+ T de

- - e - .E
R R A LGRS L L

Volgens deze definities spreekt het lemma van Ricei uwit dat

= ¥ = 0
gaB Yg 1

dus dat de componenten van de eerste fundamentaaltensor zich bij covariante

differentiatie als constanten gedragen. Dit is in overeenstemming met de
volgende uit het tensorkarakter ven YYV en Vrva volgende formules

B

o |+
v v =V v, = V v
ngﬁ Yy B gaﬁ Y

af a af
v, =V v = v
Vye Y & Y

P B’
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Voorbeeld:

Hoe moet een op een oppervlak wandelende mier de wet k = ma uitschrijven

in coordinaten?

K (d+z) =
R’ 7&+t)_da {€rz)

Vz
ko=mge

Vﬁu - a . o o B
k=mﬁ-=muYVYu —muY(a u"’{YB}U)_

L .o L eaRLw
= mu * {y Bruu) .

dv .
A a,

. . o
Dus niet 5 = m EE en nitet Kk =mu !

Wanneer k = 0, dan krijgen wij een geodetische lijn van het oppervlak.
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HOOFDSTUK IV RIEMANNSE MEETKUNDE

*
§ 1 Differentieerbare functies

Zij U een open deelverzameling van Rn' De vectorfunctie

-f;-:UCRn-‘%n

heet differentieerbaar voor & € U als er een lineaire afbeelding S Rn - R
bestaat zodat geldt

£@f@=£@)%42+mb@),Iémlﬂyi=0-
hj=o

In codrdinaten uitgedrukt volgt hieruit dat de functies £V(x%) voor x* = a
differentieerbaar zijn met functionaalmatrix

- J
A [ﬁif] -
X =a

£ :UcR) ~+R heet r-differenticerbaar als voor alle x € U van de functies

fj(xi) de rS partigle afgeleiden bestaan en contimu zijn. Wanneer een 1-dif-
ferentieerbare f : U ¢ R, — R eeneenduidig is met functionaaldeterminant
(Jacobiaan) ongelijk aan mul voor alle x € U, dan is de inverse functie

_i:_'1 : £(U) ¢ R~ R weer 1~differentieerbasr, met functionsalmatrix At
Omgekeerd is een 1-differentieerbare f met nietsinguliere funciionaalmatrix
echter slechts locaal eeneenduidig.

¥oorbeeld. £ : R, ™ R,, gedefinieerd door
£f(x,y) = eXcos y, glxy)=e*siny .
Een kromme k in Rh is een r-differentieerbare functie
k:UcR ~R , U={t|t, <t<t} .
Een functie £ op Rn is een r=differentieerbare
£f:tUTecR =R .
n 1

De richtingsafgeleide van de functie f in een punt a ten opzichte van de
vector v is het getal

(v, grad f) =viﬁif y VOOr X = & .

*) Zie ook Wiskunde 40.
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De richtingsafgeleide van f ten opzichte van een kromme x(t) in een punt
P, tato, van de kromme is het getal

* - i
(Lygrad £) = (x, grad ) = xiaj‘f = Qii%ﬁéill y voor t =t .

§ 2 Manifolds

Voorbeeld. De cirkel laat zich niet in zijn geheel op eeneenduidige differen-
tieerbare wijze met behulp van &én parameter beschrijven. Omdat dit wel kan
voor delen van de cirkel, zoekt men een beachrijving van een aantal delen
die samen de hele cirkel vormen en die in de overlapping van die delen geen

tegenatrijdigheid geeft.

Voorbeeld. De sfeer 52 is niet in zijn gebeel, maar wel locaal te beschrij-
ven met codrdinaten van één R,. Met twee of meer van deze K, kan de gehele
S2 wel met cobrdinaten worden beschreven. De eis is dat in de overlappende

gebieden de cobrdinatenbeschrijvingen glad in elkaer overgaan.
Z2ij M een verzameling. Yen kaart van M is een deel U c M met een een-

eenduidige ¢ : U -Rn.

Beschouw twee kaarten {U,9} en {V,¢}. De functie ¢p~' is een eeneenduidige
afbeelding van ¢(U N V) ¢ R op $(UNnv)ec R .
Een atlas van M is een ccollectie van kaarten {Ui,qi} zodat M de vereni-
ging is van alle U, en zodat ¢j¢;1 {en dus ook ¢i¢51) alle r~differen-

tieerbaar zijn., Een manifold*) van dimensie n is een vergameling M

voorzien van een atlas.

Voorbeeld. Het aardoppervlak, veoorzien van een volledige atlas van land- en

zeekaarten, is een manifold ven dimensie twee.

Voorbeeld. De configuratieruimte van een dynamisch systeem met n vrijheids-

graden is op te vatien als een manifold van dimensie n.

Voorbeeld. Een tweedimensionale dubbelslinger bestaat uit een massa m, met

een staaf ter lengte £ scharnierend bevestigd aan een massa m, die met een

staaf ter lengte £ scharnierend is bevestigd aan een vast punt. De configu-

ratieruimte is een manifold van dimensie 2, namelijk een torus, die in R,

kan worden voorgesteld als een vierkant waarvan de overstaande zijden zijn
geldentificeerd.

e TR

*) Frans: Variété; Duits: Mannigfaltigkeit.



- 54 -

Een punt P van een manifold, dat behoort tot twee kaarten X en K', kan
op twee manieren door codrdinaten worden beschreven, namelijk

' '
P=(u',...,u") € KcR en P=(u',...,u" )€K ¢ R .

De door ¢9~' en door g¢~! gedefinieerde functies
wt' s ul'l) en wl < wi(th)

zijn r-differentiecerbaar met Jaccobiaan
det(aiui') £0 .

Zoals gebruikelijk noteren wij weer

it

£ L3 -' "
A:.L', = au." = ai,ul en A;‘_ = -@B—-i—= E)iu1 .
aut dn

Voorbeeld. Een open deel van Rn, voorzien van een of meer kromlijnige cobr-

dinatensystemen, is een manifold van dimensie n,

Een kromlijnig codrdinatensysteem voor R (of voor een open deel van

Rn) is een stelsel van n stuks r-differentieerbare functies u’ = ul(xh)
op R, waarnit omgekeerd r-differentieerbare & = xh(ul) kunnen worden
bepasald.

Elk punt P € R wordt dus eenduidig bepaald door een stel waarden u’,...,u".
WiJ noteren

h
g""x_.=aixh. .
du

Een parameterkromme is een kromme die wordt verkregen door 4én der u" varia-
bel en de rest constant te nemen. Twee kromlijnige cobrdinatensystemen voor
Rn geven aanleiding tot twee kaarten,

Voorbeeld. De bolcobrdinaten r,9,0 vormen een kromlijnig codrdinatensysteem

voor geschikte delen van R3, waarbi} het wverband tussen xh en r,q,9 wordt
gegeven door

Xx=ra8inbcosgp, y=rsin6sing, z=rcos 8 .

De parameterkrommen door een punt P zijn de halfrechte 0P, de meridimancir-
kel en de parallelcirkel door P.
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§ 3 Raakruimben
Z2ij M een manifold van dimensie n.

Een kromme k van M is een afbeelding van een open interval I in N,

m.a.W. ¥ 3 I ¢ R1 - M.

Op een kaart {U,q:} wordt de kromme beschreven door gk : R =R, dus door
ui(’c). Op een andere kaart {U',rp '} wordt de kromme beschreven door

¢k : R =R, dus door ui'(t) - ui'(ui(t)). De kromme k heet r-differenti-
eerbaar als ¢k, en daarmee ook g9'k, dat zijn. De kromme, die op de kaari

{U,p} wordt gegeven door

n n i
ut =u:)+t, u® ==u§, seey W =U u; constant ,

heet een bij deze kaart behorende eerste parameterkromme van de manifold.

Op analoge wijze wordt de bij de kasrt behorende 18 parameterkromme gedefi-

nieerd.

Voorbeeld. De parameterkrommen van een kromlijnig codrdinatensysteem voor
Rn‘
Een functie f van M is een afbeelding van een deel van M in de refle

getallen, m.a.,we £ : Uc M~ R1.

Op een kaart {U,¢} wordt de functie beschreven door fg~@ : ¢(U) R, ~R,.
De functie heet r-differentieerbaar als f¢ ' dat is. Krommen en funchies
worden beschreven door middel van de kaarten. Wij noteren krommen en func-
ties verder door hun beschrijving op de kaarten.

Twee krommen van M heten in een punt P equivalent sls voor hun be-
schrijvingen ui(t) en vi(t) op een kaart geldt

() = Vi (t) , d(e) = vHe) .

Deze definitie is kaartonafhankelijk omdat voor t = to geldt

(1) = ut'@he)) , &) = aldie) |

Een raakvector in P aan de manifold M is een klasse van in P equivalente
krommen, De raakruimte in P is de verzameling van de raakvectoren in P
aan M.

R A SR O
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Deze raakruimte is een vectorruimte van dimensie n., De rasitvectoren

yeesyC . in P van de bij een kaart {U,cp} behorende parameterkrommen vormen

£, n

een basis voor deze vectorruimte. Het verband met de raskvectoren S Ven

de bij een andere kaari {U‘,qp'} behorende parameterkrommen is
i

i ® Alvey -

Twee functies heten in een punt P equivalent zls voor hun beschri jvine
gen f(ui) en g(u') op een kaart geldt

i, _ i
ajf(uo) = B_jg(un) .
Deze definitie is kaartonafhankelijk wegens

ir i, 4 '
wo=u (), aj'ang,ij .

Een differentisal in P aan de manifold M is een klasse van in P equiva-
lente functies. De corsalkruimtie in P is de verzameling der differentia-

len in P aan M,

Deze coraskruimte is een vectorruimte van dimensie n. De differentialen
du",.,..,tih.lrl in P van de bij een kaart {U,cp} behorende pasrameterfuncties

u! yons ,un vormen een basis voor de vectorruimte. Voor twee kaarten geldt

s 4 . .
aut = A;'dul .

Voor een functie f en een kromme k in een punt P van M is
fk : I ¢ R1 -—R1 en voor t-to geldt

afk  af(u*(8)) i B du! du"
dt= it =uaif"3f—az'+...+3nf*a?.

Deze uitdrukking, die weer kaartonafhenkelijk is, heet de richtingsafgeleide
in P van de functie ten opzichte van de kromme en stemt overeen met de in

§ 1 gencemde richtingsafgeleide. In de richtingsafgeleide in P herkent men
de differentialen als lineaire vormen op de raskruimte en de raakvectoren
als lineaire vormen op de corsakruimte. Raskruimte en coraakruimte in P
kunnen daarom als elkaars duale worden beschouwd.

Voorbeeld. Een open deel van R ns voorzien van 1ccom113nige codrdinatensyste-
men u (x ), is een manifold van dimensie n, Zij u *(t) een kromme door het

punt P, dat wordt gegeven door t=to, dus door u (to) = u: « De raakvector

in P is
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(3, - (@), 00, - (8,21 -

waarin ¢, = (ai_:_c_)o de raakvector in P aan de i¥ parameterkromme door P is,

i
De vectoren ¢ ; spannen de raskruimte in P op. Deze raakruimte is dus R met

P als ocoraprong.

VYoorbeeld. De basis van de bij een punt P en de bolecolrdinaten r,p,5 beho-
rende raskruimte wordt gevormd door

3 x=g1-(sinecosm, gin 6 sin ¢, cos 9) ,

3 x=¢ = (- sin g sin ¢, r sin @ cos g, 0) ,

) x=03=(rcosecosw,rcosesincp,—rsine) .
Blijkbaar geldt f¢ |=1, |¢ |=reins, |, [=r.
Cpmerking. Een raakvector in een punt P aan de manifold M kan ook als volgt

worden gedefinieerd:

Een raakvector in P is een lineaire afbeelding ,,D in R1, die t_e'vens af-
geleide is, van de verzameling der 1-differentieerbare in P gedefini-

eerde funciies f van M:
Dt +pg) = adf + pdg, D(fg) = £dg + gt
in P, voor constante o en B.

Een raakvector volgens de vroegere definitie is inderdaad als zo'n lineaire

afbeelding op te vatten. Immers, zij k een kromme, dan voldoet de richtings-
afgeleide in P
dfk =i
Br m Lo dlo, 1

aan de eisen, omdat voor constante o en B geldt

i oi oi oi i vd
u ai(af+pg)=au 3, f +pu"d, g, n ai(fg)=fu d,g+en 3 f .

Opmerking, Met behulp van de bij de punten van een manifold behorende raaske-
ruimten en coraakruimten kan de differentiaal- en integraalrekening voor
manifolds worden ontwikkeld.
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§ 4 Riemannse ruimten

Een vectorveld [tensorveld] van een manifold is een afbeelding die san

elk punt van de manifold een vector [tensor] van de bij het punt beho-
rende raskruimte toevoegt.

Een vectorveld [tensorveld] heet r-differentieerbasr wanneer de bij behorende
afbeelding dat is. Op een kaart betekent dit dat de componenten van de vector
[tensor] r-differentieerbare functies zijn van de parameters.

In elke rasskruimte kan een inwendig product worden ingevoerd met behulp
wearvan tensoralgebra kan worden bedreven. Anders dan bij oppervlakken in R,
beschikken wij echter in het algemeen niet over een a priori gegeven inwen-
dig product, dat voor alle raskruimten tegelijk kan worden gebruikt. Deze
missende "samenhang" (connection) tussen de verschillende raskruimten van
een manifold wordt sangevuld in de volgende definitie.

Een Riemannse ruimte is een manifold voorzien van een r-differentieer-

baar 2-tensorveld van symmetrische, positief definiele 2-tensoren.

Dit betekent dat bij elk punt P van de manifold M en bij elk paar vectoren
x en y van de raakruimte van P een getal Y(P; x, y) behoort zodat:

y(P; x,y) hangt op r-differentieerbare wijze af van P,

¥(P; x, y)} is lineair in x en in y, is symmetrisch in x en ¥,

Y(P; x,x) > O voor x # O.

Uitgeschreven op een kaart {U,cp}, met parameters uh, geldt
i3

v(® %, 1) =gy x v

met r-differentieerbare functies gij van uh, met gij = gji en met [gij] po-

sitief definiet. In de rzakruimte van elk punt P fungeert de bij P behorende

vy als fundamentaaltensor. Daarom noemen wij het 2-itensorveld, waarvan sprake

is bij de definitie van een Riemannse ruimte, het fundamentaaltensorveld.

Voorbeeld. Een oppervlek in R3, met als fundamentaaltensorveld het inproduct

van R3, is een Riemannse ruimte.

Voorbeeld. De manifold bestaande uit een open deel van Rn met kromlijnige
cobrdinatensystemen, voorzien van het inproduct van Rn als fundamentaslten~

sorveld, is een Riemannse ruimie. CE

Voorbeeld. De configuratieruimfe ven een 2-dimensionale dubbeleglinger, voor-

zien van de kinetische energie als fundamentaaltensorveld, is een Riemannse
ruimte van dimensie 2.
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Inderdaad,
P=(Lgin 9y-Lcos 9) , @@= (Lsin o + £ 8in ¢, -L cos ¢ - £ cos ¢)

T = %m(v% +vé) = %m,ea[z&a"' +§° +2c;u.|: cos(p=¢)] ,

(o] 2 cos(p-4¢)

8. . = - imll .

* cos (¢ - ¢) 1

Zij k een kromme van de Riemannse ruimte M, die op een kaart {U,q:} wordt be-
schreven door ul(t). De lengte van de kromme wordt gedefinijeerd door

i i’ ..
du” du 2 1. ]
8 i= L m—— . = .
f gl:l It 4t dt ds gijdu du” ,
t
0

het lijnelement, kan worden opgevat als het kwadraat van de infinitesimale

afstand van de punten ut en ut +du’.

Voorbeeld. Bij het bolecodrdinatensysteem voor B behoort het lijnelement

2

ds“ = dr2 + r2 sinze dqaz + r2d82 .

Bij het cylindercodrdinatensysteem voor R3 behoort

as? = dr2 + ::-zd.cp2 +dz? .
Beschouw van een Riemannse ruimte M twee punten P en Q die met behulp van
dezelfde kmart {U,q} worden beschreven door uh(P) en uh(Q). Wij zoeken de

kortste onder alle krommen van M die door P en door Q gaan, Zij k een kromme

van M die op de kaart wordt voorgesteld door
uW's), 5, <8 <5y, Wis,) =u(®), W) = Q) ,

waarin s de booglengte van k is. De functie

T(uh,uh) i= \/gijﬁlﬁ‘]
neemt dus in elk punt van k de waerde 1 aan. De kromme k wordt nu gevarieerd
op differentieerbare wijze met vasthouden van de eindpunten P en Q. Dit be-
tekent dat een nieuwe kromme k wordt beschouwd,

h h h
u(s) +e((s), ¢ (51) = eh(sa) =0, eh(s) differentieerbaar .
Voor k treedt s op als parameter, niet als booglengte, en T(uh+ah,ﬁh+éh)

is niet constant = 1. De lengte van K tussen P en Q is
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s " T et 3
2 i i J J 2
h . hyd{u” +g) d(u* +ev) i h, h+*h +¢h
f gij(u +g) Epe - ds = Tluw +& ,u +¢ )ds .
5y

=3
]
De variatie ds van de booglengte is het verschil in booglengte van k en 1;,

s
2 - - L]
bs = f [T(uh+eh,uh+eh) - T(uh,uh)]ds =

]

2
f [ﬂﬁ' el + 2L E';h] ds + hogere orde termen =

I
—
n
i
o
£ 3
=4
I
=
Ble
&
=g IS
S
_
&
—
o g

]
Q_T"_} 2 + h.O.t. =
)

du 31

4 (ﬂﬂ e?ds + h.o.t.

ds an

h
—
n
=y
o o
w2

De corspronkelijke kromme k heet de kortate kromme tussen P en Q als de va-
riatie van de hooglengte nul is voor elke nieuwe kromme l_c, dus voor elke sh.
Daartoe is nodig dat de kromme uh(s) voldoet aan

ar _ 4 (ery _,
h ds *h/ !

ou

de vergelijkingen van Euler voor het gestelde variatieprobleem, Omdat in elk
runt van de kromme geldt dat

72 @",57) = g atad = 1

kunnen de vergelijkingen van Euler als volgt worden geschrewven

3T d (af) 0
L _ 4 /8 o
98 \ah

-i.j _d_ *q 'j -
wut Ry gy~ g5 (g T teyp ut) = 0,

oiej i “iej
uu ahgij- 2g,, U - (ajghi+aighj)u w =0 ,

el 2 kh ‘i'j
U +Eg (aigjh+3jghi— P8 gJu wl =0,

- .16
uk + {ikj}u uw =0 ’




- 61 -

met de voor de hand liggende definitie van de

Christoffelsymbolens {ik ;j} 1= %gkh(ai B4 05 6ns ), gij) .

Toepassing van het bovenstaande op oppervlakken in R3 levert het bewijs van
de stelling van Hoofdstuk III, § 6:
Stelling. De kortste krommen op een oppervlak in R3 zijn geodeten.

Het ligt voor de hand om in het algemene geval van een Riemannse ruimte de

krommen, die voldoen aan de differentiaalvergelijkingen
selc k L% -J' _
u o+ {i j}ll u’ =0 ,

te noemen de geodetische krommen van de Riemennse ruimte.

Stelling. In een Hiemannse ruimte zijn de kortste krommen gecdetische krom-

men.

Voorbeeld . Beschouw een mechanisch systeem met n vrijheidsgraden, met gege-
neraliseerde cofrdinaten q1 ,...,qn, waarvoor de kinetische energie een posi-
tief definiete kwadratische norm in t';l is met van q'“L afhangende ccéfficién-
ten:
o L hyei 'j
T zaij (q. )q. Q .

De differentiaalvergelijkingen van de beweging van het systeem zijn de wver-
gelijkingen van Lagrange

().
» . = ’
dt aqh aqh

waarin Kh(q‘-’,t) de gegeneraliseerde uitwendige krachten zijn.
De configuraties wvan hat systeem vormen een Riemannse ruimte van dimensie n,

waarvoor T als fundamentaaltensor optreedt. De vergelijkingen van Lagrange
zijn te schrijven als

wh h o #5
T+ j}q1q3=Kh .

Wanneer er geen uitwendige krachten optreden dan doorloopt het gysteem een

baan, die een geodetische kromme van de Riemannse ruimte is.

Voorbeeld. Beschouw de Riemannse ruimte gevormd door een open deel van Rn
met kromlijnige cobrdinatensystemen, voorzien van het inproduct van Rn als
fundamentaaltensor. Voor de speciale keart der gewone rechthoekige codrdina=-
ten xh van Rn is het lijnelement
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2=(d.]{1)2+--. +(dxn)2 ,

dus zijn de gij constant en zijn de Christoffelsymbolen nul. De geodetische
krommen hebben tot vergelijking ih = (0, dus z13n de rechten van R + Voor een
willekeurig kromlijnig codrdinatensysteem u (xJ) zijn de Chrlstoffelsymbolen

echter niet nul en luiden de differentiaalvergelijkingen van deze rechten
IRV S - LUE

Voorbeeld. Beschouw de Riemannse ruimte gevormd door een oppervlak in R3

voorzien van het inproduct van R3 als fundamentaaltensor, Dan geldi

= (¢, ,c)

S92
en er volgt (zie bewijs van de stelling op p. 43, Hooféstuk III, § 5)

- a = a -
0 85, * 358 - Op6yy = 2 1€ 578p)

De voor willekeurige Riemannse ruimten gedefinieerde Christoffelsymbolen ko=
men dus in het voorbeeld der oppervlakken in R3 overeen met de daarvoor

vroeger ingevoerde Christoffelsymbolen.

Opmerking. Volgens de definitie van Riemannse ruimten wordt elke reakruimte
voorzien van een positief definiete fundamentasltensor. Met geringe moeite
kumnen de resultaten van deze en de volgende paragrafen, met enige correc-—
ties, geldig worden gemaakt voor Riemannse ruimten met een indefiniete fun-
damentaaltensor. Hierin is elke raakruimte een Minkowskiruimte. Deze opmer-
king wordt gemaakit in verband met de in § 8 te geven schets van de algemene

relativiteitstheorie.

§ 5 Covariante afgeleiden

Zij M een Riemamnse ruimte, zi] {U,¢} een kaart met parsmeters uh en
Christoffelsymbolen {hJ i}. Wij wensen van een gegeven tensorveld te bepalen
het afgeleide tensorveld.

Een pseudoparallel vectorveld is een vectorveld g(uh) = am(uh)gﬂxuh), y

h

m, h
waarvan de componenten a (u ) voor alle waarden der u~ voldoen aan

i
aha.m+ {hmi}a = 0 .,

Uit de theorie der differentiaalvergelijkingen volgt, dat deze lineaire dif-

ferentiaalvergelijkingen bij gegeven beginvoorwaarden am(ug) precies één op-
logsing hebben.
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Voorbeeld. Beschouw de Riemannse ruimte gevormd door een open deel van Rn
met kromlijnige colrdinatensystemen. Zij a een parallel vectorveld, d.w.Z.
zi] aan elk punt van Rn toegevoegd een evenwijdige, even lange, gelijkge-

h
richte vector a. Terwijl dus a conatant is ten opzichte van de parameters u

van een kaart, hangen de componenten al

van a t.0.v. de basis ¢; van de be-
treffende raakruimbe wel af van uh, omdat g afhangt wan uh. Wegens

J
8,84 = {h i}g-j
levert differentiatie van het parallele vectorveld & naar uh
0=3 8= 2 (&ic ) =g, al+ata . =¢ E aj+{ J }ai]
- h= h =i =i"h h=1i =jt'h h i !
- J J g
0= a’+{, i}a .

Het parallele vectorveld a van dit voorbeeld is dus een pseudoparallel vec-
torveld in bovengenocemde zin.

Van een Riemannse ruimte M beschouwen wij een pseudoparallel vectorveld

& en een willekeurig vectorveld x., Het scalaire wveld amxm wordt gedifferen-
tieerd nasr de parameters uh:

m m, m m i, i
9, (a'x ) x 9 8 +a ahxma-xm{h i}a +87 9 x, =

- oz - "y hglet

Bij overgang op andere parameters, op een andere kaart, gedraagt zich het
linkerlid als de covariante componenten van een vectorveld, Daar a’ de con-

travariante componenten zijn van het vectorveld a, zijn
m
thi te ah X - {h i}xm

de covariante componenten van een 2-tensorveld, genaamd het afgeleide veld

van het vectorveld x; zijn componenten Vh x5 heten de covariante afgeleiden

der x,
i

Op analoge wijze wordt een willekeurig 2-tensorveld ¢ behandeld, Met
behulp ven twee pseudoparallele vectorvelden a en b wordt het scalaire veld

Pun P gevormd, dat wordt gedifferentieerd naar de parameters uh:
m. n . m. n m m n
ah(q:ma, b )=ab ahcpm +b g da +a L ahh =
o alpd _ B m i_ .m n J_

“alba[ah@i;]-q)mg{hml}- (Pln{hn,]}] .
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Links ataan de covariante componenten van een vectorveld., Daax a’ en vV de

contravariante componenten zijn van de vectorvelden a en b, zijn

m m
Y9y = Op Py - q’mj{h 1} = oply ;j}

de covariente componenten van een 3-tensorveld, genasamd het afgeleide veld

van het 2-tensorveld ¢; zijn componenten Vh q:i 3 heten de covariante afgelei-

den der g 15°
Op analoge wijze worden de covariante afgeleiden van de componenten

q’ijk van een 3=-tensorveld gedefinieerd volgens

mn m o
%%~ Pagclh 1) = Pimcdn 30 " Pagnln W

Pk =
de covariante componenten van het afgeleide 4-tensorveld.

lemma ven Ricci. De covariante afgeleiden van de componenten van de funda-

mentaaltensor zijn nul,

Bewijas. Uit de definities wvan Vh gij en {hmi} volgt

m m
V&g = O 8y - Bpyly 1) - gy b =
= - - N - =0 .
Oy 81y = 20y 8,540, 85, -08,3) 30 &y +9;8;),-0; 8,5)=0
Gevolg. De vectoren van een pseudoparallel vectorveld hebben constante leng-

te. De vectoren van twee pseudcparallele vectorvelden maken met el-

kaar een constante hoek.

Bewijs. Zij & en b pseudoparallele vectorvelden. Dan geldt
m.ny _ 1.3
ah(gma b )=a"b thijso .
Gevolg. Voor de covarianite componenten van een pseudoparallel vectorveld a
geldt
m
e L
Bewijs. Zij b een willekeurig ander pseudoparallel veld., Jan is
m m
0=28/ (s b7) =13

m _
a +& ah b o= )

e A e I LW

h

Met behulp van deze formule kummen wij analoog aen hierboven afleiden de

covariante afgeleiden van contravariante en gémengde componenten van tensoren:

- 4
thl tm ahx + {him}xm ’
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A N AR T e ML L

i, i i i
U NPT S, L “ j}q’.m '

o‘k . k . k . [ ]
Vh‘Pia i= J { J { }[Pi {h m} lJm ’

en zo voort. Al deze uitdrukkingen zijn weer componenten van tensoren,

Opmerking. De regels van lLeibniz voor het differentiren van som en product
zijn geldig voor het covariant differenti&ren, bijvoorbeeld

i _ i J i
th wj =7 Vhw +wjvhv y

i3

ij i
VR ke =% " Vntqee s e -

De covariante afgeleide langs een loromme uh(s) van de componenten van

een tensorveld ¢ worden gedefinieerd door

Vq, M+ e
1ve = _&hv 9. . M, . .
ds h'ij..

Voorbeeld. De differentiamlvergelijkingen voor geodetische krommen in een
Riemannse ruimte kumnen als volgt worden geschreven:

vﬁk o
ds

immers

e X Ja Y < gt oK 'h{ k }u -

i 3 h
kK 103 kWX
=u[6u+{ }u]anu=—d-£— .

Voorbeeld. De vergelijkingen van Lagrange voor een mechanisch sysieem met n
vrijheidsgraden kunnen als volgt worden geschreven:

va" _ oh
dt *
De beweging van het systeem is dus te interpreteren als de beweging van punt
met magsa m=1 in de Riemannse ruimte der configuraties.
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§ 6 De_kromtetensor

In tegenstelling tot de gewone tweede afgeleide is de tweede covariante
afgeleide niet symmetrisch.

k k bul k k m _
v v, v = (v v)- { Tty o+ { Vo=
kK, . j. ¢k K i (m X
AR N PR I VR LN S M A

+

k m k m J
R KT R N S P Lo
Verwissel h en i en trek af, dan vallen vier termen weg en er blijft

k k
VhViv -Vthv =

k k k m k m j
= [ah{l j}-ai{h J} +{h m}{i J}"‘ {i m}{h J-}JVJ .
Het linkerlid, het wverschil van twee 3-itensoren, is een 3-tensor. Daar v:j
componenten van een vector zijn, vormt de uitdrukking tussen de haken de

compenenten van een 4-tensor, gensamd de kromtetensor van Riemann-Christoffel:

Kh..k - { k } ai{hkj} +{hkm}{imj} _ {ikm}{hmj} .

Van de hierma volgende formules zijn de tweede en derde op ansloge wijze af

te leiden.
(vhvi-vivh)vk = ';;k v o,
(v V=V ey = - Khia ,
(9, 93 - 93 Ty Jo3" - K;l;;f‘ - Ka

en zo voort.

Voorbeeld. Beschouw de Riemannse ruimte gevormd door een open deel van Rn
met kromlijnige codrdinatensystemen. Voor de specisle kaart der gewone
rechthoekige cofrdinaten xh van Hn zijn de Christoffelsymbolen, en dus de
componenten van de kromtetensor, nul., Omdat Kiiék de componenten van een
tensor zijn, volgt hieruit dat ook voor een willekeurig kromlijnig coBrdina-
tensysteem uh(xj) de componenten van de kromtetensor nul zijn. Dit zijn de

compatibiliteitsvergelijkingen uit de elasticiteitstheorie.
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Voorbeeld. Beschouw de Riemannse ruimte gevormd door een oppervlak in R,.

Van de covariante componenten van de kromtetensor

sselll . .
Khijk = glchhij ’ hyi,Jrkym = 1,2 ,

is, vanwege symmetriegigenschappen, slechts van belang

Koo =~ Koqe = %5000 == %Kiy -

Deze grootheid is de Gausz-kromming van het oppervlak en hangt slechts af

van de parameters en van de eerste fundamentaaltensor van het oppervlak.
Dearom is de Gausszkromming invariant bij isometrische verbuiging van het
oppervlak, De Gauszkromming is nul wanneer het oppervlak isometrisch is met
een vlak,

Opmerking. Uit de kromtetensor van Riemann-Christoffel kan door contractie
worden afgeleid de 2-tensor

l..j
Khi"Khij
en hieruit de scalar
hi
K=K;e -

De volgende 2-tensor Ghi’ die de ernaast vermelde eigenschappen bezit, en
die slechts afhangt van de fundamentsaltensor, speelt een belangrijke rol in

de algemene relativiteitstheorie:

= - X = =
Opi = Kyg ~2EGyy » Gy =0y, V67 =0 .

§ 7 Het generaliseren van formules

In de tensorrekening worden fysische grootheden beschreven door tensor-
velden. Met behulp ven de bewerkingen op tensoren, zoals de cptelling, de
vermenigvuldiging, de contractie, de covariante differentiatie, kunnen
nieuwe tensorvelden worden gevormd. Fysische wetten worden uitgedrukt door
de gelijkheid van twee tensorvelden, dus door te stellen dat in elk punt
ven het beschouwde gebied twee tensoren dezelfde zijn., Uit de gelijkheid van
twee tensoren in een punt P volgt de gelijkheid van de componenten van de
tensoren ten opzichte van de bij een kaart behorende basis van de raskruimte
van P, en zulks voor elke P beschrijvende kaart. Wanneer men m: weet dat

voor één kaart de componenten van twee tensoren in P gelijk zijn, dan kan
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men concluderen dat die tensoren, en ook hun componenten voor elke andere
kaart, eveneens gelijk zijn in P. Zo kan men uit de componentvorm t.o0.v. een
orthonormeal codrdinatensysteem in Rn van een fysische wet op eenvoudige
wijze afleiden de componentvorm t.0.v. een willekeurig kromlijnig codrdina-

tensysteem in Rn van die wet.

Voorbeeld. De wet van Newton, k = ma, drukt uit dat in R3 voor een bewegend

deeltje met massa m geldt, dat in elk punt van zijn baan het vectorveld der
uitwendige kracht evenredig is met de afgeleide naar de tijd van het snel-
heidsveld. Voor kromlijnige cobrdinatensystemen moet deze wet dus worden ge-
formuleerd met de covariante afgeleide naar t:

h h
h__yv dv h
k' =m g2 “m[dt +1{s

Jvie]

J

Voorbeeld. De vergelijkingen dexr hydromechanica voor kromlijnige colrdina-

tensystemen worden verkregen door generalisatie van de continuiteitsverge-

1i jking en der vergelijkingen ven Euler:
0 i 3 i
s+ v)=0, B4V .(ev)=0 ,

hi Vh

h_.h v h hi
pr’ =k -3, t" , pHe=k -V ¢

’

waaruit weer volgt

h
ESQV ) h i  hi h
3t +Vi(pv v+t ) =k

In 4-dimensionale vorm, bij afwezigheid van uitwendige krachten, worden de
vergelijkingen samengevat tot

VBT“E‘ =0 .

Voorbeeld. De yvergelijkingen van Maxwell, geschreven in 4-dimensionale vorm,

kunnen worden gegeneraliseerd t.o.v. willekeurige bases ¢ g in de Minkowski-
ruimte tot

vBG“B = J% vﬁ(F*)"‘B =0 ,

Wij gaan na hoe de bij orthonormale cobrdinatensystemen bekende differenti-

aaloperaties grad, rot, div, A, moeten worden verstman bij het gebruik van
kromlijnige codrdinatensystemen ul(xh ).
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De gradiént levert nauwelijks moeilijkheden. Zij f (ui) een scalair
veld. Het afgeleide veld, grad f, is een 1-iensorveld met covariante compo-
nenten

Vif = aif .

Voor de contravarisnte componenten en voor de lengte geldt

h hi hi
(grad £)" =g -2, f , |grad £| =g 98, £3;f .
De rotatie verandert evenmin. Voor een 1-tensorveld g geldt bij orthe-

normale codrdinaten

(I‘Ot q’)lJ = aJQ’i - ai ‘PJ ’

de componenten van een scheve 2-tensor in Rs' Voor kromlijnige cobrdinaten-

systemen kunnen dezelfde formules worden gebruikt, omdat het rechterlid niet

verandert wanneer covariant wordt gedifferentieerd:

m m
Vj‘Pi“Vi‘Pj’"ajcPi" {J i}q’mnai?jq-{i j}ch“aj‘Pi‘aich .

De divergentie behoeft een asngepaste definitie. Zij g(uh) een vector-
veld. De voor een orthonormasl codrdinatensysteem geldende definitie
divy = ai vi komt erop neer, dat uit het vectorveld v een scalair veld
div v wordt verkregen door toepassing van twee bewerkingen: het vormen van
het afgeleide tensorveld en vervolgens het contraheren. Eij gebruik van

kromlijnige cobrdinatensystemen komt dit neer op
divy=9. v =0 v+ {1 }+ .
= i i i h

Voorbeeld. Bij gebruik van kromlijnige codrdinatensystemen geldt voor de

bronsterkte q van een stroomveld met snelheid vt
_oas i i h
q=divy 3iv +{i h}v .

De Laplaceoperator 4 bestaat uit het achtereenvolgens toepassen van de

bewerkingen grad en div op een scalair veld, Voor kromlijnige cobrdinaten-

systemen komt dit neer op

? hi
F\ Af = g Vh Vii' '
o o phi hi hi
daar Af = div grad f = div(g aif]= e 9, f=gt v aif .

B =Rl AT
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Opmerking. Handige formules voor het gebruik van kromlijnige codrdinatensys-

temen zijn:
. v v = ah["h faetl g, ] ] e ah[ghi o, £ Vaet[g,]]
- Vaet[g_] ’ Vaetle ] ’

fﬁvzdv =fah[vh Vaetle Jlau'...au® .

§ 8 Algemene relativiteitstheorie

Gravitatie is het verschijnsel dat massa's in de ruimte elkaars bewe-
ging beinvloeden. In de algemene relativiteitstheorie wordt van dit ver-
schijnsel een model gemaskt met behulp van de Riemamnse meetkunde, ruwweg
volgens het volgende schema

1 3

massa > invloed <«——— beweging ,

magsastroom <—2—a- gravitatiepctentiaal +—4—> baan ’
5{7 sI

impulsenergietensor <Ls- fundamentaaltensor 4—2»-——» geodeten .

1« Volgens de asantrekkingswet van Newion veroorzaakt een massapunt M een
gravitatiepotentiaalveld ¢ met

M
v_fr.

2. Voor een continue massaverdeling met dichtheid p kan het gravitatiepoten-

tiaalveld ¢ onder passende randvoorwsarden worden opgelost uit de vergelij-

king van Poisson

by = - 4nfp ,
3« De kracht, die in het veld ¢ wordt uitgeoefend door een massapunt met
Zware massa m_. ig

Kamzwgradtp .

Anderzijds geldt voor de traze massa m.. OP grond van de bewegingswet van
Newton

sztra‘ ¢
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Uit de wet van gelijkheid van zware en trage massa

volgt dat voor het verband van de versnelling a en de potentiaal ¢ geldt
a=grad 9 .

4. Dege betrekking kan ook worden verkregeh uit het volgende, voor de som

van de kinetische en de potenti&le energie geldende, variatieprincipe

6[(-%v2+q;)dt =0 ,

5. Een gravitatieveld kan wbrden geimiteerd door een versnellingsveld: in
een vrij vallende lift is van gravitatie niets fe merken. Degze uitspraak
heeft echter slechts locale betekenis, in tegenstelling tot de wet van ge-
1ijkheid van zware en irage masssa, wearvan hij een gevolg is. Immers, de
uitspraak geldt slechts voor een homogeen krachtveld. Weliswaar vallen alle
lichamen in vacuum met dezelfde versnelling, maar de zwaariekracht is cen-
traal gericht en neemt af meit de hoogte. Eigenlijk wordt alleen in het

zwaartepunt ven een vallende 1ift het zwaartekrachtveld weggetransformeerd,

6. Sterren, die wij zien in de buurt van de zon, lijken van snelheid te ver-
anderen. Dit lan slechts worden verklaard door aan te nemen dat langs de zon
de lichtstralen worden afgebogen en niet volgens een rechte lijn verlopen.
Beschouw het volgende beeld. Plaats onder een rechtlijnig gestreept tefel-
kleed een steen op de vlakke tafel, De strepen op het kleed 2zijn niet meer
recht, doch gebogen, in de tuurt van de steen. Een massapunt, dat zich vrij
langs een streep beweegt, verlaat de rechte baan en volgt de door de opper-
vlaktekromming van het tafelkleed gebogen streep.

De Minkowskiruimte wvoldoet niet ter beschrijving van de gravitatie. Een
van elke massa ver verwijderde massaeenheid volgt een rechte baan volgens de
wet der traagheid. Wanneer de massaecenheid echter in de buurt van een andere
massa komt, dan wijkt de baan af van de rechie. Deze bsan kan niet worden
beschreven deor de fundamentaaltensor van de Minkowskiruimte, die immers
voor elk punt dezelfde is,

Omdat blijkbasr gravitatie enerzijds samenhangt met de structuur van de
ruinte en anderzijds met de verdeling van de massa's, zoeken wij een beeld
waarin enerzijds de locale wet a = grad ¢ wordt beschreven en anderzijds de
structuur van de ruimte als geheel met de verdeling van de massa's wordt ge-

koppeld ter beschrijving van de vergelijking ven Poisson.
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Hypothese A. Ga uit van een Riemannse ruimte van dimensie 4, waarvan de
raskruimten de structuur van de Minkowskiruimten hebben.

Te Teneinde het verband te vinden tussen de fundamentaaltensor gij en het
gravitatiepotentiaalveld ¢, laten wij ons leiden door het in 4 genocemde va-

riatieprincipe
bf(%v2+q;)dt= o , bf[c-;—%-vz +g)ljat =0 .

De integrand is, wvoor %vg + << 02, de eerste benadering van

c?~2g-v® at =V (c® - 2p)dt” - dx® - dy® -az® .

Daarom gebruiken wij als lijnelement voor de Riemannse ruimte

2

ds® = 8 ; axt dxd = dx® + dy® + az? -( -%)d(ct)z )
[+

waardoor de metriek van de Minkowski raskruimten is vastgelegd.

8. De geodeten van de Riemannse ruimte bepalen de baan van een massapunt
onder invlced van een gravitatiepotentiaalveld ¢. De bewegingsvergelijking
& = grad ¢ ziet er dan als volgt uit

met de gij als in 7., De lichtsiralen hebben tot baan de geodeten die in elk
van zijn punten raskt aan de lichtkegel van de raskruimte,

9+ Tenslotte zoeken wij het, de wvergelijking van Poisson generaliserende,
verband tussen de massaverdeling p en de gravitatiepotentiasl ¢, die ver-
werkt is in de fundamentaaliensorxr gij' Dit zal zijn een verband tussen ten-
soren. De massaverdeling wordt opgevat als een meassastroom, gekarakteriseerd
door de symmetrische impulsenergietensor

™), met 7,7V =0 ,

de grondvergelijkingen van de hydroﬁechanioa. Voor de tensor, die de meet-
kundige eigenschappen van de Riemannse ruimte ketakteriseert, wordt genomen
de in § 6 gencemde, met de kromtetensor van Riemann-Christoffel samenhangen-
de, symmetrische tensor

67V, met ViGlJ =0 .




=73 -

Hypothese B. De tensoren ™9 en C—iJ zijn evenredig.

Men kan santonen, dat de (4,4) component van deze tensorvergelijking juist
de wvergelijking van Poisson oplevert.

Hiermee is een schets van de algemene relativiteitstheorie voltooid.
Indien met electromagnetische invloeden rekening moet worden gehouden, dient
Tij te worden vermeerderd met een de electromagnetische impulsenergie be-

schrijvende 2-tensor. Deze hangt samen met de electromagnetische veldtensor.
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APPENDIX
Uit "De Gids" no. 10, december 1962.

Martin J. Klein

Ehrenfest komt naar Leiden / Na vijftig jaar

Een halve eeuw geleden, op 4 december 1912, hield Paul Ehrenfest de inaugu-
rale rede waarmee hij zijn ambt als professor in de theoretische natuurkunde
aan de Universiieit van Leiden officieel aanvasrdde. De vijftigste verjaar-
dag van die gebeurtenis is alleszins het herdenken waard. De naam Ehrenfest,
die nooit algemene bekendheid in de wereld heeft gekregen, is zelfs bij de
jongere generatie van natuurkundigen niet in zo ruime mate bekend als hij
zou moeten zijn. Hoewel geen grote theorie zijn naam draagt, stond hij een
kwart eeuw lang, om Paul Langevin te citeren, "midden in het drama van de
eigentijdse fysica". In de moeilijke, opwindende jaren toen de moderne op-
vattingen over de quantumtheorie en de bouw van het atoom werden uitgewerkt,
was geen men dieper bij deze worsteling betrokken dan Ehrenfest. Zijn pogin-
gen om in de vloedgolf van nieuwe ontwikkelingen helderheid en be gri jpeli jik~
heid te handhaven deden hem de onoffici&le beneming “"het geweten der fysica"
verdienen.

De verjaardag van zijn professoraast is de meest passende gelegenheid om
Ehrenfest te herdenken, want onderwijzen was zijn ware roeping: "De grote
vreugde om aan anderen door te geven wat ik zelf meende te begrijpen vormde
de eigenlijke ruggegraat van mijn leven." Zijn onovertroffen colleges, wear-
in louter de essentie van een onderwerp werd belicht en onvergetelijk duide-
1lijk gemaskt, vormden slechts een deel van zijn onderwijs. Hij had een groot
talent voor de Socratische dialoog en beocefende deze overal met zijn studen-
ten en collega's, de waarheid door zijn aanhoudende kritische vragen dwin-
gend te voorschijn te komen. Zijn studenten verlieten hem vol zelfvertrou~
wen, gereed om onafhankelijk te werken. 2ijn enorme enthousiasme voor zijn
wetenschap en zijh vermogen om het opwindende ervan aan anderen mede te de-
len, verlevendigde de atmoasfeer in leiden en maakte dit in zijn tijd tol een
van de belangrijkste centra voor theoretische natuurkunde ter wereld. Waar
Ehrenfest ging - en hi] reisde veel om lezingen te houden en conferenties in
alle delen van Europa en de Verenigde Staten bij te wonenw~ , de directheid

en openheid van zijn optreden, waarbij hij niets van zijn levendige, warme,
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complexe persoonlijkheid achterhield, bracht hem in nauw contact met aller-
lei soorten mensen, Zijn persoonlijke invliced reikte van zijn grote kring
vrienden en correspondenten tot jonge studenten die hem misschien slechts
één keer college hadden horen geven, en deze persoonlijke invloed wordt ook
nu nog, negenentwintig jaar na zijn dood, sterk gevoeld door hen die hem ge~

kend hebben - en door nog vele anderen met wie dit niet het geval is.

De leerstoel voor de theoretische natuurkunde in Leiden was in 1878 wvoor
H.A. Lorentz, Nederlands grootste natuurkundige sinds Christisan Huygens,
ingesteld, Bij de eeuwwisseling werd Lorentz erkend als een leidende geest
onder de theoretische natuurkundigen van de wereld, een briljante, serene,
klassieke denker. In 1911, hoewel hij toen slechts achtenvijftig jaar oud
was en nog op het toppunt van zijn krachten, gaf Lorentz zijn leerstoel in
Ieiden op om curator te worden van Teyler's Instituut in Haarlem, Deze nieu-
we positie kwam neer op een professoraat voor wetenschappelijk onderzoek met
weinig offici&le plichten, dat Lorentz de vrijheid gaf zich aan zijn eigen
studies te wijden en aan zijn steeds groter wordende verantwoordeli jkheden
als internationale figuur, die voortdurend werd uitgencdigd voor congressen
en lezingen, te kummnen voldoen. De taak om een opvolger voor hem in Leiden
te kiezen was een ernstige zaak en ILorentz kon de ernst ervan beter dan wie
ock naar waarde schatten.

De natuurkunde was in gisting als nooit tevoren. Sinds de jaren 1890 was het
imposante bouwsel van de negentiende-eeuwse natuurkunde minder en minder
toereikend gebleken. Een stroom van nieuwe experimentele ontdekkingen (rént—
genstralen, het elektron, radioactiviteit, het foto-elektrische effect) wa-
ren op grondslag van de gevestigde theorie blijkbaar onverklaarbasar. Albert
Einsteins "speciale relativiteitstheorie" betekende een nieuwe benadering
van fundamentele problemen ten asnzien ven ruimte en tijd. De meest radicale
van alle was Max Flancks suggestie in 1900 dat energie, die altijd als een
voortdurend wisselende, oneindig deelbare kwantiteit was beschouwd, slechts
in onderbroken eenheden op quanta kon worden geabsorbeerd of uitgestraald.
Planck had deze vreemde conceptie nodig gehad om de waargenomen eigenschap-
pen van de warntestraling die van ieder heet voorwerp, zoals een gloeiende
oven, uitgaat, te verklaren. In de jaren 1905 tot 1911 had Einstein Plancks
werk uitgebreid en verdiept en met succes de nieuwe opvatting, om straling
als een verzameling discontinue hoeveelheden energie te beschouwen, op een
aantal andere problemen toegepast. De kracht en tegelijkertijd het diep pa-

radoxale karakter van energiequanta stonden in het middelpunt van de beleng-
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stelling tijdens een week van intensieve berasdslagingen, onder voorzitter-
schap van Lorentz, op het eerste Solvay-congres, dat in oktober 1911 in
Brussel werd gehouden.

Het was duidelijk dat Lorentz' opvelger eer man zou moeten zijn voor het
tijdvak van revolutionaire veranderingen dat juist begomnen was, een man die
op de nieuwe denkbeelden kon reageren en zich deze eigen meken, en helpen de
zich ontwikkelende nieuwe natuurikunde een vorm te geven die datgene wat nog
deugdelijk was in de ocude behield en gebruikte. Bovenal zou hij een man moe-
ten zijn die de volgende generatie van Nederlandse natuurkundigen voor de
wereld van denkbeelden waarin zij zouden moeten leven en werken, kon voorbe-
reiden. lorentz' meest voor de hand liggende keuze zou Einstein zijn geweest
die op tweeéndertig-jarige leeftijd al duidelijk de diepzimnigste en oor-
spronkelijkste geest was die de natuurkunde in vele generaties had voortge-
bracht. BEinstein was echter niet beschikbaar omdat hij juist een professo-
raat aan de Zwitserse Technische Hogeschool (E.T.H.) te Zirich had aanvaard.
Zo er van Einstein geen sprake kon zijn, op wie moest de keus dan wel val-
len? Lorentz besloot inlichtingen omtrent Paul Ehrenfest in te winnen. Twee
belangrijke publicaties van Ehrenfest in de laamtste maanden van 1911 hadden
de aandacht van de Nederlandse geleerden getrokken. In de ene, over de es-
senti€le trekken van de quantumtheorie, had Ehrenfest de bases voor de nood-
zaak van de hypothese van energiequanta nasr voren gebracht en het wverband
met de tweede hoofdwet van de thermodynamica op een oorspronkelijke en in-
dringende wijze onderzocht. Deze verhandeling, die vlak voor het Solvay-
congres was verschenen, beantwoordde in feite verscheidene vragen die tij-
dens de gesprekken op dat congres waren geformuleerd. De tweede, nog belang-
rijkere publicatie, was een verhandeling van negentig bladzijden over de
conceptuele grondslagen van de statistische mechanica die Ehrenfest samen
met zijn vrouw Tatiana voor de Encyclopddie der mathematischen Wissenschaf-
ten had geschreven, Deze monografie vond onmiddellijk erkenning als een
meesterlijke uiteenzetting en kritische ontwarring van de gecompliceerde ge=-
dachtengang in het werk van Ludwig Boltzmann en Willard Gibbs. Lorentz, die
zelf lang en diep over deze vraagstukken had nagedacht, vond in deze mono-
grafie goede redenen om aan te nemen dat Ehrenfest de man was die hij zocht,
de man die "in de fysica de puntjes op de i kon zetten'.

In het voorjaar van 1912 toen hij Lorentz' informerende brief ontving en
spoedig daarna het aanbod om als zijn opvolger een van de voornaamste leer-

stoelen in de theoretische natuurkunde in Europa te bezetten, woonde
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Enrenfest zonder geregelde betrekking in Sint-Petersburg., Hij was op 18 ja-
nuari 1880 als jongste van vijf zonen van een Joodse kruidenijer in Favoriten,
een arbeiderswijk van de stad Wenen, geboren. De onderzoekende, nieuwsgieri-
ge geest van de jonge Paul werd door zijn oudere broers gestimuleerd en aan-
gemoedigd, met name door Arthur, die voor ingenieur studeerde, en Hugo, met
wie hij ziech het nauwst verbonden voelde, die later arts werd. Zijn levendi-
ge belangstelling veoor wiskundige problemen en voor de wereld van de weten-
schap, en zijn geboeidheid door mechanische instrumenten die hij met hun
hulp reeds vroeg ontwikkelde, hielp hem zijn teleurstellende scheoljaren te
boven komen. (Wenens antisemitisme in die jaren liet een blijvend litteken.
achter; het was éen stad waarin hij zich nooit thuis zou voelen.) In 1899
deed Bhrenfest zijn intrede aan de Universiteit van Wenen waar hij onder
Boltzmann, de voornaamste bouwmeester van de statistische mechanica en de
toenmalige apostel van de atoomtheorie, studeerde. Ehrenfest ohderbrak zijn
studie in Wenen voor een verblijf van anderhalf jaar in GS6ttingen, wasxr hij
Felix Kleins artistieke lezingen over wiskunde en de wiskundige denkbeelden van
Hilvert in zich opnam, Het was ook op een van Kleins colleges dat Ehrenfest
Tatiana Afanassjewa, een jonge Russische studente in de wiskunde, met wie
hij in 1904 in Wenen trouwde, leerde kennen, Ehrenfest ondernam nog een stu-
die-excursie in het voorjaar van 1903 en wel naar lLeiden om de colleges van
Lorenty bvi] te wonen. Hij keerde naar Wenen terug en promoveerde in 1904 one
der Boltzmann.

(Wanmeer wij vragen naar de herkomst van Ehrenfests karakteristieke wijze
van handelen, zijn geachriften en zijn onderricht in de natuurkunde, kunnen
wij vele van de eigenachappen tot zijn leermeesters herleiden, Zijn talent
om eenvoudige modellen in te voeren die de essentiéle kehmerken van de een
of andere gecompliceerde theorie bevatten, was ongetwijfeld door zijn studie
bij Boltzmann ontwikkeld., Ehrenfest schreef zelf over Boltzmanns toepassing
van hetzelfde middel: "In die grote werken wier resultaten altijd een enorm
terrein omvatten, krijgt het eenvoudige voorbeeld ook een uitvoerige, lief-
devolle behendeling. Deze wezenstrek maskt Boltzmanns omstandige argumenten
ongemeen levendig: de manier waarop hij door middel van het voorbeeld illuse
treert, dat altijd alle karaktéristieke trekken van het grote probleem ver-
toont, gecombineerd met de werkzaamheden die deze immense verbeelding moest

verrichten alvorens zij tot de veelomvattende resultaten doordrong." Van
Klein leerde Bhrenfest aan te dringen op geometrisch inzicht in gecompli-
ceerde formules, opdat men de resultaten "op zijn vingers" kon begrijpen,

En zijn oudere broers, Arthur en Bugo, komt zeer zeker een gedeelte van de
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toe voor Ehrenfests vermogen om ingewikkelde denkbeelden in krachiige en
puntige alledenagse woorden te vertalen, )

In 1907, na verscheidene jaren post-doctorale arbeid in Wenen en Gottingen
te hebben verricht, wverhuisden de Ehrenfests naar wat toen Sint-Petersburg
heette, in de hoop zich blijvend in Rusland te kunnen vestigen. Maar ondanks
Ehrenfests liefde wvoor dit land, en vooral voor het volk, en ondanks het ge-
voel, dat Rusland “zonder twijfel een tehuis in de meest ernstige zin van
het woord had kumnen worden", bleek dit onmogelijk. Als joed, en wvooral als
een die sinds zijn huwelijk geen vaste religieuze vinding had, werd het hem
duidelijk dat geen offici&le academische positie wvoor hem cpenstond. Deze
Russisgche jaren waren voor Ehrenfest echter jaren van zeer grote activiteit.
Hij werd een leidende figuur onder de Jonge Russische matuurkundigen en de
woning van Ehrenfest in Sint-FPetersturg werd een plaats voor geregelde bij-
eenkomsten van een informeel natuurkunde-colloguium dat hij.stichtte. Hoewel
hij er geen positie bekleedde blies hiJ het wiskunde-colloquium van de stu-
denten aan de Universiteit nieuw leven in. Het enige officiéle onderwijs dat
hij gaf was een college in 1910 aan het Polytechnische Instituut van Sint-
Petersburg waarvoor hij, dankzi] het zeldzame geluk van een begrotingsover-
schot, werd uitgerodigd. Hij hield lezingen over de parti€le differentiasl-
vergelijkingen van de mathematische fysica en verlevendigde dit doorgaans
dorre onderwerp door het sterke element van persoonlijk contact dat hij erin
bracht.

Deze Russische jaren waren bovenal gevuld met hevige discussies, die zich
uitstrekten van natuurkundige en wiskundige problemen tot alle andere, zeer
uiteenlopende vormen van belangstelling bij Peul en Tatiana Ehrenfest en hun
Jeugdige vriendenkring. Gesprekken bij de thee in een overvolle kamer tot
laat in de nacht en dan naar buiten met é€n of twee vrienden door de einde-
loze winterse straten van Petersburg in de snerpende kou, tot aan de ogen
ingepakt. Het was deze intensiteit en vrijheid van discusgie, deze Russische
openheid in het gesprek, die de Ehrenfests het meest zouden missen toen ziJ
Rusland verlieten wvoor het meer ingetogen Nederlangd.

In 1911 hed Ehrenfest besloten te pogen een academische benoceming in West-
Europa te krijgen, gedeeltelijk om finenci&le redenen, mear ook omdat voor
hem de beoefening van de natuurkunde en het overdragen van zijn denkbeelden
op anderen in gesprekken en colleges volstrekt onscheidbaar waren. Dienover-
eenkomstig meakte hij in de winter van 1911 op 1912 een grote tournee langs
de voornaamste universiteiten van Duitsland, Zwitserland en het Oostenrijks-

Hongaarse keizerrijk om de mogelijkheden te onderzoeken. De resultaten waren
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pijnlijk teleurstellend; dezelfde redenen die hem op Russische universitei-
ten van een betrekking uitsloten, waren elders evenzeer van gelding. Hoog-
stens waren er slechts zeer kleine mogelijkheden in Praag en Ziirich. De
tournee had echter zijn lichtzijden: bezoeken asn Flanck in Berlijn, aan
zijn oude schoolvriend en medestudent, de wiskundige Gustav Herglotz in
leipzig en zijn medeleerling in de statistische mechnica, Maryan von Smolu-
chowski in Lemberg, het tegernwoordige Iwow. In het Natuurkundig instituut in
Wenen messakie hij kennis met Erwin Schrddinger, toen een jeugdig student, en
sleepte hem meteen mee naasr het dichtsbijzijnde koffiehuis om hem de nisuwe
theorie over het magnetisme van Langevin en Pierre Weiss uiteen te zetten;
dit was voor Schrédinger een gedenkwaardig gesprek omdat het zijn speurwerk
in een nieuwe baan leidde.

Voor Ehrenfest kwam het hoogtepunt van zijn rondreis in Praag waar hij
Einstein voor het eerst wvan zijn leven ontmoetie. Binnen de paar mimaten na-
dat Einstein hem van het station had afgehasald, zaten zi) in een koffiehuis
over statistische mechanica te praten. Om half twee de volgende morgen zaten
ze nog op in Eingteins huis, thee te drinken em te praten, disputeerden aan
het ontbijt over Plancks quantumtheorie, speelden samen sonates voor viool
en piano en werden vrienden wvoor het leven., "“Ja, wij zullen vrienden zijn -
was enorm gelukkig", schreef Ehrenfest in zijn zakboekje en voor Einstein
was het "alsof onze dromen en aspiraties voor elkear bestemd waren".

Toen Lorentz' brief Ehrenfest in april 1912 bereikte, was hij al vrijwel be~
sloten om met zijn gezin near Zirich te verhuizen. Einstein ging naar Ziirich
als professor aan de Technische Hogeschool, zijn leerstoel in Praag eraan
gevend, en er was een kans dat hij daar voor Ehrenfest een aanstelling als
docent kon verkrijgen. Niets was zeker, maar de gelegenheid om in Einsteins
buurt te vertoeven scheen de onderneming de moeite waard te meken., Met het
aanbod van Lorentz veranderde alles; een geheel nieuwe wereld ging voor
Ehrenfest open met het Leidse professoraat als middelpunt.

Wanneer wij Ehrenfests inaugurale rede thans, vijftig jaar nadat zij werd
uitgesproken, lezen voelen wij nog iets van de opwinding die deze in zijn
gehoor van toen wakker riep. De gedrukte woorden kunnen dé buiging van de
stem, de wisselende gelaatsuitdrukkingen, de levendigheid van de spreker
niet opnieuw oproepen, maar de eigenlijke opwinding ligt in het drama van de
denkbeelden. En het is juist dit drama, zo boeiend voor de wetenschapsman
maar zo moeilijk over te dragen op een algemeen publiek, dat Bhrenfest op
onnavolgbare wijze tot uitdrukking wist te brengen.
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"Sta mij toe over een crisis te spreken", zo begon hij, "een crisis die op
het ogenblik een fundamentele natuurkundige hypothese bedreigt - de efher-
hypothese, Het komt mij voor dat deze crisis een levendig beeld geeft van de
typisch revolutionaire stemming die de theorstische ratuurkunde op het ogen-
blik beheerst." Hiermee was meteen een toon van directheid en dringendheid
aangeslagen, Ehrenfest had besloten over de ontwikkelingen te spreken die
leidden tot Einsteing relativiteitstheorie, die in 1905 was gepubliceerd en
over de gangbare discussies over de noodzask van een andere ether-hypothese
wasrsan hij had deelgenomen.

De ether, aanvankelijk voorgesteld als het onzichtbare, ontastbare medium
waardoor de lichtgolven zich voortplanten, was problematisch geworden door
het klassieke experiment dat in 1887 in Cleveland door A.A. Michelson en
E.W. Norley was ondernomen. Om dit subtiele, fijnzinnige experiment voor
zijn toehoorders tot leven te wekken nam Ehrenfest zijn toevlucht tot wat
hij zelf een "groteske overdrijving" noemde, bedoeld om de voornaamste trek-
ken van de situatie zo helder mogelijk te belichten.

"Veronderstel dat wij een encrme bol voor ons hebben. Veel groter dan de
aarde, veel groter dan de baan van de aarde. Zo groot dat een lichtstraal er
twee uur voor nodig heeft om van de ene nasar de andere kant te reizen. Een
proefnemer zit precies in het midden van de hol., De hol staat in rust voor
ons. laat de proefnemer nu het volgende experiment uitvoeren: hij laat een
zeer heldere lamp een ogenblik oplichten en wacht dan op wat hij vervolgens
zal zien., Eerst ziet hij de lamp een ogenblik. Dan twee uur duisternis. Want
het licht heeft er een uur voor nodig om van het midden nasar de binmnenste
wand van de bol te reizen en nogmeals een uur om naar de proefnemer terug te
keren na door deze wand te zijn weerkasstst. En juist op dat ogenblik ziet de
proefnemer de gehele binnenste wand van de bol tegeliikertijd een ogenblik
oplichten, Dasyna wederom duigternis. Veronderstel nu dat wij een tweede bol
hebben, precies zoals de eerste., Deze tweede bol bevindt ziech echter niet in
rust{ voor ons, maar beweegt dasrentegen met een enorme snelheid, bijvoor-
beeld een tiende van de snelheid van het licht. De proefnemer beweegt zich
met de bol mee. Laat deze tweede proefnemer nu, net als de eerste, een hel-
dere lamp een ogenblik doen oplichten en weer wachten op wat hij vervolgens
zal zien. Onze vrasg luidt: ziet de proefnemer in de bewegende bol ock de
gehele binnenoppervlakte van de bol op een en hetzelfde ogenblik, of ziet
hij iets anders?"
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Na dit opmerkelijke beeld van de proefnemer die zijn lamp doet oplichien in
de enorme donkere bol die door de ruimte raast te hebben gebruikt, kon
Ehrenfesat overgsan tot de antwoorden die op deze vraag mogelljk waren. Meti
een reeks weloverwogen streken, met dezelfde korte.zinnen, werkende als een
karikaturist, die slechts de wezensirekken van zijn onderwerp vastlegt,
schetate Bhrenfest de ontwikkeling van de ethertheorie. Indien de ether,
waardoor het licht zich veortplantte, stilstaand was, zoals deze ontwikke-
ling scheen te vereisen, dan zouden de gevolgen van de "etherwind" die door
de bewegende bol woei, ertoe leiden dat de waarmemingen van de tweede proef-
nemer sterk van die van de eerste zouden verschillen. Het ontbreken van der-
gelijke effecten van de etherwind was het paradoxale resultaat van het expe-
riment van Michelson en Morley. De theorie&n die waren opgeworpen om de pa-
radox eruit te elimineren, waren alle vreemd en nieuw; Ehrenfest beschouwde
ze &&n voor één, lorentz zelf had aangetoond dat alle tegenstellingen werden
geédlimineerd wanneer de beweging door de ether de vomm van het bewegsnde li~
chaam veranderde, Volgens deze contractie-hypothese zouden de gevolgen van
de etherwind de wsarnemingen verricht door de bewegende proefnemer precies
opheffen., Einsteins relativiteitstheorie wierp deze paradox omver door het
bestasan van de ether te ontkennen. Einsteins resultaten en de vergelijkingen
waarin deze werden uitgedrukt waren identiek met die van Lorentz, maar zijn
postulaten waren radicaal verschillend. Ehrenfest merkte, met een karakie~
ristiek trekje, op dat Einstein in feite van zijn lezers verlangde dat zij
behalve de twee postulaten van deze theorie een derde verklaring =zouden on-
derschrijven: "Wij verklaren dat de combinatie van deze twee beweringen ons
bevredigt".

Ehrenfest besloot zijn lezing met enkele opmerkingen over een fragmentari-
sche theorie, eveneens etherloos, maar geheel wverschillend van die van
Einstein, naar voren gebracht door zijn vriend Walther Ritz. (Ritz' dood op
jeugdige leeftijd verhinderde dat deze theorieén werden uitgewerkit en latere
experimenten hebben zijn grondpremisse ge€limineerd, masar toentertijd was
zijn werk het onderwerp ven veel gesprekken.) Met een terloopse verwijzing
naar het verwarde kluwen van problemen verbonden asan quanta eindigde
Ekhrenfest, zijn gehoor opzettelijk achterlatend met het gevoel dat het laat-
ste woord over het probleem van de ether nog niet was gesproken.

De traditie van inaugurale redevoeringen asn Nederlandse Universiteiten ver-
langt dat de nieuwe professor passende woorden van dank voor zijn benoceming
aan zijn rede verbindt, en woorden van welkom en belofte tot zijn nieuwe

collegae en studenten richt. In deze opmerkingen kon Ehrenfest evenmin for-
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meel en onpersoonlijk zijn als in zijn lezing academisch en professorasal.
Hij maskte geen geheim van zijn verering voor Lorentz, een verering die met
de jaren nog dieper zou worden. Zich rechtstreeks tot hem richtend, zei
Ehrenfest:

"Wanneer een van ons jongere mensen met U in aanvraking komt, moet hij één
ding wel bovenal voelen: U leest onze zielen als een open boek, rustig glim-
lachend. U ziet niet alleen onze wetenschappelijke plannen en denkbeelden
voor U ontvouwd, met al hun verdiensten en tekortkomingen, die wi] eerst
veel later zullen zien; U doorachouwt ook helder en indringend onze puiver
menselijke gevoelens, verlangens en bekwaamheden, En zo ziet U duidelijk de
wirwar van strijdige gevoelens waarmee ik uit Uw handen dit ambit ontving dat
U wenste neer te leggen, Maar de gedachte dat ongze gezamenlijke professorale
plichten mij het grote wvoorrechi zullen schenken van een nauwe persconlijke
verhouding tot U, vervult mij met onverdeelde blijdschap.”

Tot de studenten sprak Ehrenfest woorden die uit het diepst van zijn inner-
1lijk kwamen en die de volgende eenentwintig jaar van zijn leven zouden he-
vestigen:

"Ik vat mijn plichten jegens U als volgt op: bij mijn beste weten en naar
mijn beste vermogen zal ik elk van U, met 2o min mogelijk schade, helpen de
weg te vinden die het meest met het wezenlijke van zijn talenten overeen-
stemt. De stelselmetige colleges die ik verplicht ben U over de verschillen-
de leervakken en de afzonderlijke problemen van de theoretische natuurkunde
te geven zijn een nocdzakelijk, maar zeker geen voldoende middel om dit deel
te bereiken. Het is bovendien absoluut noodzakelijk dat ik persoonlijk con-
tact met individuen tot stand breng., Ik vraag U nij te beschouwen bij Uw
studie alg een oudere college en niet als iemand die in een absoluut ver-
gchillend stadium ven wetenschappelijke ontwikkeling verkeert. Tkzelf kan
mij voorwaar niet anders gevoelen in aanwezigheid van onze grote gemeen-
schappelijke leermeester Lorentz."

Wanneer wij proberen tot uitdrukking te brengen wat Ehrenfest voor zijn stu-
denten betekende, en niet alleen woor hen die nauw met hem samenwerkten,
maar evenzeer voor de velen die hem slechts &én keer hoorden, komen wij in
de verleiding aan Socrates te denken. De parallel gaat dieper, maar het is
wellicht voldoende de woorden aan te halen de Plato Alcibiades in de mond
gaf toen hij zich tot Socrates richtte:

"Wanneer wjj welke andere spreker ook horen, zelfs een zeer goede, heeft hij
absoluut geen uitwerking op ons, of slechis een geringe, terwijl enkele
fragmenten van U en Uw woorden, zelfs uit de tweede hand en hoe onvolmaakt
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ook herhasld, de ziel ven iedere man, vrouw en kind die er binnen gehooraf-

gtand van komt, verbsast en overmeestert.... Tk heb Pericles en andere grote
redenaars gehoord en ik was van mening dat zij goede sprekers waren, maar ik
heb nooit een dergelijk gevoel gehad; mijn ziel werd niet door hen berocerd.”

Vertaald door Max Schuchart.
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Examen/tentamen Tensorrekening op zaterdag 8 februari 1975, 9,00~12.00 uur,
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Door uitwendige invloeden ondergaat een 2-dimensionaal medium M een deforma-

tie, die voor (x,y) ¢ M weergegeven wordt door
u = u(x,y) in x-richting, v = v(x,y) in y-richting .
In elk punt van M beschouwen wij de tensoren

eij = &(Biuj + Bjui), wig ™ i(aiuj - ajui)

Wat is, in eerste benadering, het effect op M
a) van w,,, als e.. de nultensor is?
L] 1]

b} van e.., als w,, de nultensor is en e,, = e_, = Q7
i] ij 11 22

¢} van Eij' als wij de nultensor is?

Ga uit van de Lorentz transformatie

' x ~ 8ct ' -Bx + ¢t v
X T eree— N ct T rr——————— ’ B = .c_ .
V1 = gZ Y1 = g2

a) Formuleer en verklaar hieruit de Lorentz contractie.

b) De waarnemers 0' en O" bewegen zich t,o, v. de waarnemer O in dezelfde
richting. De snelheid van 0' t.o.v. O 1sn§ c, de snelheid van 0" t.o.v. O
in g-c. Bepaal de snelheid van 0" t.o.v. O' (relativistisch).

wooe . h

In een Riemann ruimte, met fundamentaal tensor 8; i3 en locale ccordinaten u,

wordt een kromme K gegeven door uh =y (s) Voorts is gegeven dat voor elk

punt van K de functie

T(uh,ﬁh) =g (uh)ﬁ1 3

voldoet aan de relaties

CHN T
au® 95 b

a) Bewijs dat K een geodeet is,

b) Herschrijf de relaties met behulp van de covariante afgeleide,




L

Examen/tentamen Tensorrekening op zaterdag 8 februari 1975,

5.

4. In een 2-dimensionale Riemannse ruimte is de metriek gegeven door

(ds)® = (dw)? + 2) dudv + (dv)2

waarin X = A(u,v) een functie is van de coSrdinaten u en v,

Zoals bekend worden de Christoffelsymbolen bepaald door

3§
Zgydias} N aagBY * aﬂgya - aygas *

L. 2
a) Bevijs dat { ')} = 0 en (%) = 0. |
b) Bewijs dat het vectorveld wvan de raakvectoren aan de krommen u = constant,

langs een kromme v = constant de covariante afgeleide nul heeft,

§ - 5. Een opperviak in R; is gegeven door de parametervoorstelling

X * 2 cos ¢, - < Z < @
y = z sin ¢, . 0 < ¢ <2n
z®z

a) Toon aan dat dit oppervlak een kegel voorstelt, en bereken het 1lijnelement.

b) Op het oppervlak is een kromme gegeven door

z= /2 /1T+ 82, ¢ = ¥7 arctan s .

Bewijs dat deze kromme een geodeet van het oppervliak is.

o Pl
_»-*\*A

| w‘

K.

&
.
:
3
v




0 G I L o o Jit(
'Z,f_')g" ) Za) f e

G20 e 0 -u o

. Z1j V een vectorruimte van dimensie 2, met basis g8

TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Tensorrekening op zaterdag 4 februari 1978, 9.00-12.00 uur.

. Bereken de Christoffelsymbolen van het schroefoppervliak x = (ucos v, usinv,v).

Z1ij wijde gemengde componenten van een op een Riemann ruimte gegeven 2--.. .
Geef de definitie van de covariante afgeleiden thiJ, en toon aan dat zij de
componenten van een 3-tensor zijn.

Een mier beweegt zich over een oppervlak. Er werkt op hem geen tangentiéle

kracht, Toon aan dat zijn baan een geodeet van het oppervlak is,

2° In V wordt een in-

product < , > gedefinieerd door

B2l B2
en verder door bilineariteit <x,y> = gijxlyJ.

a) Bepaal de bases g;+ waarvoor

<EIF’EI'> 1, <§]|:22|> =0, <C2|3C21 = -1, dEt(Elvnszv) = 1.

. !

. i i i
b) Bepaal het verband tussen de codrdinaten x en x van de vegtor
. ‘1

i
X = X¢. =X €.,.

c) Voor welke x is de verhouding van zijn codrdinaten onafhankelijk van de

in a) gevonden bases?

Zij x(ua) een oppervlak in?RB Duid de eenheidsnormaal, de raakvectoren aan
de parameterkrommen, en de tweede fundamentaaltensor aan door N(u Y, ¢ _B(u Y,

(u ), respectievelijk. Bewijs dat

[Bij dit vraagstuk kan het resultaat van vraagstuk 5 worden gebruikt].

2ij x = x(u”(3)) een kromme op het oppervlak x = E(ua), en zij o # 0. Zij

%2(s) een functie van s, met x(s) # 0.

a) Druk de raakvector ¥ aan de ruimtekromme

y= E(ua(s)) + A(;) gﬂdu(s)?

uit in N, €5 -
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b) Neem aan dat y loodrecht staat op het raakvlak in X aan het oppervlak.

Bewijs dat A een eigenwaarde is van de matrix

rh -87 .
o
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Examen/tentamen Tensorrekening op zaterdag 23 juni 1979, 9.00-12.00 uur.

N.B. De vraagstukken ziijn geordend volgens de behandeling van de stof, en
niet volgens moeilijkheid.

InJR3 is gegeven een ruimtekromme K met baoglengte s, parametervoorstelling

x(s), kromming p(s), torsie 1(s). Beschouw de Kromme L met parametervoor-

stelling y = %(s) en laat p(s) de kromming van L voorstellen. Vraag: druk

p(s) uit in p(s) en T(s).

Beschouw het rechte schroefoppervlak
x = (ucos v, usinv, v) .

a) Bereken de componenten gaB van de =erste, en haB van de tweede fundamentaal-
tensor.
b) Zijn de cirkelschroeflijnen u = constant geodetische krommen van het op-

pervlak? Verklaar Uw antwoord.

Op een oppervlak ﬁjua) in]R3 is gegeven een kromme ua(t). In elk punt van de

kromme is gegeven een vector v(t) in het bijbehorende raakvlak, en wel 2o dat

de covariante afgeleide EgéEl-= 0. Bewijs dat de lengte wvan th) constant is.

Zij (U, ) een kaart van een Riemannse ruimte R, met parameters uh en Chris-
h, .

toffelsymbolen {i j}. Herinner U dat een pseudoparallel vectorveld

gjuh) = am(uh)gm(uh) is gedefinieerd door

Bham + {(hMitat =0 .

Zij ¢ een 2-tensorveld van R, en zij y het afgeleide veld van g.

a) Wat is het verband tussen de covariante componenten van ¢ en die van g?

Waarom?

b} Leid af een betrekking tussen de covariante componenten a, van a en hun Ei

i
afgeleiden ahai.
c) Wat is het verband tussen pseudoparallele vectorvelden van R en geodeti-

sche krommen op R?

Leid af de Lorentztransformaties; naar keuze &f volgens Lorantz, df volgens

Einstein-Minkowski.
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Examen/tentamen Tensorrekening, zaterdag 31 januari 1981, 9.00-12.00 uur.

Norm: 1 + 1% + 2 + 3 + 3 voor som 1 + 2 + 3 + 4 + 5,

1. Wat verstaat men onder de gemengde componenten mij van een 2-tensor ¢ ?

Tocn aan dat wil onafhankelijk is van de basiskeuze.

2. zij ¢(ul,...,un) een scalaire functie, gedefinieerd cp een kaart van een

Riemannse ruimte, Bereken
Vv v -9,V
i Y

3. Ulou,dh ziin drie waarnemers, die als plaats— en tijdcodrdinaten respec-—
tievelijk {x,t), (x',t"), {(x",t") hanteren., (" beweegt zich t.c.v. O met

een constante snelheid v, langs de x-as. on beweegt zich t.o.v. " met

1
een constante snelheid A langs de x'-as. Leid de formule af waardoor de

snelheid v van 0" t.o.v. O wordt uitgedrukt in vy en V-

. 3
4, In IR° is gegeven het boloppervlak
x = (sin ucos v, sin usin v , cos uj.

a) Bereken de raakvectoren aan de parameterkrommen

dx 9x

(yv) o, cpuv) = o= (u,v) .

gy (uev) v

R

b) Bewijs dat voor het lijnelement geldt

(d5)2 = (du)2 + (sin|1)2(dv)2 .

c) Bereken {2 12 } en {1 22 } = {2 21 }.

[alle andere Christoffelsymbolen blijken nul te zijn] .

e S
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d} Beschouw langs de kleine cirkel u = %/3 , 0 £ v < 21 het pseudcoparal-

lele vectorveld
™ L m
alv) = alvie (3.v} + be,lzv , ald) = ¢ (3,00 .
Leid uit

m m l i
ah a + { ho1 0

J* s
de differentiaalvergelijkingen af voor
a1 Z afv) en a2 2 b(v) , en los die op.
e) Toon aan dat a(2w) + a(0} = 0.

De Taylor-formule

x(s + h) = x(s) + hx (s) +%h2§(s) +:31-h3}5“ (8) + .

1]

geeft het verband tussen twee naburige punten P = x(s) en Q = x(s + h} van
een ruimtekromme, die in P de kxomming p(s) en de torsie 7(s) heeft. De
bol (x - a,x - a) = r2 sluit in P zo goed mogeliijk aan bij de ruimtekromme.
Gevraagd wordt om r2 uit te drukken in p,T en hun afgeleiden.

[S8chrijf daartoce de voorwaarden op dat P en Q op de bol liggen, zorg dat
de verkregen vergelijking een viervoudige wortel h = 0O heeft, en teken

het vlak door P loodrecht op de raaklijn %(s)] .
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVER

Examen /tentamen Tensorrekening op zaterdag 12 juni 1982, 9.00-12.00 uur.

&£ oo 0 oV

De waarnemers O' en 0" bewegen zich t.o.v. de waarnemer O in strikt tegen-

gestelde richting met dezelfde constante snelheid v.

a) Bepaal de snelheid w van 0" t.o.v. Q' (relativistisch)
b) Hoe luidt het verband tussen de codrdinaten (x',ct') t.o.v. O' en

(x",ct")} t.o.v. O" 7

Zij g(uY) een oppervlak in ZIR3 , met gas(uy) als eerste en huB(uY) als tweede
fundamentaaltensor. Zij E(uY(s)) een kromme op het oppervlak, met boog-
lengte s, Druk de krommingz (%,X) van de kromme uit in de hierboven aan-

gegeven grootheden (en hun afgeleiden).

Z2ij x = x(u,v) een oppervlak in ]R3 . Voor de componenten van de eerste

fundamentaaltensor is gegeven dat in elk punt van het oppervlak geldt

By =1 en gy =gy =0.

Bewijs dat de parameterkromme v = constant @en geodeet van het oppervlak is.

zie bladz, 2
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4. In R3 beschouwen wij de helicoidale codrdinaten u,v,w, die met de ortho-

normale (Cartesische) codrdinaten x,y,z samenhangen volgens
X =4 cos v, y =u sin v , Z=v+w,

Het punt PO heeft (xo,yo,zo) resp. (uo.vo,wo) als orthonormale resp. heli-

coidale coordinaten.

a) Teken en beschrijf de drie parameterkrommen door Po [de u-kromme heeft

VRV, W= W etc.].

0

b) Bereken det[gij] voor de fundamentaaltensor gij .

¢) Toon aan dat

[U hoeft niet aan te tonen dat de overige Christoffelsymbolen nul zijnl.

5. [Voor dit vraagstuk kunt U gebruik maken van de in 4.c) vermelde Christoffel-

symbolen].

Zij a een vectorveld in R3 . Druk uit inhelicoidale codrdinaten:

a) div a ,

b) de componenten van rot a .
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