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INLEIDING

In deze syllabus bij het college groepentheorie zijn de definities en stel-
lingen gefbrmuleerd, die in dit college worden behandeld. Verder is er een
aantal opgaven in opgenomen. De syllabus is bedoeld om het volgen van het
college te vergemakkelijken, maar niet om het college te vervangen: de be-
langrijkste bestanddelen van'het college ontbreken erin.

De bewijzen van de stellingen ontbreken: in de bewijzen kan men de in een

theorie gebruikelijike gedachtengangen leren kennen.

Voorbeelden ontbreken: in de voorbeelden ziet men de traagwijdte en de toe-

rassingsmogelijkheden van een theorie en komen de begrippen tot leven.

Het commentaar ter motivering van de keuze der begrippen en ter verduide-
1ijking van de logische samenhang der stellingen ontbreekt; de drgad, die
een betoog tot een samenhangend geheel maakt en de volgorde van de behande-
ling der onderdelen begrijpelijk maekt, is niet expliciet aangegeven. Hoe

de theorie elders kan worden gebruikt, wordt niet vermeld.

Ben enkele maal wordt afgeweken van het hierboven vermelde patroon van het-
geen wel en niet behandeld wordt. Er staat wel eens een voorbeeld, een com-
mentarigrende opmerking of een verwijzing naar een toepassing. Dit zijn ech-

ter slechts uitzonderingen op de hierboven gegeven regels.

Het ontbrekende is te vinden in het college of in leerhoeken.
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HOOFDSTUK I ELEMENTATRE GROEPENTHEORIE

§ 1. Verzamelingen en afbeeldingen.

Notaties: a €A : a is een element van A.
&8 £A4 :a is geen element van A.
% : lege verzameling.
A cB :A is een deelverzameling van B.
A UB : vereniging van A en B.
A NB : doorsnede van A en B.
AN\ B : complement van B in A.
{a | B} : de verzameling der «, waarvoor B geldt.

P(4) : de verzameling van alle deelverzamelingen van A.

Als A c Ben A # B, dan heet A een echte deelverzameling van B,

Als AN B =g, dan heten A en B disjunct.

Als er een vaste verzameling U is, waarvan alle verzamelingen, die we in
een zekere contekst beschouwen, deelverzamelingen zijn, spreken we ook van
het complement van 4: C(A) = U\ A (er geldt dan A c U).

Afbeelding. f : A — B betekent dat f een afbeelding is van A in 3, d.w.z,

aan iedere x € A is een f(x)€ B toegevoegd. A heet de origineelverzameling
van f, B de beeldverzameling van f. Het beeld van f is de verzameling

{£(x) | x € a}.

Met £ : A » B zijn twee andere afbeeldingen f : P(4) - P(B) en ¥: B - P(4)
geassocieerd, gedefinieerd door

(V) = {f(x)| x € V} voor alle V c 4,
f(y) = {x| £(zx)=y} wvoor alle y € B.

Het beeld van f is dus f (4).

Opmerking, Men schrijft meestal f in plaats van f. Hoewel het gebruik van
dezelfde letter voor twee verschillende afbeeldingen tot verwarring aanlei-
ding kan geven, zullen wij ons in het vervolg soms bij dit misbruik aan-
sluiten.




Definitie 1.1 Als f : A - B en g ¢ B = C afbeeldingen zijn, dan wordt de
semengesielde afbeelding g o £ ¢ A - C gedefiniesrd door

(g o £)(x) = g(f(x)) voor alle x € 4.

Opmerking. Men noemt de samengestelde afbeelding wel het product van g en f
en schrijft gf in plaats van g o f.

Definitie 1.2 Identieke afbeelding I, + A=A

IA(x) = X voor alle x € A.

Opmerking. Als duidelijk is, welke A bedoeld wordt, schrijven we ook I
in plaats van IA'

Definitie 1.3 Als voor f : A - B geldt, dat B = f(4), heet £ een afbeel-
ding op (uitvoeriger: een afbeelding van 4 op B).

Definitie 1.4 Als voor f : 4 - B geldt, dat voor alle x € A en alle y € A
uit x £ y volgt £{x) £ £(y), dan heet f eeneenduidig,

Stelling 1.1 Als f : A — A en A eindig is, dan is f dan en slechts dan

eeneendvidig, als £ op is.

Definitie 1.5 Alsvoorf :t A -Beng: B-+Ageldt go f = IA’ dan heet g

een linksinverge van f en f een rechtsinverse van g.

Stelling 1.2 Een afbeelding is dan en slechts dan op, &ls zij een rechts-

inverse bezit.

Stelling 1,3 Een afbeelding van een niet-lege verzameling is dan en

slechts dan eeneenduidig, als zij een linksinverse bezit.

Stelling 1.4 Als f een eensenduidige afbeelding van A op B is, dan be-

staat er een afbeelding g ¢ B -~ A, zodat iedere rechtsinverse van f en iede-

re linksinverse van f met g overeenstemt,

Definitie 1.6 De door een afbeelding f, die eeneenduidig op is, ondubbel-

zinnig bepaalde g van stelling 1.4, heet de inverse (afbeelding) van f;

notatie f-1.

Stelling 1.5 De inverse van een eeneenduidige afbeelding op is ook een-

eenduidig op en heeft de oorspronkelijke afbeelding als inverse:

(£ =1,




Bij een afbeelding f :+ A - B, die niet op is, behoort een afbeelding op, die
ontstaat door B te vervangen door het beeld van f: f™: A - F(A), gedefini-
eerd door £7(x) = £(x) voor alle x € A.

Bij een afbeelding f ¢+ A -~ B, die niet eeneenduidig is, trachten wij een
eeneenduidige afbeelding te maken door de elementen van 4, die door f op
hetzelfde element wvan B wordeh afgebeeld samen te nemen; hetgeen we zo krij-
gen, noemen we vegzels. Daar ? juist de elementen van A, die op een gegeven

element van B worden afgebeeld, samen neemt, geven we de volgende definitie,

Definitie 1.7 Als f : A » B een afbeelding is, dan wordt de vezeling van f

gedefinieerd door
vezeling van f = beeld van (f . f).

Elk element van de vezeling van f heet een vezel van f.

Stelling 1.6 Als £ : A - B, dan is een deelverzameling V van A dan en

slechts dan een vezel van f als er een a € A bestaat, zodat
Vv = {x]f(x) = f(a)}.

Opmerking. Als x en y in dezelfde vezel van f zitten, geldt f(x) = f(y).
Verder is een vezel niet leeg, wegens & € £(f(a))., Op grond hiervan de-

finigren we de afbeelding f* :8 - B (& = vezeling van f) door
£f%#(V) = f(een element van V) voor alle V € &;

dit is ondubbelzinnig vastgelegd, omdat het onafhankelijk is van de keuze

van het element in V.
Ogggve 1. De hierboven ingevoerde afbeelding f* is eeneenduidig.

Definitie 1.8 Als A een verzameling is, dan heet een deelverzameling

& van P(4) een klassenindeling van A als geldt:

1. g ¢ o,

2. Voor iedere x € A bestaat er een X € 9, zodat x €K,

3. Voor iedere K1 € ©® en iedere K2 € & geldt K1 n K2 = @ of K1 = Kz‘

Opmerking. In deze definitie mogen 2. en 3, samen vervangen worden door
2', Voor iedere x € A beetaat er 4én en slechts één K ¢ &, zodat x € XK.

Stelling 1.7 De vezeling van een afbeelding f : A . B ig een klassenin-

deling van A,




Als A een verzameling is, dan is de relatie ~ op A vastgelegd als voor
ieder tweetal elementen x en y van A vastgelegd is of x ~ ¥y waar of onwsar
is (voorbeeld: « op de verzameling der reéle getallen). We schrijven x ~ y,
als de relatie voor het paar x, y waar is.

Definitie 1,9 Een relatie ~ op 4 heet een equivalentierelatie op A als
geldt:

1, voor alle x € A geldt x ~ x (reflexief),
2, voor alle x € A en alle y € A geldt

X~y =Sy ~X (symmetrisch),
3, voor alle x € A, alle y € A en alle z € A geldt

X~y
= xn~z (transitief),
Y~z R

Stelling 1,8 Bij een afbeelding f : A - B is de relatie ~ op A, gedefi-
nieerd door ‘
x~ye f(x) = £(y)

een equivalentierelatie op A.

Stelling 1.2 Als ¢ een klassenindeling van A is, dan ig de relatie Zp OP A,
gedefinieerd door

x Ecb ¥y x en y liggen in dezelfde klasse van &
een equivalentierelatie op A.

Stelling 1.10 Als ~ een equivalentierelatie op A is, dan is de deelverza-

meling ¥ van P(A), gedefinieerd door
VE Y ¢ er bestaat een a € A zodat V = {x|a~x}

een klassenindeling van A, genaamd de guotidntverzameling A/~ van A ten op-

zichte van ~,

Op grond van stelling 1.9 is aan iedere klassenindeling & een equivalentie-
relatie Zp toegevoegd en op grond van stelling 1.10 is aan iedere equiva-
lentierelatie ~ een klassenindeling ¥  toegevoegd. Deze toevoegingen zijn
elkaars inverse op grond van de volgende astelling,

Stelline 1.11 ¥_ =9,
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Op grond hiervan behoren equivalentierelaties en klassenindelingen weder-
zijds bij elkaar.

Opgave 2. De klassenindeling van stelling 1.7 en de equivalentierelatie van
stelling 1.8 van dezelfde functie horen bij elkaar in de zin van het boven-

gtaande,

Definitie 1.1Q0 Fen afbeelding ¥ : 4 - P(4) heet een projectie, als geldt:

1. voor alle x € A geldt x € K(x),

2. voor alle x € A en alle y € A geldt y € K(x) = K(y) = K(x).
Opmerking. In deze definitie mogen 1, en 2, samen worden vervangen door
1'. voor alle x € A en alle y € A geldt y € K(x) ® K(y) = K(x).

Stelling 1.12 Als K een projectie is, dan geldt

EQK=K’
dus de vezeling van K = het beeld van K.

Stelling 1,132 Als f ¢+ A -~ B een afbeelding is, dan is ¥ o £ een projectie.

Stelling 1.14 Als ¢ een klassenindeling van A is, dan is de afbeelding

Ly ¢ A ~ P(A) gedefinieerd door

Ly(x) = de klasse van &, die x bevat
een projectie, genaamd de projectie van A op &.

Opgave 3. Bewijs, dat voor f : 4 - B de projectie die op grond van stelling
1,14 bij de vezeling van f hoort, f o f is.

Opgave 4. Bij een equivalentierelatie ~ behoort uiteraard ook een rrojectie
LW . Bewijs dat

) Ly (x) = {zl x~ 2z },

Opgave 5. Op grond van het bovenstaande horen bij klasgenindelingen en
equivalentierelaties projecties. Men kan echter ook omgekeerd projecties
als uitgangspunt nemen en daarbij klessenindelingen en equivalentierelaties
vinden, zodat het verband wederzijds is. Om dit aan te tonen, bewijze men
de volgende beweringen.

Als K : A~ P(A) een projectie is, dan isg g = het beeld van K een klassen-

indeling van 4, waarvoor geldt




L =K en @ = &,
Qp Ly

Voor de aan X toegevoegde equivalentierelatie Eh geldt
K
XS, yEyE K(x).
K
Opgave 6. Als B ¢ A, dan heet de afbeelding i : B = A, gedefinieerd door
i(x) = x voor alle x de injectie van B in A. Bewijs, dat als £ : A - B een
afbeelding is, f kan worden geschreven als het product van de volgende drie

na elkasar uitgevoerde afbeeldingen:

1. de projectie van 4 op de vezeling van f,

2. een eeneenduidige afbeelding van de vezeling van f op het beeld van f,
3. de injectie van het beeld f in B,

Definitie 1.11 Fen eeneenduidige afbeelding van A op A heet een transfor-

matie van A, een transformatie van een eindige verzameling heet een permu-

tatie van die verzameling.

Stelling 1,15 Als f, genh afbeeldingen van A in A zijn, dan geldt

folgoh)=(fogloh (associatief),
fo’IA=IAof=f-
Als f en g transformaties ven A zijn, dan is ook f g een transformatie
van A en er geldt

fcf-1=f-1of=IA,

(foa)” =g o7,

§ 2. Groepdefinitie,

Definitie 2.1 Een niet-lege verzameling G van transformaties ven een ver-

zameling A, wasrvoor geldt, dat uit T1 € Gen T; £ G volgt T1 0 T2 € G en
uit T€ G volgt T~ € G, heet een groep van transformaties.

Stelling 2,1 Fen groep van transformaties bevat de identieke transfor-

matie.




Definitie 2,2 Een groep is een verzameling G en een groepoperatie, dat is-

een binaire operatie, die san ieder tweetal elementen Xy ¥ van G een ele-

ment x , y toevoegt, zodat geldt:

]

voor alle x € G, alle y € G, alle 2z € G geldt (X o y)o 2 = X oy o 2),

er is een element e van G, zodat voor alle x € & geldt e 4, x = x en zodat

' € G bestaat, zodat x o X = e,

voor alle x € G een element x
We schrijven de groepoperatie vaak als vermenigvuldiging, dus xy in plaats
X o yo Het element e noemen we dan eenheidselement en x | de inverse van
Soms schrijven we de groepoperatie als optelling: x + y. Dan schrijven we 0
in plaats van e en noemen dit nulelement en -x in plaats van x| en noemen

dit tegengestelde, Men zegt dat de groep dan additief geschreven is.

Definitie 2.3 Een groep G, waarvoor geldt

voor alle x € Genalley €Ggeldt x o 7y = ¥ o X,

heet commutatief of abels (namar N.H. Abel, 1802 = 1829).

Opgave 7. In de groep der orthogonale lineaire transformaties met determi-
nant = 1 in R3 (draaiingen om 0) zij A de draaiing over 120° om de z-as en
B de dreaiing cver 180° om de x-as., Beschrijf 4B en BA en toon aan dat

AB £ BA.

Afgpraak, Fen groep, die additief geschreven wordt, ig abels,

Stelling 2.2 Een verzameling van transformaties van een verzameling A is

van

X

dan en slechts dan een groep volgens definitie 2.2 met samenstellen der trans-

formaties als groepoperatie, &ls zij een groep ven transformaties volgens 4
finitie 2.1 is,

Stelling 2,3 Als a en b elementen van een groep G zijn, bestaat er &én en

slechts één x € G, waarvoor 8x = b, namelijk x = &~ 'b en &én en slechts &én
¥y € G, waarvoor ya = b, namelijk y = ba ',

Gevolg, Als a een element van een groep G is, dan is
e het enige element x van G, waarvoor ax = a,
e het enige element x van G, waarvoor xa = a,

8”! het enige element x van G, waarvoor ax =

1
]

8 ! het enige element % van G, waarvoor xa

]
(o]

Crom



Stelline 2.4 Een verzameling G, waarop een binaire operatie gedefinieerd

is, is dan en slechis dan een groep met deze binaire operatie als groepope-
ratie, als

1. G niet leeg is,
2. de operatie associatief is,

3. voor alle & € G en alle b € G de vergelijkingen ax = b en ya = b een op-
losging hebben,

Stelling 2.5 Als de verzameling G van stelling 2.4 eindig is, mag voorwaar-

de 3. vervangen worden door

3'. voor alle a € G, alle b € G en alle ¢ £ G geldt
uit ab = ac volgt b = ¢,
uit ba = ca volgt b = c.

Men noemt dit de schrapeigenschap.

De schrapeigenschap geldt ook voor oneindige groepen.

Definitie 2.4 Het asantal elementen van een eindige groep heet de orde van de
groep.

Opgave 8. In iedere groep geldt (xy) ™' =y 'x71.

Op grond van de associatieve eigenschap kan een product a1a2... &, zonder
haakjes geschreven worden; het resultast is onafhankelijk van de groepering
bij de vermenigvuldiging (algemene associatieve eigenschap). Een product van

n+ n
n meal dezelfde factor a heet een macht van a: a' = 8, & ‘=g #8.

Stelling 2.6 Als m en n natuurlijke getallen zijn, geldt

mn m+n
aa =8 |,

(am)n - amn

Dit geldt voor iedere verzameling met een associatieve vermenigvuldiging,
In een groep kunnen we ook machten met gehele exponenten invoeren: a° = e,

& = (™) (n natuurlijk),

Stelling 2.7 Als stelling 2,6 met gehele m en n.

In abelse groepen mag ook de volgorde in een product a1a2 e an veranderd

worden (algemene commuitatieve eigenschap).




Stelling 2,8 1In een abelse groep geldt voor gehele n:

(ab)™ = &b,

Bij additieve schrijfwijze schrijven we na in plaats van an. De regels wor-

‘den dan
me +ne = {(m+ n)a
n(ma) = (mm)a,
n(a + b) = na + nb,

Opgave 9. In een groep volgt uit de geldigheid van (ab)™ = a™ ™ voor alle
a en b, dat de groep abels is,

Definitie 2,5 EFen eeneenduidige afbeelding ¢ van een groep G Op een groep

G heel een isomorfe afbeelding als voor alle a € G en alle b € G geldt
¢(ab) o(a)o(b).

Als er een isomorfe afbeelding van G op G bestaat, heten G en G
isomorfe groepen. Notatie: G “’G .

Stelling 2,9  Samengestelden en inversen van isomorfe afbeeldingen zijn

isomorfe afbeeldingen.

Stelling 2,10 Als p een isomorfe afbeelding van G1 op Gé ig dan geldt
w(e1) = e2 (e1 = eenheidselement van G1, 62 = eenheidselement van Ga)’
- -1
o(a™) = (p(a))™.

Stelling 2,11 Als G een groep is en a € G, dan is fa: G ~ G, gedefinieerd

door fa(x) = ax, een transformatie van G, De verzameling K van deze trans-—
formaties,die ontstaat als a de groep G doorloopt is een groep van transfor-
maties, Verder is de afbeelding die fa aan & toevoegt een isomorfe afbeel-
ding van G op K.

Definitie 2,6 De isomorfe afbeelding van stelling 2.11 het de Cayley-

representatie van G.

Notatie. Als A een verzameling is, dan is SA de groep voor alle transforma-

ties van A.

Stelling 2,12 Als A en B verzamelingen zijn en f een eeneenduidige afbeel-

ding van A op B dan geldt voor ¢ en o, gedefinieerd door




10.

(1) =foTo £ voornt € Sy s

-1

f o600 fvoorg€ SB N

]

¢(a)

dat ¢ een isomorfe afbeelding van SA op SB en ¢ een isomorfe afbeelding van
SB op SA is. Verder zijn @ en ¢ inversen van elksar.

§3. Ondergroepen. Permutatiegroepen.

Definitie 3.1 Een deelverzameling H van een groep G heet een ondergroep

van G, als zij t.o.,v. de groepoperatie van G een groep vormt,

Stelling 3.1 Fen deelverzameling H van een groep G is dan en slechts dan

een ondergroep van G, als geldt:

1., uit & € Hen b € H volgt ab € H,
2. e € H,

3. uit & € H volgt a~' € H.

Stelling 3.2 In stelling 3.1 kan voorwaarde 2. vervangen worden door:

2'. H is niet leeg.

Stelling 3.3 ' Een deelverzameling H van een groep G is dan en slechts dan

een ondergroep van G, als geldt:
1. H is niet leeg,
2, uit a € Hen b € H volgt ab™' € H.

Stelling 3.4 Als E eindig is, mag in stelling 3,2 (of in stelling 3.1)

voorwaarde 3., worden weggelaten.

Definitie 3.2 In een groep G heten de twee ondergroepen G en de ondergroep,

die alleen uit het eenheidselement bestaat, de triviale ondergroepan van G,

Als B een eindige verzameling is met n elementen, dan is SB isomorf met de
groep van alle transformaties van de verzameling A der natuurlijke getallen
< n (stelling 2.12, de afbeelding f is een nummering van de elementen van B),
In dit geval echrijven we Sn in plaats van SA‘

Definitie 3.3 Sr1 heet de gymmetrische groep van n objecten,




1.

Opgave 10. Bewijs dat de orde van Sn gelijk is asn n!

Definitie 3.4 Laat A een eindige verzameling zijn. Als 8 yeee,8) Ver-
gchillende elementen van A zijn, dean is de k-cykel (&132"'ak) de per-
mutatie ¢ € S,» gedefinieerd door

L}

a. (j=1,¢un,k"'1)

o(aj) g+t

c(ak) 8

o(x:) = X VOOr andere elementen van A.

Stelling 305 (aTazoaoak) = (ajoc.ak&1eqcaj"1) voor J‘=2,3’-.¢,ko
(eyclische verwisseling).

Stelling 3,6 Iedere permutatie is te schrijven als een product van dis-

Juncte cykels. Deze schrijfwijze is eenduidig op volgorde der factoren na,
op cyclische verwigseling bimnen cykels na en op toevoeging of weglating van
1~cykels na.

Cpmerking. Men kan de afsprask maken 1-cykels altijd weg te laten. Dit geeft
alleen moeilijkheden bij de identieke permutatie, omdat die dan een leeg
product oplevert. Men kan ook alle 1-cykels bijschrijven, waarvan de objec-
ten niet in de andere cykels voorkomen.

Definitie 3.5 Een transpositie is een permutatie (ven minstens twee objec-

ten), die twee objecten verwisselt en de overige invariant laat.

Stelling 3.7 Voor een transpositie T geldt 7 =T} als & en b de verwis-

gselde objecten zijn, is (ab) een cykelschrijfwijze van T.

Definitie 3.6 k(o) is het aantal cykels in een schrijfwijze met disjuncte
cykels van o, waarbij alle mogelijke 1-cykels zijn meegeteld.

Stelling 3.8 Als n het aantal gepermuteerde objecten is, geldt 1 < k(o) < n

Verder geldt
k(o) = 1 ® o ig 4én n-cykel,
k(a)

k(o) = n-19¥ o ig een transpositie.

n © o is de identieke permutatie,

Stelling 3.9 Door rechtsvermenigvuldiging van een permutatie ¢ met een
transpositie wordt k(c) met &én verhoogd of met één verlamagd. Bij gegeven o

kan de transpositie zo worden gekozen, dat verhoging optreedt (tengzij
k(c) = n) of dat verlaging optreedt (tenzij k(o) = 1).
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Stelling 3,10 Iedere permutatie van een eindige verzameling met minstens

twee elementen is te schrijven als een product van transposities.

Definitie 3.7 Een permutatie heet even (resp. oneven), als zij te schrijven

is als product van een even (xesp. oneven) aantal transposities.

Opmerking. Deze definitie wordt gerechtvaardigd door gtelling 3.10 en door
het uit stelling3.9 volgende feit, dat voor een gegeven permutatie het
even of oneven zijn (de pariteit) van het aantal factoren in een product

van transposities onafhankelijk is van de keuze van dit product.

Stelling 3.11 Fen permutatie o van n objecten is dan en slechts dan even

(resp. oneven) als n - k(o) even (resp. oneven) is.

Stelling 3,12 Voor het product van permutaties geldt:

"

even ., even even,

even . Oneven = onevern,

Ooneven , even oneven,

oneven , onevern = even.
Deze regel correspondeert met de regel voor het optellen van gehele getallen,

Stelling 3.1%5 Als A eindig is, vormen de even permutaties in SA een onder-

groep van SA' Verder is de inverse van een oneven permutatie oneven.

Stelling 3.14 Als 4 een aantal elementen = 2 heeft, zijn er in SA evenveel

even als oneven permutaties.

Definitie 3.8 De ondergroep der even permutaties in Sn voor n = 2 heet de

alternerende groep An van n objecten.

De orde van A  is An!
Opggve'11. Een k~cykel is even als k oneven is en oneven als k even is.

Opgave 12. De groep van de vlakke draaiingen, die een geli jkzijdige driehoek
in dat vlak op zichzelf afbeelden, is isomorf met Ag'

Opgave 13. Laat A de verzameling zijn der n veranderlijken xT, seey xn; definieer

&= 1£ﬁ£;‘h (xi-xj)=(x1-xa)(x"%).--(X1—In)(xﬁ-xs)...(xn-1-xn).

Een element g van SA is even of oneven naargelang A bij toepassing van g

overgaat in A of in - A,
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§ 4. Voortbrengende verzameling., Cyclische groepen.

Stelling 4.1 Als D een niet-lege deelverzameling van een groep G is, dan

is de verzameling van alle producten 8,8 0048 met een willekeurig aantal
factoren, zodat voor iedere factor aj geldt aj €D of 351 € D, een onder-
groep van G, die D omvat en die deelverzameling is van iedere ondergroep
van G, die D omvat.

Definitie 4.1 De ondergroep van stelling 4.1 heet de door D voortgebrachte

ondergroep van G.

Definitie 4.2 Als D uit &én element a bestaat, heet de door D voortgebrach-

te ondergroep de door a voortgebrachte cyclische ondergroep van G.

Opmerking. Deze cyclische ondergroep bestaat uit alle g™ (m geheel ).

Definitie 4.3 Als een groep G een element & bevat, zodat G de door a voort-

gebrachte cyclische ondergroep van G is, heet G een cyclische groep (met

voortbrengende a).

Stelling 4.2 Een cyclische groep met voortbrengende a kan zijn:

1. oneindig; dan zijn alle al verschillend.

. . s - 2 n-1i .
2, van eindige orde nj dan zijn alle ¢ = 87,848 y0es,8 verschillend;
g ’

a - akeﬂ m ~ k is deelbsar door n.

Opgave 14. De additieve groep van de gehele getallen ig oneindig cyclisch;
in Sn heeft de cyclische ondergroep voortgebracht door (12 3 vve n) de
orde n.

Opgave 15. Twee oneindige cyclische groepen zijn igomorf. Twee eindige
cycligche groepen van dezelfde orde zijn isomorf.

Opgave 16. S, en A, zijn cyclisch.

Opgave 17. De groep van de vlakke draaiingen, die een regelmatige n-hoek in
dat vlak op zichzelf afbeelden, is cyclisch van orde n.

Opgave 18. De verzameling {(12),(13),...,(1 n)} brengt s voort als
n= 2,
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Opgave 19. De verzameling {(1 2 3), (1 2 4), ..., (12 n)} brengt A voort
als n =3, (Aanwijzing: bewijs achtereenvolgens dat An voortgebracht wordt
door: de verzame{jng van alle 3 ~ cykels, de verzameling van alle 3 - cykels,

die 1 bevatten, de verzameling van alle 3 - cykels, die 1 en 2 bevatten,)

Stelling 4.3 Tedere ondergroep van een cyclische groep is cyelisch.,

Stelling 4.4 De ondergroepen van een oneindige cyclische groep G met

voortbrengende a zijn, met uitzondering van de triviale ondergroep die
alleen uit e bestaat, alle oneindig cyclisch en kunnen worden voortgebracht
doox ak met k > 0.

Stelling 4.5 De orde van een ondergroep van een eindige cyclische groep G

met voortbrengende & is een deler van de orde n van G. Bij iedere deler h

van n bestaat er &én en slechts é&én ondergroep van orde h; als voortbrengende
van deze ondergroep kan a h worden gekozen.

Opgave 20. Een groep, die alleen triviale ondergroepen heeft, is cyclisch
en heeft een orde, die 1 of een priemgetal is.

Definitie 4.4 1In een groep G heet de orde van de cyclische ondergroep voort-

geﬁracht door a de orde van a,

Opgave 21, De orde van a is het kleinste onder de natuurlijke getallen n,
waarvoor a- = e. Het enige element van orde 1 is e. De elementen a en a '
hebben dezelfde orde.

§ 5. Homomorfie. Congruentierclatie. QuotiBntaroep.

Definitie 5.1 FEen afbeelding ¢ van een groep G in een groep G'heet een
homomorfe afbeelding als voor alle a € G en alle b € G geldt g{ab) = p(a)o(b).

Definitie 5.2 Een equivalentierelatie = op een groep G heet een congruen=
tierelatie als voor alle a € G, alle P € G, alle ¢ € G en a8lle d € G geldt

ul

a b

= ac = bd.

o] d

Stelling 5,1 Als = een congruentierelatie op een groep G is, dan kan de

quotiéntverzameling G/E tot een groep gemaakt worden door de volgende PTO-
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ductdefinitie: als K, € g/, K € G¢/=, a, € K L € K dan ig K K de klasse
in G/=, die a1a2 bevat Het eenheldselement van de groep is de klasse die e

bevat, de inverse van de klasse, die a bevat, is de klasse, die a~! bevat,

Definitie 5.3 De groep G/é van stelling 5.1 heet de quotidnigroep van G
naar =,

Opmerking. In plaats van quotiéntgroep zegt men ook factorgroep.

Stelling 5.2 De projectie van G op G/E is een homomorfe afbeelding van G
op de quotigntgroep, genaamd de kanonieke homomorfe afbeelding van G op Q/E-

Definitie 5.4 Een eeneenduidige homomorfe afbeelding heet een monomorfe af-

Peelding.

Stelling 5.3 (Homomorfiestelling; eerste versie). Als @ een homomorfe af-

beelding van G in G'is, dan is de relatie = op G, gedefinieerd door
= bt pa) = o(b) een congruentlerelatle, waarvan de quotlentverzamellng

de vezeling van ¢ is. De afbeelding ¢ : G= - G gedefinieerd door g (K)

¢(e1ement van K) is een monomorfe afbeelding van de quoti&ntgroep in G',
waarvan het beeld een ondergroep van &' is. In het bijzonder als ¢ een af-
beelding op is, geldt G/z= = G', Omgekeerd is van iedere congruentierelatie
op G de quotigntverzameling vezeling van een homomorfe afbeelding van G, na-
melijk van de kanonieke homomorfe afbeelding van G op de quotiéntgroep naar

de congruentierelatie,

Stelling 5.4 Als = een congruentierelatie is, dan legt de klasse N die e

bevat de relatie geheel vast door a = bes ba”™! € W,

Definitie 5.5 HEen ondergroep H van G heet een normale ondergroep van G als
voor alle a € G en alle h € H geldt ah a” ! € H,

Stelling 5.5 In een abelse groep zijn alle ondergroepen normaal, In iede-

re groep zijn de triviale ondergroepen normaal,

Stelling 5.6 Bij een congruentierelatie is de klasse, die het senheids-

element bevat, een normale ondergroep.

Stelling 5.7 Als H een ondergroep van G is, is de relatie
-4

op G, gedefini-

i

eerd door a = b¢é= ba ' € H een equivalentierelatie, waarbij H een klasse is.

Als H een normale ondergroep ia, is deze relatie een congruentierelatie,
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Definitie 5.6 Als H een ondergroep van G is en a € G, dan heet de verzame-

ling der elementen ha, waarbij h de verzameling H doorloopt, een rechter
hevenklasse van H; notatie Ha .

Stelling 5.8 De verzameling der rechter neverklassen van sen ondergroep H

van G is de klassenindeling behorende bij de in stelling 5.7 gedefinieerde
equivalentierelatie; de afbeelding die Ha aan a toevoest is de bijibehorende

projectie,

Definitie 5.7 Als H een normale ondergroep van G is, heet de bij de con-

gruentierelatie van stelling 5.7 behorende quotiéntgroep ook de guotiént-
groep van G naar H; notatie G/H.

Stelling 5.9 De elementen van de quotidntgroep G/H van een groep G naar

een normale ondergroep H zijn de rechter nevenklassen van H; vermenigvuldiging:
HE.. Hb= H&b.

Analoog als hierboven definieert men een relatie &8 = b =a 'b € § en linker

nevenklassen aH wvan H,
et At AT,

Stelling 5.10 Van een ondergroep zijn de rechter en linker nevenklassen-

indelingen dan en slechts dan hetzelfde als de ondergroep normasal is.

Opgave 22. Bepgal in S4 de linker en rechter nevenklassen van de volgende
twee ondergroepen:

v, = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} (groep van Klein),
{(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (12), (34), (1423), (1324)}.
Toon eerst aan dat dit ondergroepen zijn.

Opgave 23. De transformatie x - x ! van G beeldt elke linker nevenklasse van
een ondergroep H af op een rechter nevenklasse van H,

Stelling 5,11 Als van de aantallen linker en rechter nevenklassen van een

ondergroep één van beide eindig is, is de andere ook eindig en zijn ze aan

elkaar gelijk. Dit aantal heet de index van de ondergroep.

Stelline 5,12 Als een ondergroep H eindig is, hebben alle linker en rech-

ter nevenklassen van B evenvesl elementen als H,

Stelling 5,15 Als een groep G eindig is en H een ondergroep van G, dan
geldt
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orde van G = (orde van H) . (index van H).

Stelling 5.14 De orde van een ondergroep van een eindige groep is een de-

ler van de orde van de groep,
Opgave 24. Als G orde n heeft en a € G, dan is 2" = e.

Cpgave 25, In de groep der orthogonale lineaire afbeeldingen van Rn heeft de
ondergroep, bestaande uit de elementen van deze groep met determinant = 1,

index 2.

Opgave 26, Als de orde van G een priemgetal is, bevat G alleen triviale on-

dergroepen; bovendien is G dan cyclisch,
Opgave 27. Een ondergroep van index 2 is normaal (voorbeeld: A in Sn).

Opgave 28. Laat G cyclisch 2zijn met voortbrengende a. Elke onderagroep H van
orde > 1 heeft een eindige index = het kleinste getal k onder de natuurlijke
getallen m waarvoor a™ € H. Een stelsel representanten voor de nevenklassen

. LY
van H ig e = &°, a, &%, ..., a~.

Opgave 29. Iedere groep van orde 4 is cyclisch of isomorf met de groep van

Klein, Alle groepen van orde < 5 zijn abels.

Definitie 5.8 Als ¢ een homomorfe afbeelding van G in G! ig, dan heet de

verzameling der elementen van G, die door 9 in het eenheidselement van G!
worden afgebeeld, de kern van g.

Stelling 5,15 De kern van een homomorfe afbeelding ¢ : G - G! is een norma-

le ondergroep van G,

Opgave 30, Een homomorfe afbeelding is dan en slechts dan monomorf, als de
kern orde 1 heeft.

Opgave 31. 9(A) = det A levert een homomorfe afbeelding 9 van de groep der
reguliere lineaire transformaiies van Rn op de multiplicatieve groep der

redle getallen # 0, Bewijs dit. Wat is de kern?

Opgave 32. 9(z) = e” geeft een homomorfe afbeelding ¢ van de additieve groep
der complexe getallen op de multiplicatieve groep der complexe getallen % 0.
Wat is de kern? Wat is het beeld van de ondergroep van de zuiver imaginaire

getallen?

Stelling 5,16 (Homomorfiestelling; tweede versie)., Als ¢ een homomorfe af-
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beelding van G in G' is met kern N, dan is G/N de vezeling van 9. De afbeel-
ding ™ : G/N = G' gedefinieerd door ¢™Na) = ¢(a) is een monomorfe afbesl-

ding, waarvan het beeld een ondergroep van G' is. In het bijzonder als @

een afbeelding op is, geldt G/N ¥ G'. Omgekeerd is van iedere normale onder-
groep van G de quoti®ntgroep vezeling van een homomorfe efbeelding van @,

namelijk van de kanonieke homomorfe afbeelding van G op deze quotidntgroep.

Gevolg. Het beeld van een homomorfe afbeelding ¢ : ¢ — (' is een ondergroep

van G'.
) . o , .
Opgave 33, Bewijs, dat S4/V4 5, (Voor vV, zie opgave 22)

Definitie 5.9 Ben groep heet enkelvoudig als de triviaele ondergroepen de

enige normale ondergroepen zijn.

Opgave 34. De enige enkelvoudige abelse groepen zijn de cyclische groepen
met een orde, die een priemgetal of 1 ie.

Opmerking. Er bestaan ook niet-abelse enkelvoudige groepen, bijv, An voor
n= 5 (dit tonen we niet aan; A2 en A3 zijn enkelvoudig, maar abels, A4 is
niet-abely en niet-enkelvoudig, want V4 is een normale ondergroep van A4).
Dat An enkelvoudig is speelt een belangrijke rol bij de groepentheoretische
behandeling van de theorie der algebraische vergelijkingen (theorie van
Galois naar E. Galois, 1811 - 1832), in het bijzonder bij de stelling dat
een vergelijking van graad = 5 geen oplossingsformuile bezit, die een wortel
uitdrukt in de coéffici@nten van de vergelijking met uitsluitende toepassing
van optelling, aftrekking, vermenigvuldiging, deling en worteltrekking.

Een recente stelling over enkelvoudige groepen zegt, dat iedere eindige,
niet-abelse, enkelvoudige groep even orde heeft (Feit en Thompson, 1963).

Definitie 5,10 Als a en b elementen van een groep G zijn heet aba'b™

de commutator van a en b. De ondergroep van G voortgebracht door de verza-
meling van alle commitatoren van elementen van ¢ heet de commutatorgroep
C(G) van G.

Stelli o1 C(G) is een normsle ondergroep van G.

Stelling 5.18 Voor een homomorfe afbeelding ¢ van G ep G' met kern N geldt,
dat G' dan en slechts dan abels is als C{G)cN . De commutatorgroep is de
kleingte normale ondergroep met abelse quotisntgroep.
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It
b

pgave 35 =2),
Opgave 35. C(Sn) " (n =2)
Opgave 36. C(An)
Als een abelse groep additief geschreven wordt, noemt men nevenklasgsen rest-
klagsen; notatie H + a , Men zegt dat twee elementen,. die in dezelfde rest-

klasse van H liggen, congruent modulo H zijn en schrijft dit a = b (mod H)
of korter a = b(H), Dit betekent bea € H,

]

> =
& voor n =5, C(A4) V4, C(As) en C(Aa) hebben orde 1.

Speciaal als G de additieve groep der gehele getallen is, bestaat een onder-
groep uit alle veelvouden van een vast positief getal ki men gchrijft dan
a =b (mod k) of @ = b (k). Dit betekent dat b~a door k deelbaar is.

De quotigntgroep van G naar H heet restklassencroep of restklassenmodulus.

Opgave 37. Een lineaire afbeelding A van een vectorruimte V in een vector-
ruimte W is een homomorfe afbeelding van de additieve groep van V in de ad-

ditieve groep van W, waarvan de kern de mulruimte van A is.

§ 6. Trangitiviteit, Inwendige en uitwendige sutomorfiesn. Klassen geconju-

Zeerden.,

Stelling 6.1 Als G een groep van transformaties van een verzameling A is,

definiéren we een relatie ~ op A door: & ~ b dan en slechts dan als er een

g € G bestaat, zodat g(a) = b, Deze relatie is een equivalentierelatie.

Definitie 6,1 De klassen van de bij de in stelling 6.1 ingevoerde equiva-

lentierelatie behorende klassenindeling heten transitiviteitegebieden van G.

Als de klassenindeling uit slechts é&én klasse bestaat (die dan A is), heet
G transitief. Als a € A, heet de deelverzameling Ga van G, bestaande uit de

transformaties g van G, waarvoor g(a) = a, de stabilisator van a.

Stelling 6.2 Fen stabilisator G, is een ondergroep van G.

Stelling 6.3 Als G een groep van transformaties van A is, T een eindig

transitiviteitsgebied van G, a € T, Ga de stabilisator van a, dan geldt
index van Ga = gantal elementen vanT,.
In het bijzonder als G eindig is:

orde van G = {orde van Ga).(aantal elementen van T},
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Bij elk der vijf regelmatige lichamen hoort de groep der ruimtelijke draasi-
ingen, die het lichaam invariant laten.

santal
N i
zij- ribben| hoek- | ribben per| ribben per| orde groep
vlakken punten| zijvlak hoekpunt | groep =
tetradder 4 6 4 z 3 12 A4
ﬁubus 6 12 8 4 3 24 S4
octadder 8 12 6 3 4 24 5,
dodecagder 12 30 20 5 3 60 AS
icosaéder 20 30 12 3 5 60 A5

Opgave 38. Bij de transformatiegroep van de Cayley-representatie van een
groep heeft iedere gtabilisator orde 1.

Opgave 39. Als A eindig is, heeft een transitieve transformatiegroep van A

een orde, die een veelvoud is van het santal elementen van A.

Opgave 40. Als G een transformatiegroep van 4 is en T een transitiviteits-
gebied van G, dan is de afbeelding, die aan iedere g € G zijn restrictie tot
T toevoegt, een homomorfe afbeelding op een transitieve groep van transfor-
maties van T. Wat is de kern? (Voorbeeld: kubuagroep met hoekpunten. )

Stelling 6.4 Als a een element van een groep G is, dan is T, * G-~ G, ge-
definieerd door ta(x) = axa ' een isomorfe afbeelding van G op G.

Definitie 6.2 Een isomorfe afbeelding van een groep G op G heet een auto-

morfie van G. Ben automorfie als in stelling 6.4 heet een inwendige auto-

morfie van G; de andere automorfie&n van ¢ heten uitwendige automorfieén

van G.

Stelling 6.5 De automorfie&n van een gfoep G vormen een groep A(G) van

transformaties; de inwendige sutomorfieén van G vormen een ondergroep van I1(G)

van A(G) (zie ook opgave 43).

Stelling 6.6 De afbeelding die aan elk element a van G de inwendige auto-
morfie 7, toevoegt (zie stelling 6.4) is een homomorfe afbeelding ven G
op I(G).
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Definitie 6.3 De kern van de homomorfe aefbeelding van stelling 6.6 heet hét
centrum Z(G) van G.

Stelling 6.{ Het centrum van een groep G bestaat uit de elementen a van G,
waarvoor geldt, dat ax = xa voor alle x € G,

Opgave 41. Als G abels is, is Z(G) = G, dus heeft I(G) orde 1.

Opgave 42. A(V4) ¥,

Opgave 43. I(G) is een normale ondergroep van A(G).

Opgave 44. z(sn) heeft orde 1 en I(Sn) = S » behalve als n = 2.

Opgave 45. In een abelse groep is de afbeelding x — x| een automorfie,

Opgave 46. Als a een reSel getal # O is en V een vectorruimte, dan is de af-
beelding 9 :+ V - V gedefinieerd door ¢(§) = ax een automorfie van de addi-

tieve groep van V.

Opgave 47. In de groep van alle lineaire transformaties van Rn besteat het
centrum uit alle scalaire veelvouden aImet a f O van de identieke afbeel-

ding.
Definitie 6.4 De transitiviteitsgebieden van I(G) heten klassen geconju~—
geerden ven G; twee elementen in dezelfde klagse heten geconjugeerd.

Definitie 6.5 Als & een element is van een groep G dan is de normalisator

Na van & de verzameling der elementen x van G, waarvoor ax = xa.

Stelling 6.8 De normalisator Na van een element a van een eindige groep G

is een ondergroep van G, waarvan de index gelijk 1s aan het aantal elementen
van de klasse geconjugeerden van G, dia a bevat. Het santal elementen van
een klssse geconjugeerden van G is deler van de orde van G.

Opgave 48. Het aantal elementen van een klasse geconjugeerden is dan en
slechts dan = 1, als de klasse een element van het centrum van de groep be-

vat. In een abelse groep bestaan alle klassen geconjugeerden uit één element.,

Opgave 49. Een ondergroep is dan en slechts dan normaal, als hij met ieder
element ook alle geconjugeerden van dat element bevat.

Opgave 50. De normslisator van a is een ondergroep, die de door a voorige-~
brachte cyclische ondergroep als normale ondergroep bevat.
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Opgave 51. Als de groep G orde pk heeft, waarin p een priemgetal en k een °
natuurlijk getal is, dan heeft Z(G) orde > 1,

Opgave 52. Een automorfie van een groep beeldt een klasse geconjugeerden af
op een klasse geconjugeerden,

Opgave 53. Als G een groep is en H een normale ondergroep van G, dan is de
restrictie tot H van een inwendige automorfie van G een automorfie van H.
Laat door een voorbeeld zien, dat deze automorfie van H niet inwendig behoeft
te zijn,

Definitie 6.6 De cykelstructuur van een element o van Sn is de combinatie

van cykellengtes wvan o,

Stelling 6.9 Twee elementen van Sn zijn dan en slechts dan geconjugeerd,

als ze dezelfde cykelstructuur bezitten.

Stelling 6.10 Elke klasse geconjugeerden van Sn, die in An ligt, ig of ook
klasse in An of valt in An uiteen in twee even grote klassen; het laatste ge~
val doet zich dan en slechts dan voor als de cykelstructuur uitsluitend cykels
ven oneven en onderling ongelijke lengte bevat (1-cykels meegeteld).

Opgave 54. Bewijs, dat A5 enkelvoudig is (gebruik het resultaat van opgave 49).

§ 7. Direct product.

Stelling 7.1 Als G1 en G2 groepen zijn, dan vormt de verzameling van alle
geordende paren (31, az) met a, € G, en a, € G, met de operatie

(3-1! 32) (b1’ b2) = (311’1, a-zbz)
een groep.

Definitie 7.1 De groep, die gedefinieerd is in stelling 7.1, heet het

(uitwendige) directe product G1 X G2 van G1 en Ga'

Stelliineg 7.2 In G1 X G2 vormen de elementen (31, e2), waarin 92 het een-
heidselement wvan G2 is, een ondergroep GH*’ die isomorf is met G1 op grond

ven de afbeelding (a1, ez) ~ & . Analoog Gé* isomorf met G .

Definitie 7.2 Als een groep G ondergroepen G1 en G2 heeft, die voldoen aan
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€ =
touit g, G eng, €G, volgt £.8,7 8,8,
2, G1 n G2 heeft orde 1,

3+ leder element ven G is te schrijven als product van een element van G
i
en een element van Ga’

dan heet G (inwendig) direct product van G1 en G2.

%* *
Stelline 7.3 G1 X G2 is inwendig direct product van C-1 en G2 (zie stel-
ling 7.2).

Stelling 7.4 Als G inwendig direct product is van Gy en G,, dan geldt

Opmerking. Op grond van de stellingen 7.3 en 7.4 wordt het onderscheid tus-
sen inwendig en uitwendig direct product niet scherp volgehouden. Zo schrij-
ven we ook G = G1 X Gz’ els G inwendig direct product van G en G2 is,

1

Stelling 7,5 In de voorwaarden 1., 2., 3, ven definitie 7.2 kan 2. ver-

vangen worden door:
J i = =
2'. uit a, € G1, b1 £ G1, e, € Ga’ b2 € G2 en a152 b1b2 volg’t.a1 b1 en

B.=b.
2 2

Stelling 7.6 = Als G inwendig direct product van G en G2 is, dan zijn G1
en G normale ondergroepen van G en G/G1 ®G , G/C >g,

Stelling 7.7 In definitie 7.1 (of in stelling 7.5) kan voorwsarde 1. ver-

vangen worden door

11, G1 en Ga zijn normale Ondergroepeﬁ van G.

Opgave 55. 4Als G1 en G ondergroepen van de groep G zijn, die san voorwsar-
den 1. en 2. wvan definltie 7.2 voldoen, dan is de door G u G voortge=-
brachte ondergroep van G inwendig direct product van G en G .

Definitie 7.3 Een ondergroep G van een groep G, waarbij een ondergroep G

van G bestaat, zodat G 1nwendig direct product van G en G is, heet een
directe factor van G.

Definitie 7.4 Een groep G heet inwendig direct product van de ondergroepen
G1, P Gn als geldt:

1. uit 8; € Gj, g € Gps J # k volgt 88, = €85
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2. ledere g € G is op één en slechts één manier te schrijven in de vorm

= san t .e c
€= €,8,.8, met g, € Gy

Bij additieve schrijfwijze spreekt men van directe som en schrijft men

G1 ) Gz' In plaats van directe factor zegt men directe summand.

Opgave 56. Als V een vectorruimte is, 31""’§n een bagis van V en Dj
de 1-dimensionale deelruimte van V opgespannen door Ej’ dan geldt
¥V = D1 @ D2 D ... D Dn in de additieve groep.

Stelling 7.8 Als V een vectorruimte is en D een deelruimte van V, dan is
D een directe summand van de additieve groep van V.

Opmerking. Een belangrijke stelling, die we hier niet bewijzen, zegt dat
iedere eindige abelse groep direct product is van cyclische groepen.

Opgave 57. V4 is direct product van twee cyclische groepen van orde 2.

Opgave 58. Als m en n onderling ondeelbare getallen zijn (d.w.z. dat m en n
grootste gemene deler = 1 hebben), dan is de cyclische groep van orde mn
direct product van een cyclische groep van orde m en een cyclische groep van
orde n. (Aanwijzing: ale (h,k) de grootste gemens deler en {h,k} het klein-
ste gemene veelvoud van twee natuurlijke getallen h en k zijn, dan geldt
{n,k}(h,k) = hk. Gebruik verder stelling 4.3.)

Opgave 59. De groep van de orthogonale lineaire transformaties van R3 is
direct product van de ondergroep bestmande uit de transformaties met deter-
ﬁinant = 1 en de groep van orde 2, bestaande uit de identieke transformatie
en de transformatie J, die bepasld is door Jx = -x. (Een anmloge stelling
geldt voor R met oneven n.)
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HOOFDSTUK IT  REPRESENTATIES VAN GROEPEN

§ 8. Complexe vectorruimten.

Definitie 8.1 Een vectorruimte, waarvan het lichaam der scalaren het lichaam

der complexe getallen is, heet een complexe veciorruimte.

Definitie 8.2 Een inwendig product in een complexe vectorruimte is een toe-

voeging aan ieder geordend paar vectoren x,y van een complex getal (x1),
zodat de volgende voorwaarden vervuld zijn voor zlle vectoren x,y en z en al-
le complexe getallen a:

1. {x,x) = (%)
2. (ax,y) = a(x,y) ,
5. (2 + ¥,2) = (x,2) + (g,2) ,
4. (x,x) is redel en voor x #0is (x,x)> 0 .
Opmerking. Er geldt
(z,x +y) = (2,x) + (2,3) ,
(x,ay) = alx,y) .

Definitie 8.3  Als V een complexe vectorruimte met inwendig product is, dan

heet een lineaire afbeelding U van V in V unitair als voor alle XenyinV
geldt

(Ux,Ty) = (z01) -

Définitie 8.4 Als V een complexe vectorruimte met inwendig product is, dan

heet een lineaire afbeelding H van V in V hermitisch als voor alle Xenyin
V geldt

(H_JE’I) = (.JS.!HI) .

Definitie 8.5 Een basis £,1+00s8 Van een complexe vectorruimte met inwen-

dig product heet orthonormaal als voor j=1,...,n en k=1,...,n geldt

_{0als j #k ,
(2 508y —(

Opmerklgg. Met het symbool wvan Kronecker 6jk=
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6 =O&.ls,j#k.,
Il as =%,

schrijven we (gjtgk) - 6jk voor een orthonormale basis.

Stelline 8.1 In iedere complexe vectorruimte met inwendig product van eindige

dimensie bestaat er een orthomormale basis.

Definitie 8,6 Als A een matrix is met complexe elementen, dan ontstaat A uit

A door alle elementen door hun geconjugeerd complexe te vervangen.

Definitie 8.7 Een vierkante matrix U met complexe elementen heet unitair als

U-1 =ET-

Definitie 8,8 Een vierkante matrix H met complexe elementen heet hermitisch

als

BE=HT,

Stelling 8.2 Een lineaire afbeelding van een complexe vectorruimte met in-

wendig product van eindige dimensie in zichzelf is dan en slechts dan unitair
(resp. hermitisch) als haar matrix ten opzichte van een orthonormale basis
unitair (resp. hermitisch) is.

Gevolg. Een unitaire afbeelding van een vectorruimte van eindige dimensie is

een transformatie.

Opmerking. Voor reéle vectorruimten is een analoge theorie op te zetten. Met
unitair correspondeert dan orthogonasl en met hermitisch symretrigch. Voor
een orthogonale matrix 0 geldt

o-! . of

en voor een symmetrische matrix S

S=ST-

Definitie 8.9 Als V een complexe vectorruimte met inwendig product is en W

een deelruimte van V, dan heet de verzameling bestaande uit de vectoren X
van V waarvoor geldt, dat (X,y) = O voor alle y € W, het orthogonale comple-
ment van W in V.

Stelling 8,3 Het orthogonale complement W1 van W in V is een deelruimte van V.
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Als W een eindige dimensie heeft, geldt

V=W @\V1.

Stelling 8.4 Als V een complexe vectorruimte met inwendig product van eindi-

- ge dimensie is, U een unitaire transformatie van V en W een deelruimte van V,
die door U in zichzelf wordt afgebeeld, dan wordt het orthogonale complement
van W in V ook door U in zichzelf afgebeeld.

§ 9. Groeprepresentatie.

Definitie 9.1 Een representatie van een groep G is een homomorfe afbeelding

van G in de groep van de lineaire transformaties van een complexe vectorruim-

te van eindige, positieve dimensie.

Stelline 9.1 Als agn ieder element & van een groep G een lineaire afheel-

ding o(g) van een complexe vectorruimte van eindige, positieve dimensie in
zichzelf is toegevoegd zodat c(g1g2) = c(g1)c(g2) voor alle g, € G,g, € G en
zodat er een & € G bestaat, wazrvoor d(a) regulier is, dan is 0 een repre-
gentatie van G.

Opmerking. Voor & kiest men vaak het eenheidselement e. Als o(e) de identiecke

transformatie is, is o(e) uitersard regulier.

Stelling 9.2 Als o een representatie van G is met kern N en H een normale

ondergroep van G, wearvoor geldt H < N, dan definieert o*(Hg) = o(g) een re-

Presentatie van G/H. Als H een normele ondergroep van een groep G iz en T een
representatie van G/H, den definieert o(g) = t(Hg) een representatie ¢ van G,
waarveor geldt H < kern.

Definitie 9,2 Als een representatie een monomorfe afbeelding is, heet zi}
getrouw.

Definitie 9.3 Als V de vectorruimte is, waarop de lineaire.afbeeldingen van

een representatie werken, dan spreekt men van een representatie in V. De di-

mensie van V noemen we de dimensie (of de graad) van de representatie.

Definitie 9.4 Twee representaties o(in V) en 1(in W) van dezelfde groep G

heten equivelent, als er een reguliere linesire afbeelding T van V op W be-
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staat, zodat

(g) = To{g)1”" voor alle g € G.

Definitie 9.5 Als G een groep is en n een natuurlijk getal en als aan iedere

g € G een reguliere n X n complexe matrix E(g) is toegevoegd, zodat

E(g1g2) = Z(g1)2(g2) voor alle g, € G,g2 € G, dan heet % een matrixrepresen-
tatie van G van dimensie n.

Definitie 9.6 Twee matrixrepresentaties & en IZ¥ beide van dezelfde dimensie n

en van dezelfde groep G heten e uivalent, als er een reguliere n x n complexe
matrix S bestaat, zodat

L*(g) = 55(g)s™" voor alle g € G.

Stellinx 9.3 Als g een representatie van G in V is, O L basis

van V en Z(g) de matrix van o(g) ten opzichte Van @ ,...,e ., dan is I een

matrixrepresentatie van G. Doet men hetzelfde met ecen andere basgis van V, dan
ontstaat een matrixrepresentatie ¥, die equivalent is met . Als o en 1 re-
presentaties van G zijn en construeert men op vermelde wijze bijbehorende
matrixrepresentaties & en T, dan zijn deze dan en slechts dan equivalent als

g en 1 equivalent zijn.

Definitie 9.7 Als g een representatie van G in V is en als in V een inwendig

product gegeven is, zodat o(g) unitair is voor alle g € G, dan heet de re-

presentatie ¢ unitair (ten opzichte van dit inwendige product).

Stelline 9.4 Als A een verzameling is en B een complexe vectorruimte, dan

is de verzameling @ van alle afbeeldingen van A in B een complexe vector-
ruinte op grond van de definities

(0 +¢)(a) = g(a) +¢(a) ,

(ag)(a) = ag(a)
voor alle ¢ € &, € ®,a € A, acomplex. Als T een transformatie van A is, dan
is de afbeelding T' : @ - & gedefinieerd door

(T'9)(x) = o(T™'x) voor alle ¢ € @ en alle x € A

een transformatie van &, die lineair is. Als T1 en T2 transformaties van A
zijn, dan geldt

TT Yt = pepr
( 1l2) T1T2




29.

A1ls Y gen deelruimte van @ is, EP] de restrictie van T' tot ¥ en G een groép
ven transformeties van A, zodat geldt

T'¢ € ¥ voor alle T €6 en alle ¢ € ¥,

dan is T - [T] voor T € G een homomorfe afbeelding van G in de groep der
lineaire transformaties van ¥, die, als ¥ bovendien eindige positieve dimen-

sie heeft, een representatie van G is.

Opmerking. De keuze A = R3’ B = verzameling der complexe getallen, G = de
groep der orthogonale transformaties en ¥ = verzameling der homogene poly-
nomen u in drie verandérlijken van vaste gresad 4, die voldoen aan &u = 0
geeft een voorbeeld, dat belangrijk is in de quantummechanica; £ = azimutasl
gquantengetal; 4 = 0,1,2,3,... corregpondeert met s,p,d,fy.0e3 24 + 1 = ont-
aardingsgraad = dimensie van ¥.

Stelling 9.5 Als G een eindige groep is en ® de vectorruimte van de afbeel-

dingen van G in de verzameling der complexe getsllen, dan is p gedefinieerd
door

(p(2)9)(x) = 9(g™"x) voor alle g €G, 9 € &, x € G

een representatie van ¢ in 9, gensamd de reguliere representatie van G. Een
basis van ? wordt verkregen doorvoor iedere a € G het element e, van ® te

nemen, gedefinieerd door ea(g) =& « Er geldt dan

&y8
p(gle, = e
voor alle g € G, a € G. Als men door een nummering van de elementen van

G een nummering van deze basis tot stand brengt, kan men de matrix P(g) van

p(g) vormen; deze matrix is voor iedere g € G een permutatiematrix, d.w,z.

een matrix, die in iedere rij en in iedere kolom precies &én 1 en overigens

nullen bevat.

Opgave 60. Bepaal de reguliere representatie van V4 met bijbehorende matrices,

Opmerking over toepassing in de guantummechanica. De configuratieruimte C is 1

een reéle vectorruimte, die ontstaat door de codrdinaten van de deeltjes in
een fysisch stelsel samen te nemen. Een toestandsfunctie ¥(q,t) is een com-

plexwaardige functie, die afhangt van een vector g in de configuratieruimte
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en de tijd t. Deze voldoet aan de vergelijking van Schroedinger

ar ¥
HY + TR 0 ;
hierin is H de energieoperator, een lineaire differentisaloperator. We be-

schouwen slechts oplossingen, waarvoor

eindig is. Speciale oplossingen zijn de staande golven, d.w.z. functies van

de gedaante

¥(q,t) = ¢(g)e"l‘°t (w reel en constant).

Muhangt H niet van de tijd af, d.w.z. als ¥(g,t) = ¢(g)x(t), dan is
(5¥)}(q,t) = X(t){Hp)(q), dus voor een staande golf geldt

H¢ = e, waarin € = ¥ o,

dus ¢ is een eigenfunctie van K bij eigenwaarde €, het energieniveau. We be-
schouwen nu de ruimte I van de complexwaardige functies gedefinieerd in c,

WBATVOOT |PQ dg; over de hele ruimte C gedefinieerd en eindig is. Als
9 €L, ¢ €L, dan is ook (gp,) = j;@ dgq eindig en voldoet ean de eisen van

een inwendig product. De operator H is wegens de differentiaties niet op de

hele L gedefinieerd, maar voldoet aan

(HQJ: !])) = (CP’H¢)

voor functies, waarvoor Hp en H¢ gedefinieerd zijn. De oplossingen van

Hy = e bij vaste € vormen een vectorruimte L(a), dle in vele prektische ge-
vallen een eindige dimensie heeft, Als deze positief ig, dan heet de dimen-
sie de graad van ontaarding van het energieniveau e. last nu T een transfor-
matie van C 2ijn, die de fysische situatie niet verandert: een symmetrie-
operatie vah de fysische configuratie. Voorbeelden: T igs geInduceerd door

een draaiing of spiegeling van de gewone ruimte, die de fysische gegevens on-
veranderd laat, zoals een draaiing om de verbindingsas bij een tweeatomlig mo-

lecuul, of T is geinduceerd door een permutatie van gelijkwaardige deeltjes
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in een configuratie. We passen nu stelling 9.4 toe, waarbij A de configura;
tieruimte C is, B de verzameling der complexe getallen en ¥ de ruimte L. Als
nu G een groep van symmetrieoperaties van C is en T € G, dan is [T] de res~
trictie van T' tot L; we moeten nagsan of uit 9 €L volgt dat [T]m €L, In
de hierbovengencemde voorbeelden is dat inderdaad het geval en geldt zelfs
voor @ € Len & € L:

([T]CP, [T]‘b) = (‘Ps‘l’)s

zodat [T] een uwnitaire transformatie van L is. Omdat G een symmetrieoperatie
is gaat een eigenfunctie bij eigenwaarde € bij [TJ over in egen eigenfunctie

bij eigenwaarde e. Conclusie:

Voor iedere symmetriegroep G van de configuratieruimte induceert de afbeel-
ding T —~ [TJ een representatie van G in L( ) voor iedere eigenwsarde € van

de energieoperator H.

Bestudering van representaties levert gegevens over de energieniveau's; bij-
voorbeeld geven de representaties van de driedimensionale draaiingsgroep informa-

tie over het rotatiesymmetrische atoommodel.

n

9 10. Reducibiliteit en volledige reducibiliteit.

Definitie 10.1 Als ¢ een representatie van G in V ig en W een deelruimte

van V, zodat voor alle x € W en alle g € G geldt o(g)x € W, dan heet W een

invariante deelruimte van V (ten opzichte van o).

Stelling 10.1 Als 0 een representatie van G in V is en W een invariante

deelruimte van V met dimensie > 0, dan is T gedefinieerd door 1(g) = restric-
tie van ¢(g) tot W een representatie van G in W, die de restrictie van o tot

W wordt gencemd.

Definitie 10.2 Als V een vectorruimte is, dan heten de deelruimten V en de

ruimte, die alleen uit de nulvector ven V bestaat, de triviale deelruimten
van V.

Definitie 10.3 Als 0 een representatie van G in V is en als de triviale

deelruimten van V de enige invariante deelruimten van V t.o.v. ¢ 2ijn, dan

heet 0 irreducibel. Als o niet irreducibel is, heet o reducibel.
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Definitie 10.4 Als @ cen representatie van G in V is en W een invariante

deelruimte van V t.o.v. o is, dan heet W irreducibel (resp. reducibel) t.o0.v.

¢, als de restrictie van o tot W irreducibel (resp. reducibel) is.

‘Definitie 10,5 4ls o een representatie van G in V is en V is directe som van

een aantal invariante irreducibele deelruimten t.0.v. o met dimensie > 0, dan

heet o volledig reducibel; hierbij is inbegrepen het geval, dat de directe som

slechts één term bevat en o dug irreducibel is.

Stelling 10.2 Als o een representatie van G in V van dimensie n is en W een

invariante deelruimte van V met dimensie k > 0 en als_g1,...,g=1een basis
van V is, zodat Byreves8, eeN basis van W is, dan hebben de matrices van

o(g) t.0.v. deze basis alle de volgende blokstructuur

b o)

hierin is A een k x k matrix, B een (n - k)x(n - k) matrix, O de (n -~ k)x k

nulmatrix. Verder is A de bij de basis e

1,...,.gkbehorende natrix van de
restrictie van o tot W.

Stelling 10.3 4ls 0 een volledig reducibele representatie van G in V is en

vV = W1@ ces @ Wk is een directe splitsing van V in invariante irreducibele
deelruimten van dimensie > 0, dan hebben de matrices van o(g) t.0.v. een
basis, die ontstaan is uit het achter elksar zetten van bases van W1,...,Wk,
alle de volgende vlokstructuur

A

e

waarblj buiten de getekende blokken overal nullen staan, en waarin A, de ma-
trix van de restrictie van o tot Wj is bij de gekozen basis (j = Treeesk).

De representatie o is door haar restricties tot W1,...,Wk geheel vastgelegd.

Stelling 10.4 Tedere uniteire representatie is volledig reducibel.

Stelling 10.5 Als ¢ een representatie is van een eindige groep G in V, dan
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kan in V een inwendig product worden gedefinieerd, zodat ¢ unitair is.

Stelling 10,6 (Stelling van Maschke) Iedere representatie van een eindige

groep is volledig reducibel.

‘Ogmerkigg. De in de quantummechanica ingevoerde representaties zijn altijd

unitair en dus volledig redugibel, ook als de groep oneindig is.

Opgave 61. Neem een driedimensionale ruimte met basis e,r 8 en definieer

22 &5
een representatie ¢ van S3 door bij iedere permutatie van S3 de corresponde-
Tende permutatie van de basis uit te voeren, bijv. cr((12))§_1 = e

o((12))e, = g,, o((12))e, = e,. Stel

2!

Ly =g e te,
£, =2 -8
£, = £y, - &,

Dan brengt f, een eendimensiocnale en brengen.ga, ;5 een tweedimensionale in-
variante deelruimte voort. Bepaal de matrices van de restrictie tot de ruimte

voorigebracht door f , £, en laat zien dat de restrictie irreducibel is.

Stelling 10.7 ({Llemma van Schur) Als ¢ en T irreducibele representaties van G

in V resp. W zijn en P een lineaire afbeelding van V in W is, wasrvoor geldt
Po(g) = 1(g)P voor alle g € G,
dan is P de nulafbeelding of P is regulier (in het laatste geval zijn 0 en T
equivalent). Als bovendien gegeven is, dat ¢ en T equivalent zijn op grond
van een reguiiere lineaire afbeelding S van V op W:
1(g) = so{g)s™" voor alle g € G,
dan bestaat er eencomplex getal &, zodat P = a3,

Gevolg. Als 0 een irreducibele representatie van G in V is en P is een lineaire

afbeelding van V in V, waarvoor geldt
Po(g) = o{g)P voor alle g € G,
dan bestaatl er eencomplex getal a, zodat P = gI.

Stelling 10.8 (Eenduidigheidsstelling) Als ¢ een representatie van G in V

is en
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v

]

V.e.. fBVk,

V=W®.. +W,

f

waarin V1,...,Vk,w1,...,W£ invariante irreducibele deelruimten van V t.o.v. o
met dimensie > 0 zijn, dan is k = £ en er is een verandering van volgorde
V;,...,Vi van V1’°"’Vk’ dusdanig dat de restricties van ¢ tot Vé en Wj
equivalent zijn voor j = 1,...,k.

Definitie 10.6 Als o een volledig reducibele representatie van G in V is en

T een irreducibele representatie van G, dan is het aantal malen dat 7 in g

voorkomt het aantal der deelruimten V1,...,Vk in een directe splitsing
V = V1e oo e'Vk van V in invariante irreducibele deelruimten t.o.v. o met

dimensie > 0, waarvoor de restrictie van o tot die deelruimte equivalent is

met T.

Opmerking 1. Deze definitie wordt gerechtvaardigd door het uit stelling 10.8

volgende feit, dat het aantal malen dat 1 in o voorkomt alleen van o en g

en niet van de keuze van de directe splitsing van V afhangt.

Opmerking 2. Een volledig reducibele repregsentatie van G is op eguivalentie

na vagtgelegd, wanneer voor iedere irreducibele representatie 1 van G bekend

is hoeveel malen zij in de gegeven representatie voorkomt.

§ 11. Representaties van abelse groepen.

Stelling 11.1 Iedere irreducibele representatie van een abelse groep heeft

dimengie 1.

Len lineaire transformatie van een ééndimensionale vectorruimte is een verme-
nigvuldiging met éen vast complex getal a % 0; dit getal is tevens het enige
matrixelement van de matrix van de lineaire transformatie t.o.v. een wille-
keurige basis; de transformatie is dan en slechts dan uniteir als |a| = 1.
Een ééndimensionale representatie kan dus worden beschreven met een getallen-
functie x, die aan ieder element g van de groep een complex getal x(g) % o
toevoegt, zodat voldaan is =en x(g1 ga) = )((g1 )x(g2 ).

Directe splitsing van een representatie ¢ in V van een abelse groep in ir-

reducibele bestanddelen komt neer op het transformeren van de matrices in
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diagonaalvorm ofwel op het bepalen van n onafhankelijke vectoren (n = dim V),

die eigenvectoren zijn van o(g) voor alle g.

Stelling 11.2 Voor ieder complex getal a # 0 levert yx(k) = ak(k geheel )

~een representatie van de additieve groep der gehele getallen; anders &én-

dimensionale representaties van deze groep zijn er niet.

Stelling 11.3 Als Cm een cyclische groep van orde m met voortbrengende a
is en h geheel, h = 0,1,.4e,m - 1, dan levert
2n i hk

k m
¥la) =e
voor elke h een representatie van Cm; andere ééndimensionale representaties

van Cm zijn er niet.
Opgave 62. Splits de reguliere representatie van Cm in irreducibele.
Opgave 63. Splits de reguliere representatie van V4 in irreducibele.

Stelling 11.4 De groep O: van de orthogonale linesire transformaties van

R, met determinant = 1 heeft als elementen de draaiingen D(9) over een

drasiingshoek @. Voor ieder geheel getal h levert
-ih
%, (D(@)) = e™ *2°
een representatie van 0:. Deze ééndimensionale represenisties van 0: zijn
de enige, waarbij ¥ een continue functie ven ¢ is.
Opgave 64. Reduceer de matrixrepresentatie
co8 @ ~zing
200) = { ):
sin @ cos ¢

Stelling 11.5 Iedere ééndimensionale representatie van een willekeurige

groep G is verkrijgbaar uit een representatie van G/C(G) op de wijze van
stelling 9.2,

Stelling 11.6 Bij iedere groep G levert x(g) = 1 voor alle g € G een &én-

dimensionele representatie van G, die de identieke repregentatie genocemd wordt.

Opgave 65. Bepaal slle ééndimensionale representaties van An (zie opgave 36).
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§ 12. Xarakters en karskterrelaties.

Definitie 12.1 Het spoor sp(A) van een n X n matrix 4 = (adk) is de som

van de elementen in de hoofddiagonasl:

ME

A = P -
sn{4) 233

J=1

Stelling 12.1 Als & en S n X n matrices zijn en S regulier is, dan geldt

sp(STTAS) = sp(a) .

Definitie 12.2 Het spoor sp(A) ven een lineaire afbeelding 4 van een n-

dimensionale vectorruimbte V in zichzelf is het spocr van de matrix van A

ten opzichte van een basis van V.

Opmerking. Deze definitie wordt gerechtvaardigd doordat op grond van stel-
ling 12.7 het spoor van de matrix van A niet afhangt van de keuze van de

basis in V.

Definitie 12.3 Als o0 een representatie van een groep G is, dan heet de af-

beelding Xy ven G in de verzameling der complexe getallen gedefinieerd door

x,(8) = sp(o(g)) voor alle g € G

het karakter van G behorend bij 6. Als ¢ irreducibel is, heet het bijbeho-
rende karakter enkelvoudig (of irreducibel).

Opmerkinz. Soms spreek:t men over een karskter ¥ zonder de bijbehorende re-

pregsentatie te specificeren.

Stelling 12.2 Bij equivalente representaties van een groep behoort hetzelfde
karakter.

Omgekeerd geldt, dat twee volledig reducibele representaties van een groep,
waarbij hetzelfde karakter behoort, equivalent zijn; dit bewijzen we niet

algemeen, maar binnenkort wel voor eindige groepen (stelling 12.6).

Opgeve 66. xo(e) = dimensie van o.

Opgave 67. Voor de reguliere representatie p van een eindige groep G met
orde m geldt

xp(e) = m, xp(g) =0voor g # & .
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Stelling 12.3 Alg G een eindige groep van orde m is, en g en T irreducibele

representaties van G zijn, dan geldt
O als ¢ en T niet equivalent zijn,
Z (a)x (") =
Xp\a/X\e
a€ @ m als ¢ en 7 equivalent zijn.

Stelling 12.4 Voor een representatie ¢ van een eindige groep G geldt

Xg(a_1) = xUZaj voor alle a € G

Opmerking. Op grond van stelling 1244 heet de in stelling 12.3 vermelde re-

latie een orthogonsliteitsrelatie voor enkelvoudige karakters. Er bestaan

nog andere dergelijke orthogonaliteitsrelaties, die wij echter niet begpreken.

Stelling 12.5 Als o en 7T representaties zijn van een eindige groep ¢ van

orde m en T irreducibel is, dan is

l
m

By (a)x(a)
a€ ¢

het zantal malen dat T in o voorkomt.

Opmerking. Uit het btewijs van stelling 12.5 is makkelijk een nieuw bewijs
voor eindige groepen van de eenduidigheidsstelling (etelling 10.8) te halen.

Stelling 12.6 Twee representaties van een eindige groep met hetzelfde ka-

rakter zijn equivalent.

Stelling 12,7 Als o een representatie van een elndige groep G van orde m

ig, dan is
12 e
a€ ¢

gelijk aan de som van de kwadraten van de aantallen melen, dat irreducibele
representaties in ¢ voorkomen. In het bijzonder is o dan en slechts den ir-

reducibel, als dit getal = 1 is.

Stelling 12,8 Het aantal malen dat een irreducibele representatie van een

eindige groep in de reguliere representatie van die groep voorkomt is gelijk
aan hasr dimensie. De som van de kwadraten van deze aantallen is gelijk aan

de orde van de groep.
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Gevolg. Een abelse groep van orde m heeft m enkelvoudige karakters.

Opmerking., Uit stelling 12.8 volgt dat iedere irreducibele representatie
van een eindige groep minstens één equivalente kopie in de reguliere repre-
gentatie bezit.

. Stelling 2.9 Voor een karakter ¥ van een groep G geldt

Waga™') = %(g) veor allea €G, g €G .

Ogmerkiqg. Op grond van stelling 12.9 is een karakter een klassefunctie,

d.wez. constant voor alle elementen van een klasse geconjugeerden., Daarom

vat men een karakter ook wel op als een funciie, die gedefinieerd is op de

verzameling der klassen geconjugeerden van een groep:
%(K) = x(een element van K).
Wij zullen beide interpretaties door elkaar gebruiken,

Opgave 68. Bepaal alle enkelvoudige kerskters van S4 en A4.

Karaktertabellen van S3, S4 en A4.

S tlh K "X XX S tlh X

3 1 2 3 4 X1 XZ x3 'X.4 'X.5
1 (1) | 111 2 1 (1) 11112313
2l (123) 1 1] 1| -1 8] (123) {11 1]-110
30 12y 1 {110 30012)(34) ] 1 | 1 -1 ] -1

) 6 (12) [1[-1]o0]1 |

6 (1234) | 1 | ~1 -1 |1
A4’ h K X[ X | X5 | %,
1 (1) 1111113
al (123) |1 e |e®] 0
4] (132) |11t o]0
5002)Ga) 1 [ 1| 1] -

oni

Hierin is K = klasse, h = aantal elementen in klasse, p = ¢ 3
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Stelling 12.10 Als ¢ een irreducibele representatie van dimensie n is van

een eindige groep & en K een klasse geconjugeerden van G met h elementen,
dan geldt

£ ofa) = b x (X)I .
&EK n o

Stelling 12.11 Van een eindige groep is het aantal niet-equivalente irredu-

cibele representaties gelijk aan het asntal klassen geconjugeerden.

Stelling 12.12 Laad G een eindige groep van orde m zijn en K sesa K de

klassen geconjugeerden van G met aantallen elementen h ,...,hq, K = {e} h = 1.
Dan hangt het santal malen, dat een element ¢ € Kk geschreven kan worden in
de vorm ¢ = ab met a € Kl, b € Kj niet af van de keuze van ¢ in Kk’ noem dit

aantal ggg). Het stelsel vergelijkingen

q
r = E ( ) - + ' =
hihj xixj k=1 13 hkx kaOOI' 1 1,'.|,q, J 1,‘--,(1,

(%) {

X1 regel > O,
\

heeft als de verzameling van oplossingen de (x1,...,x ), waarvoor geldt

X, = x(K ), waarin ¥ een enkelvoudig karakter van G is.

Stelling 12,13 liet dezelfde gegevens als in stelling 12.12 heeft het stelw
sel vergelijkingen

q
k . .
F.¥. = & g, ¥y voor i = Tyenesq; J = 1,000,q,

(%%)
(}’1 !'“’yq) ié (0,0,--.,O),

oplossingen (y1,...,yq), die door de definitie

"

(a) n= a ,x.=ﬁwhvmrj=1““ﬂ
PRI A
—y‘
J

N Mo
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oplosaingen (x1,...,x ) van (*) leveren. Omgekeerd levert een oplossing
(x1,...,xq) van (*) door de definitie

h.x,

(b) Yy ='—%—l TOOr J = 1,.44,q
1

een oplossing (y1,...,yq) van (#%). Toepassing van eerst (a) en dan (b) op een
oplossing van (**) levert weer dezelfde oplossing; toepagsing van eerst (b)

en dan (a) op een oplossing van (x) lever: weer dezelfde oplossing.

Opmerking. De opstelling der karaktervergelijkingen wordt vergemskkelijkt
door gebruik te maken van de volgende feiten.

(k) _ _(x)

Tegiyt =8y

2. Neem een vaste a £ Ki’ vermenigvuldig deze met alle b € Kj en tel het aan-

tal elementen in Kk onder deze producten, dan is

(x) _ B4

T maal dat santal.
glJ hk

2. Stel ¥, =1 en laat de vergelijkingen met i = 1 of j = 1 weg; dit veran-
dert de verzameling der oplossingen niet.

Voorbesld. In 83 gtellen we

o= {1}, B, =1,
Kk, = {(123),(132)}, h, = 2,
K, = {(12),(13),(23)}, h, = 3,
dan zijn de karsktervergelijkingen
y: =2 +y
Vo¥y = 2¥, .

2
¥y =3 +3y

Opgave 69. Bepaal uit hovenstaande vergelijkingen de enkelvoudige karakters
van Sa-

Opgave 70. Bepaal de karsktervergelijkingen en de enkelvoudige karakiers van
A4 en S4.
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HOOFDSTUK III  SYMMETRIEGROEPEN

§ 13. Eindige ondergroepen van de orthogonale groep.

Definitie 1%.1 0 is de groep van de orthogonale lineaire transformaties

van Rn’ Qn de ondergroep van 0 bestaande uit de transformaties met deter-

minant = 1.

Steiline 13%.1 O bestaat uit drasiingen om de oorsprong, de elementen van

0 \O zijn splegellngen in een llJn door de corsprong. Als D een draaiing is

en S een spiegeling, dan geldt 52- I, SD = D 's.

Stelling 1%,2 O bestaal uit drasiingen om een draaiingsas, de elementen

van © \O zijn draalsplegellngen, een drasispiegeling is het product van een
draallng om een as en een splegeling in een vlak loodrecht op die as. Iedere
draaiing behalve de identieke I legt haar draaiingsas vast; hij heeft de
richting van een eigenvector bij eigenwaarde 1. Iedere dreaispiegeling be-
halve de draaispiegeling J met draaispiegelhoek n legt hasr dreaispiegelas

vast; hij heeft de richiing van een eigenvector bij eigenwmarde -1. J is de

Opzave 71. Z(Oé) bestaat uit I en J.

Stelling 12.3 ITedere eindige ondergroep van 0: is cyclisch met voortbrengende

gpiegeling in de oorsprong: Jx = -x .

D(%f), m een natuurlijk getal.

Stelling 13.4 In een ondergroep van On, die geen ondergroep vaen 0; isg,
vormen de elementen met determinant = 1 een ondergroep van index 2.

Stelling 13.5 Als K een ondergroep van 0: ig en S € 02\0:, dan vormen de
elementen D en DS, waarbij D de groep K doorloopt, een ondergroep van O . Op
deze WlJZE worden alle ondergroepen van O verkregen, die niet bevat 21Jn

in O

Stelllng 13.6 De eindige ondergroepen van 0 zijn de cyclische ondergroepen

C, van O en de digdergroepen D van orde 2m, Gie bestaan uit de elementen

D en D3, waarin D de groep Cm deorloopt en S een vaste spiegeling is.




Stelling 13.7 De eindige ondergroepen vaen 0: zijn:

cyclische groepen Cm’
digdergroepen Dm’

de tetraddergroep T,
de octaBdergroep (%

de icosaddergroep J.

42,

Alle draaiingen van Cm hebben dezelfde as evenals alle drasiingen van de

cyclische ondergroep van Dm. De andere draaiingen in Dm hebben assen lood-

recht op de as van de cyclische ondergroep en draaiingshoek .

. . . +
Tabel van geconjugeerde polen van de eindige ondergroepen van O

santal
geval | geconjugeerde | orde naam, sgymbool
polen
I cyclische groep
C,, H=1.
II 1 N cyclische groep
1 N CN’ N = 2.
5 2 diddergroep
III il 2 D1,y N even = 4,
s
2 N '
2 tetraddergroep
Iv T, ¥ =12,
3
12 2 octaddergroep
v 8 3 G, ¥ = 24.
6
30 2 icosagdergroep
VI 20 J, N = 60.
12

3
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Stelling 13.8 Als K een ondergroep van 0 is, dan vormen de elementen D en

DJ, waarbij D de groep X doorloopt, een ondergroep K" van 0 . Als K een on-
dergroep van O is, die een ondergroep L van index 2 bezit, dan vormen de
elementen D, waarle D de groep L doorloopt, en DJ, waarbij D de verzameling
K\L doorloopt, een ondergroep van O y die isomorf is met K. Op deze wijzen
worden elle ondergroepen van 0, verkregen, die niet bevat zijn in 0F; de eerste

!
methode levert de ondergroepen H, waarvoor J € H, de tweede die met J ¢ H.

Stelling 12,9 De eindige ondergroepen van 03, die geen ondergroepen van O3

zijn, luiden als volgt.
i. Ondergroepen H, waarvoor geldt J € H:
i i i i i
Cm’Dm’j— ’0 ’U
2. Ondergroepen H, waervoor geldt J ¢ H:

h .
Cm (m oneven), ontstaan uit 02m met ondergroep Cm,

y ontstaan uit C4m met ondergroep sz,

y ontstean uit Dm met ondergroep Cm,

D (m oneven), ontstaan uit D, met ondergroep D

D s ontsisan uit D4m met ondergroep Dzm’

Td , ontstaan uit met ondergroep N

Opgave 72. De ondergroepen van 03 bestaande uit de transformatées,idie een
tetragder, octaéder of icosagder invariant laten, zijn resp. J, & en g*,

§ 14. Isometrie&n van de ruimbe. Roosters. Puntgroepen.

Definitie 14,7 Een isometrie is een afbeelding van de ruinte in zichzelf,

die afstanden bewaart, d.w.z. voor ieder tweetal punten Psq is de afstand van

de beeldpunten p' tot q' gelijk aan de afstand van p tot Q.

We kiezen een oorsprong O in de ruimte en leggen de punten vast dcor hun po-

gitievectoren uit O. De voorwearde voor een isometrie B luidt dan:

lng - By {= l_l_g - ,y_l voor alle X en y.
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Definitie 14.2 Zen translatie T is een afbeelding, die bepaald wordt door

Tx =x+p (p een vaste vector). De vector I heet de translatievector van

de translatie T.

‘Btelling 14.1 Een translatie is een isometrie; de translaties vormen een

transformatiegroep. De afbeelding, die san iedere translatie haar transla-
tievector toevoegt, is een isomorfe afbeelding van de groep der translaties

op de additieve groep der vectoren. De groep der translaties is abels.

Stelling 14.2 Een orthogonale lineaire tresnsformatie is een iscmetrie,

Stelling 14.3 Iedere isometrie B is op één en slechts &én manier te schrij-

ven als het product van een orthogonale lineaire transformatie en een trans-

latie:
B =70 (T translatie, O orthogonsal).

Stelling 14.4 De isometriesn vormen een groep van transformaties.

Definitie 14.3 Als B een isometrie is en B = T0, waarin T een translatie en

O een orthogonale lineaire transformatie is, dan heet T het translatieve en

O het rotatieve bestanddeel van B. Als det O = 1 heet B een beweging.

Stelling 14.5 De groep der translaties is een normale ondergroep van de

groep der isometriesn.

Stelling 14.6 4Als 0 een groep van isometriedn isg, R translatievector van

een translatie in G en U rotatief vestanddeel van een isometrie in G, dan is

Op translatievector van een translatie in G.

Stelling 14.7 De afbeelding, die aen een isometrie haar rotatieve bestand-

deel toevoegt, is een homomorfe afbeelding met de groep der translaties als

kern.

In deze paragraaf gebruiken we voortaan de letter G voor een groep van iso-
metrieén, H voor de ondergroep van G bestaande uit de translaties in 8, K voor
de groep der rotatieve bestanddelen van isometrieén in G en H' voor de groep

der translatievectoren behorende bij de translaties van H.

Stelling 14.8 K= G/H.

In deze paragraaf veronderstelien we voortaan, dat H aan de volgende voor-




wearden voldoet:

*

1. Er is een & > 0 zodat voor alle translatievectoren p van translaties in
H geldt p = Q of |p| = &.

2. Br bestaan drie lineair onafhankelijke trenslatievectoren bij translaties-

in H.

Stelling 14,9 H' is een rooster, d.w.z. er bestaan drie vectoren v, , Y,

v
1 -3

in H', zodat H' bestaat uit alle vectoren, die te schrijven zijn in de ge-
daante oy tng, tny met gehele Ny Ny, 1. Het stelsel vectoren Yoy Y
heet een basis van het rooster.

Stelling 14,10 De elementen van K voeren het rooster in zichzelf over.

Stelling 14.11 K is eindig. Voor de draaiingshoek of draaispiegelhoek o van

iedere transformatie in K geldt, dat 2 cos ¢ geheel is. K bevat slechts ele-

menten van de orde 1,2,3,4 of 6.

De groep X heet in de kristallografie puntgroep. Op grond van stelling 14.11
en de resultaten van § 13 komen voor de puntgroepen sglechts in aanmerking de

groepen die in de volgende tabel zijn vermeld.

Tabel wan puntgroepen

Plat vlak Ruimte
i
02 01 C1 C
s 8 i S
02 C C2 02 c
i v
C4 ] I)2 D2 C2
*he c. | ¢t ]
4 3 3
i v
06 03] D3 ]'.)3 03
8 8 i| =—
C6 03 C4 C4 04 ]
i v d
D4 D4 04 I)2
i n
Cs | G5 | Cs “
i v h
D6 Ds C6 Dsq-
T igt
clet |
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Wat de notatie betreft merken we op dat ¢® = C? , DZ = 5: en D? = CZ. De
rangschikking van de groepen in de tabel hangt samen met de bij de groepen
behorende roosters. Dat bij de groepen, die op dezelfde horizontale lijn
-staan, hetzelfde rooster behoort, volgt direct uit het feit, dat de transfor-
matie x = -x leder rooster in zichzelf overvoert; deze transformatie is in
het vlatte vlak de draaiing over een hoek m en in de ruimte de draaispiege-
ling J. Dat de horizontale lijnen, die met een pijl verbonden zijn ook het-
zelfde rooster opleveren, volgt pas ne een discussie van de afzonderlijke

gevallen,

De 32 puntgroepen in de ruimte corresponderen met de 32 kristalklassen. Ze
bepalen het macroscopische gedrag van het kristal.

Van de 32 puntgroepen zijn er sommige isomorf als groep. Br blijven 18 niet-

isomorfe groepen over.

Stelling 14.12 Bij ieder rooster en iedere grcep van orthogonale lineaire

transformaties, die dit rooster in zichzelf overvoeren, bestaat een groep G
van iscmetrieén, waarvoor K de gegeven groep van orthogonale transformaties

en H' het gegeven rooster is.

Door de gegevens van stelling 14.12 is de groep G in het algemeen niet vast-
gelegd. De discussie van alle mogelijke groepen G leidt tot de 230 ruimte-
groepen van de kristallografie; deze discussie voeren we niet uit. Wel be~
spreken we de roosters, die bij gegeven puntgroeven behoren. De grootste groep
bij een rooster heet de holo&drie van dit rooster, de groepen van halve orde

de hemjédrie&n, de groepen van kwart orde de tetartoddriesn.
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Tabel van puntgroepen gerangschikt nasr roosters

Plat vlek Ruimte
hol. hemn. tet. hol. hem. tet.
N N ) N N N
i
2 02 C1 2 C C1
8 8 i s
4 02 2 C 4 02 2 02,0
8 i v
8 C4 4 04 8 D?2 4 D2,02
=] 8 i v i
12 06 6 03, Cs 3 03 12 D3 6 D3,03,03 3 03
i v._.d i —_—
16 D4 8 D4,C4,D2,C4 4 04, 04
i v _h i ol
24 Ds 12 Z‘JG,CE’.D:&,O‘5 6 Cs’ C3
s | {20 ] @ d 12 | T
N = orde van groep, hol. = holo&drie, hem. = hemigdrie, tet. = tetartosdrie.

Roosters behorende bij de puntgroepen in het platte vlak

Basis van rooster: Yoo X,

C1= willekeurige basis; willekeurig rooster.

c®: v, langs spiegelas, ¥, loodrecht op ¥,

ongecentreerd rechthoekig rooster.

¥, langs spiegelas, projectie van v

1 2

gecentreerd rechthoekig rooster.

op ¥, op midden ¥,

C, : basisvectoren even lang en onderling loodrecht ;

vierkant rooster.

C.: basisvectoren even lang en onder een hoek van 60°;

hexagonsal (of trigonaal) rooster.
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Roosters behorende bii de puntgroeven in de ruimte

y N

Basis van rooster: Yo Xy X

c, (triklien}: willekeurige basis;

willekeurig rooster.

C2 (monokli_en): y,oeny, locdrecht op draaias en overigens willekeurig, v,

langs dreaias;

ongecentreerd monoklien rooster.

Y eny, loodrecht op draaiss en overigens willekeurig, projectie wvan ¥, op
vlak van vy, eny, op midden v .}

gecentreerd monoklien rooster.

D2 (orthorombisch): basisvectoren twee aan twee loodrecht en langs de draai-

assens

cngecentreerd rechthoekis rooster.

Y eny, onderling loodrecht langs twee dreaisssen, projectie van v, op vlak

1

van v, en v, in midden ¥,3

enkelvoudig vliak gecentreerd rechthoekig rooster.

Yy, oeny, onderling loodrecht langs twee draaiassen, projectie van ¥, op vlak
van v

en v, in midden van basisrechthoek;

1 2

ruimtelijk gecentreerd rechthoekie rooster.

¥, langs een (eerste) draaias, v, (resp. 33) in vlek van eerste draaias en
nog een (tweede resp. derde) draaias met projectie op ¥, in midden y, (dus

vliak van v, en ¥, loodrecht op vlak van y, en _x_rs);

1 1

drievoudig vlak gecentreerd rechthoekiz rooster.

. o .
03 (trlgonaal). Y, en ¥, even lang en onder een hoek van 60 in vlak lood-
recht op draaiss, v, langs dranias:

ongelaagd trigonaal rooster.

Y, eny, even lang en onder een hoek van 60° in vlak loodrecht op draaias,

projectie van ¥, op viak wvan ¥, eny, in zwaartepunt van driehoek opgespan-

nen door Y, eny,;

gelaagd trigonsel rooster.

c A (tetragonaal }: ¥, eny, even lang en onderling loodrecht in vlak loodrecht
op draaiss, A langs draaias;

ongecentreerd tetragonaal rooster.
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Y, en ¥, even lang en onderling loodrecht in vlak loodrecht op draaias,

projectie van ¥, 0p vliak van v, eny, in midden basisvierkent;

gecentreerd tetragonaal rooster.

C, (hexagonaal):‘g1 en v, even lang en onder een hoek van 60° in vlak lood-
recht op draaias, ¥, langs draaias;

hexagonaal rooster.

T{kubisch): basisvectoren even lang en twee aan twee loodrecht langs de
diéderassen;

ongecentreerd kubiasch rooster.

¥, en v, even lang en onderiing loodrecht langs twee di&derassen, projectie
van v, op vlak van v, en v, in midden basisvierkant, lengte van projecterende
1ijn helft ven lengte v,;

miimtelijk gecentreerd kubisch rooster.

¥, langs cen (eerste) diéderas, v, (resp. 33) in vlek van eerste didderas
en nog een (tweede, resp. derde) digderas met projectie op ¥, in midden.11,
lengte van projecterende lijn helft van lengte.x1;
vlak gecentreerd kubisch rooster.

§ 15. Rerresentaties van enkele gymmetriegroepen.

Stelling 15.1 laat G een groep zijn met een abelse ondergroep H van index 2

1
zodat er een element d van G\H bestaat, waarvoor geldt d2 = e, dh = h_1d voor

alle I € H. Irreducibele representaties van G lkunnen als volgt worden ver-
Xregen:

1. Als x een enkelvoudig karakter van H is, dat slechts de waarden + 1 aan-
neemt, een eendimensionale representatie ¢ van G bepasld door xa(h) = y(h),
xc(hd) = x(h) en een eendimensionale representatie t van G bepaald door
x;(h) = x(n), x_(nd) = ~x(a)(n € H).

2. Als x een enkelvoudig karskiter ven H is, dat andere waarden dan + 1 aan-

neemt, een tweedimensionale representatie ¢ van G met matrices:
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sy [ O sy o[ O )
o x@) W)™ o

Tedere irreducibele representatie van G is equivalent met één der bovenstaande.

Stelling 15.2 02 heeft de volgende irreducibele continue representaties:

T+ De identieke representatie (dimensie = 1).
2. x(drmaiing) = 1, y(spiegeling) = -1 (dimensie = 1).
3+ Voor ieder natuurlijk getel r de representatie o, met matrices:
08¢ ~-sin g, "R,
EC )=C im ),
n ing cos g e ¢
(COScp sin ¢ 0 e~ Te
: )= (; )
™\sing -cos o et BP g ’

Tedere irreducibele continue representatie van 02 is equivalent met één der

bovenstaande.

. . . . - q
Opgave 73. Bepaal de irreducibele representaties van de digdergroep Dm el
het aantal klassen geconjugeerden in DIn en verifieer, dat dit aantal gelijk

is aan het aantal niet-equivelente irreducibele representaties.

Stelling 15.3 Als K een ondergroep van O3 is en g een irreducibele repre-

gentatie van K, dan zijn o, en o_, gedefinieerd door
5, (D) = o(d) , o, (07)

o_(9) =a(d) , o (DJ)

U(D) y
-o(D) (D €K),

1]

. . . i . , . i
irreducibele representaties van X~. Tedere irreducibele representatie van ¥

wordt op deze wijze verkregen.

Opgave 74. Als G een groep van orthogonale lineaire transformaties van R3 is,
dan is de afbeelding, die aan ieder element van G zijn matrix toevoegt, een
matrixrepresentatie van G. Onderzoek deze representatie voor de puntgroepen
en vergelijk ze met de reeds bekende irreducibele representaties van deze
groepen., (Aanwijzing: het spoor van een draaiing is 1 + 2 cos ¢ en het spoor
ven een draaispiegeling is - 1 + 2 cos ¢; de draaiingshoeken resp. draaispie~

gelhoeken ¢ volgen direect uit de ordes van de groepelementen.)
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