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0. Inleiding,

Deze syllabus bedoelt te =zijn cen inleiding in de Eindige
Meetkunde, Een uitputtende behandeling wordt niet nage-
streefd, Veeleer wordt getracht de lezers vertrouwd te
maken en cen eind op weg te helpen met cen groot aantal
begrippen en onderwerpen, waarna zlj worden verwezen naar
de literatuur. In het bijzonder wordt gericht op de syl-
labus Classical groups van Higman {9] en op de bocken
van Dembowski [h] y Hughes-P’iper U1} ' Gruenberg—wcir[5}
en Hirschfeld [10].

Het uitgangspunt»(ﬂoofdstuk 1) wordt gevormd door een ruim-
- telijke benadering van de klassieke configuraties van Desw-
argues en Pascal. In Hoofdstuk Z wordt de projectieve
meetkunde geintroducecerd via de structuur der deelruimten,
zowel axiomatisch als met behulp van vectorruimten over
een (eindig) lichaam, De theoriec der projectieve vlakken
wordt ingeleid in Hoofdstuk 3 , met het accent op dc.
combinatorische eigenschappen. [en aantal begrippen, zoals
spreads, Naer subvlakken, Singer cycles, nict-Desarguese
vliakken, translaticvinkken, wordt toegelicht door veoor-
beelden, Met enige uitvoerigheid wordt in Hoofdstuk U4

de polaire mcetkunde behanderd, met speciale aandacht voor
de combinatorische toepassingen van de symplectische, uni-
taire en orthogonale mectkunden (ook van karakteristiek 2).
lMoofdstuk § is gewijd aan kwadratische verzamelingen zoals
ovalen en ovéiden, Qok de lijnen meetkunde, de Tits-ovoide
en de meetkunden van'MBbius'cn Hjelmslev komen aan de orde,
De samensteller is dankbaar voor de goede raad van vele
collegas in binnen- en buitenland. In het bijzonder ver-

meldt hij de medefterking van A, Blokhuls en W. Haemecrs,




1. Klassieke configuraties,

1.1. De configuratie van Desargues (1593-1662).

Beschouw vijf punten 1,2,3,4,5 in de ruimte, waarvan
geen viertal coplanair is (d.w.z. op één vlak ligt). De
tien paren der punten bepalen tien rechten, de tien tri-
pels tien vlakken, Als we dit geheel snijden met een
niet ongeschikt vlak (een vlak dat geen van de vijf
punten bevat en niet evenwi jdig loopt met een van de

1i jnen of vlakken) dan ontstaat de configuratie van

D :
esargues 35

23

Deze configuratie ligt ten grondslag aan de wvolgende
stelling: Laten in een vlak twee perspectivisch gelegen
driehoeken gegeven zijn (d.w.z._de verbindihgslijnen
van "overeenkomstige" hoekpunten gaan door één punt,
het perspectiviteitscentrum), zeg de driehoeken
13;1&,15 en 23,24,25 met perspectiviteitscentrum 12,
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dan liggen de snijpunten 34,35,45 van de correspon-

derende zijden van deze driehoeken op een rechte (de

perspectiviteitsas]. |

Dit is de stelling van Desargues. Haet bewijs wverloopt
~als volgt. Richt een of andere rechte op in het punt

12 (niet in het vlak) en kies daarop willekeurig tweec

punten 1 en 2 . Bepaal nu de volgende punten:
3:= (1y13)n(2vu23), b= (1vik)N(2024) en
5:= (1vi15)Nn(2v2s).

De vijf punten 1,2,3,4,5 bepalen nu in het vliak een
configuratie van Desargues, die precies gelijk is aan
de oorspronkelijke figuur., Hieruit volgt dat 34,45,53
op een rechte liggen,

1.2, Opmerkingen.

1.2.1. Bij de constructie hebben wij slechts gebruik
gemaakt van de projectieve bewerkingen M\ =8sni jden en

\J = verbinden,

1.2.2. Bij het bewijs hebben wij gebruik gemaakt van
het feit dat ons vlak zich in de ruimte bevindt, Eeﬁ
platlander zou dit bewijs niet kunnen geven. (Een ge~
'volg hiervan is dat in een projectief vlak, dat gelegen
is: in een ruimte met meer dan twee dimensies de
stelling van Desargues geldt; er zijn echter projec~
tieve vlakken waarin deze stelling niet geldt, zoals we

later zullen zieﬂ.)r

1.2.3, Kiezen we het snijvlak "ongeschikt" dan ontstaan

bijzondere gevallen van de stelling.




(1) snijviak [J 345 . (11) snijviak ff 12,

™~

Rl

In het eerste geval komt de stelling van Desargues neer

op de pyramide-eigenschap : als PR //] PPR'" en Rq J/R'Q",
dan PQ J/ P'Q' .

1.2.4, Neem het snijvlak door 12M 345, Dan ligt het
perspectiviteitscentrum {12) op de perspectiviteitsas
(311'5). We noemen de perspectiviteit in dit geval een
elatie (in het andere geval een homologie). In het geval
12 f/ 345 komen het centrum zowel als de as in oneindig
te liggen en lopen dus alle overeenkomstige 1ijnen
parallel; we hebben dan een translatie. De .stel].ing van

Desargues komt nu neer op de prisma-gigenschap: als

PP' J/ QQ' )/ RR' en PR [/ P'R', RQ J/ R'Q* ,dan PQ/f PrQ'.

-




De stelling van Desargues impliceert dus de prisma-
eigenschap, omgekeerd echter niet : het is mogeli jk dat
in een projectief vlak de prisma-eigenschap geldt, maaxr

de stelling van Desargues niet.

1.2.5, Als van twee driehocken de verbindingslijnen der
corresponderende hoekpunten door één punt gaan, dan
liggen de snijpunten der correspondercnde zijden op één
1i jn.

Als we de duale uitspraak beki jken (we vervangen punt
door 1lijn en omgekeerd) dan krijgen we het omgekeerde
van de stelling van Desargues :

Als van twee driehocken de snijpunten der correspon-
derende zijden op een lijn liggen, dan gaan de verbin-
dingslijnen der corresponderende hoekpunten door één
punt. (De operaties snijden en verbinden, Y en \J

worden bij dualiseren ook verwisseld)

1.2,6, Opgave. Leg een verband tussen de configuratie

van Desargues en de Petersen-graaf. Laat zien dat

hieruit volgt dat de Petersen-graaf Sym(5) als groep

van automorfismen heeft.

1.3. De zeshoeken van Pascal (1623-1662) en Pappus
(250-300),

A
8

S AT

£
|

PASCAL | PAPPUS




Beschouw zes punten 12, 23, 34, 45, 56, 61 op een
kegelsnede (resp., op twee rechten in een vlak). Dan
liggen de snijpunten 123/456, 234/561, 345/612 op
een rechte,

Voor het bewijs construeren wij een ruimtelijke zes-

hoek 1,2,3,4,5,6 van Dandelin (1794-1849), waarvan de

zijden op een eenbladige hyperboloide liggen. Flke
eenbladige hyperboloide bevat twee stclsels S en T

van rechten. Twee rechten van hetzelfde stelsel kruisen;
twee rechten van verschillende stelsels snijden (of zijn

evenwijdig) : Laat de hyperboloide gegeven zijn door de

vergeli jking
ARy I
a b c

laat de lijnen van stelsel S bepaald worden door

R—
1l

51( 52(1—%)

P P

+
olN ofn

—
1l

X
s, s,(1+g )3

‘en de lijnen van het stelsel T door

t1("“"§') t2(1+;§')’

t,(242) = ¢ (1)

De zeshoek van Dandelin ontstaat nu als volgt.-Beschouw
een hyperbolodde door de gegeven kegelsnede (resp. door
de beide gegeven rechten). Neem de rechten van het
stelsel S door de punten 12, 3&,_56. en die van T
door de punten 23, 45, 61, Noem de verkregen snij-
punten 2, 3, 4, 5, 6, 1.

=




Beki jken we vervolgens

Pi= 12N 45, Q:i= 23 M 56,

dan zien we dat
123 N 456
234 N 561
3hs ) 612

PQ e

QR

il

R .

De snijpunten van PQ,PR en
QR met het vlak van de

ellips liggen op een rechte
omdat de 1ijnen PQ,PR en QR
in &één vlak liggen. Maar deze snijpunten zijn juist
gelijk aan de drie snijpunten uit de stelling.

Opgave. Dualiseer de stelling van Pascal. ( Bedenk dat
dualisering van een kegelsnede (verzameling van punten)
weer een kegelsnede (nu een verzameliﬁg van raaklijnen)
oplevert.) Het resultaat van de dualisering is de

stelling van Brianchon.(rQQS—laﬁﬂ).

De stelling van Pappus impliceert de stelling van Des-
argues, het omgekeerde geldt alleen in het eindige geval. .
| | (z1e Din]),
Een bijzonder geval van de Stelling van Pappus ontstaat
wanneer de corresponderende 1lijnen parallel lopen, de

drie'snijpunten'komen dan op de oneindige rechte te lig-

gen,
34 5é
e 123 Il 456 ,
234 11 561 ,
us I 612,
13 é y<




2 . Projectieve meetkunde.

2,1, Projectieve ruimten.

Een projectieve ruimte is een paar (ﬂb, £_) bestaande
uit een verzameling jD (de punten) en een collectie
(de lijnen) van deelverzamelingen van P zodat aan de

volgende drie eigenschappen is voldaan,
PG 1. Elk tweetal (verschillende) punten ligt op één 1lijn.
PG2, Elke 1lijn bevat tenminste 3 punten,

PG 3, Het axioma van Pasch ¢ Als twee lijnen 1 en m
elkaar snijden in een punt C, en A,D zijn twee
van C verschillende punten van 1, B,E twee van

C verschillende punten van m , dan hebben de

1i jnen AB en DE een sni jpunt.

Opmerking : Axioma's zijn bhinnen een wiskundige theorie
op te vatten als "spelregecls", de bedoeling is natuur-
1i jk wel dat het spel dat je gaat spelen iets met de

werkeli jkheid te maken heeftj het =z=ijn echter geen van

hogerhand vastgestelde "ecuwige" waarheden.

Een deelruimte van ecen projectieve ruimte (ﬁv,tﬁ }

1s een deelverzameling 0<C f> met de eifrenschap :
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Yre P:VQ G?VRQPL)Q'((PGX)GGM):) Re o)

D.w.z, als een deelruimte twee punten bevat, dan bevat
hij de hele 1lijn door die twee punten.

Met de Dbijbehorende 1lijnen is de declruimto zelf weer
een projectieve ruimte. Voorbeclden van deelruimten

zijn : _ 3 ,
¢ s {P} voor P GP ’ }PlP Gl} voor 1 e K.

Drie punten die niet op een lijn liggen bepalen een
viak (alle X ¢ P op PUS, se P,y P3 en de bijbe-
horende 1ijnen), 4 niet in een vlak liggende punten
bepalen een 3-ruimte (alle X € 7 op P4U S5,
SE‘P1UP2UP3), etcetera., Fen hyperviak is cen maximale
echte deelruimte, IFen projectieve meetkunde is de ver-
zameling van alle deelruimten van een projectieve ruimte.

Hieruit ontstaat een affiene meetkunde wanneer uit elke

deelruimte de doorsnede met een gegeven hypervlak wordt
weggelaten (onze "eewone" ruimte 1s een affiene ruimte,
het vlak dat is "weggelaten" is het vliak in het onein-
dige). '

Een verzameling van d+ 1 elementen met al zijn deel-
verzameiingen is op te vatten als een "magere" projec-
tieve meetkunde (vervang PG 2 door: elke 1lijn bevat
tenminste tweco punten). De lijnen zijn de paren elemen-
ten (de vlakken de drietallen, de hypervliakken de
d-tallen etceotera). (%ie @i}). Ga na dat aan het axioma

van Pasch voldaan wordt omdat "~ de voorwaarden lgeq 2T .

De deelruimten van een project'ieve mee ftkunde vormen
een lattice (rooster), waarin K 0> de doorsnede en
HU R de kleinste omvattende deelruimte van de decl-
ruimten o en F; is, en waarin de projectieve ruimte J

zelf de grootste en P de kleinste dcelruimte is,

-9-




Deze lattice is atomair (ecen punt heeft slechts ¢ als
echt deel) , gecomgismenteerd ( Vx I xr: (xux' = i .
xNx'=0%)), en modulair, d.w.z, er bestaat geen Fucli-

dische deellattioce:

x o,

¢

Omgekeei‘d is elke atomaire, gecomplementeerde, modulaire
lattice een (eventueel magere) projectieve meetkunde.
(zie [20} p. 139).

Een vlag is een stelsel decelruimten
p-DcDeDe.. Pede . cf

- O [y L

zodat, voor 1=0,1,2, ... , elke D‘-ﬂ een echte decl-
ruimte is wvan *B;‘ , en geen echte declruimten tussen *D{-.

en D: baestaan.

P

dcfPclcoec. ..

Wij beperken ons f_ot projectieve meetkunden P met
eindige vlaggenj van een éro;]ectieve meetkunde
heeft clke vlag dezelfde lengte =31+ dim P .
Voor de deelruimten ;D en & van P geldt:

dim D +dim &€ =dim Do € +aim Dol .

w10Q=-




Voor het hewijs van de volgende stelllng verwijzen we
naar de redenering in 1.1.
Stelling. Als een projectieve ruimte dimensie groter dan
2 heeft, dan geldt de stelling van Desargues voor elk
deelvlak.
We zullen echter projectieve vlakken ontmocten waarvoor
de stelling van Desargues niet peldt, Yulke projectieve
vlakken kunnen dus niet als declvlak worden ingebed in
in projectieve ruimte vian dimensie meer dan 2.
Projectieve ruimten waarin de stelling van Desargues
geldt kunnen worden gecodrdinatiseerd met behulp van
een scheef lichaam, en met bhehulp van een lichaam wan-
neer de projectieve ruimte eindig is (dew.z. cen eindig
aantal punten bevnt). Deze mankondipging legalisecrt de

volgende paragraaf,

2.2, Projectieve ruimten over ecen lichaam,

7Zij V(d+1,F) een vectorruimte van dimensiec d + 1
over een lichaam I, De linealre deelruimten van
V(d+1,Iﬁ vormen cen projectieve mectkunde wvan dimensie
d . Inderdaad, noem de 1-dimensionale lineaire deel-

ruimten de projectieve punten en de 2-dimensionale

lineaire deelruimten de projectieve 1ijncn, De projec—

tieve punten en 1lijnen veoldoen aan de axioma's (ga nal)
PG 1,2,3 . De aldus verkregen projectieve ruimte wordt
genoteerd met PG(d,Fﬁ . Als I het edndipge Galois~
lichaam T _ =GF(q) ,a=p%, p priem is dan schrijven we
ook wel PG(d,q). De magere projecticve meetkunde op
d+1 punten =zou dan kunnen genoteerd met PG(d,1) (Dit
wordt later nog toogelicht). _

In PG(d,Eﬁ geldt de stelling van Desargues, ook
voor d=2 . Inderdaad, PG(E,Iﬁ kan worden ingebed in
PG(3,T).
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Zij H een lineaire deelruimte van V(d+1,T)., De

flat door p & V en evenwijdig aan [ is de verwzameling

+hiheH{ . Selecteer in Vv(d+1,T) ecn hypervlak
p+2 ]2

H en een flat A // H, A # e De doorsncden van _A met
de lineaire deelruimten in V{(d+1,TF) zijn flats. Omdat
ANH= # vormen dere flats een affiene mectkunde , aan

te duiden met AG(d,TF),

i

Projectieve 1ijnen en punten (zoal_s o~ en Tr ) corres-
ponderen met affiene 1ijnen en punten in A (zoals a
en P), behalve de 1lijnen en punten in H!

Voor een eindig lichaam ]Fq kunnen de aantallen
deelruimten worden geteld, Wij bepalen ecrst het aantal
lineaire deelruimten van dimensie m van de vectorruimte
V(n-,q) , m<n, Het aantal verzamelingen van m lineair

—

onafhankelil jke vectoren in Vin,q) i3
2 -1
(¢"=1)(q"-q)(q"-q") ... (g"=q" )

Van deze verzamelingen bepalen echter steeds

(@™=1)(q"=q) o.. (a™=a™"")




dezelfde lineaire deelruimte V(m,q). Het quotient van

deze uitdrukkingen is dus het aantal der V{m,q) 4n V(n,q).
Dit quotient noteren wij met behulp van de gq-analoga van
de faculteit (!) en van de binomiaalcoefficient (g):

nd

Lim(g-1) (g™ 1) (@™ "-1) vuu (a=1) s 0] =TT (e d
q

Deze definities worden gelegaliseerd door de limieten :

lim n =n! , lim [n] = (7).
m m
q-—>1 q-—-1 q

Steliing. Het aantal lineaire deelruimten V{m,q) in
V(n,q) , m€n, bedraagt Eﬂ .
a

Als geen verwarring optreedt laten wij de index q weg.

Stelling. Het aantal e-dimensionale deelruimten in

d+1
PG(d,q) bedraagt o1

] . (Als we g=1 nemen
krijgen we dus precles het aantal e-dimensio=~
nale deelruimten van een magere PG)

Het asntal e-dimensionale flats in AG(d,q)

bedraagt d-e {d
. q e .

Het tweede deel van deze stelling is in te zden door
eerat het aantal flats te nemen dat door de oorsprong
gaat en vervolgens te bedenken dat een klasse evenwij-

dige e«flats uit qd-e elementen hestaat.

Stelling., De V(1,q) en de V(m,q) van een V(n,q), m<n,

vormen de punten en de blokken wvan een

- -
2~( {?], [T] ’13-5] ) designf it design is

symmetrisch d.e.s.d.a. m=n-1.
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2,3, Spreads.

Een t-spread in PG{n,q) is een collectie van t-deel-
ruimten zodat elk punt van PG(n,q} 1igt in &én t-deel-
ruimte, Fen nodige,(en ook voldoende) voorwaarde voor

het bestaan van een t-spread in.PG(n,q) is

t+1-1 {ﬂ'\-ﬂ-1___1

_ , dat is, t+1)n+l .
q-1 q-1

Opgave ! vind een spread van 5 1lijnen in rG(13,2).
In het bijzonder bestaan in PG(2d-1,q) spreads van

qd+1‘deelruimten van dimensie d-~1 ., Yo'n spread kan als
volgt wordeh geconstrueerd, In termen wvan vectorruimten
,1s het prohleem ! het vinden in-V(2d,q) van ecn stelsel
van qd+1 linegire déclruimten van dimensie d, die (na
weglating van O ) een partitie vormen van V\\{Q} .
We kunnen GF(qzd) beschouwen als ecn vectorruimte van
dimensie 2 over GF(qd). De verzameling W der lineaire
deelruimten van dimensie 1 vormt een partitie {(1aal 0
weg). Als GF(qu) wordt beschouwd als een vectorruimte
van dimensie 2d over GF(q), dan vormen de elementen van
¥ disjuncte deelruimten van dimensie d over GF{q) en
de gevraagde spread 1s verkregen,

Elke {d=-1)-spread in PG(2d-1,q) is als volgt te
beschrijven, zij U=U(d,q), en zij V=UxU,

Definieer, voor 1i=3, .. 49 +1 ¢
_W1=Ux0 » Wz-":‘OxU, Wi= }(x,Ti.(x))\'er} ’

waarin Ti :U-—aU een niet-singuliere lineaire trans-

formatie is., Dan geldt het volgende (bewijs dit ! )

i W.oy ane oW is een spread d.e.s.d.,a. T T

(1) 1°? ’ qd+1 P : j 1

heeft geen fixpunt voor i #J.

(44) W., +a , W 4 is spread & T,~T, is niet singulier
1 q +1 i 4

voor i_# Jj.

-1lh=




2.4, Collineaties,

Een collineatie van de projectieve ruimte (fo ,J:)
is een permutatie ¢ van fP zodat £e; { . Fen col-
lineatie beeldt deelruimten af op deelruimten van de-
zelfde dimensie, De collineaties vormen een groep,

genaamd Coll.

Een collineatie ¢ heet cen centrale collineatie als

JeepVee L ((Cel)= (£7=0)).

Dan gaat elke deelruimte door C (het centrum) in zich-

zelf over. Voorts bestaat er een hypervlak (de as) waar-
van elk punt in zichzelf overgaat, Inderdaad, als H en

K hypervlakken, niet door C, 2zijn dan voldoet
(HaH ) u (KnKT) .

Stelling. Een collineatie heeft een centrum dan en
slechts dan als hij een as heeft.

Een centrale collineatie heet ¢en glatie (homologie)
wanneer centrum en as incident (niet incident) z1ijn. De
elaties genereren een groep, de centrale collineaties

genereren een groep., Duidelijk is dat
Celaties? £ <centr. collind» <€ Coll .

Wanneer de projectieve ruimte ligt in een projectieve
ruimte van een hogere dimensie (dit kan alleen misgaan
als de .dimensie twee is), dan is elke centrale colline-
atie ¢ als volgt te construeren.

Neem de punten 1 en 2 op een lijn door het centrum

en neem het hypervlak o door de as. Bij elke pe?P

. cT
construeert men P volgens

(Pu1)ﬁo( =5 , (2US)('\JO =p7 .

Voortst CY :=C, Elk punt van de as is vast onder <,
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as

... Proj. ruimte

Opgave. Toon aan dat ¢ een collincatie is, llerken de

constructie van Desargues van § 1.1.

Beschouw nu weer de vectorruimte V::V(n,ﬁ‘) en de
daarbij behorcnde projectieve ruimte PG(n-1,TF) .

Zij - € Aut I, Een - semilineaire afbeelding van V is

een afbeelding oV — V . zodat
S Y « o e o _ o
(x+y) =x% +y y (AX)T = A x%

voor alle x,y € V, Ae I', 4ij [L(V) de groep van de
niet singuliere semilineaire afbeeldingen van V , dat

is, de groep van alle transformaties

(xy0%50 cee »x )7 = (R,%,, wen XA, detAfo,

De algemene lineaire groep GL{V) 1is de groep van de

niet singuliere lineairc afbeeldingen van V

)o- = (x-l'xz! - ’x )A, detA#O.

(x1,x2, ceaX n

n

De speciale lineaire groep SL{V) is de groep van alle

: g
’v‘ (x1’x2’ .o ,xn) = (x.l,xz, s o ,xn)A' det A =1 .
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De lineaire afbeelding T :V—V gegeven door
xT =x+ c})(x)c y C eV , qpeV”,

heet cen dilatatie als P (c) ¢ i O,—1~’; , en een
transvectie als ¢ (c) =0,

SL{V) wordt voortgebracht door de transvecties; GL(V)
wordt voortgebracht door de dilataties en de trans-
vecties. Inderdaad, ten opzichte van ecn geschilkte
basis is de matrix van een transvectie T + aEi e AT

en 1s de matrix van een dilatatie T+ cp(c)lilii .

In PG(n-1,F) inducecrt elke niet-singuliere semi-
lineaire afbeelding een collincatie, induceert eclke
dilatatie een homologie, en induceert elke transvectie

een elatie, Voor de groepecn geldt:

¢{elaties’y) ¢ <(centr,. collingyd < Coll PV

[ | n
PSL(V) < PGL(V) £ rru(v)

Voor bijzonderheden verwijzen wij naar (9), hoofdstuk 2

"The general linear group", en naar (h)., In deze refe-

renties worden ook de ordes van de groepen bepaald, in

het geval ]F:]Fq s 4 =pe s P Priem (Ga na!)

A= )2l o jen(n,a)l = (a=D)PGL(n,a)]
1 1rL(n,q)) = 16L(n,q)| = (a=1) |SL(n,a)| ,
%\pf‘}_,(n’q)] = lpcL(n,q)| = |PSL{n,q)| x ggd(n,q-1).




3. Projectieve en affiene vlakken.

3.1, Het projectiove vlak .

Een projectief vlak is een projectieve meetkunde (TD.¢£ )

zodat

PG 1'., Elk tweetal verschillende punten ligt op één
1ijn.,
PG 2', Ilk tweetal verschillende 1ijnen heeft één

punt gemeen,

PG 3', Lr zijn 4 punten, waarvan geen drie op een

1ijn liggen,

Een projectief vlak is een projectieve ruimte van di-
mensie 2. Een eindig projectief vlak is een
2-(n2+n+1,n+1,1) design en wordt genotecrd met PG(Q,H).

De parameter n heet de orde van PG(E,n).'

Stelling (Bruck-Ryser). Nodig veor het hestaan van een
PG(2,n) is dat

(n51 of 2 (modn))——-> (n=u2+v2;u,v€1¥).

Voor het bewijs van deze belangrijke stelling, zie bj],
87-89 , PG(2,n) bestaat voor n= 2,3,4,5,7,8,9,11,13,
niet voor n=6, 14 terwijl het bestaan van rG(2,10)

en PG(2,12) niet bekend is., '

Voor een collineatie o &€ Coll =\ van hetf projec-
tieve vliak (P, £ ) is Fix o := {PGP\PG=P‘.

Opgave . Wanneer voor cen. collineatie ¢ Fix o vier
punten bevat waarvan geen drie collineair zijn, vormt
Fix o een subvlak,

FEen centrale collineatie o is gedefinieerd door

JeeP Ve L ((Ce?)=(7=0)).

Dan geldt ook
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Jae &ZVPE?' ((Pea) z;,(.l"‘rz PI).

Voor centrum C & ? en as a eff definieren wij
r(C,a) HES {0’6[—'\ ¢ heeft centrum C en as a} .
Voor gegeven C,a,P,Q bestaat er ten hoogste één

oe [ (c,a) zodat P°=Q . Een projectief vlak heet

(C,a)-transitief als iq(C,a) transitierl is op de niet

vaste punten van een 1ijn # a door C (hij is dan ook

transitief op de lijnen #a door C ).

Stelling. Fen projectief vlak is (C,a)-transitief iff

de (C,a)-stelling van Desargues meldt.

c

al
Inderdaad, hij gegeven C,a,P,Q definiecer de 1-1 afbeel-
ding ¢ =zoals aangegeven is in de tekening. Dan is O
een collineatie iff voor alle X en Y geldt
o o
(XxuY)na = (X"v Y7 )na.
Dit komt neer op de stelling van Desargues voor centrum

C en as a .

Stelling. Als een projectief vlak (C,a)utranﬁitief en
(D,a)-transitigf is met C#ED, dan is het ook {(A,a)-

transitier voor elke A e CubD,
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as

Inderdaad, construeer 55 e T (A,a) bij ¥ € M(c,a)

en Se P(Iﬁ),a) zoals hierboven aangegeven,

Een projectief wvlak heet een translatievlak t.o.v., de

as a, wanneer het (C,a)-transitief is voor elke C¢€ a.

Een projectief vlak heet een Moufang vlak wanneer het

translatievlak 1is t,o.v. eclke lijn.

Opmerking., Lenz en-Rarlotti klassificeerden alle mogeli jk-
heden voor-(C,a)-transitiviteitcn van een projecticf vlalk,

zie (4] p. 126,

3.2, Baer subvlakken , Singer cycles

Zij ™= ( ? ’ R ) een projecctief vlak van de orde n,
en zij ™ =( @' K ) een projectief viak van de orde m,
waarbij QP'c P en £'c L . Dan heet T een

subvlak van T . Zij ™' ecen echt subvlak van Tr .

Stelling., Als elk punt van ? ligt op een 1lijn van
.,C' dan geldt : m?=n ; als dit niet zo is tm? +m S n.

Bewijs. Als P& P op geen enkele 1lijn van £ 1ipt, dan

bevat elk der n+ 1 1lijnen uit L door P ten hoogste

één punt uit ?| . Anderzijds is elke P'e€ P‘ verbonden

met P door een 1lijn uit ,Q . Mieruit volgt dat

m2+m+1 € n+! , Neem nu aan dat eclke D e¥ 1lipgt op een
efc—: 0(:' « Dan wordt. 'P\ Pl door de 1lijnen uit Ll

verdeeld in disjuncte klassen van elk n-m punten :
n2+n+1 = (m2+m+1) = (n-—m)(m2+m'+1) ' (n-m)(n—m2) =0, Qa

In het eerste geval, dus als m2=n, heet rr' een Baer-subvlak.
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Wij lichten dit toe met de Baer-subvlakken rG(2, 31“3)
van PG(2, ]F9). Merk eerst op dat

GF(9) = {ad—b& | €% =-13 a,b ¢ ar(3)}
wordt gegemnereerd door (Jim 1= & (en niet door & )‘.
PG(Z,iFg) bevat 13 reéle en 7B complexe punten, Wij
vragen ons af of deze 91 punten kunnen worden gepar-

titioneerd in 7 disjuncte Baer-subvlakken van de orde

3 » zie . [18] PP 67-88, i.h.b- P 78-

Beschouw PG(Z,qu) met de bijbehofende vectorruimte

V==V(3,qu). Een niet-singuliere lineaire afbeelding

S:1V — V induceert een collineatie van PG(Z,IWq).

Een Singer cycle van PG(Z,iTq) is een rij vectoren

he
Xy SX 525: cee Sq-+q£

die alle punten van PG(2,in) voorstelt., Criterium is
dat de Singer matrix S pgeen eigenwaarde in ZFq heeft,

Voor'PG(2,ZF3) en voor PG(2,1F9)_voldoen

o 0 1 0o 0 1
S = 1 0 1 en T = 1 0 Wt .
0O 1 0 0O 1 ©

De boven gevraagde partitie van PG(2,1W9) in 7 Bacr-

4.

subvlakken wordt verkregen door de 13 machten van 5
tot te passen op de 7 vectoren

(1I0i0)| (wv1|0)’ (-u_l110)! (u1v1o0)9 ("““’1’1’0)
(Cdg|190)s (—‘9501’0) .

Samen met (0,1,0), (1,1,0) en,(—1,1,0) vormen dcze
vectoren int vlak z =0 in V(3,2T9) . 2en pg(i,pg).

b1
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3.3. Transversal designs, etc.

Zij S = {0,1, “on ,n-13 een verzameling van n symbo-

len, Een k- vector is een element van SkszSx ves XS5 .
Noem de cobrdinaatposities de plaatsen.

Een transversal design T(k,n) op S 1is een verzameling

van n? stuks k-vectoren zodat voor elk paar plaatsen
elk geordend paar symbolen uit S precies één keer voor-
komt. De kxn? matrix dic de k-vectoren als kolommen

heeft is orthogonal array 0OA(k,n) van sterkte 2. Elk

tweetal rijen heeft op overcenkomstige plaatsen precies

alle geordende paren uit S (is orthogonaal).

Normaliseer de beide eerste rijen tot

000, .0 11 .4 .1 & 4 .(n-1)(n-1)...(n—1)
012 . (n=001. . .=1) - = o} 1 e o o (n=1).

Dan leveren de overige k-2 rijen, gearrangeerd in
nxne-matrices, een stelsel van k-2 orthogonale latijnse
vierkanten van de orde n, zeg (k-2) MOLS(n) . Anders
gezegd, selecteer voor de k~vector twee plaatsen (zeg

rij en kolom). Voor een andere plaats m bepaalt elke

rij a €S en kolom b € S een symbool AZ b € S, De
?

matrix A" = 1Am ] is een Latijns vierkant , De
a,b
a,besS.
1 k-2
k-2 aldus verkregen matrices A, ... ,A  Vvormen

(xk-2) MoLs .

Opgave . Bewijs dit :

Opgzave . Bij een gegeven T(k,n) wordt een graaf gedefi-
nieerd als volgt, De knopen zijn de k-vectoren, en twee
knopen ziJjn verbonden als de corresponderende k-vectoren
op é6n plaats overeenstemmen. Déze graaf is sterk regu-
lier, Bewljs dit.

-22~




TE ST AT i = e

De duale structuﬁr van een transversal design T™(k,n)

is een (k,n)-net N, dat als volgt wordt gedefinieerd.
De punten van N zijn de k~-vectoren van TB(k,n). Een
lijn van N is een verzameling van k-vectoren die op
één plaats een constant symbool hebben, Een punt ligt
op een 1lijn wanneer de corresponderende k-vector op

de corresponderende plaats het corresponderende sym-
bool heeft. Er zijn n> punten, elke 1ijn heeft n punten,
door elk punt gaan k 3Xijnen, er zijn nk 1lijnen. Voorts
gelden (als k > 2) voor de verzamelingen 53 der punten

en ‘Q der 1ijnen de volgende eigenschappen.

N1. Er is ten hoogste één 1ijn door twee verschillende

punten.

N2, ‘,VPep:VPéteJL:a[n-\e_g:(Pem,-enmz.-#).

N3, Er zijn 3 punten niet op een 1lijn, zodat elk twee~-
tal op een lijn ligt.

Omgekeerd, zi1j ('P ,£ ) een eindige incidentie struce
tuur die voldoet aan N1,N2,N3 ., Noem 14nneJ:. evenwi jdig
wanneer 1 en m samenvallen of gerelateerd zijn volgens
N2. Evenwi jdigheid is een equivalentie relatie (bewijs!),
die [ verdeelt in (zeg k ) klassen van een constant
aantal (zeg n) onderling evenwijdige lijnen, Er zijn n
punten, nk lijnen, n punten per 1lijn, en van elk der Kk
kilassen één 1ijn per punt (bewijs !), Geef de n ver-
schillende 1ijnen van elke klasse aan door verschillende
symbolen uit {0,15 sas .n-1} « Pan wordt elk punt

aangegeven door een k- vector, De n? punten vormen de

2

k-vectoren van een transversal design. Inderdaad, voor
elk paar klassen komt elk geordend paar symbolen precies

één keer voor,

Stelling. De volgende objecten zijn equivalent ?

T(x,n) , OA{k,n) , (k-2) MOLS(n) , (Xx,n)-net.
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3.4, Het affiene vlak,

Een affien vlak is een incidentie structuur zodat
AG1 . Elk tweetal verschillende punten ligt op één 1i in,

AG2 , Voor elk punt-lijn paar (P,1) met Pg 1 is er één
1lijn door P en disjunct met 1 (zeg I 1).

AG3, DTr zijn 3 punten die niet op een lijn liggen,
' t

. oZig ¥

de incidentie structuur die ontstaat door uit 5) de

Zij 1 een 11jn van het projectieve vlak 3)

lijn 1 met al zijn punten weg te laten, Dan is 6) een

affien vlak,

Stelling. Bij een affienvlak d4 behoort een op isomorfie

na eenduidig projectief vlak 93 met de eigenschap dat

¢
54 = ? voor zekere 1 van 93 .

Inderdaad, zij o* een affien viak, Voeg toe als punten
de klassen van de equivalentie relatie {l1=m)V (1 { m).
Voeg toe als lijn de verzameling v der klassen. Met
geschikte incidentie ontstaat dan een projectief vlak

P met ?v = b*_ « De 1ijn. v hecet de oneigenli jke
iijn voor g*' y en de punten van v heten de gneigen-

1ijke punten voor d* .

4 m
Stelling. De affiene wvlakken jj en 93 zijn isomorf
iff  dacecoll(P ): (17 =m) .

Als Col11( P )} niet transitief is op de lijnen van S’

dan behoren dus bij ‘? niet-isomorfe arffiene vliakken,

Een eindig affien vlak heeft de orde n, wanneer het

bijbehorende projectieve vlak de orde n heeft, en

wordt genoteerd met AG(2,n). Het vlak heeft n? punten,

n2+n 1i jnen, n punten per 14 jn, n+1 1ijnen per punt, en

n+1 parallelklassen van ellk n 14 jnen,
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Stelling. De volgende objecten zijn equivalent :

AG(2,n) , T(n+t,n), OA(U+1!I‘) » (n-1)MOLS(n) .

Wij geven nogmaals het verband tusscn AG(2,n) en
T{n+t,n). Zij gegeven ocen transversal design T{(n+1,n)
op S. Een punt is ecen (n#1)-vector. Een 1lijn is een
verzameling van {n+1)-vectoren die op één plaats ecn
constant symbool hebhen, Dan vormen «t punten en 1ijnen
een AG(2,n) (bew;i..js : ).

Omgekeerd, ga uit van het affiene vlak AG(2,n). Noem
de punten van 1a: de plaatsen,., Selecteer twee onei-
genlijke punten Y = (x-cobrdinaat) en X = (y-codrdi-
naat)., Voorzie de lijnen door Y en de lijnen door X
van de verschillende symbolen uit S = {O,1,...,n-1’& .
Dan heeft elk punt van AG(2,n) twee codrdinaatsymbolen.

Als B het snijpunt is van de 1ijn met symhool O door

Y en de 1ijn met symbool” b door X, dan krijet elke

plaatsen

lijn door B het symbool b {(behalve BY die al het
symbool O heeft). Nu zijn alle lijnen voorzien van
symbolen. Voeg aan ¢lk punt P toe de (n+1)-vector
waarvan elke plaats wordt gevuld met het symbool van de
lijn door P naar die plaats op ]kn° De aldus gedefini-
eerde (n+1)—vectoren vormen een transversal design

T{n+t,n) over S {(bewijs!) .

De n? kolommen van de bijbehorende OA{n+1,n) komen
overeen met de n? punten van AG(2,n), gearrangeerd
volgens de n punten van de n 1lijnen door Y, Zonder

de algemeenheid te schaden kunnen wij 0A(n+1,n) de vol-

gende vorm geven :

Y 0 0 . L] 0 1 1 - . 1 [} a a . a (] a [] n‘—1 . n"'1
X101, .n-11O01T ., .n~-1.] 01 ., b .n-1}, 0 . n-i
1 0 1 L . 1‘1-1 1 . a - n—1
» . . - L [] m m [
m |01, .07 m . Aa,o Aa,b .

1'1-1 0 1 . . n""1 n""1 ™ »




De 1ijn door Y met symbool a en de lijn door X met
symbool b bepalen een punt met de codrdinaten (a,b),
waarvan de verbindingslijn naar de plaats m het sym-

: m
bool Aa,b krijgt.

Y : x=a
Y = :
P’qq‘,\ o (O'Azb')\
2 m
L m (0,A : ) -
A : -
a,b ' (O'A:b '\(a’h')
b C,b b
( ¢ ) (a’,) " (a,b)
(0,A,,)
Y (
(0,0) \E,O)
(0,0) (e,0)
De 1ijnen door de punten van x=a naar de plaats m
snijden de Y-as VOlgens de ordinaten Aa « Deze sym~

bolen vormen de af rij van = [A QJ « De
Lt g pes

matrices A', ... ,An'1 vormen een {n-1)MOLS(n),

De m® rij van het 0A(n+1,n) is de concatenatie wvan de

rijen van A"

Ogmerking.A:.b definieert een ternaire relatie A op S,
zie [11].

Een affien vlak AG(2, n) heet lineair wanneer, voor alle

m=1 2,...,n-1, de matrices A™ dezelfde verzameling van

rijen hebben.

Stelling. AG(2,n) is lineair iff de prisma eigenschap
van Desargues geldt t.o.v. (Y'lm) .

Bewijs. Beschouw de Latijnse vierkanten A" en A", Wi j

willen aantonen dat er bij elke rij a wvan A™ een rij
a' van A" bestaat, die overeenstemt op de kolommen

b en b',
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.‘"““‘“’T“"*‘*' a
Am = . An =
& H— a
Ploats Y Fen blik op de onderstaande figuur geeft het
< (a3} :
~H::::§ o " verband met de prisma eigenschap.
Plco"l‘ " (Oa Qanl’ = GC“. l))
T
(;—J b) ( (=] ‘a L)
p‘-clc\l‘s wy .
™ "
pleeds T 2 Va by * o',b‘)
(ap') —— 7= (CI
X

Voorbeeld., Constructie van AG(Z,IFH) met behulp van 3
MOLS(4), “Zowel AG(2, :w;l) als het bijbehorende
PG(2,1FM) z1ijn uniek,

Y06 00,11 111222273333
X|01237012310123:0123
11i0123.1032,2301,3210
210123.:,2301:3210,1032
3{0123:3210:1032:2301

De rijen 1,2,3 van het OA zijn de concatenaties van de
drie orthogonale Latijnse vierkanten van de orde 4 , Tn
dit voorbeeld komen de Latijnse vierkanten ook voor als

deelmatrices van de OA, Is dit toeval ?

2T




Neem aan dat het omgekeerde van de prismaQeigenschap

van Desargues geldt t.e.v, (X,la). Dan vormen de deel-

n-1

matrices B1, ese 4B van het O0A een stelsel wvan

(n-1)MOLS(n) :

O - » O 1 "y '. 1 2 . () 2 n""' - » n-1
0 . .n-1

! B2 e ., Bn-1
0, .n~1

Inderdaad,; de matrices Bi zijn latijnse vierkanten
(Bewijsl). Voorts zijn 13i en nY orthogonaal., Immers,
stel van niet, dus stel dat de volgende situatie

optreedt :

o, 00,0 i .11 .1 o« 33 « J
O . p q .n=1 O , r s .,n=-t1 O . T 5 .n=1i
P q . . P « o q . e
P q P q
£ 1.4 L
[73C ] ¥ v [
1 2 T4 5 6

De kolommen 1,2,3,4,5,6 corresponderen met zes punten

in het affiene vlak waarvoor geldt

12 J/ 34 56 , 13 [/ 25 , 1t [l 26 en 35/ u6 .

Dit is strijdig met de prismaeigenschap, die zegt dat

12 [/ 35 4 46 .

(O_,Cl):?_ ®s= L

(c,p)=1 \\\f\\\\\\\\\\\NR\
\

3 ‘\*\\\\\\\-5 y=r

4 & y=s
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Stelling, 'Biz 11\‘;‘})]"“&)6 g+ L=1, ... yn=1 vormen

(n-1)MOLS(n) iff het omgekeerde van de prisma-eigenschap

van Desargues geldt t.o,v. (X,lm).

3.5. Optellen en vermenigvuldigen yan codrdinaten.

Voor elk punt wvan AG(E,n) hebben wij codrdinaten (a,b)
t.o0.v. de oneigenlijke punten Y en X geintroduceerd,
waarbij a,be& S5 = f0,1, . ,n-1} . Voor de symbolen
uit S definieren wij de optelling en de vermenigvuldi-

ging als volgt (zie [11], chapter 5).

Y v Y

(|)' \(ojrnt\)'.'z (O,Q‘“ )

L=~

(G5}
1
Y
(G
(Y~ (CT0

~
A

~
(Oju}

{e,ed X

a+b = A_ o ma := A

Voor de aldus gedefinieerde bewerkingen geldt (ga_na!)

O+a=a=a+0, 3'xes (a+x=c), 3'xeS (x+b=c),

la=a = a| L Axes (mx=¢), 3'xes (xa =c) .
Dit maakt zowel (S,+) als (S,.) tot een loop.

Opmerking. Dit maakt S met de ternaire relatie Aa b

tot een ternaire ring, zie [11] p. 113.
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De gqldigheid van andere algebraische eigenschappen in
(S,+,.) hangt samen met de geldigheld van bepaalde |
meetkundige eigenschappen, en van transitiviteits-—-eigen-
schappen van de collineatie groep. Wij geven enige
voorbeelden., Voor uitputtende behandeling zle b1] en tﬂ.

(o, AL

{(eyme)

(G)b) &‘najb)

(vwa,0)
N

(<, — _\\-

() "
Corn)
Beschouw de 1ijn door (a,b) en het oﬁeigenlijke punt (m);
deze 1lijn snijdt de Y-as in (O,Az,b). Zojuist hebben wij
het punt (O,ma) gedefinieerd met behulp van de 1ijn
door (a,O) en (m).

Stelling. Als AG(2,n) linecair is, dan geldt

Vm,a,be s: A':b=ma+b).
’

Bewijs. De lineariteit van AG(2,n) is gelijkwaardig met
het gelden van de prisma-eigenschap t.o.v. (Y,lm).fm
verbindingslijnen van de corresponderende hoekpunten
van de gearceerde drichoeken zijn evenwijdlg aan de
Y-as. Eén paar zijden is cvenwijdig aan (m), é6n paar

is evenwijdig aan de X-as. Dan moet ook het derde paar
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evenwijdig zijn, en moet de 1lijn door (ma,b) door (1)
gaan. Wegens de definitie van optelling volgt hieruit
het gestelde.

AG(2,n) is een translatievlak iff de prisma-~eigenschap
geldt voor alle oneigenli jke céntra. Voor een trans-
latievlak geldt behalve de lineariteit ook dat (S,+)
een Abelse groep is, en dat ook voor (S,+,.) de links-

distributieve wet goldt:

a(b+c) = ab + ac .

Dit maakt (S,+,.) tot een guasifield ( = Veblen-Wedder-
burn system)., Als ook de pyramide-eigenschap onbeperkt
geldt, dan g@ldt ook de andere distributieve wet en is
(S,+,.) een division-ring ( = semi-field).

De volledige geldigheid van de stelling van Desargues
maakt ook de vermenigvuldiging associatief, en

(S,+5.) is een scheef-lichaam, Eindige scheve lichamen
hebben een commutatieve vermenigvuldiging (Stelling van
Wedderburn). De vollédige geldigheid van Desargues voor
AG(2,n) maakt dus (Sy+#,.) tot een eindig lichaam. Vol-
gens de stelling van Artin-Zorn wordt (S,+,.)} reeds tot
een eindig licheam door het bestaan van alle mogeli jke
elaties voor AG(Z,n). Voor bijzonderheden zij verwezen

naar B1] .

Tenslotte tonen wij aan dat de commutativiteit wvan de
vermenigvuldiging in (S,+,.) volgt uit de geldigheid
van het bijzondere geval van de stelling van Pappus dat

op blz 7 werd besproken. Inderdaad, uit
PV/ Q¥ , QU // RV volgt dat PU// RvW,

dus (O,ma) = W = (0,am) en am=ma :
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w = (&, ma)

\

(e,m

1}

\A=(0,e

P=(10) Q = (c,0) K=(m,e)

1.6, Niet-l)esarguese vliaklen .

Er bestaan drie voorbeelden van projecticve vliakken
PGI(2,9) waarin de stelling van Desurgl.les_rliei: altijd
geldt, zie [18] . 4ij zijn gebaseerd op het nearfield
van de orde 9, Zij

Q@ =0, st to 1B 1 g ¢ oxePry =0, xBBoysyal]

een vectorruimte van dimensie 2 over GF(3). Definicer

L]

vermenigvuldiging zonls bilj de quaternionen !

Lot = (31-.-_?{":.-- 1, (35',—.- -y P = Xd-—wgzﬁ,dﬁ-_-ﬁor =y,
zodat ofy =-1, Dit maakt (Q,+,.) tot ccn nearfield
(al]e lichaamseigenschappen gelden, behalve de commu-
tativiteit en de links-distributiviteit, w2l de rcchts-

distributiviteit) :

(B+0R = P = oc(o 1)

: i
@24-[3 = '—-.‘l.+[3 = rod == ’,L‘F(_)(‘ = ..-Q(Z‘.Q.q

{to(,t[%diz{-]] imagri-
Sym(3) mect 6 elemeénten

il

Noem 1R :={0,+1-ﬁ redel en T
nair, Dit nearfield heeft Aut

tegen 2 voor GR(9).

Opmerking. In termen van een primitief clement W kunnen

o T g ¢ ' 3 53
wij in Q = 10,!.\) y W awlwaw,w,w'w}
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de vermenigvuldi;ring definleren door

W Wl w'! voor j even, wlwd,—:u‘h ' voor j on-
even,
Met behulp van het nearfield .Q definiercn wij eon

affien vlak door

P
L

Tr is voldaan aan de axioma's van ecn affien vlak., Tn-

i(x,y)l.\xwe Q}Q | Pl= 81,

{y:xm-l»n en x=a| m,n.aé(l}; ‘£\=90--

derdaad, zij P1=(x1,y1) s P2 = (xz,yz) . Als X =X, yﬁéyz

dan voldoet slechts x=x Als x1;§x,,' dan moet

1.

y1=x1m+n, y2=x2m+n, y1—yé=(xa-x2)m,

-1
m= (x,-x,) "y =v,) » n

(a,l')) ' 1:_{(;(,3;)' Y

y = xm + (b-am) aan het axioma van Fuclides,

Y, — Xpm o

Ko

Voor A xm+n} voldoet de 1ijn

De collineaties van het aldus gedefiniecrde affiene

viak zijn
(x,7) > (x+p,y+0) ¢ (x,y) = (xp ,yo) €.0#£0;
(x,7) — (y,x) 5 (x,y)— (ﬂy,x—y);
(x,y) — (Sx,Sy) , S e AutQ, voor e, € Q.

Het bestaan van de cerste goep van collineaties maakt

het vlak een translatievlak.,

Opmerking. De afbeeldingen (x,v) —> (ex, ocy) bechocven
gecen collineaties te zijn., Uij voorbceld (x,y) l—)(ofx,cxy)
beeldt de op y=x+1 liggende punten (0,1}, (1,-1),(&’.,3;)
af op de niet-collineaire (0,o¢), (ot,- ), (—‘I,—_‘fi) .
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Opgave. Geef cen voorheceld waaruit volgt dat dit

projectieve wvlak niet-Desargues is.

Ook het duale vlak is cen projectief vlak (niect-isomorf)

waarin Desargues niet algemeen gecldt,

Er is nog een derde vlak waarin Desargues niet geldt;
het 1is zelfduaal; het is een lHughes-vlak, de punten zijn
alle (x,y), x,y € Q. De rechten zijn reéel of imagi-

nair, 12+ 78 =90 stuks:

y=ax¥b, y-b:p(x—a) ’
X=c 3 y:ax;l-q,xzr H
a,b,c € R, Psg,r <« I .-

Dit Hughes-vlak is geen translatievlak, zie t18] .

Opmerking, Bij deze 4 projectieve vlakken behoren
T=1+2+2+2 affiene vlakken van de orde 9, Zie
R. Kamber, Untersuchungen tliber affine lKbenen der

Ordnung 9, Thesis ETH Ziirich, 1976, CFH 76 .

3.7. Eindipe affiene translatievlakken,

Een translatie van AG(2,n) is een clatie met 1, als

as. AG(2,n) bezit ten hoogste n? translaties. Inderdaad,
lcp bevat n+1 mogelijke centra voor trz1nslatfi_es; voor
elk centrum bestaan (afgezien van de identiteit) ten
hoogste n=-1 translaties, Wij gebruiken dc additieve

schrijfwijze voor de groepen r‘ L r\ der

translaties met centrum Ci en as lm « Wij nemen aan

dat er tenminste twee centra C1 ’ Cze ]m zijn waarvoor

Mo, # (o)
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Stelling. T := U FC "is een elementair Abelse groep
Ce 1, :
(cen directe sam van cyclische groepen Zp y VOOI een

zelfde priemgetal p )
E D

c

Bewijs. Voor Y € r‘C' & e rlD goldt b/+cS€ PE ’

o &
dus T is een groep. Voor C#¢D vormen P, Py, p? ’ p¥

een parallelogram, dus Y+ 4 =S+y., Ook voor y,yx'e PC
volgt de cammatativiteit, Er bestaat een y e [¢ van
priem orde, zeg p# 1. Dan heeft ook O0f¢ Se Ty de
orde p . Inderdaad,

PS ey
“

- : 4
P‘S&‘b VX # Qw=py .PA=P(<5+,,')5F"§,
en Pnn I"E = {0} ., Alle elementen # 0 hebben dus de

orde p en T is elementair Abels,

Gevolg. |[";| is deelbaar op n, voor elke Ce 1 ;
\Tl is deelbaar op n2 .

Voor de rest van dze paragraafl nemen wij aan dat AG(2,n)

een trenslatievlak is, Dan geldt

2 =
\T| =n° , en \\Clzn voor elke Ce€1l_ .

Als gevolg van de stelling is de translatie groep T

commutatief en n= :pk sy P priem.




TR

Zij ( @ s ¥y ) de ring der endomorfismen van T, dat

is '
D= {.‘P: T =T | Ve,peT - ((“*'f‘)q’=°"q‘"’§3q’)}'

‘waarin P+ W 9y ey worden gedefinieerd door

VO‘&T', (O(Cr.w'..m(o(q)w, D(Cr*"(: o(q’*'q"!‘.y).

De kexn K wvan T U V'C is de verzameling der

Cel
a

endomorfismen < T — T waarvoor
(r )\Pg r voor elke C e 1
C [ G ] *

Stelling. (K,+,.) is een lichaam.

Bewijs. De endomorfismen jdentiteit en O: T =% {01;
behoren tot K. Z2ij ¢,%¥ € K dan qw € K en
@ + Wy € K wegens
Pw x x ¢ oW :
() C.l}':q’s:r,':lgq) Yo yFry Yelg + 1 &[21-\—:::\:_
voor g € FC . Blijft nog aan te tonen dat elke g € K*

gen wuerse leeft en dus dat elke qJeK-"
één-8énduidig op is. Inderdaand, zij T =87 wmet ¥y # &eT

dus vy - & =t ox #0=exf, 2i] xeg PA,kies f3Gr'BeT'\r;,‘,‘.s
dan 0f+|3¢r‘Au|—'B maar (zeg) o<+ﬁer|C,A#C#'B.
LA - -
Nu geven P = +f =(x+p) el en rﬁﬁ‘czYo\
dat p? =0, Maar dan is % =0 voor clke v € T,
dus < =0, een tegenspraak. Dit bvewijst dat o e K*

&én-éénduidig is, Bewljs zelf dat ¢ een afbeelding op is.

Een vectorruimte over een lichaam K 1is cen Abelse groep

T en een afbeelding KxT —» T zodat voor alle
?,¥vY € K; N,FGT, geldt

ot +8) = cpor + pf  (pr )X agpor v or | (py)X = plye), Lor=oc,
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Stelling. De groep T der translaties van een translatie-
viak 1s een vectorruimte over de kern K . De ondergroepen
Ceoo

ponderende projectieve ruimte vormen de correspondercnde

C ¢ 1u>' zijn lineaire deelruimten. In de corres-
deelruimten een spread.

Voorbeeld. Zij gegeven ecn sprear van lijnen in PG(B,q).
Beschouw PG(4,q) = AG(k,q) v PG(3,q). Noem "punten" de
qh punten van AG(4,q)., Noem "1lijnen" de vlakken in
PG(4,q) die PG(3,q) snijden in een lijn van de spread,

De "punten" en de "1ijnen" vormen een afflien translatie-~
vlak van de orde .qz. Inderdaad, er is voldaan aan de

axioma's {ga na !l ).

Opgave. Zij gegeven een spread van deelruimten PG(r-1,q)
in PG{2r-1,q). DBeschouw

PG(2r,q) = AG(2r,q) v PG(2r-1,q) .
Definieer een AG(2,q¥).

Opgave., Een translatievlak 1is Desargues iff de translatie-
groep T en .de kern K wvoldoen aan [T t K] =2,

Stelling (André' 195&), Er is een 1~1 correspondentie
tussen de translatievlakken van de orde qt*"I met kern I

en de t-spreads in PG(2t+1,q).

Voor verdere theorie en constructie z1j verwezen naar

tirl, (151 § 11, en-[h] ~ahapter V .
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4, Polaire meetkunde ,

ho1. Polariteiten .

Zij JD_een projectieve meetkunde, dat is, de verzame-
ling van alle deelruimten van een projectieve ruimte,
Een correlatie & van P is een permutatie van ']3

die de inclusie dinverteert :

Vs,TeP :((scT)s== (s°>1%)).

Een polariteit 1Tr 1is een correlatie van de orde 2,
dus Tr2=4id. Dan geldt ook

Vs, TecP :{((scT™)=>p(resT)).

Een voorbeeld van een polariteit imn een projectief
vlak is de klassieke verwantschap pool e—» poollijn

ten opzichte van een kegelsnede,

Voor een correlatie § heet 5 e€P totaal isoctroop

als SnS® =5, isotroop als Sn s #9, nlet-isotroop
als sns% =¢,

Stelling. Een polariteit van een eindip projectief
vliak heeft tenminste één isotroop punt,

Bewijs (Ryser). Zij T een polariteit van PG(2,n);
nummer de punten en de 1lijnen van PG(2,n) =z6 dat

> .
1i=Pi‘ voor 1=1, e.. ,n+n+1. Dan is de punt-lijn
incidentie matrix N symmetrisch, en

N° = NN = nT+J.

-38-




Daarom heeft N de eigenwaarden (n+1 )-1 ,. (\]_?1)a ’

(-V1n)P. stel
Spoor N = n+1 + (a—b) \/_t—1=0 ’

dan zou \[—n geheel on deelbaar op n+ 1 zijn, Dit is
onmogeli jk voor n> 1, Dus S_poorN# 0, diagN beval

‘ ™
tenminste één 1, er is tenminste één punt P e P . -

Zij ?(V) de projectieve meetkunde die behoort bij cen
vectorruimte V over een lichaam T, Len voorheeld wvan

een correlatie wvan P (V) wordt gegeven door

d: 5—ns9:- §x|s(x,8)=0} , s5eT ,

waarin f:VxV — F een niet ontaarde bilineaire vorm
op V is (zie [9] hoofdstuk 3, "Pairings and bilinear
forms"). De afbeelding & 1s eveneens cen correlatie
wanneer f een niet-ontaarde sesquilineaire vorm is
(zie [9] hoofdstuk 5, "The unitary {.;roup"). Omgekeerd
is elke correlatie van ? (V) afkomstigr van een niet-

ontaarde sesquilineaire vorm op V.,

Zij - € Aut I*, Fen sesguilincaire vorm jf:VxV =T

wordt gedefinieerd door

Flxex',y+yt) = f(*v’Y)*f(xp}f')+f(x'cY)+f(x'vY')i
f(o‘-xsr’}’) = “ﬁf(xp}f) ’
voor alle x,x',y,y' € V; o, e ¥, Wanneer - de

identiteit is, dan is f een bilineaire vdl_"m. Len ses-

quilineaire vorm is pniet-ontaard wanneer

( v Yé Vi(f(x,y) =0)) = (x = 0) y MaA.W, wanneer
ve ={ol.
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Een sesquilineaire vorm f heet reflexief wanneer

Vx,ye Vi ((f{x,y)=0) == (f(y,x)=0)):

De polariteiten van 12 (V) zijn precics de polariteitén
die afkomstig 2ijn van de reflexlieve niet-ontaarde |
sesquilineaire vormen op V. Dezec zijn de volgende
{voor het bewijs zie [9] +3.13 en 5.2, of [5] ’
5.3 en 5.8 .

I, (alterncrend) : = = id, {Yx e V: (r{x,x) =0),

id, v X,y V :(f(xoY) =f(Y'x) ’
YzeVvi(s(z,z)#0),

TIT.(Hermiets) : - # 1d, Vx,ve V:(f(x,y) =F(y,x)).

II. {(symmetrisch) : -

In het geval I volgt dat

Y x,ye vi(rlx,y)+s(y,x) =0},

dus dat de vorm scheef is voor char F # 2, en symmetrisch

voor chaf F=2,

De polariteiten van T (v), die behoren bij de gevallen
‘I, ITI, III, worden genoemd symplectische, orthogonale
en unitaire polariteiten, respectievelijk. Een = .

s lectische, orthogonale, unitaire projectieve meet-
kunde is een ? (V), waarbij V is voorzien van een

symplectische, orthogonale of unitaire polariteit,

Yy P




4,2, Symplectische Mectkunde.

Een symplectische ruimte (V,f) is een vectorruimte
Vv(d,F)} voorzien van een nict-ontaarde alternerende
bilineaire vorm f . Notcer f={( , ). Kies c € v,
kies ¢, € V zodat (c1,c2)= 1. Kies cq € vV  zodat
c31,<c1,02) , €n herhaal dit proces, In termen van de
tweedimensionale deelruimten Vi= < C21-1'021‘> (de

hyperhbolische vlakken) schrijven wilj

V=V _.LV L [ _Lv‘l
2 2

1 d*

Na verandering van volgorde heeft de basis (de symplec-

tische basis) de matrix (de Gram matrix)

0 I

[legue ] =

-]l 0O

Bli jkbhaar is d even, en heeft V totaal isotrope

deelruimten van dimensie 3d.

Opmerking. Wanneer {( , ) ontaard is dan is er cecn

niet triviale radicaal
RadVi= {ye V|V x ev: ((x,y) =0)} ,

V=RadV.LV1,.L s -.Lvm":U L oa-,.LUr-‘T- V1-\- s J_Vmg

1
waarin Ui= <ai) ’ Vi= <021_1,021> ’ zﬁ_isotroop,

C,y en ¢ een hyperbolisch paar als boven,

2i~1 21

Opmerking. Al is een vorm f niet-ontaard op V, zijn
restrictie tot een deelruimte U van V kan best ontaard

zijn.
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Een isometrie van (V,f) in (V',f') is een lineaire

afbeelding (—‘ t V- V' zodat

\d X,y € Vi (f'( e Xy E‘Y)=f(x|)'))'-

Stelling van Witt. 2ij @ : V- V' ecn isometrie op

van twee symplectische ruimten (V,f) en (V',f').
Zij © :U— V' een isometrie van een deelruimte
U<V in V', Dan ¥an < worden uitgebreid tot een

isometrie & :V— V',

Voor het bewijs zie {9] , 3.28,3.30, 3.31,3.32. len
gevolg van de stelling van Witt is dat alle maximale
totaal isotrope deelruimten van V dezelfde dimensie

hebben, Deze dimensie heet de index wvan V.,

De symplectische groep sp(Vv) 4is de groep van alle

isometrien van V op zichzelf, In termen van matrices

bestaat Sp{V) wuit alle A met

A A7 = .

Dan det A = +1, in feite detA=1 (zie [9] ,4.4),

De orde wvan Sp(d,]Fq) kan worden bepaanld door het
aantal geordende symplectische bases te tellen, Voor

c, zijn q9-1 mogelijkheden., Als (c ,c,) =1 = (e yc))

1

dan (c_l,cz—cé) =0, dus voor c, zijn q =1 mogeli jk-

heden,. Daarom geldt

Isp(a,F )| = a® M (a®=1)a (1) Lol ala®o1) =

1d
1a)2 g 24
= ql? T (a®*-1) .
i=1

=hoa




Voor de structuur van Sp(d,]Fq) zie [ 91 hoofdstuk I,
"The symplectic group”. '

Op de bij V(d,Iﬂ hehorende projecticve ruimte
PG(d-1,Eﬁ induceert de symplectische vorm ( ’ ) een
zogenaamde nulpolariteit. ¥lk projectief punt ligt in
z1ijn poolhypervlak, Flke projectieve rechte heeft een
pooldeelruimte van dimensie d-3 (de doorsnede van de
poolhyperviakken van twee van zijn punten) 3 de projec-
tieve rechte ligt in zijn pooldeelruimte wanneer het

corresponderende vlak in V(d,F) totaal isotroop is.
In PG(3,F) 4is de standaard vorm
(x,7) = x,¥,=%X,7, + X=X}, ¥4 «

Elk projectief punt <(p?) 1ligt in zijn poolvlak

i

{p? = {<x> ¢ PG(3,F) \ (x.p)=0}.

In PG(3,F) =zijn de maximale totaal isofrope deelruim=-
ten projectieve rechten, namelijk de projectieve rechten
door <p? in het projectieve wvlak (p)‘L + Voor elke
{pY € PG(3,F); in PG(3,q) zijn er q3+q?+q+1 totaal
isotrope rechten, Men spreekt van een lineair complex

van rechten, PG(2m-1,q) bevat totaal isotrope deelruimten

van dimensie m-=1,

De projectieve symplectische groep PSp(V) is de actie
van Sp(V) op de projectieve ruimte P (V). Op de ver-

zemeling P der punten van ¥ (V) werkt PSp(V) tran-

sitief. Inderdaad, de standaardvorm

o I
LI O] voor de symplectische vorm kan worden bereikt

uitgaande van een willekeurige vector c¢ . Voorts werkt
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PSp(V) transitief op de paren projectieve punten
ey , Kd?» met (c,d) =03, en ook op de paren met
(c,d) #0. Inderdaad, in beide gevallen kan de stan-

daardvorm bereikt worden uitgaande van ey en £dY .

Op ?x P heeft PSp{V) dus drie banen :
Px P =opiag v {(r,0) e P lrPraiui(r,e)!l PYal.

De niet-triviale relaties definieren een panr van com-
Plementaire grafen, genaawmd rang 3 grafen. Deze grafen

Zzijn sterk regulier,

Opgave, Definieer de graaf [T ais volgt, De punten
van | zijn de projectleve punten van DPG(2m=1,q).
Twee punten {p?» en {q? zijn verbonden wanneer «ij
symplectisch polair zijn, dus als (pygq) =0. Bewijs

dat r‘ sterk regulier is en bepaal de parameters.

4,3, Orthogonale moetkunde, char I é 2.

Een kwadratische vorm op V(d,F) 1is een afbeelding .
Q: V- zodat

Q1 : QAox) = o*a(x) , el , xeV ;

Q2 : Q(x+y) - Q(x) = Q(y) 1is een bilineaire vorm op V,
Noem de bilineaire vorm (x,y) dan geldt
(XOYJ =(Y’x) ’ (x’xj = 2Q(x) y X,y €V,

Neem aan dat char IF £2, dan kunnen de kwadratische
en de symmetrische bilineaire vorm uit e¢lkaar worden

afgeleid, Wij hebben dan een orthogonale meetkunde.

Opmerking. Voor charITF =2 is de bilineaire vorm

alternerend, en behoort bij elke bhilineaire vorm een-

il -




semi=1lineaire familie van kwadratische vormen;

wij komen hierop terug in 4.5.

Zij (V,Q) een vectorruimte voorzien van een kwadra-
tische vorm die niet ontnard is (i.e., waarvan de bili-
neaire vorm niet ontaard is). Wij leiden twee standaard-

gedaanten af wvoor Q.

Kies c,€ V , Q(c1) £0. Dan is <e,> 4 “niet ontaard,
dus bevat ecn vector c, met Q(cz) #£0, llerhanl dit
proces, en vind een or'thoqo nale basis van niet-isotrope

vectoren, Ten opzichte van derze basis geldt
d 2 d, ' ,

Q(X)= Z Aixi L] (XIY)= 2 Z A‘ xiyi L] A;;Q(Ci)-
i=1 1=1

In termen van symmetrische matrices komt dit neer op
diagonaliseren. Het hangt af van I hoe Q{x) verder
te reduceren, Over IR kan de volgende vorm worden he=-

reikt, waarin 2p-d de signatuur van Q heet :

d
Q(x) = i xiz— Z‘ xi2 .

i=1 i=p+1

Over € kan een som van d kwadraten worden bereikt,

Hoewel V niet-ontaard is, kunnen tota:ﬂ isotrope decl-~
ruimten U voorkomen. Een vector ¢, en dus ook <c > ’
is ofwel totanl isotroop ofwel niet-isotroop. Voor ecen '
2-dimensionale deelruimte U zijn de mopgelijkheden : .
niet-isotroop, totaal isotroop, isotroop on ontaard,
isotroop en niet-ontaard, In het laatste geval, noem

hyperbelisch, kan een hasis worden gevonden me t

01
1 0}°

isotroop, dan (c,a) # 0. Kies d= Aa+ pmc zodat

matrix [ Inderdaad, zij U= c,a>» . Neem c
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A= 1/(cya) ﬁA==-(a,a)/2(a,C)2 ’
dan voldoen ¢ en d,

zij (v,Q) een niet-ontaarde orthogonale ruimte., Kies
een isotrope vector en vorm een hyperbolisch vliak 111.
Kies een isotrope vector loodrecht op 111 en vorm eecn
hyperbolisch vlak H2 loodrecht op }H . Pas dit proces
toe totdat er geen isotrope punten meer zijn. De corres-

ponderende basis heeft de Gram matrix

o H O
O O H
QO O

Wanneer r de dimensie is van een maximale totaal iso=

trope deelruimte, dan geldt
V=H1_LH2_L ) lnr.\-w’

waarin Hi hyperbolische vlakken zijn en W een

niet-isotrope deelruimte is. (zie [%] , 3.30 en 3.34).,
Ook voor orthogonale ruimten gcldt de stelling van Witt
( {91 + 3.32) en zijn de dimensies van de maximale
totaal isotrope deelruimten dezelfde.

Wanneer IF =CGF{q), q oneven, dan kunnen wij méér zeggen.
Zij y ween niet-kwadraat in ¥, Fen niet-ontaard vlak
U in V is ofwel niet-isotroop (zet & =-), ofwel
hyperbolisch {zet € =+). In beide gevallen is het
aaﬁtal niet~isotrope vectoren (q— S)(c1-1). De Gram

matrices van geschikte bases van U zijn

1 0 1 0
0 -¥ » FOSP. 0-1}]"

corresponderend met de kwadratische voruen

-l =




2 2 - 2 2
Qx) = x "~ yx, , vesp. Qx) = x"-x,.,

-

Nu weten wij, wegens stelling in 4.1, dat elke V 'van
dimensie > 2 een isotrope vector £ 0 bevat, Als gevolg
hiervan bestaan slechts de volgende gevallen voor nict-

ontaarde orthogonale meetkunden (V_(d,leq) . Q) :

d oneven: V=H_L .., L M, L <a> , Qla)=1 of Y »
1 z(a-1)

d even, £ =+ V =H_ L ... LH, '
1 +d

- V=I‘I1J. ea lI{“}(dﬂZ)J—w’

waarin W een niet-isotroop vliak is,

1

d even, &

De kwadratische vormen Kkunnen dus in de volgende

standaardvorm worden ebracht :

. 2 -
d oneven: Q{x) =2(x_ x,+ +.. +xd_2xd_1) +x (1 of y )

1l

d even, £

2 2

2
+:Q{x) =2(x1x2+ vee X, %)

)

f
A%

d even, £

De index van V, dat is de maximale dimensie van totaal

isotrope deelruimten van V , is respectievelijk
- #(d-1) , 2a, z(a-2).
2ij @ (d) het aantal isotrope vectoren £0 in (v(a),q).

] 1d-
(q"d- }'_‘)(q“d '+ ¢) voor d even,

it

Stelling. g (d)

d-1
q -1 voor d. oneven,

o (d)
Bewijs., Flk der bovenstaande gevallen is van de_ vorm

V(d) = H, L v(d-2) = <a,b> L V(d-2),

1

met hyperbolische < a,b) en V(d=2) van hetzclfde type
als V(d) . De gevraagde P (d) is het aantal vectoren

=h7-




>xa+ f5b+v # 0 zodat

x,pP e« T, ve v(d_z), 0=Q(ex a + (3b+v)=.‘w{3+(l(V).

Als =0, v=0, dan is er één ®o'n vector voor elke
ox#£0., Als =0, v£0 , dan zijn er @ (d-2) =zulke

vectoren voor elke o . Voor elke J3 £0 zijn er qd-
zulke vectoren, omdat voor elke ve v{(d-2) een unieke

X bestaat zodat o {5 + Q(v) =0 ., Dus

2

@ (d) = a-1+ qg(d-2) + (q-1)a""%,

@ (a) -q¥ 1+ 1 =q( (a-2) - g7+ 1),

De beginwaarden ¢ (1)=0 en @ (2) =(q-1)(1+¢€) leiden
tot het gestelde,

FEen niet~ontaarde kwadriek in PG(d-1,q) wordt gedefini-

eerd door

{<x>e P lax)=0} .

Als de dimensie van PG(d-1,q) even is, dan is er één
type kwadriek ; deze bevat maximale projectieve deelruim-
ten van dimensie 3(d=3). Als de dimensie van PG(d—1,q)
oneven is, dan zijn er twee typen kwadrieken : de hyper-
boliédhe kwadrieken, van index ﬂd, die maximale projec-
tieve deelruimten van dimensie 4{d-2) bevatten, en de

elliptische kwadrieken, van index %(d-2), die maximale

projecticve dcelruimten van dimensie }{d-4) bevatten,

Voorbeeld., PG(3,q) heeft hyperboloiden met rechten en
lellipsoiden zonder rechten, PG(5,q) heeft hyperbolische
kwadrieken met vlakken, en elliptische kwadrieken met
slechts rechten, PG(h,q) en de Desarguese PG(E,q) hebben

één type kwadriek, met resp. zonder projectieve rechten,
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Als gevolg van de bovenstgande stelling hebben kwadrie-

ken in PG(d-1,q) de volgende aantallen punten 3

d-1 hyp. ) E =+ ell. [ 8 = - kwadrt

2 q.r+ 1

3 (q+1)2 g% + 1

4 q3-+q2-+q-+1

2 2 3
5 (a"+1)(q"+q+1) (q”+1)(q+1) .
-
even (a* )/ (q-1)
(- £)(a? "4 g)
oneven d E a €
q-1

Beschouw in PG(d-1,q) ecen kwadriek Q, een punt < a>

en zijn poolvliak ten opzichte van Q :
<a>-L={<x> \ (x'a) "—'O.ﬁ.

Wanneer <a? ¢ Q, dan is zijn poolvlak een pc(d-2,q)
die Q@ snijdt in een niet-ontaarde kwadriek wvan een
dimensie lager. Het hangt af van de pariteit van d

welke gevallen zich voordoen.

Het poolvlak van <ad € Q@ heet het raakvliak in <{a?
aan Q@ , Wij geven een projectieve interpretatie wvan

de formule

d - -
e (d) _ ., 42 4 q ¢(d-2)
q-1 q-~1

Het.linkerlid is het aantal punten .van Q. De 1 slaat
op <a> € Q. De kwadriek Q bevat qd-2 punten die
niet in het raakvlak liggen. Dat kan men ook als volgt
inzien., In V(d,q) vormen de vlakken door a (resp. in
PG(d=1,q) vormen de 1ijnen door {a» ) een

PG(d-2,q) = PG(d-3,q) v AG(d-2,q) ,
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d=2

en ¢ is het aantal punten van AG(d-Z,q) .

Het raakvlak in <ad € Q snijdt de kwadriek Q@ 4in een
kegel met top <a) . Voor elke ©C hebben wij in v(d-2)

een kegel van isotrope vectoren, wegens

Qoxa+v) = Q(v) y V & v(d-2) .

De restrictie van de kwadratische vorm Q(x) tot V{(d-2)
geeft in de bijbehorende PG{(d-3) een kwadriek die
@ (d=2)/{(q-1) punten bevat.

De orthogonale groep a(V) is de .groep der isometrien..
van (V,Q) op zichzelf, dat is,

o(v) = {oeo(v)| V xevi(al(x) =a(x)§ .
In termen van matrices bestaat ©(V) uit alle A met
t

AEAY = E ,

waarin E de matrix van de bij Q behorende bilineaire

vorm:z=1is,
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De projectieve orthogonale groep Pe{V) is de actie van

O’(V) op de projectieve ruimte ? (V). Op de punten van
de bij de kwadratische vorm Q behorende kwadriek ,!2
werkt PO(V) transitief, Inderdaad, de standaardvorm

o 1 o

r 0 O

o 0 G

voor de bilineaire vorm kan worden lereikt uitgaande van
een willekeurlge isotrope vector c¢. Voorts werkt re(V)
transitief op de paren isotrope projecticve punten

ey , (4> met (c,d) =0, en ook op de paren met
{(c,d) £0, Daarom werkt P®&(V) op {1 als cen rang 3
groep } PO’(V) definieert op de punten van {1 cen paar
van complemcntaire rang 3 grafen. Deze grafen zijn

sterk regulier,

Voor deze en verdere bijzonderheden betreffende de
structuur con de orde van &(V)} en Po(V) verwijzen wij
naar [1] ch.5 , [!l] 1.4, en \_9] chapter 6 :
"Orthogonal groups, char I # 2",

Opgave., De gaaf 7 wordt als volgt .gedef‘inieerd. De
punten van [ 2zi jn de punten van een kwadriek L in
PG(d-1,q9). Twee punten <py en <£q>» =zijn verbonden
wanneer hun verbindingslijin op de kwadrick ligt., DBewijs
dat \—' sterk regulier is, en bepaal de parameters

(er zijn 3 gevallen ! )




Leeszaal
Ceatrale Bibliotheek
1. tindioven

L, 4, Unitaire meetkunde .

2
Eerst enige opmerkingen over het "complexe" vlak Gr(q”).

'Zi‘j g cen primitief element, dan
2 z 2-1
GF(q ) = {O,E ,‘g g see 3 Eq :1]].

De conjugatie -~ , gedefinieerd door

YV z ¢ GF(qz) : (z i1=29)

is een van de identiteit verschillend automorfisme van

GF(qz) (ga na !) . De zelfgeconjuneérdq clementen z=2

zijn fo, ¢, g2lasr) '.,g(q-1)(q+1)ls

deze elementen vormen cen deellichaam GF{q). Definieer

twee functies T =trace en N = noerm door

T(z) := 242 N(z) &= ZZ .

NI

De trace is een (q,1) afbeelding van GF(qE) op GI(q) .
De nbrm is een (q+1,1) afbecelding van GF(qz)\ 10} op
GF(q) \ {0} (ga na!). Fen gevolg hiervan is dat bij
elke r ¢ GF(gh\e) er g+1 clementen =z € GF(qz) bestaan
zodat zzZ=r. Als T{(z) =0 voor =z € GF(qz)\\ {0l ,

dan 1is
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a=1 _ _; , grlat-1) o gyilasn)

dus z is een kwadraat voor gq=-1 (mod k) en een niet-

kwadraat voor gq=1 {modl).

Opgave. Toon aan dat de vergeli jking
2
zz + Xz + oxz = 0, o(eG‘F(q)
q oplossingen =z #O heeft,
Opgave. Toon aan dat de vergelijking
= = = 2
Xz+oxz+RB =0 , <, B e ar(q”)

q oplossingen z heeft,

Een unitaire ruimte is ecn wectorruimte V(d,F) voor-
zien van een nict-ontaarde Hermite-vorm, dat is, een

niet-ontaarde sesquilineaire vorm (x,y) met
- #ia, VXDYEV: ((Yix):(x!)’j)-

Zij ]FO het deellichaam der zelflgeconjugeerde elementesn

van ¥, dan geldt
Vxev :((x,x)e]Fo) .

‘Ten opzichte van een orthogonale basi s geldt

(XIY) = }|x1§1 + .o *’?\dxd)_fd ’ O# 'A‘t < FO .

Voor eindige T 2 kunnen wij berceciken

(x47) = x 7,4 oo + X5y o
omdat bij elke Ae T, bestaan § e T , zodat TE=2.
De laatste eigenschap heeft ook len g‘r;oilrolgg dat elke

V(d,]qu) van dimensie 2 2 isotroop is. Inderdaad,




voor xeV, ye V met {x,x) = {y,y) =1, (x,y)=0
geldt

(X+§Y.X+FY)= 1"‘@?9

hetgeen nul is voor geschikte-'_f; < GF(qz). Dit wvoert
tot de volgende standaard vormen, in termen van hyper-

bolische vlakken H, en niete-isotrope p:

i
d even: V=H1 4 eee L H%_d ’
d oneven : V=H1 B B H-%(d—d)"" <Py »

Zij < (d) het aantal isotrope vectoren #0 in de
unitaire ruimte V(d) over GF(qz) .

stelling. ¢ (@) = (q®=(=1)%) (7 =(~-1)?" ).
Bewijs., Schrijf, met hyperbolische < a,b> ,
v(a) = H 1 V(a-2) = (a,b> L v(a-2).

De gevraagde @ (d) is het aantal vectoren

o<a+[3b+v#0,zodat U‘EE]F2,VEV(('1—2),
q

o=(o<a+(5b+v,cxa+ﬁh+v)= O(ﬁ+(5§ +(v,v).

Als ﬁz 0,v=0, dan is e¢r één zo'n vector voor elke
X#0., Als B=0,v#0, dan zijn er cp(d-2) =zulke
vectoren voor elke o . Voor elke ﬁ £0 , zijner

q2d-3 zulke vectoren; inderdaad, voor elke v & v(d-2)

zijn er precies q waarden van o in T _ zodat
— ' q”
o3+ (3x + (v,v)=0. Dus

2d-1
C

P (d) = q°-1 +_q2q>(d—?)+ (a®-1)q 1

(P(d)-qzd—'l 2(.-1_)"-1).,

+ 1 =q2(q> ((1—2) -q

De beginwaanrden ¥ (1) = P (O) =0 lciden tot het
gestelde,.

5w




Een Hermite opperviak in PG(d—1,q2) wordt gedefiniecrd
door '

‘f)_ det 5 T(x) < I’G(d-—‘l,qz) \ (x,x):OQQ .

Ten opzichte van een orthonormale basis in V(d,qz) is
de vergeli jking van ‘fld 3
q+1

+ see + X,
d

q+1+ x q+1

1 2 =0

X

Opgave. DBepaal de proJjectieve punten van de Hermite~

ﬂz = x13+x23+x33=0

in PG(z2,4) .

kromme

Op grond van hovenstaande stelling bedraagt het aantal

projecticve punten van &ﬁLd'1

(¢%~(-1)H (™ To(-1)" ")

q2—1

| L

d—1l =

In PG(j,qz) heoeft het Hermite oppervlak (q2+1)(q3+1)
punten, In PG(Z,qz) heeft de llermite kromme q3+1
punten, In PG(1,q2) heeft de lermite verzamelingm g+

punten,

Beschouw een punt <I>)Gp(1d_1 c PG(d-i,qz), het

raakvlak in (p) aan ufld_ is5 het poolvlak

1

1 2
o>t ={dxv @ ra(a-1,4%) | (x,p) =01 .
De 1lijnen door ( p> in hect raakvlak vormen de punten
van een projectieve ruimte PG(d-j,qz), waarop ( ’ )
een Hermite vorm induceert. Inderdaad, voor X,x'e€ (;f)L

voldoen y'=x-7\'p en y'=x'-mp aan

(Y’Y') t(x-?\p,.x' '['“"P) = (x,x') .




Als xS & Q1 pe1 N <p)'L y dan ook {x-Ap> €

n

Lemma. Elke 1lijn van PG(d-1,q92%) door <p> € Q] de1?
die niet ligt in <p>J‘ y bevat nog precies q andere

p=1 N <p>F voor elke A€ GF(g?) .

punten van .II d-1°*

Bewijs. Geef de 1ijn aan door <p+ A a> met {(p,a)#0,
dan geldt voor de snijpunten van de 1lijn met el d-1

0= (p+ha,p+ Aa) = AN(a,a)+ A(a,p) + Mp,a) .

In het complexe A =vlak i1s dit een cirkel, Er zijn q
oplossingen )#0, die q snijpunten# <{p? opleveren,

Wij zeven een pfojectieve ihterpretatie.van de formule

¢ (d) ¢ (d-2) -
T v waflR)

De punten van .fld_1 worden gpteld door é6n punt

<p> e L de punten £ {pd wvan

d=-1"? :
fld 1 0 (13>J' (in het raakvlak) en de punten van

Sw‘d-1 niet in het raakvlak. ¥lk punt van N in

d-3 "
2

de boven beschreven PG(d-3,q°) levert g punten van

0

d-1; Illke projectieve lijn door <p% en niet in (p)L

levert q punten van Iﬁld_t 3 het aantal van zulke
1i jnen bhedraagt
2yd=-=1 2yd=2
(q ) -1 (q ) -1 _ q2d-h
q-1 9% - 1

Hiermee is een projectieve dinterpretatie van de formule

verkregen,
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OCpsave. In PG(3,4) is het Hlermi®e oppervlak een kubisch
oppervlak. Toon aan dat het oppervlak 545 punten bevat,

3 lijnen per punt, 5 punten per lijn, en 27 lijnen.

Oégave. Toon aan dat in PG(2,9%) de punten van jﬁlz en
de snijlijnen van Iﬁlg (in de zin van het lemma)-een
2 - (q3+1,q+1,1) design vormen, Dit design hcet een

unital .

De unitaire groep U(V) is de groep der isometrien ten

opzichte van de lHermite vorm:
u(v) 1= oo™V xy e vi ((xTy ) =(xy) ] .

Voor de structuur van de unitaire groep zte [9] .
Chapter 5 "The unitary group". Weer geldt de stelling
van Witt ( {9] , 5.32).

De projectieve unitaire groep PU(d,qz) is de actie wvan

de unitaire groep op de punten van PG(d-1,q2) . Deze
actie is natuurlijk niet transitief omdat een niet-iso-
troop punt niet'in een lsotroop punt kan worden over-
gevoerd. PU(d,q?) werkt wel transitief op de punten
van het Hermite-oppervlak fjchd y oOp de parén loodrechte
punten van Ij‘d—1’ en op de paren der niet-loodrechte
punten wvan Sj‘d-1 +« Dit volgt uit de boven afgeleide
standaardvorm voor fj'd-1 . Dit betekent dat PU(d,q

als een rang 3 groep werkt op de punten van Sﬁld_1 .

2)

Opgave, Bepaal de parameters van de hierdoor gedefini-

eerde sterk reguliere graaf,

Op de punten van PG(d-1,q2)\.fw.d_1 werkt PU(d,qz)

eveneens transitief, et aantal van deze punten is

-1, d, _qya-1
uy_, = | Po(d-1,4%)) - Lfi goql = 2 ;§+1( 1))
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i

Noem twee punten <{cY#<{d) & nd-1 verhbonden als
(c,d)=(), dan ontstaat er een transitieve graaf met

de parameters

maar de M behoeft niet constant te zijn. Voor q=2
geldt echter AA =}"ud-ll en is de graaf sterk

regulier,

Voorbeeld, Op de punten van I’G(j,h)\.ﬁ-3 definicert
loodrechtheid een sterk regulicre graaf met
(nvk’ 7\!}") = (h0!12’29"')-

%.5. Orthogonale mee¢tkunde, char I = 2,

F,met choriF-.—P heet perfect wanneer ]Fé ¥TF ., Een eindig

lichaam met karakteristiek 2 1s perfect wegens

(o<+(3)2= x4 (32 . («[3)2=0(2(32 . ;-1=1.

Wij onderzoeken de meetkunde van V(d,IF) en I’G(d-‘l,IE‘)

met eindipge I en charF =2, cerst mel een symmetrische
bilineaire vorm (IT blz, Nh0), daarna met de kwadratische
vormen bohore.'nd Lij een alternerende bilineaire wvorm

( Iv1z. 40).

Zij f een niet-ontaarde symmetrische bilineaire vorm
voor V, Dan tezit V ecn basis die orthonormaal is t.o.v,
f » Inderdaad, bij definitie en perfectie is er een e,
zodat f(e1,e1) =1, Stel dat de restrictle van S op

o

<e1>‘L alternerend is, dan zijn er ey90y € V zodat
9]
O

. 1
{f("i'ej)) = |°

o 1

0 = O
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50 e te, e1+93 een orthonormale
basis voor ( 91,92,93) + Gebruik verder inductie.

Dan vormen e1+e2+e

Ten opzichte van de orthonormale basis geldt
f(le) =x1Y1 +x2Y2+ P +xdyd .

De isotrope punten voldoen aan

dus zijn de punten van een hypervilak,

Wij wenden ons tot de meer interessante verfijning van
de symplectische meetkunde, genaamd de orthogonale
meetkunde char F =2, dic ontstaat door beschouwing van

kwadratische vormen, Deze worden gedefinieerd door
(A = AZ A v B
Q ‘x+}4Y)- Q(x) + }A(xvY)"'/U-QY)r
waarin (x,y) een alternerende bilineaire vorm is,

2ij V(2m,F) een niet-ontaarde symplectische ruimte met
alternerende bilineaire vorm ( , ). Hierbij behoort een
semi-lineaire familie van kwvadratische vormem, Inderdaad
als Q(x) een kwadratische vorm is bij ( , ), dan ook
Q(x) +1(x) , met L(x) semi-lineair t.o,v. het Frobenius-
automerfisme AN ., Ontbind V(2m,F) velgens ( , )

in hyperbolische vlakken '

V=H1 _L Hzl L -L H‘m'

Voor z=z1+z2+...+zm met zie'Hi geldt

a(z) =alz,) +alz,) + «vu +a(z,)

Wij onderzoeken eerst het gedrag van Q op een hyper-
- bolisch vliak H., 2ij u,v een symplectische basis voor
H, dus zi}]




[(u,u) (U.V)K io 1]
(Vou) (V!v) = 1 0 '
zij Q{u) =, Q(v)} =P> y, dan geldt

A(Eur )= ¥ +T ¥ +RES

Als x =0 dan kan f5=0 worden gemaakt door v te

vervangen door v' =V + ptl, omctat

(u,v') =1, Q(v'):q(v)+f$+0=f$ tR =0,

Als q[S £0 dan kan o =1 worden gemaakt door
u' =u/J—o( Loy V' = v . Exr blijfrt dus :

Q( €1U+ E,_V)= E'Ez , noem type A,

Qf §|u+ ?.LV) = Ef*’ ?.‘E;*-(!‘E: , noem type I3.
Beschouw nu V(4,F) =B LB, dat is, V= qu,,v, ,u,,v,>
met (u1,vﬁ) =(u2,v2)= 1, overige ( ’ ):(),

Qlu,) =alu,) =1, alv)) =0, alv,) =6, .

Neem als nicuwe basis <u1+u2,v2‘> en (u1,v1+v2) ’
d
2 Q(u,+u,) =0, Qlv,) =8, alu) =1, alv,+v,) =8+,
en wij kunnen bereiken

V(h,F}) = A L (B of A).

Door iteratie vinden wi j

v(2m,T) = A L A L +os LA of

v(zm,F) = DL A L ... LA .

De bijbehorende kwadratische vormon zijn
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Q*(x):= §,%, + ?331 D YN T

Ty
Qﬂ (x) = E;l + El‘gi + PE‘: +§1gul+ e ¥ ‘g?.n‘\-lg.?-m-

2
Opmerking . f modulo { k“+xi ke ]F} is de Arf
invariant van Q, =zie {1277 , 1.12. Tn het geval
F=F, is e {0,1-{ .

Stelling. V(2m,¥,) heeft twee soorten kwadratische

vormen nameli jk

(x) = € 4+ X[ 4.4+ %
Q7 (x) t= ¥+ ¥ ¥ +%NL 4 5.5, .+ %, %,

Tvm— Ly

QE (x) heeft 22m-1+ e,2m—1 nulpunten , & = {+,-1 .

Bewijs. De pedaante wvan Q£ (x) volgt uit het boven-
staande, Voor het tellen van het aantal nulpunten van
Q+(x) en dat wvan Q-(x) merken wij ecrst op dat deze

aantallen de som 22M hebben, Inderdaad,
Q (x+e) = 1 +Q¥(x), wvoor e=(1,1,0, ... ,0) ,

en voor alle x e V(2m,]l"2). Nu bestaat ALA L...LA
uit de vectoren x+y met x e X, yvye Y, waarin X
en Y m-dimensionale decelruimten van V(Zlﬂ,Fz) zijn
waarop Q+ nul is, et aantnl vectoren x+y met
Q+(x+y) =(x,y) =0 bedraagt 2™ 4 (2™.1) pm=1 ’
namelijk 2™ wvoor x=0, en 2™ 1 yoor elke x£0.
De verzameling V(Zm,lﬁ‘z)'\ {01 kan worden beschouwd
als de verzameling ? der projectieve punten van
PG(2m-1,]F‘2). In P definieren wij de kwadrieken

£

M7= {xePla®(x)=0}, =zefs-}.
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Volgens de stelling geldt (vgl. ¢ (d) uvit 4.3)
£
(151 227, o™ty 2 (2™-g) (2™ T4 £).

De gymplectische groep Sp(2m,3F2) is de groep der

isometrien t.o.ve ( , )} van V op zich zelf, De
orthogonale groep ©F (2m,Fé) is de groep der iso-
metrien t.e.v. Qf van V op zichzelf, Sp(2m,IF2)
werkt op P als een rang 3 groep: transitief op de
punten, op de paren punten met (x,y) =0, en op de
paren punten met (pr) =T, o® (2m,]F‘2) werkt als ecn
rang 3 groep op 1€, en ook op TA\Q° . Dit levert
5 series van sterk.reguliere grafen, genaamd S(2m,2)
op ¥, Of(2m,2) op 1% , en NF (2m,2) op

f\flc , waarin steeds x en y verbonden zijn wan-
neer (x,y) =0, De parameters zijn als volgt (ga dit
na!) :

2m 2m«1

s(2m,2) + n=22"_1, k=2°""L )= 2"

2_“:3 ,

Ja= 22:1'1-2_‘t ;

0€ (2m,2) tn=22"14 g2 1, k=222 ¢ 2™ 2,
" 2.;‘2m-3 ‘£ 2m-1 -3, p= 2‘-’Zm---j+ € 2m-1.__1 ;
NE (2m,2) t n=22""1. g ™! , k=22"2_ g om=]
\ = 221'11--3 - 2m-2 , M= 22m-_’}_ ¢ 2m—1 .

De grafen S(2m-2) op P en 0% (2m,2) op ek

hebben de volgende eigenschap.

Triangle property : bij elk paar verbonden punten u en
v behoort een punt f(u,v), verbonden met beide, zodat
elk overig punt van de graaf verbonden is met één of

drie van u, v, f(u,v).

Inderdaad, u+v voldoet als f{u,v) omdat

(24




(utv , u) = (‘—H‘Vav) =(u,v) =0,

(uy,x) + (vyx) + (u+v, x) = 0,

en {voor het geval o% (2m,2))
Qlu+v) = Q(u) + Q(v) + (u,v) = 0+0+0 =0 ,

De grafen s(2m,2) op P en NE (2m,2) op P\ns

hebben de volgende eigenschap,

Cotriangle property : bij clk niet-verhonden paar
punten u en v behoort ecen punt g(u,v), niet-verbonden
met beide, zodat elk overig punt van de graaf verbonden

is met &6n of drie van u, v, glu,v) .
Inderdaad, u+v voldoet als g(u,v) omdat

(wtv , u) = {(u+v, v) = {u,v) =1 ,

(va)+(vvx) + (U"'va) =0 ,
en {voor het geval NE (2m,2))
.Q(u+v) = Q(u)-rQ(v)+-(u,v) = 1+ 1+1 =1.

Opmerking. In essentie worden s(2m,2) en OF (2m,2)
gekarakteriseerd door de triangle property. In esseﬁtie
worden S(2m,2) en N% (2m,2) gekarakteriseerd door
de cotriangle property (ocok het complement van de
triangulaire graaf T(m) voldoet). %ie hierover (19]

en

E,E, Shult, Groups, polar spaces and related structures,
Nijenrode conference, MC. Tract 37 (1974)
130-161,

_ In het voorgaande hebben wij verondersteld dat V(d,T)
ﬁ een niet-ontaarde symplectische ruimte is, dus dat

vt = {o] . Dit kan alleen als d even is., Wanneer V

-63=




ontaard is, dan geldt Vn vi #{O‘ .
' De definitie van een kwadratische vorm

AAxemy) = AZlx)+ mlaly) + Amlx,y)

geldt ook voor ontaarde alternerende bilineaire vormen

( ' ). Wij noemen (V,Q) niet-singulier als

V ofgx e vy : (a(x) £0),

en singulier als Q(x) =0 op een deelruimte #{.O} van
VN vl . Een singuliere V ‘is isotroop, maar niet omge-

keerd (ga na).

Voorbeeld., In V(j,]Fz) is de standaardvorm X,y, + X,¥, e

Equivalent hiermee is
(XQY) = K1Y2+K2y1 +x1y,}+x3y1 +9€2Y3+x3Y2 L4
i :
v = [xev|iVyev: ((x,y) =0)} = «(1,7,1)> .
De 8 bijbehorende kwadratische vormen Zijn

3
Q(x) = :L; £ Xy + X X, # X, X+ XX £, ¢ {0,1} .

Deze zijn niet-singulier als ZE i =0, en singulier

als ZE.i=1.

Voorbeeld., In V(’#,]Fz) is de standaard vorm

-~

Equivalent hiermee is

- (xyy) = z}; x,vy -

De 16 bijbchorende kwadratische vormen

Q(x)=ZCixi+ Z X% , ‘Eiefo,I\,

i<j

-5!f -




zijn alle niet-singulier,

OCpgave., In V(h,]ﬁ‘z) zijn zowel Z :.Kix‘j als Z x
i<j igj
van het type Q (x). Welke Q(x) zijn van het type Q+(x)?

X,
1iJ

Opgave, 1In V(6,]F2) is 2, X% van het type Q+(x)
153
(

en Z xixj van type Q x). Hoe zit dat in V(2m,]F2) ?

i<
Zzij B(x,y) cen niet-ontaarde alternerende bilineaire
vorm op V(2m,]F2) , en zij qf (x) een daarbij behorende

kwadratische vorm, DBeschouw de 22"‘)(22'“ matrices

B:= [B(x,y)] ,oQfi=1a® (x+y) 1 .

x,y € V. X,y €V

Opgave. Bewijs dat LB J-B} ecn (2°™1, 220 p%m=1) _

code is, Interpreteer 0,1 als elcmenten van % en

bewijs dat 2B=J een Hadamard matrix is.

M -
Opzave. Bewijs dat Q* per rij 2=™ Voga™ 1 enen

heeft, Maak een Hadamard matrix wvan QE »

Zij B de vectorruimte van alle (ook de ontaarde, ook
nul) alternerende bilincaire vormen B(x,y) = x?t By op

V(2m,]F2) y met
(81 + Dz)(x'Y) = D-l(XQY) + ng(xf)') .

Zij Q de vectorruimte van alle mogelijke kwadratische

vormen Q(x) op V(Em,]Fz), met

Opgave. Bewijs dat dimf3= m(2m-1) , dimQ= m{2m+1) .
Wat is het verband tussen 73) en Q‘?




4,6, Dolaire ruimten .

De voorgaande paragrafen zijn gewi jd aan de zogenaamde
klassieke meétkunden, hun isotrope punten en hun to-
taal isotrope deelruimten. In c¢lk der gevallen draagt
de verzameling der isotrope punten drie soorten

structuur,

I. Orde~-structuur: de totaal isotrope deelruimten,
partieel geordend door inclusie,.

II, Lijnestructuur: de punten en de lijnen zijn de
isotrope punten en de totaal isotrope lijnen.

I, Graafestructuur: de knopen zijn de isotrope punten;
twee knopen zi;n verbonden als de corresponderende

isotrope punten op cen totaal isotrope 1lijn liggen.

Deze structuren zijn gelijkwaardig. De doorsnede van

de totaal isotrope declruimten cdbor twee punten (volgens
I) goeft de 1ijn door die punten (volgens II), Twee
punten op een 1lijn (volgens II)_zijn verbonden (volgens
IITI), De maximale cliques (volgens IIT) zijn de maxi-
male totaal isotrope deelruimten {(volgens I}, en eclke
totaal isotrope deelruimte is de doorsnede van twee
maximale totaal isotrope deelruimten, Deze laatste

uitspraak volgt uit de standaard Gram matrix

B 9

ol o} 1 0
0o 0oi0 I o
Ei ) 0 o 0 0
© «x o o o
Lo o o o ¢

Ind polaire meetkunde stelt men axiomas op voor deze
structuren, teneinde de klassieke meetkunden te karak-
teriseren, Soms levert dit extra mogeli jkheden, ook
wanneer men zich beperkt tot eindige strukturen, et

verst in deze richting gaan Buekenhout en Shult i ]
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met de volgende definitie voor con structuur van de soort
1T,

Fen prepolaire ruimte is een incidenlie structuur (T ,ﬁ_)
van punten en lijnen {(met 2 2 punten) zodat elke re?¥
en le&k met P¢€ 1 wvoldoen aan de eigenschap: P ois
verbonden met ¢én of alle pUntOHIVuu 1.

Voorbeeld. De isotropec punten P en de totnal isotrope
1i jnen £ van con klassieke meellkunde vormen een prepo-
laire ruimte, Inderdand, voor gegeven I'dg 1 geldt ofwel
T ¢ 1t dus Q::PLD 1 is het enlige punt van 1 verbonden
met P door een 1lijn uit §2 , ofwel P € 1% dus 1 e pt
en alle punten van 1 #1jn verbonden met P door 1i jnen
uit l:.

Voorbeeld, Ten cocktail party graaf 7 is het comple~

ment van een t-factor :

rzcompl.I ] ]

De knopen en de verbindingen wvan r‘ vormen een prepo-
laire ruimte, die "mager" is in de zin dat elke 1ijn
twee punten heeft, De maximale cliques in r komen over-

een met do maximale totaal iscotrope declruimten,

Voorbeeld, Fen gegeneraliscerde vierhoek is een pro-
polaire ruimte, omdat daarin elk punt P verbonden is met

één punt van elke lijn 1 P P,

Len prepeclaire ruimte heet niet-ontaard als er gecn

punt hest~rat dat met alle andere punten van P  verbonden
is deor 11 jnen wvan ,L « Huckenhout on Shult [ ] howi j-
zen dat in ecn niet-ontaarde prepolaire ruimte door elk

tweetal punten ten hoogste één lijn gaat.

Een linecaire deelruimte van een prepolaire ruimte is cen

deeclverzameling van paarsgewljs verbonden punten die met
twee punten alle punten van ecen 1ijn hevat. De rang van

een prepolaire ruimte is de lengte van een maximale vlag
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van lineaire dedruimten, Voor een niet-ontaarde prepolaire
ruimte )tonen Buekenhout en Shult de structuur I van een

polaire ruimte in de zin van Tits aan, "Ymet Wjnan van 23 pyaven

Een polaire ruimte van rang n 1is een verzameling S {van

puntten) en een collectie van deelverzamelingen (genaamd

lineaire deelruimten) die voldoen aan

(1) cen lineaire deolruimte met de daarin bevatte 1li-
neaire deelruimten vormt een projectieve ruimte
van dimensie d, met -1 € d < n~1,

(ii) de doorsnede van twee lineaire deelruimten is een
lineaire declruimte, '

(iiiT voor een gegeven lineaire deelruimte D van dimensie
n-1 en een punt P € S\D is er een unieke lineaire
deelruimte I zodat Pe¢ E, dim DNnE=n~-2, en E
bevat elk punt van D dat collineair is met P,

(iv) er bestaan disjuncte lineaire deelruimten van dimen-

s5ie n~1,

Tits {2t]en Veldkamp hebben de polaire ruimten van rang
> 3 geklassificeerd. In het eindige geval zijn dit
juist de in dit hoofdstuk behandelde klassleke polaire
ruimten., De polaire ruimten van rang 2 z3ijn de gegenecra-
liseerde vierhoeken (voor de klassieke gegeneraliseerde

vierhoeken zie {Hl, Paq 301 ),

Oock voor de grafenstructuuq_III is er een karakterisering,

Stelling (Bueckenhout-Shult). 21J |’ een eindige graaf
met de volgende eigenéchap. Flke wverbinding ligt in een
cli-que /\ van afmeting 2 3 zodat elke knoop buiten
A\ is verbonden met één of alle knopen van A . Dan geldt

één van de volgende mogeli jkheden:

(i) (1 bevat een knoop verbonden mét alle andere knopen,
(ii) 17 is de loge graaf,

(iii) 0 = r%ﬂ), waarin W cen polariteit of een niel-
ontaarde kwadratische vorm is op een projectieve ruimte 3);
de knopen van | (1) zijn de isotrope of de singuliere

punten van j) , die verbonden zijn als zij loodrecht zijn,
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(L1v) De ctiques /A wvan [ =zijn maximale cliques; de
knopen en de cliques van U vormen een gegeneralizeerde

vierhoek,

Literatuur

F. Buekenhout, T, Shult, On the foundations of polar
spaces, Geom, Dedic, J3 (1974), 155=-170,

E,E, Shult, Groups, polar spaces and related structures
Proc. Nijenrode conf. , M,C, Tract 357 (1974)
130-161,

5. Kwadratische verzamelingen R

5+1. Ovalen,

Een ovaal in een proJectief viak PG(2,n) is één ver=-
zameling van n+1 punten waarvan geen drie collineair
zijn, Een secant , tangent, passant, van een evaal

is een lijn die respectievelijk 2,1,0 snijpunten met

de ovaal heeft,.

Opgave. Door elk punt van een ovaal gaat één tangent.
Een ovaal heeft n+1 tangenten, in(n+1) secanten en

%n(n-1) passanten, Bewijs dit,.

Stelling (Qvist). In PG{2,n}, n even, goan alle tangen-

-~
ten aan een ovaal door é6n punt,

Bewijs., Zij n=2m., Omdat de ovaal een oneven aantal
punten heeft, gant er door elk punt van elke secant ten-
minste é&n tangent. Omdat de ovaal in tataal 2m+1 tan-
genten heeft, gaat or door e¢lk punt van elke secant
precies één tangent. llet snijpunt van twee tangenten kan
dus slechis door tangenten worden verbonden met de pun-
ten van de ovaal, Daarom ligt dit snijpunt op alle

tangenten. Dit sni-jpunt heet de nuclecus van de ovaal.
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Als gevolg van deve stelllng laat clke ovaal in PG(2,2m)
zich uitbreiden tot een wrzameling K wvan 2m+2 punten
waarvan geen drie punten collineair zijn, Llk punt ¢;K
ligt op m+1 secanten en op m passanten van K, Elke

secant bevat 2m-1 punten & K.

Oggave.' De graaf _r1 wordt gedefinieerd op de punten
van 5)\\K, en twee punten zijn verbonden wanneer hun
verbindingslijn een secant van K is, Bewijs dat P een
sterk reguliere graaf is en bepaal de parameters., Con-
strucer een symmetrische Iladamard matrix met een constante
diagonaal, door de graaf r1 uit te breiden met een

geisolecerd punt,

Oggave.' Bewigjs dat in PG(2,2m+1) geen drietal tangenten

aan een ovaal door één punt gaat.

Vervolgens beschouwen wij een Desargues vlak PG(Z,q),
a=pY,p#2 priem, afkomstig van de vectorruimte V(B,Eﬁ).

Een kepgelsnede is de verzameling

T¢x> e ra(z,q) |alx) =0

waarin Q(x) c¢en niet-singulicre kwadratische vorm op V
is, Een kegelsnede is een ovaal., Wij willen omgekeerd
bewijzen dat elke ovaal een kegelsnede is (vermoeden van

Kustaanheimo, bewezen door Segre).

Lemma, In PG(2,q) liggen de driehoek gevormd door 3
punten van een ovaal en de drichoek gevormd door de tan-

genten in deze punten perspecti#isch.

Bewijs. Neem <e1‘) » {50 <93> , (P> op de ovaal K.

Geef de 1i jnen <’ei sy P D i=1,2,3, de vergelijking
x2='%1x3 PoXg= ﬁ2x1 7 X

mot 7\1 /\21\3

17 f3%2

it

1. Laat de tangenten in (e1> y Le, Yy,
£
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<'e3> tot vergelijking hebben

t1: x2-0<1x3; t2: x3=o(2x1 H t3= -0(3x .

Neem i € {1 ,2,31 . Wanneer {p) alle punten # TR AR N
van K doorloopt, dan doorloopt ;\i alle waarden van
III*"q behalve 0 en in , dus

diT\-?\i=-1.

Vermenigvuldig, voor 1=1,2,3 , dan 0(_!0(2 °(3 =1,
Hier uit volgt dat de verbindinglijnen van (ei) en
tj rltk (verschillende 1i,j,k € [1,2,3 } ) door één
punt U gaan (ga na ! ). Wanneer wij U= (e1+92+93)

: o o =X =
nemen dan geldt 1 2 3 1.

Stelling. In een Desargues vlak van oneven orde is elke

ovaal cen kegelsnede.

BewiJs. Neem <e1) 1 { ey ,(eB) ’ (e1+02+93) als in
het lemma, Dan heeft niet alleen de ovaal K, maar ook

de kegelsnede

X<x> € PG(2,q)\ X XXy Xt XXy = O‘}

in zijn punten (ei) de tangent t, met o, =-1,
Wij gaan bewijzen dat ( {(pd & K) = ((p)e. C) . Laat
P= ((p,l,pz,pj)) en t i b,x +b,x +b3x3 een punt

en de bijbehorende tangent pan K zijn, Pas het lemma
toe op de driehoek <ei) (e ) {p%D dan volgt
b (p +p2) b (p1+p3) en cyclisch. De eis dat P op t

ligt voert dan tot het gestelde.
Opgave., Vul de details in, bij het bovenstaande bewijs.

Opmerking. De zojuist bewezen stelling van Segre geldt
nict in een Desargues vlak van even orde 2 8 . Inderdaad,
beschouw de kegelsnede € in PG(2,2k) en vervang één van

zijn punten door zijn nuclcus, De verkregep ovanl heeft
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. meer dan 7 punten gemeen met de oorspronkelijke kegel-

snede, Daarom is deze ovaal geen kecgelsnede (twee kegel-

sneden hebben immers ten hoogste 4 punten gemeen).

5.2, Do kwadriek van Xlein,.

Wij gaan de lijnen van PG(3,F) beschrijven met behulp

van zes Pliicker codrdinaten,

Beschouw twee vectoren a en b 1in V(d,Eﬂ‘. Wij gebrui-
ken aAb als bilinecair alternerend symbool voor het

paar a en b, dat is,

aAa=0, aAb=-bAa, aA(b+tc)=aAb+aAc, aA(Ab)=
=A(aAb) .

Op een constante na bepaalt aAb de deelruimte <a,b)>,

omdat

(Aa+ﬂb)A(ea+cb)=(l¢-ﬂf)hAbL

Ten opzichte van de basis 11859 see g€, Van V(d,ﬁﬁ
geldt

afb =(iz 0‘;'L‘E:L)’\(Zi Pyey) = i% (o By-osBaycaheys
De Pliicker codrdinaten van a Ab zijn de 3d(d-1) codr-

dinaten

pijz=mipj-a<‘ipi H i<j; i,‘j=1' '] ’C\i.'

-,

Stelling, In v(4,F) geldt voor de zes codrdinaten van

alAb,
P1pP3y + PpgPqy ¥ PyqPpy =04

Bewijs, Wegens geldt het volgende @

Pyj % Py
O P12 Py3 Pyn] | © Puj P2y Pa2
Pa1 *O Pay Panf (Pay O Puy Pyaf ( . .
Pyq Pyp O Poyl |Pyp Pysy O Pay 41 P12P5h P23k
Pr1 Puo Py O | {Pag Pgq Pyp O +ps1p2u)'
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De linker matrix heeft rang 2, omdat

rang [o(il’sj -O\’JPi] < rang‘_o(i{s‘j-]+rang ‘;djpi.\=1+1 .

Daarom is rechts de determinant, dus de factor nul,

De uitdrukking p12p3h-rp23p1u4-p31p2h==0 is de verge-

1ijking van een hyperbolische kwadriek LY in PG(5,Eﬂ.
met codrdinaten (pzs,p31,p12,p1h,p2&,p3h). Dit is de

Klein kwadriek .

Stelling. Er is een bijectie tussen de rechten van PG(3,TF)
en de punten van de Klein kwadriek qu.

Bewijs. Een rechte in PG(3,F) correspondeert met een
vlak in V{4,F), dus met een aAb, dus met zes cobr-
dinaten die voldoen aan de vergelijking van de kwadriek,
Omgekeerd behoort er precies één rechte in PG(3,T) bij

gegeven niet alle nul, die voldoet aan de verge-~

pij! .
1ijking wvan nr. Inderdaad, de projectieve punten

(0’p12Ip13!p11‘) ] (p21’0'p23’p2“) 1] (P31,p32'0,P3h) en

(ph1,ph2,ph3,0) zijn collineair, en de aAb van elk

tweetal heeft Plilicker codrdinaten cvenredig met pij'

Stelling., Twee lijnen in PG(3,Tﬂ met Pliicker. cofrdi-
naten pij en qu snijden elkaar dan en slechts dan als
B(pij’qij) t= P aq+PaydyatPaqd P 1495+ Pg 92 Pl = O

Bewijs. Stel de lijnen zijn gegeven door aAb_ en cAd,

De lijnen snijden elkaar iff

t 2 z L

o = S P Py P
P Yo ¥ ¥y

&, &, & 8
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Ontwikkel de determinant naar de onderdeterminanten van

de beide eerste rijen, dan verkrijgt men B(pij'qij)'

In V(6,F) is de vorm B(pij’qij) een symplectische
vorm., In termen van PG(5,T) zegt de stelling dat twee
iijnen in PG(3,F) snijden wanneer de corresponderende

punten op de_Kléin kwadriek verbonden zijn door een
op J[1F 1iggende 1ijn, )

(<py> e D17, <q> e %, dan <p,q>e L irf B(p,q) =0.)

De correspondentie tussen de lijnen van PG(B,Eﬂ en de
punten van _fl* PG(5,EW kan in beide richtingen

worden gebruikt,

Voorbeeld., Op de Klein kwadriek nt liggen twee scorten
projectieve vlakken, namelijk die corresponderend met de
lijnen in een vlak, en die corresponderend met de lijnen

door een punt in PG(B,Eﬁ.

Oprave. Hoe gedragen ziclh deze twee soorten vlakken

onderling en wederzijds ?

Fen lineair complex van lijnen in PG(j,Eﬂ is een stelsel

lijnen dat in PG(5,F) correspondecert met de doorsnede
van de Klein kwadriek f]f en ecn hypervlak, Fen lineair
complex wordt Lepaald door de pool van zijn hypervlak
t.o.v.e [(17. oOmdat rot{6,r) transitief is op de punten
van jjf, en ook op de punten ¢ Jnl+, hebben wij.de vol-

gende standaard vormen voor lineaire complexent

De pool (0,0,0,0,0,1) geeft het speciale lineaire
complex , Pio = 0,

De pool (0,0,1,0,0,1) goeft het algemene lineaire
' comélex, p12+p3h=().

Stelling. Ien speciaal lineair complex bestaat uit alle

lijnen in PG(3,F) die een gegeven lijn snijden,
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Bewijs. Iliet hypervliak van ecn speciaal lineair complex
raakt aan de Klein kwadriek, Het speciale complex
bestaal dus uit alle 1lijnen die de met het raakpunt

correspondérende lijn snijden.

Stelling., Ten algemeen lineair complex bestaat uit alle
lijnen van PG(3,T) die totaal isotroop zijn ten

opzichte van een symplectische vorm,

Bewijs. Zonder de algemeenheid te schaden geven wij het

complex de standaard vorm
O = p,,+Pgy =X ¥g = Xg¥q + X5V = X ¥4 =3 8(x,y)

voor projectieve lijnen <x,y» . Interpreteer nu

G(X,y) als ecn symplectisehe vorm voor PG(B,Fﬂ.

Opgmave. Dewijs dat in PG(B,E&) door elk punt g+1
~lijnen van een algemeen lincair complex gaan en dat die

lijnen in een vlak liggen,

Opgave. Waarmee corresponderen de regelscharen van een
hyperboloide in PG(3,T) ?

"5¢3. The twistcd polarity.

We specializercen nu Lot T =GF(qy) , q:=2}‘, en beschouwen

weder om

V(M,]Fq) =V = (01,e2,93,e'“_) '

VAV = <e2/\e s C

3

3/\e1,e1/\e2,e1/\ eprey A °?+'e3A eh) .

V is voorzien van de symplecltische vorm

Leenepl = [S8]e [0 8]

en VAV is voorzicn van de boven gedefinicerde vorm

i ' ), dic op de basisvectoren werkt volgens




B(eh/\ egee A ey ) = {1 als (h,i,J,k) = permut (1,2,3,4),

0 anders .

Het lincaire complex p12+p3h=0 wordt in V voorge-
steld door de totaal isotrope vlakken t.o.v. 8 (x,v) ,

en in VAV door de 5~dimensionale deelruimte W

W= <e1/\ 02+ 93-/\9;4 ] 91/\03'92/\ el{’e1/\el}’92,\ 93> *

Ten opzichte van 3( , ) heeft W hei radicaal
rad W = e AeytegAe,d

en W= {(radaW) L V', met
1 -—
V' = <e1/\e3,92/\eh,01t\eh,e2/\03) .

Definieer de lineaire afbeelding (projectie) WV
door

TT(radW):O,W(e1/\03) e

oy s Wlognoy)

ﬂ(ezl‘.se3)‘

2 !

1
]

Tl-(e,l Aei‘) 0!

03' |

Dan induceert 17 cen isometrie tussen V' met B( , )
en V met 6( ' ) . Projectief gezien induceert T
een bijectie tussen de totaal isotrope lijnen en de

punten van de symplectische PG(B,q) "

De 1lijnen door cen punt P in PG(B,q) corresponderen
met de punten van een projectief vlak op de Klein
kwadriek. De totaanl isotrope lijnen door P in rGc(3,q)
corresponderen met de punten van ecn projectieve 1lijn

op Jﬁf. die onder 1 wordt geprojccteerd op een totaal
isotrope lijn van de symplectische PG(B,q).

Zij £ de verzameling van de totaal isotrope 1lijnen

van de symplectische PG(3,q), en zij P de verzameling
van de punten van PG(3,q). Dan induceert TV dus niet
alleen een afbeelding TFR L — P , maar ook een afe

beelding Ta'r,i P-—-: .f, y en ecr geldt
(rei1) &= ( 'iTg.(l) €T, (r)).
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Wij onderzocken of TMWpTp: P — oC I aanleiding kan
goven tot ecen "polariteit" tussecn J’ en £ ’

Daartoe berekenen wij ecrst ﬂ'f_ o .

Zij x=2xiei ’ y=z.yiei ’ z:iziei-met

@(x,y) = 6(){,2)"_:_0. Wij berckenen |
_'TT.P ((x)) =TI"Q( ﬂ".c(x/\y) A T‘l’ﬁ(x/\z)) .

( Trﬁ(x/\y)/\( Tr&(xf\z)) = ‘6(y,z) [(x1x2+x3xl')(c1/\e2+

+e3/\ el!-) + x12 e, /\e3 + x22 e2/\ ey + x32 e% Aey + xf ez/\e:}].

' 2 2 2
TT'&( TTﬁ (xAy)A ‘R‘L(x/\ z)) = @(y,z)[x1l @ +X, € ¥XsT eg +
+xy ey ]
Hieruit volgt
" 2 2
o Trﬁﬂ',ﬂx1'x2|x3ox)l)> = <(x1 * x22, x32, Xy )> ’
met andere woorden, pWp: Po g =P is een

semilineaire afbeeclding ten opzichte van het Frobenius
Automorfisme P X i— x?* wvan GF(2h). Dit bewijst:

Lemma, Voor rrc ITP_'. 2 E-—a P geldt ”LT"P = Cp

Lemma. GF(2N) bezit cen (uniek) automorfisme & met

ot= ¢ dan en s_lochts dan als h oneven is,

»

m+1
Bewijs., Voor h=2m+1 voldoet 0<°'=0(2 omdat

(o(cr')o-' =(o“-22m+1)2= °<2 .

Voor even h is GF(4) een deellichaam, waarin het kwadraat
van elke o € Aut CGF(2h) de identiteit induceert,

Stelling. Fr bestaat een (unieke) "polariteit™ p..bussen
J) en R y d.w.z, afbecldingen EP : I’-—) f en

Ea'- E—:P "met epﬁ£ =1£, e Ep =1P,in een sym-
prlectische PG(B,q) sy O 7 2h, dan en slechts dan als h on-

even is.

~
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Bewijs. Zij h oneven, Voor 'nTg_lTP’- T—: E - P - geldt

. 2 Y .
MpM, =< ©n Q=0 , o & Aut GF(2") . Definieer
ep =0, eo iz ¢ v
P . P t L K :
dan is, omdat wo=0oWT ,
-Lc"\.s 1

?‘3 CP' = c"‘"rrg o' rrP = cr""i‘rc‘i'rr, =

Dit bewijst dat eﬁ. en CP elkaars inverse zijn,.
Noem €, =€ , dan geldt voorts

(p, € t(Pz))t@a (p,e ¢ (P))).

Als h even is, dan bestaat er geen &, en ook geen

polariteit,
Deze g @ Pg..., f, heet de :twisted polarity van Tits,

vgl, D.E, Taylor's appendix "The geometry of the Kiein
quadric" in [9] ;. zie ook_[q] en de volgende paragraaf,

5.4, Ovoiden .

Een ovoide is een verzameling van q2+1 punten in
PG(BﬁFq) waarvan geen drietal op een lijn ligt. Een
voorbeeld van een ovoide is een elliptische kwadriek.
Analocog aan de stelling van Segre geldt (Barlotti) :
Stelling. In PG(B,FQ), q oneven, is elke ovoide een
elliptische kwadriek, '

Wij beperken ons verder tot PG(B;FQ), q=2, 21
M een maximale verzameling van q2
geen drietal op een 1iJjn ligt. PG(3,2) heeft maximale
M van 8 punten, nameli jk dé ‘punten buiten een vlak.
Voor q=2h y h>1 geldt echter het volgende.

+m punten waarvan
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Stelling, In PG(B,]Fq) s Q= 2h ’ h »1 4is een maximale

verzameling een ovoide (dus m=1) ,

Bewijs., 2Zij PeM, M een maximale verzameling. Wij
bewijzen eerst dat er een tangent door P bestaat. Stel
dat elke 1ijn door P secant is, dan heeft M qZ+q+2

2
punten, (q +2q+2) secanten en geen tangenten. Maar het
totaal asntal 1l4jnen wvan PG(B,JFq) is

2
(a®+1)(a®+au1) > (2247

dus er is een passant, zeg 1, De vlakken door 1 snij-
den M in 0 of q+2 punten, dus q+2 is een deler
van

q%+q+2 = (q+2)(q=1) + &

en q=2, tegenspraek,

Zij t een tangent door P aan M. Van de g+1 vlakken
door t heeft tenminste één, zogr’n‘f y met M de g+1
punten van een ovaal gemeen, Inderdaad, q+2 punten kan
niet omdat er dan geen tangenten zijn, en als alle
vlakken % q punten van M =zouden hebben, dan zou M

€1+ (q+1)(g-1) =q2 < q%+m

punten hebben. Zij N de nucleus van de ovaal in W .
Elke 1lijn door N in v snijdt de ovaal dus in één
punt. Voorts gaat door N tenminste één secant s ¢ Ty
anders zou M niet maximaal® zijn. Elk vlak door s
snijdt M in ten hoogste q+1 punten (niet in q+2

omdat er een tangent in TV 13). Maar dan levert
meq?® < 2+ (q+1)(q-1)

dat m=1, Voorts heeft elk vlak dcocor de secant s

precies q+1 punten van M,




Stellinz. 2Zij & een ovoide in PG(3,q) , q=2®, h>1.
Elk vlak snijdt (¢ in 1 of q+1 punten, Er ziJjn
q?+1 raakvlakken en q3+q snijviakken,

Bewijs. Net als in de vorige stelling nemen wij P e O,
een tangent t = P, een vlak T2 t met Il N Il = q+1,
de nucleus N van TN Vg , en een secant s 3 N, Wi}
weten dat elk vlak door s de ovoide O in gq+1 punten
snijdt, 24 Q ¢ O\ , Dan is NQ een secant van o .
Inderdaad, de doorsnede van ' met het vlak o door s
en NQ is een ovaal, waarvoor o O  een tangent, en =
een secant is, dus waarvoor N niet de nucleus is, Elk
vlak door t heeft dus ofwel slechts P, ofwel q+! pun-
ten met O gemeen, Er zijn dus q snijvlakken en precies
66n raekviak door t, Dit geldt voor elk punt P e U ,

en de bewering volgt.

Stelling, Zij O een ovoide in PG(3,a) , q=2" , n> 1.
Door P &€ C gaan q+1 tangenten; deze
liggen in een vilak.

Bewijs., K is maximaal, dus er is een secant s door P.
In elk van de q+1 vlakken door 8 heeft P precies
één tangent. Twee tangenten door P bepalen een vlak
en dus een ovaal,lwaarvaﬁ P de nucleus is, Buiten

de tangenten aan deze ovaal heeft. P dus geen ardere

tangenten, ‘ g

Ten opzichte van een ovoide K in PG(3,q) , q=20,

bestaat de volgende correlatie, Een raakvlak corres-
pondeert met zijn raakpunt. Een snijvliak correspon-

deert met de nucleus van zijn snijovaal ; dan corres-
pondeert een punt T¢ K met het vliak van zijn

tangenten aan K.
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Stelling. De zojuist beschreven correlatie is een
symplectische polariteit,

Bewijs, Als P en 71 corresponderen, dan geldt Pe
en de tangenten in W 2zijn de lijnen door P. Als ook

P' en T' corresponderen, dan geldt

Tow ) & (rrew),

(rern') &= (Pup
dus de correlatie is een polariteit van het symplectische
type. ‘

De totaal isotrope lijnen ten opzichte van de gevonden
symplectische polariteit zijn de fangenten aan.de ovoide.
Er zijn (q+1)(q2+1) tangenten, en evenveel punten in
PG(3,q). Door een punt gaan q+1 tangenten, en elke
tangent bevat g+1 punten, Noem Y de verzameling der
punten, en £. de verzameling der'tangenten. In §5.3.
hebben wij aangetoond dat voor h bneven (en slechts dan)
er een (unieke) twisted polarity e @ P met 92-.:1
bestaat, gecconstrueerd met behulp van het unicke auto-
morfisme c" van GF(2h) dat voldoet ann o'= ¢ ., De
ovoide is de verzameling van de q2+1 punten die op hun
£ ~beeld liggen, Deze ovoide hcet de Tits-ovoide. De
tangenten die hun ¢ -beeld bevatten vormen een spread

van PG(3,q). Dit heeft een aantal gevolgen.

Gevolg. In verband met de in $3.7. egenocemde stelling
van André geeft de spread bestaande uit de q2+1 tan-
genten aan de Tits-ovolde 5énleiding tot de constructie
van een eindig translatievlak van de orde 2hr+2' voor

elke r32 1, kie [15] § 12,

Gevolg. Voor g 2 8 zijn de Tits-ovoiden geen kwadrieken
Inderdaad, het volgende is niet bijzonder moeilijk aan te
tonen (zie [9] , appendix § 8. of [15] §1.).

In PG(B,q) worden affiene coordinaten ingevoerd 3
x=x3/x1 ’ y=x;|,/x1 y = =x2/x1 « Dan bestaat de Tits-

ovoide uit het oneigenlijke punt van de =z-as en de q2

punten .
: {(x,y,z) \ 2z =xy + x2+7 +y°‘l .
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Reeds voor g=8 levert dit een ovoide die geon kwa-

driek ise.

Gevolg. De groep der automorfismen van de Tits-ovoide'
is de Suzuki groep Sz(q) van de orde (q® +1)a%(q-1).
Deze groep werkt 2-transitief op de Tits-ovoide, Voor
de structuur van sz{q), zie [9] appendix, {j5]

J, Tits, Ovoides et groupes de Suzukl, Archiv, Math,
13 (1962), 187-198 .,

5.5, Mobiusg meefkunde.

Een Mobius viak (¥ ,T ) is een verzameling ¥  van

punten, en een collectie | wvan deelverzamelingen

(zeg cirkels), zodat geldt :
(1) elk drietal punten 1ligt op één cirkel,
(i1) er zijn viecr punten niet op een cirkel,

(1i1) Vp.,qef '.Vyef‘,\ur,q'ég I & T:(ped qed ,508=1el).

4
7

ELRS

Voorbeeld, De punten en de cirkels van een sfeer in
R’3 voldoen aan de axiomas, Stereografische projectie
vanuit N € sfeor geeft de punten, lijnen en cirkels
van het Fuclidische vlak, Wanneer slechts de cirkels
door N worden bcschouwd, dan gecft stereografische
progectie de punten en 1ijnen van het Euclidische vlak,

en wordt (iii) het axioma van Fuclides,

Voorbeeld., 2i1] P de verzameling van de punten van
cen ovoide in PG(3, I‘) Z1j " de collectie van de
snijvlakken van de ovoide (dus niet de raakvlakken),
Dan vormt (P, ) cen Mébius viak., 2ij P € ¥ een
vast punt van de ovoide,met raoakviak T .. De lijnen ¢ 1
door P, en de vlékken £ v door P vormen een Desargues
affien vlak, '
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Voorboold., Beschouw hot "complexe" viak GF{q®) v [ }
met conjugatie — en zelfgeconjugeerde GF(q). De

olementen van het complexe vlak en de cirkels
{2z € GF(q?) | pzZ +3z+qZi+r=0; p,r e GF(q)}

vormen een Mdbiusvliak, De Mdébius transformaties

az+h
e pp—— 1

cz+d ! a be ’

voeren cirkels in cirkels over,

Opgave. De punten en de blokken van een 3-(n2+1,n+1,1)

design vormen een Mobius vlalk,

Wij keren terug tot de definitie van een Mébius vlak
(P .7).
Stelling. Zij /\ het deel van [' dat bestaat uit
alle cirkecls door een vaat punt N € ¥ , Dan
is (P NINY , A ) cen affien vlak.

Opgave. Dewijs deze stelling.

Wij weten dat een affien vlak niet Desargues hoeft te

zijn. Dat is wel zo wanneer het M8bius vlak kwadrikaal
(afkomstig van een elliptische kwadriek in PG(3,T)) of
ovoidaal (afkomstig van een ovoide in PG(B,EO ) is. In

de Mﬁbiué meetkunde tracht men ovoidale en kwadrikale
Mébius vlakken te karakteriseren door meetkundige

eigenschappen van de cirkels,

Stelling. Een Mobius vlak is kwadrikaal dan en slechts
dan als de stelling van Miquel geldt. Voor dit resultaat
van van der Waerden en Smid (1935) zie [h] Ch, 6, en

ook

J.H, van Lint, M&bius vlakken, M.C, vakantiecursus 1978,

Stelling, Fen Mébius vlak is ovoidaal dan en slechts
dan als de bundelstelling geldt,
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Voor de bundelstelling zie L4] . Van cr Waerden en

Smid (1935) bewezen =) , en J. Kahn (nog niet gepubli-
ceérd) hewees &= , Omdat een elliptische kwadriek

een ovoide is, en omdat er ovoiden bestaan die geen
kwadriek zijn (zie 5.4.,), impliceert de stelling van
Miquel de bundel stelling, maar niet omgekeerd (verge-

lijk het'gedrag_van de stellingen van Pappus en Desargues).

Voor verdere resultaten zie L4) Ch, 6.,

Analoog ann de Mébius meetkunde worden de meetkunden
van Minkowski en van Laguerre gedefinieerd., Wij vol-

staan met een eenvoudig model, en verwijzen verder naar

H., Balder - W, Heise, Einfiihrung in die Kombinatorik (1976),
Kapitel 12,

Voorbeeld, Zij f1 oen hyperbolische kwadriek of een
kwadratische kegel in PG(3,q). 2Zij 2. de Qerzameling
der vlakken in /PG(3,q) , die met () tenminste twee
punten, maar geen rechte gemeen hebben, Pan is (I).,ZL)
een Minkowski meectkunde als Sl een hyperboloide is, en
cen Laguerre meetkunde als (] een kegel is, Stereogra-
fische projoctie vanuit een punt Nell ilevert een
(qw1,q)-net, respectievelijk een (q,q) - net (zie 3.3.

en ga na) ,
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5,6, Hjelmslev ecn_ Klingenberg vinkken .

Projectieve Hjelmslev en Klingenberg vlakken (we schrij-
ven H-vlakken en K-vlakken) zijn generalisaties van

projectieve vlakken,

Definitie. EFEen K-vlak is een incidentiestructuur (het
punten en lijnen) met- een equivalentie relatie {z.g.

burenrelatie) op de punten en op de lijnen, zo dat

(i) door twee punten die niet buur zijn gaat precies
één 1lijn

(ii) twee lijnen die niet buur zijn snijden elkaar in

precies één punt ;

(iiiﬁ definidren we een buurt ( =equivalentiek1asse)
van punten incident met een buurt van lijnen
wanneer een punt uit die buurt van punten ligt
op een lijn uit die buurt van 1ijnen; dan is de
incidentie structuur op de buurten een projectief

vlialk,

Definitie. Een Hevlak is een K-vlak dat aan de volgende

twee eisen voldoet:

(iv) door twee punten die buur zijn gaan tenminste twee
lijnen ;

(v)‘ twee lijnen die buur zijn snijden elkaar in ten~
minste twee punten} ’
Laat K een eindig K-vlak zijn., Dan bezit K eeh aantal
mooie regulariteits eigenschappen (zie [Kleinfeld] of
[Drake &_Lenz] .

Stelling. Voor c¢lk eindig K-vlak bestaan er getallen

r en t =zo dat

(i) elke buurt bevatl procies t2 elementen,

(iiy cen 1lijn door cen punt p bevat precies t buren

van p gy
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(iii) door ecn punt op een 1lijn L gaan precies t buren

van L,
(iv) r is de orde van het bijbohorende projectieve vlak,

(v) r<t, tenzij t=1 (maar dan is het K-vlak een

o

gewoon: projectief vlak).

Gevolz, X heeft tz(r2+r+1) punten en evenveel 1lijnen.
Elke 1ijn bevat t(r+1) punten en door elk punt gaan

t{r+1) 1lijnen,

De buurten geven aanleiding tot een partitie van de in-

cidentiematrix A wvan K

A11 tee A1n

A= . . met n=r2+r+'1 .
A ees A
nl nn

Opgave.. Laat zien dat A voldoet aan.
T ] .
(1) AikAdk-J als Aik;éo;é Adk_ , 1#3

T

(ii) Aeghyy =9 als Ay # o # Ay 0 143 s

(iii) de nxn matrix X , gedofinieerd door
~ 0O als AiJ =0 ,
(A)ij = . ‘
1 als A'.LJ £o0,
*
is de incidentie matrix van een projectief wvlak;
(iv) Aij heeft afmeting t2X 2 ;

= Al J= :
(v) A;,d =4;,0=1¢] als Aij;éo.

Omgekcerd is een gepartitionderde. (0,1) =matrix die

aan (i), (ii) on. (111) voldoet de incidentic matrix
van cen K- wvlak , IHiermce is eenvoudig in te zien dat
de onder gedefinicerde matrix de incidentic-matrix is

van eccn eindig K- vlak mot paramecters r=1%t= 2.
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cykel (T1,T2,0,T3,0,0,0) | 1. Eindkove
waarbij ) .
1100 1010 1001
_[1+100} _lo101 _fot1tro
T1" 0011'T2‘1o10'T3‘ 01 107]°?
o011 0101 1 001

en O is de % x 4 O-matrix.

Ga na dat dit K- vlak een H- vlak is.,

De volgende constructie is klassiek : Zi} F(i) een
commutatieve associatieve algebra -over een eindig lichaam
¥ =zo, dat Tydy ees ,ik“1 lineair onafhankelijk zijn

en ik==0. De deeialgebra N wvan nuldelers wordt opge-
spannen door :L,...,;l_k-1 , en K\N is de groep der
eenheden, Tweo vectoren x en y uilt I"(i)3 \N3 heten
equivalent als er een eenheid e is2d dat x=ey .

Punten en lijnen van het H- vlak zijn de equivalentie-
klassen van vecioren ult F(i)j‘\ N3, Een punt x 1ligt

op de lijn y als xTy-'O.

Merk op dat voor k=1 dit de klassieke constructie is

van een projectief vlake

Voorbecld. Kies F=T,, F(i) = [ 0,1,1,i¢1] met
4220 dan is k=2, N= {0,1} en TF(L)\N = f1,141 .
De constructie levert dan weer het al eerder gekonstru-

cerde K- vlak met parameters r =t =2.

We weten dat het bestaan van een projectief vlak van de
orde r eguivalent is met het bestaan van r-1 MOLS(r)
( = onderling prthogonale Latijnse vierkanten), Drake &

Lenz bewezen het analogon hiervan voor K=vlakken,

Stelling. Een eindig K-vlak met parameters r en t be-
staat dan en slechts dan als er r-1 MOLS van

de orde T c¢n van de orde t bestann,
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Opgave. Dewijs het "slochts dan" gedecelte van dézé
stelling.

Hint: kies een buurt van punten P en een 1ijn L die

niets met P gemeen heeft. Kies vervolgens op L een

verzameling Q van r+1 punten die onderling geen

buur lijn. Beschouw de incidentie structuur gevormd

door P en alle lijnen die ecn punt van P &n een punt

van Q bevatten.
Litteratuur,

@] y appendix ;

[Drako & Lenz] , Finite Klingenberg planes , Abh, Math,

, Sem. Hamburg Wi, 70-83,
[Kloinfeld] , Pinite Hjelmslev planes, I11 J, Math, 3,
403 -~ ho7.

[Klingenberg] , Projective und affine Ebenen mit Nach-
barelementen, Math. Z., 60, 384406,

- 88-




By -

~Literatuurlijst Eindige Meetkundo .

1. E. Artin, Geometric Algebra (1957) ' .CDW 57

2, R, Baer,;, Linear algebra and projéctive
geometry (1952) CDW 52

3. L.,M, Blumenthal , A modern view of _
geometry (1961) CFB 61

4, P, Demb.owski , Finite geometries (1968) CHM 68

5, K,W. Gruenberg - A.,J, Weir, Linear

geometry CDW 67
6.. M, Hall , The theory of groups (1959) CDN 59
7. M., Hall , Combinétbrial theory (1967) CHD 67

8. R, Hartshorne, Foundations of projective
geometry {1967) CFH 67

9, D,G, Higman, Classical groups , TH-Report 78-WSK~-0h

10, J.W,P, Hirschfeld , Projective geometries
over finite fields (1979) -

11, D.R, Hughes - F,.C, Piper, Projective planes
| (1973) CFH 73

-

12, I. Kaplansky , Linear algebra and geometry
' (1974) cDx 74

13. S. Lang , Algebra (1969) | CDB 65

t4. J.H. van Lint, Combinatorial theory
seminar THE {(1974) CHE 74

15. H. Liineburg , Die Suzukigruppen und ihre
Geometrien (1965) CDP 65

-89-




16, H, Liilneburg , Transitive erweiterungen end~

licher permutationsgruppen ('69) CDP 69

17. T.G, Ostrom, Finite translation planes,
Springer Lecture notes 158 (1970) CFH 70

18. T.G., Room = P_.B, Kirkpatrick, Miniquaternion
geometry {(1971) CFH 71

19, J.J. Seidel , On two-graphs, and Shult's
| characterization of symplectic
and orthogonal geometries over
GF(2) , TH-Report . 73=WSK~02 .

20, 0, Tamaschke, Projecticve Geométrie I,IX CFEH 71

21, J., Tits , Buildings of spherical type and finite
BN pairs (1974) CDN 74

-90=




INDEX

affiene meetkunde ha,u47
affien vlak L2
algemeen lineair complex 38
algemene lineaire groep 3
alternerende bilineaire 85
vorm 22
Arf invariant L4
Baer subvlak ks
basis (symplectische)
bilineaire vorm 83
" alternerend) 8l
’ hermiets) 9
" symmetrisch)
Brianchon (stelling van 22
Bruck Ryser {( ” 26
bundelstelling 43,73
cocktailparty graaf
Coll, 67
collineatie '
" (centrale) 16
conjugatie
correlatie 29

cotriangle property

Dandelin (zeshoek van) 84
deelruimte 83
Desargues {configuratie) 82,83
” (stelling van)
dilatatie
division ring 20
J-ruimte 32
elatie 23
elementair Abelse groep 38
evenwil jdig ' 39
£1 67
at -
Fix(¢ ) 52
Frobenius automorfisme 9
Gram matrix 43
Hermietse bilineaire 24
' vorm 39
Hoermite oppervlak 18
3y kromme, verzameling 22
Hjelmslev vlak 50,62

hyperbolische 2-dimensio- 22
nale dealruimte by, 59
hyperbolisch vlak Lo
hypervlak 69
83

78

-91-

index
isometrie ’
isotroop (totaal, niet-)

Klein kwadriek

Klingenberg vlak

k -vector

kwadratische - vorm

kwadriek (elliptische ,
hyperbolische)

kwadrikaal

Laguerre meetkunde
lattice (atomair, gecom-
plementeerd, modulair)
latijns vierkant
lineair affien vlak
lineair complex (alge-
meen, speciaal)
lineaire deelruimte (van
een prepolaire ruimte)
lineaire groep (algemeen,
speciaal
loop

9 magere projectieve ruimte

Minkowski meetlunde
Miquel (stelling van)
Mdbius meetkunde
” transformatie
” vliak
Moufang vlak

near field

net

niet-1sotroop

niet-ontaard

niet-ontaarde prepolaire
' ruimte

norm

nucleus

nulpolariteit

oneigenlijke 1ijn (punt)
(niet-) ontaard

orde van een proj. vlak
orthogonal array
orthogonale groep

” latijnse wvierk.

9  Mmeetkunde

o polariteit
ovaal

ovoidaal (M&bius vlak)
oveide




Pappus Estelling van;
Pascal {stelling van
Pasch (axioma van)
passant
perfect
plaats
Plicker coordinaten
polaritedt
" orthogonale)
o symplectische)
»” unitaire)
poolvlak
prepolaire ruimte
prisma eigenschap
projectieve groep

’ orthogonale)
” aymplectische)
o unitaire)
projectieve meetkunde
ruimte

proJectief viak
pyramide eigenschap

quasi field
Qvist (stelling van)

reakviak

radicaal

rang 3 graafl

rang van een prepolaire
ruimte

64

73
16
14
47

82
ko

41
ko

69
29
81

38

52
19
34
35
35
n
17
22
62

75,78

rang van een polaire ruimte 57

roflexief
ring der endomorfismen
rooster

scheef lichaam

secant

semi field

semilineaire afbeelding

sesquilineaire vorm. SAPS

signatuur (van een kwa-
dratische vorm)

52
ko

53
57
36
10

9
b1

b2

Singer cycle
" matrix
singullere kwadratische
- worm
speciaal lineair complex
speciale lineaire groep
spread
standaard vorm (van een
‘ kwadratische vorm
Suzuki groep
symmetrische bilineaire
vorm
symplectische bhasis
” groep -
” polariteit

tangent
ternaire ring
Tits ovoide
totaal isotroop
trace
(C,a)-transitief
translatie

) groep

” viak

» vliak {affien)
transvectie
transversal design
triangle property
twisted polarity

unitaire groep
” meetkunde
” polariteit
” " ruimte

unital

vectorruimte

vliag

vlak :

vliak (hyperbolisch)

Witt (stelling van)
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