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. {1.1) Het getal p > 1 heet priemgetal als p geen andere delers heeft dan 1
77(1,2) Teder getal groter dan 1 is éénduidig te ontbinden in priemfactoren

(1.3) Bij ieder paar getallen a,d 1is er een éénduidig bepasld getal d met

i De pmemgetallen kunnen We numperen naar 'boenemende grootte:.

L

~ . (1.5) Stelling: Br zijn oneindig veel priemgetallen.

College Discreie Wiskunde 1969

Hoofdstuk I. Getaltheorie

De natuurlijke getallen worden bekend verondersield, evenals deelbasar~

heidseigenschappen enz. We gebruiken de notatie nl m om aan te geven dat n

een deler van m is. De eigenschappen (1.1) t/m (1.4) nemen we als bekend aan.
en p zelf. (Het getal 1 is niet een priemgetal,)
: (op volgorde na).

de eigenschappen
(i) 4]a en alv,
(ii) wit 4 |a en 4, |Dd volgt 4, |d.
We noemen d de grootste gemene deler van a en b en geven deze in het
vervolg aan met (a,b).

(1.4) Bij ieder pmar getallen a, b is er een &énduidig bepeald getal m met
de eigenschappen

(1) alm en blm,
(ii) uit a]n en bi{n volgt m{n.;

“We ngemen m het kle:.nste ggmene veelvoud ven a en b en geven dit in he‘t:
vervo“lg asn met [a,b],

‘P, =2y P, =3P, =50, =T - .

Bewijs: Beschouw het getal n = p $PpP3e e Py +1. Daar voor i < r duide-
lijk is dat Py +n moe 't op- grond ven (1 2) n deelbsar zijn
door een pmemgeta&. P >. p . Dit- geldt ‘\roo:r: iedére xr. -

We .kuﬁhen_ volgens (1.2) ieder geta.l n a.ls volgt schrijvem"
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In dit "oneindige product" zijn slechts eindig veel van de factoren van 1
-verschillend.

He’ is nu onmiddellijk duidelijk dat uit

0 di oo Bl
n= I p, en m= II p.
i i
1=1 1i=1
volgt
‘ o0 mm(a ’B ) « max(a :L’B )
(nm)=l‘[p en [nm]—IIp _ .

i=9 i=1

‘Hieruit volgt:
(1.6) Stelling: (nym)[n,m] =mm .

Een 11331; van priemgetallen kan men maken met behulp van de zgn. zeef
' wvan Eratosthenes (276 - 194 v.C.): In iedere stap ga.at men uit van alle priem-

getallen tot zekere grens N en construeert de priemgetallen = N? door voor
iedere Py = N alle veelvouden die < N° zijn uit de rij 1 2,...,1\12 te schrap-
pen. De getallen die overblijven ftussen N en N° zijn de pr:.emgetallen in dit
interval.

': Congruenties

We houden ons nu bezig met alle gehele getallen (ook de negatieve).

(1. 7) Dei‘:mltle We noemen ‘a en b congruent modulo m en schrijven dit als:
| azb (mod m) als b-a - door m deelbear is.

1

De relatie = is een equivalentie. We kunnen de gehele getallen indelen

b -in klassen equivalexite getallen; iedere klasse bestaat uit getallen die on-

"derl_ing gongruent moﬁ,ul,o m zijn, d.w.z. iedere kiasge bestaat uit getallen
1 die bij deling door m dezelfde rest geven. Een stelsel 8,38,y 000y8 heetl
- yolledig stelsel representanten of volledig restsysteem modulo m als uit

'- 8 = Za. (mod m) volgt dat i =j. Br is dan voor ieder getal n precies &én &y
:Ln het stelsel met a.l = n (mod m). Een voorbeeld is (o,1,2,...,‘m-_1').

i

i

;(ﬁ’..&f)‘-_,SﬂEélling' : '.:iis aEb (mq-a._lm) enc = 4 (mod m) dan is a+c =Db+4 (mod m),
R _ ac 2 bd (mod m) en ka = kb (mod m} voor iedere k.
Bewijs: a) Uit n] (b~a) enmn} (d=c) volgt"m[ (b+d-a-c).
b) bd-ac = (b-a)d +ald-c).

c) kb-.kaﬁ =k(b-a).




(1.9) Stelling: Als ka = kb (mod m) en (k,m) = d dan is
& = b(mod %) .

Bewijs: Schrijf k = dk,, m = dm met (k1,m1) = 1. Dan volgt uit
m| (kb-ka) dat m_ lk1 (b~a) en dear (k1,m1) = 1 moet m | (b-a).
(1.10) Stelling: Als 8 y8y500.,8 €N volledig restsysteem mod m is en .
(k,m) = 1 dan is ook ke, ,ka, ,...,ka_een volledig restsys-

teem mod m.

Bewijs: Uit ka, = kaj(mod m) volgt m.b.v. (1,9), dat a; = aj(mod m)
en dus i=j. De getallen ka1,...,kam representeren dus m ver-

schillende restklassen, dat zijn alle restklassen.

Het blgvoegllak naamwoord "volledig" hebben we gebruikt omdat we vaak
in restsystemen geinteresseerd zijn die niet uit representanten van alle
klassen bestaan maar alleen de representanten bevatten van restklassen mod m
waarvan de elementen n de eigenschap (n,m) = 1 hebben. Zo'n systeem is in

het geval m=12 bijvoorbeeld 1,5,7,11. We noemen dit een gereduceerd rest-
systeem.

(1.11) Definitie: Het aantal elementen in een gereduceerd restsysteem mod m,
d.W.2. het aantal natuurlijke getallen n < m waarvoor

(n,m) = 1 wordt aangegeven met o (m) (fundtie van Euler),

| (1. 12) Stelllng Als. 838y 5e00y8 ¢y EON geredueeerd restsysteem mod m is en

¢{m)
(k,m) = 1 dan is ook ka kaé,...,kab(m) een gereduceerd.

restaysteem.

Bewijs: Merk op dat het tweede systeem vdldoéhde elementen bevat,.
Verder is volgens (1.9) ke, ka (mod m) alleen als i=j,
Daar voor iedere i geldt (ka ,m) =1 volgt het gestelde.

'H;f(1 13) Deflnltle Een functie f gedeflnleerd op de natuurllake getallen heet

multlplzcatlef als £{m) = f(m)f(n) voor ‘glle paren m,n-
waarvoor (m,n) i 1 geldt.“;

;>?5(1 14) Stelllng 9 ig multlpllcatlef

Bewijs: Zij (m n) = 1, laat X ¥pr e %y ) een gereduceerd restsys~
‘teem mod n zijn en y1,yé,...,y (m) een gereduceerd restsys-
teem mod m. Beschouw de getallen




mxi +nyj (i = '1,...,q;(n); J = ‘l,...,tp(m)) .

Dit zijn ¢(n)e(m) getallen, Uit
mx; + 0y S mo + 0y, (mod mn)
volgt.
= mx, (mod n) en ny s = ny, (mod m)
dus volgens (1.9):
X Ex (mod n) en Y5 E T, (mod m) ,
en dit kan alleen als i=k en j=4£. Daar
(mxi *y s, m) = 1 voor iedere i en j
hebben we hier ¢ (m)p(n) verschillende elementen ven een gere-

duceerd restsysteem mod mn. Als we nog laten zien dat er voor

'_.iedere a met (a,mn) = 1 een i is en een j z6 dat

mx, + ny z a (mod mn)

is het gestelde bewezen. Nu is volgens (1.12) het stelsel
| mx, (i=1,0..,9{n)) een gereduceerd restsysteem (mod n),

H

a (mod n)} dear (a,n) =1,
a (mod m) . Dus geldt

dew.2. €7 iz een i zo dat mx,

IH

Evenzo is er een j zo dat nyJ
m l (mxi +ny:§ - a) ?

n | (mxi oy, - a)

d.w.z. volgens (1.4): {mn] | (m:xi -t_,nyj—a) .

Daar echter uit (1.6) volgt dat [m,n] = m hebben we bewezen
dat mx, + ny; = 8 (mod mn).

-('1_‘.15) Stellir_lg: o(m) = mif ‘m(1 -1.)

ew:LJS Als m=p dan is urt het volled::.ge res{:sys“ceem , ,
mod m : 1,2,3,.., ,p van ieder opeenvolgen& p—ta.l steeds de
laatste door p dee_lbaar.. ]3.1!’.2._‘1:6,;"1 yan deze getallen zijn
door p deelbaar. Dus'is ¢(p%) = p™ '(p-1). 215 m

a, o
2

1
=Py Py eeely




de ontbinding van m in priemfactoren. Volgens (1,14) is dan

o -1 C!k-1

) -1 .
om) = 2,' (2, =102 (By=1)eeem® (o -1) =

k

1 1
= m [1 ( -'_'_> =mlIl (1"'_) .
i=1 Py plm* "p

Cpmerking: Pas op dat de notatie hier geen verwarring veroorzaskt. In dit
bewijs zijn P oPyrecesPy de verschillende priemfactoren die deler
zijn van m, dus @ y > o, ceey @ > 0. Hier is dus niet P,

het eerste priemgetal te weten 2, enz. zoals in (1.5) etc. het

geval was.

>0, «

- (1.16) Stelling: zd[n p(d) = n .

Pewijs: laat d1,dz,...,d.K de delers van n zijn. Verdeel de getallen
1,2,...,0 in k klassen C1,...,Ck waarbi. j Ci besteat uit die
getallen m < n waarvoor (m,n) = di' Het aantal getallen in C
is

i

La<n (myn)=d 1= Em'én/& (m'y,n/d, )=1 1 -(PG;}_) E
e ] A S A i

_Daar

n
Zdln q’(d) = Ed,]n Ep(d)
volgt het gestelde.

De zeef van Eratosthenes is een methode om van de getallen < N alle

niet-priemgetallen te elimineren. We geven nog een voorbeeld van een zeef,

Deze methode heet p’:_bincige van Sylvester (ook: principle of inclusion and
" exclusion). ‘

(1.17) Stelling: Als S een verzameling is met n elementen, S, ’Sz""’SN

deelverzamelingen van S zijnen E, . . het aantal
elementen van 3, NS, N ... A5, wvoorstelt dan is
i, 1, e

+ +.(-1)NE

n- BB hE B =By e Bk 1)2,0..

Jd 1

het aantal elementen van S\ (S, US, U ... U Sy).




Bewijs: Een element van S dat in géén der Si ligt draagt in boven-
staande telling 1 bij tot de eerste term en verder niet. Een -
element van S dat in precies k (k = 1) deelverzamelingen Sy
ligt geeft als bijdrage

k k k/k k
1—k+(‘)-()+l..+(_1)()=(1-1)=O|
2 3 k
o, o o
Nemen we als voorbeeld S = {1,2,...,n} waarin n = P, P, -+ep, en kiezen we
voor Si de deelverzameling van S5 bestaande uit alle door Py deelbare getal-
len dan is volgens (1.711) en (1.17)

k
o (n) I 2+ 45 =L (= ﬂ

B 1<1<j<k pl:p:J p1p2---pk

]
(=]
!

i

]

1
n, (1-1
i, (1-3)

hetgeen in (1,15) langs andere weg is aangetoond. We kunnen de hierboven ge-
vonden uitdrukking voor ¢(n) ook achrijven als

p(n) = nz, KL

dln d
als we definiéren

(1.18) Definitie: De functie van MBbius, asngegeven met p, is voor natuur-
lijke n gedefinieerd door

1 als n=1, |
p(n) := (-1)1‘als n het product is van i versehillende
priemfactoren,
0 anders (dus als n door het kwadraat van een

priemgetal deelbaar is).

Evenals in (1.16) gaan we na wat de som van u(d) over alle delers d van n
~ is, Het resultaat is verrassend:

(1.19) Stelling: 1als n =1,
. a|n p(a) =
Oals n> 1.
a «
Bewijs: Voor n=1 is het tr1v1aal. Als n>1dann = p D 2"'Pk

Dan heeft n precies ( } delers die product 213n van i ver-
schillende priemfactoren. Dus is

k .
By w(@) = (DT (1m0 a0




De stellingen (1.16) en (1.19) zijn speciele gevallen van een situatie
die zich vaker voordoet. Het gaat daarbij om de bepaling van een functie f
zo dat Zdln £(d) gelijk is aan een voorgeschreven functie. Dit probleem is

dankzij (1.19) eenvoudig op te lossen:

(1.20) Stelling: Zij f een functie gedefinieerd op de natuurlijke getallen

en zij
F(g) 3= zdln £{a) .
Dan is

f(n) = zdln u(&)F(g‘-) . (Omkeerformle van Mgbius.)

Bewijs: zdln p(d)F(%) = Bdln<u(d)2 n f(m)> -
iy
- %, (f(m)zdlﬁ 4(@)) = £(n)

volgens (1.19).

We keren terug naar de bestudering van congruenties. Van de vei'gelij-
kingen van het type "bepaal x (mod m) z6 dat f(x) = O (mod m)" is de line=-
aire congruéntie ax = b (mod m) de eenvoudigste. Deze komt neer op het bepa=-
‘len van gehele x en y z6 dat ax-my = b. Het is duidelijk dat dit niet kan
als (a,m) niet een deler van b is. Is dit wel het geval dan delen we door
" (a,m), We hebben dan een vergelijking px-qy = r op te lossen met (p,q) = 1,
anders geschreven px = r (mod q). Volgens (1,10) heeft deze congruentie pre-

cies één oplossing mod q. Daarmee is aangetoond:

(1.21) Stelling: De congruentie ax = b (mod m) heeft een oplossing dan en
slechts dan als (a,m) | b. Het santal oplossingen mod m is
dan (a,m).

Yoorbeeld: los op: 34x

3l

60 (mod 98).

Oplossing: Daar (34,98) = 2 en 2| 60 heeft de congruentie 2 op=-
lossingen mod 98. We vinden die door 17x = 30 (mod 49)
op te lossen., We ﬁo_eten een gehele y vinden en een ge-
hele x zo dat

17x-49¥‘?30 of x=3y+2-gy1—,;j‘- .

ot At e

L




We zien onmiddellijk dat y = - 2 een oplossing geeft .
nl. X =-4¢
De gevraagde oplossingen zijn {x -4 (mod 98),

45 (mod 98).

Ht

X

Ons volgende probleem is de bepaling van een x die aan verschillende
congruenties tegelijk voldoet. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde
voor de oplosbaarheid van een dergelijk stelsel congruenties is bekend onder

de naem Chinese reststelling (voor het eerst vermeld in een boek van Sun-TsH,

omstreeks het begin van onze jaartelling):

(1.22) Stelling: Het stelsel x = ¢ {mod mi) (i =1,2,...,n) heeft een op-
lossing dan en slechts dan als voor ieder paar i,j geldt
(mi,mj)| (ci - cj). De oplossing is dan &énduidig

mod[m1 Py e e ,mn] .

Bewijs: a) Dat de voorwaarde noodzakelijk is is triviaal daar uit
X E ¢ (mod mi) en X = cy (mod mj) volgt dat ¢;-¢5 = 0
(mod(mi,mj)).

b) Dat de voorwaarde voldoende is bewi jzen we wvoor n=2, Met
volledige inductie is dan de stelling voor grotere n te '

bewijzen. Schrijf x = ¢, +m t. Dan is x = ¢, (mod m ). De

1
vraag is of t 26 gekozen kan worden dat

1

c, +mt=oc, (mod mz),

d.w.2.

mt ¢, -c, (mod m, ).

2
( "2
Volgens (1.21) is er precies é8n t mod die de
& ) is ez p Taymy)
gevraagde eigenschap heeft, Dus is het gegeven stelsel op

m. m
te lossen en x is éénduidig beperald mod 61_;; d.w.z,.
1752

mod [m1,m2].

Als voorbeeld behandelen we een gpeciaal geval nl. een stelsel congru-
enties x = ¢, (mod mi) (i =1,2,...,n) waarvoor (mi,mj) = 1 voor alle paren
1yJ met i £ e Ongeacht de keuze van de getallen cy is dan aan de voorwaarde
van (1.22) voldaan, Het stelsel heeft volgens (1.22) precies één oplossing

m,m,...0

mod W Myeeel Daar (mi ’ —n—l-———n) = 1 is er een getal &y z6 dat
i




M I, s00 M, m, ---mn n
n . s 12 .
--1——2——-3.. = 1 (mod m, ). Definieer r, = ————a_, Dan i8 x = I c r,
m, i i i m, i joqg T 1

de oplossing van het gegeven stelsel., Dit is onmiddellijk duidelijk als we
bedenken dat r; = 0 {(mod mj) als j #1i en ry; =1 (mod m, ).

Voorbeeld: los op het stelsel (x = a (mod 2},
x=p (qu 3)
x= vy (mod 5).

Oplosging: We lossen eerst de volgende drie congruenties op

58, = 1 (mod 2) ,
108, = 1 (mod 3) ,
63.3 = 1 (mod 5) .
De oplossing is a, = a, =&, = 1. Dan is

x = 15a + 103 + 6Y

de oplossing van het gegeven stelsel.

De nu volgende niet lineaire congruenties zijn zeer bekend. We-zullen
 vele toépassipgen van deze stellingen tegenkomen.

(1.23) Stelling: Als p een priemgetal is, p 1 a, dan is a® ' = 1 (mod p).
(Stelling van Fermat.) o -
(1.24) Stelling. Als (a,m) =1 dan is ‘acp(m) =1 (mod m), (Stelling van Euler.)

Bewijs: We merken op dat {1.23) een speciaal geval is van (1.24).

Laat CysCphyeee ’ccp(m) een gereduceerd restsysteem mod m zijn.

Pan is ac1,ac'2,-.'..,a.cq,(m) ook een gereduceerd restsysteem
{(1.12). Volgens (1.8) is dan '

¢(m) ?(m)

 (ac,) = I ey (mod m)
im1 T i=1
o e(m) ST B
en dear (m, @ ci) = 1 volgt het gestelde m.b.v. (1.9).
e e ; o

" "Men noemt (1.24) wel de stelling van Euler-Fermat. Deze stelling zegt dat
als (a,m) = 1 de resten van 1,a,a_2,aa,.. bij deling door m een rij vormen

 die pe;-iodiek is met periode 9(m). De kleinste periode t van deze rij is
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dus een deler van g(m). Dit getal t heet orde van a (mod m) en we schrijven

dit als t = ord_a. Als voor a geldt ord & = g{(m) dan heet a een primitigve
wortel van m, Prlmltleve wortels zijn nutt1g omdat uit ord a = o(m) volgt
dat 1,a az,.._,aq(m) een gereduceerd restsysteem vormen. Deze eenvoudige
representatie van een gereduceerd restsysieem maakt vermenigvuldigen binnen

het restsysteem gemakkeli jk.

- 1 _
Voorbeeld: ¢(12) = 4. Een gerduceerd restsysteem is 1,5,7,11, Mu iz 1 =1
(mod 12) en 5° = 7° = 112 = 1 (mod 12). Dus heeft 12 géén primi-
tieve wortel. Het getal 10 heeft wel een primitieve wortel, bv.

3y dewez. 1,3,9,27 is een gereduceerd reatsysteem mod 10.

Als laatste congruentie beschouwen we x? = a (mod p) waarbij p + a.

Heeft deze een oplossing dan noemen we & een kwadraatrest mod p. We zien

dat van de getallen 1,2,...,p -1 (een gereduceerd restsysteem) de helft
kwadraatresten zijn. Als ¢ een primitieve wortel van p is dan zijn de even
machten van ¢ (mod p) de kwadraatresten, de oneven machten zijn de niet-
resten., De congruentie x° = & (mod p) heeft &én oplossing als a = 0, twee

als a een kwadrasatrest is en anders geen oplossing.

Als afsluiting van dit hoofdstuk over getaltheorie beschouwen we een
asantal representaties van natuurlijke getallen.

&) De gebruikelijke voorstelling is die in het 10-tallig stelsel. Daarin

schrijven we n = a1a2a3...ak els afkorting voor n = a;- 101{"'1 +a, - ‘IOk"2 +

+ eas + ak Hierin is 0= ai < 9 voor i‘e"dereii.

b) Analoog aan de vorige voorstelling is de binaire representatie wearbi]
het getal 2 de rol speelt die 10 had. Ieder natuurlijk getal is éénduidig
de schrijven als I €, 2t waarbij iedere e, = O of 1. Dit is de gebruike=-

1ijke voorstelling in rekenmachines.
©
¢) In het begin van dit hoofdstuk hebben we de voorstelling n = II P;
i=1
leren kennen. Deze kumnen we afkorten door alleen de exponenten te geven

t/m de laatste die niet O is. Zo. stelt dan (0,1,1,2) het getal
5735 = 3.5.7% voor.

4) Uit (1 22) zien we dat alle getallen <mnm...m eenduidig worden gere-
'“""”presenteerd door nn resten mod: m},...,mod .. Kiezen we bijvoorbeeld
2,3,5,7,11,13 en 17 als moduli dan is

375 = (1’0,0’4:1,11’1) S en 243 = (1!O$3’5!1!9,5) .
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 Met deze voorstelling zijn bewerkingen als optelling en vermenigvuldiging

2eer eenvoudig omdat iedere plaats afzonderlijk wordt behandeld (d.w.z.
er is géén "onthouden" nodig). Zo is 375 x 243 = (1,0,0,6,1,8,5). Van dit
principe is gebruik gemaskt door A. Svoboda om een rekenmachine te con-
gtrueren met snelle vermenigvuldiging. Als de getallen binair zijn gere-
p;esenteerd kan men voor de m, getallen 2n.1 1 nemen. De bepaling van des
resten mod m, is dan eenvoudig. Om later van de voorstelling door resten

naar de binaire terug te keren gaat men te werk als in het voorbeeld na
(1.22)

In combinatorische problemen is de volgende voorstelling soms nuttig:

n=a 11 +a,-2! +8,.-3! +.,., (OSaisi,i=1ﬁ"”).

Ook deze voorstelling is eenduidig. We korten weer af tot n = (a1,a2,...).
Zo is 1000 = (0,2,2,1,2,1}. Om een voorbeeld te geven van deze voorstel-
ling beschouwen we een lijst van alle permutaties van de symbolen 1,2,3,
455,6,7 opgeéchreven in lexicografische volgorde. We nummeren deze per-
mtaties van'O tot en met 7! -1. De permutatie met nummer 1000 (dat is

de 1001-ste van de lijst) is met bovenstaande voorstelling direct aan te
geven. Daar het laatste cijfer in de voorstelling van 1000 een 1 is en

de 1lijst begint met 6! permutaties die met een 1 beginnen, dan 6! permu-

‘taties die met een 2 beginnen enz., zien we dat de gezochte met een 2

begint. Zo verder gaande vinden we de permutatie 2,4,3,6,7,1,5. Deze me-
thode wordt gebruikt voor het genereren van random-permutaties.




" Yoorbteelden: a) (Rf,+) is een {(additieve) groep.
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Hoofdstuk II. Algebra

We beschouwen verzamelingen V waarop een bewerking is gedefinieerd, dat
is een voorschrift dat aan ieder geordend paar elementen (a,b) van V een
element van V toevoegt. We schrijven het aan (a,b) toegevoegde element vaak

als ab of a+b en spreken van product resp. som van a en b.

(2.1) Definitie: Een verzameling met productoperatie (G, ) heet een groep
als’
Gl: ¥ o Ven Yeca [(ab)c = a(be)]

G2 : =ea =8a] ,

3oce Yaecg L8

G3: V¥

It

ba

]
@
[

acG Ipeg LoP

Het element e heet de eenheid. Als we de bewerking sanduiden met +

spreken we van een additieve groep. We schrijven den i.p.v. e meestal |

0 en noemen dit het nulelement. Het is eenvoudig in te zien dat er

bij iedere a precies één b is met ab = e, We schrijven vask b = a~',

Als de groep additief geschreven wordt dan noemen we dit element b de |
tegengestelde en schrijven (-a). )

(2.2) Defiritie: Ben groep (G, ) heet abels of commutatief als

V_aec; Yoe o [20 = va] .

”‘{(2-5)‘ Definities Is (G, ) een groep en H ¢ G en (H, ) een groep dan noemen
' we (H, ) een ondergroep van (G, ). B

(2.4) Definitie: Is (G, ) een groep en het aantal elementen van G eindig

dan noemen we dit aantal de Q;de van de groep.

v) (Re\ {0}, ) is een {multiplicatieve) groep.

c) (Gh,+) is een groep. Deze groep is een ondergroep van (R£,+);;: t

d) De matrices (g 2) met ad -be # O en vermenigvuldiging als =

bewerking vormen een groep. Hierin is (é ?) de eenheid.
Deze groep is niet abels. _

e) De gehele getallen mod m met optelling als bewerking vormen
een groep. De orde van deze groep is m.
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£) De vectorruimte Rn met optelling als bewerking is een groep.
In R3 is iedere R2 een ondergroep.

g) Het gereduceerde restklassensysteem mod 10, bestaande uit 1,
3, 7 en 9, met vermenigvuldiging mod 10 als bewerking is een -
groep. De orde van de groep is 4. De vermenigvuldigingsregels
kunnen in een tabel worden aangegeven:

=1 | = DWW
AN NO = | =23
- AN 1= MO fND

1
1 1
34 3
Ti7
9 119

h) Zij (G, ) een groep. De eenheid schrijven we als 1, Als
a € G dan ook aa,aa,... « Als in deze rij een element meer
dan &én keer voorkomt is er een kleinste n waarvoor a =1
(de rij is periodiek). Dan vormen 1,a,a,...,a" ' een onder-
groep van (G, ). Is dit (G, ) zelf dan noemen we (G, ) een
cyclische groep van de orde n.
Eet in f) gencemde voorbeeld is een cyclische groep van de
orde 4. We noemen a (in het voorbeeld f) kunnen we hiervoor

3 nemen) een vooritbrenger van de groep.

,',(2.5) Definitie: Als (G, ) een groep is, a € G, dan heet de kleinste posi~
' tieve n waasrvoor & = 1 (1 is de eenheid van de groep) de
orde van het element a.

Voorbeeld: 1,2,4,7,8,11,13,14 is een gereduceerd restklassensysteem mod 15.
Als we vermenigvuldiging mod 15 als bewerking nemen dan is dit
een groep (van de orde 8), Deze groep is niet cyclisch omdat
voor alle elementen a geldt a* = 1 (d&.w.z. 15 heeft geen primi-
tieve wortel). De gfoep heeft een aantal cyclische ondexrgroepen
zoals bv. (1,7,7° =4,7°~13) en (1,11).

Ay

1 12;6)' Definitie: Een verzameling met twee bewerkingen (R,+, ) heet een
B l ring als : '
Rl (R,+) is een sbelse groep ' ,

R2: ¥, oo Woon ¥ oo fa(be) = (ab)e]




-4 -

R3: Yoep Yoeg Yoen [a(b+c) = ab+ac] en

¥ Yoep [(a+b)c = ac +be] .

YacR 'bER

(2,7) Definitie: (R,+, ) heet commutatieve ring als

v [ab = ba] .

atR VbER

We noemen (R,+) de additieve groep van de ring.

(2.8) Definitie: Is (R,+, ) een ring en S ¢ R, dan heet S een jdeaal in de

ring als
Va.ES VbES [a-b €S] en
Vieg Yoeg (8P €S &ba € s] .

Het ideaal heet echt als S een echte deelverzameling van R
isg.

(2.9) Definitie: Een lichaam is een ring (R,+, ) wearvoor (R\ {0}, ) een
abelse groep is. {Als we "abels" weglaten dan spreken we
van een scheef lichaam.) (In engelse literatuur: field.)

Voorbeclden: a) (R4,+, ) is een lichaam.

b) (Gh,+, ) is een (commtatieve) ring.
¢) De 3-vouden vormen een ideaal in {(Gh,+, ).

d) De verzameling van alle polynomen met gehele co&fficiénten
met optelling en vermenigvuldiging als bewerkingen is een
ring.

e) (Gh mod m,+, ) is een ring. Als m een priemgetal is dan is

het een lichaam. Voor m=2 hebben we een lichaam met 2 ele-

menten (het kleinste lichaam).

Zij (G, ) een abelse groep, (H, ) een ondergroep. De verzamelingen

{ah | h € H} heten nevenklassen van H. Twee nevenklassen van H zijn disjunct

of identiek. Alle producten van elementen uit de nevenklasse al met elemen-
'i_ten’ uit bH behoren tot éénzelfde nevenklasse, namelijk de nevenklasse abH.
' -We'kun.nen dus een vermenigvﬁldiging van nevenklassen definiéren door abH
het product van aH en bH te noemen. De nevenklassen vormen dan een groep
met H, de nevenklasse van e, als eenheid. Deze groep wordt met G-/H aange-
gevén en heet factorgroep van G naar H.



' Dit is zelfs een lichaam en wel een priemlichaam, Het lichaam K bevat dus

. is'als alle ¢, = O zijn, Ieder element van K is eenduidig te schrijven als
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Voorbeelden: a) (Gh,+) met ondergroep H bestaande uit alle 5-vouden. Er zijn
5 nevenklassen namelijk O0+H, 1+H, 2+H, 3+H, 4 +H. De
factorgroep is de groep (Gh mod 5,+).

b) In het eerder gegeven voorbeeld van het gereduceerde rest- ‘,}
klassensysteem mod 15 met H = (1,4,7,13) als ondergroep, is.
er naast H nog één nevenklasse, bestaande uit 2, 8, 11 en

14. De factorgroep is de cyclische groep van de orde 2.

Is 'S een idemal in de ring (R,+, ) dan is (S,+) een ondergroep van de
- additieve groep (R,+). We kunnen hier weer de factorgroep beschouwen. De

nevenklagsen noemen we restklassen mod S. Voor deze restklassen kumnen we

neast de optelling ock vermenigwvuldiging defini&ren op analoge wijze.
Het is eenvoudig na te gaen dat (R/S,+, )} een ring is. We noemen dit de

Quotiéng-ing.of regtklagsenring mod 8. Van deze methode hebben we al voor-

beelden gezien waaraan ook de gebruikte namen ontleend zijn.

(2.10) Stelling: Als p een priemgetal is den is (6h mod p,+, ) een lichaam.

Bewijs: We weten reeds dat we met een commutatieve ring te maken

hebben, Is & # O een element van deze ring, dan is (a,p) = 1

en dus is er een x met ax = 1 (mod p) volgens (1.21). Dit wil
zeggen dat (Ch mod p\ {0}, ) een abelse groep is, hetgeen we
moesten bewijzen,

i

‘We noemen deze lichamen priemlichamen. Als n niet een priemgetal is
dan ‘is de ring {Gh mod n,+, ) geen lichaam.

Eindige lichamen, d.w.z. lichamen met eindig veel elementen, zijn het
eerst bestudeerd door Galois en worden daarom ook Galois lichamen genoemd
(engels: Galois fields) en aangegeven als GF(n) (Galois lichaem met n ele=
menten)., last (X,+, ) een eindig lichaam zijn. De eenheid noemen we 1. Het

element 1+ 1 noemen we 2, 2+ 1 noemen we 3, enz. Daar het lichaam eindig is

vormen deze veelvouden van 1 een eindige cyclische ondergroep van (K,+, ).

een priemlichaam GF(p) als deellichaam. We beschouwen mu in K een maximaal
".stelsel lineair onafhankelijke elementen (t.0.v. GF(p)) d.W.z. elementen

_ . ) _ <
..x1,x2,...,xmu1'th<S dat c,x, +C,x, ... +o X (0=<c¢

. ) 2%, < p} alleen O

i

lineaire combinatie van x, t/m x met co¥fficinten uit & (p). Mot
Xy Xypeees Xy als basisvectoren is K een vectorruimte van dimensie m over
het lichaam GF{p). We hebben hiermee bewegen:
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(2.11) Stelling: Het santal elementen van een eindig 1iéh§.am is een macht

.van een priemgetsl, | : _ ;

We delen hier zdndér bewijs mee dat er slechts &én lichaam is met p

. elementen. We. geveri het zoals eerder reeds gezegd is aan met GF(p™). (Tets

“beter gézegd: twee lichamen met evenveel elementen zijn isomorf .) Voor een
grondige Béhandéling van Galois lichamen verwijzen we near: B.L. van der
Waerden, Algebrs. We-. volstaan hier met het vermelden van enige stellingen

(zonder bewijs) en enige voorbeelden.

(2.12) Stelling. Alle eleménten.¥ O van GF(q) zijn machten van &én zelfde

element (primitief element), d.w.z. de mltiplicatieve

groep van GF(Q).’i;s cyclisch (van de orde q - 1).

We geven nu een methode om GF(pm) te construeren. laat f een polynoom
zijn van de graad m met coéffici&nten in GF(p) en laat f irreducibel zijn
(f is niet het product van 2 polynomen van lagere graad met co&ffici&nten
in GF(p)). Alle i:olynomen met coéfficiénten in GF(p) vormen een ring
(Ry+, ). De veelvouden van f vormen een ideaal'S in R. De restklassenring
") + c,x + ees + cm_1xm-1 '
(0= c; < p) met optelling en vermenigvuldiging mod p &n mod f£(x). Als g(x)
een element van R/S is en c(x) doorloopt R/S dan doorloopt ook g(x)c(x) de
hele restklassenring dsar g(x)c,(x) = g(x)cz(x) zou impliceren dat
| g(x){c1(x) - c, (x)} = r(x)f(x) en dit kan niet als f irreducibel is. Uit

bovenstaa.nde volgt dat er bij iedere g(x) in R/S een c(x) is z§ dat

g(x)e(x) = 1, m.a.w., R/S i een lichsam. Dit is het lichaam aF (p).

R/S is op te vatten als de verzameling polynomen o

Het volgende voorbeeld illustreert deze methode en tevens stelling

| {2.12), We construeren GF(24) door uit te gaan van een primitief element x

dat voldoet aan 2 +x+1 =0 (dan is %% = 1):




- 17 -

0 = (000 0)
© =1 = (1000)
x = x = (0100)
¥ = %° = (0010)
X = x> =(0001)
X =1+x = (1100)
Y = x +x = (0110)
X - ¥ +3x>=(0011)

=1+x +xa=(1101)
X =1 + x2 =(1010)
X = x +x*=(0101)
%=1 +x+ ={(1110)
x'! = x+x +x°=(0111)
x2at+x+ +0=(1111)
x2=1 + 2+ =(1011)
x“'“n‘l +x3=(1001)

De representatie als machten wvan x geeft de structuﬁi van de multiplicatieve
,,g?ogp van GF(24) en de representatie als vectoren (4-dimensionsle vector-
;ruimte over GF(2)) geeft de structuur van de additieve groep.

We merken nog op dat we analoog aan het bovenstaande een vectorruimte
- kunnen maken van de n-tallen (a1,a2,...,an) waarbij alle &y uit een lichaam
K gekozen zijn. Dit heet een n-dimensionale vectorruimte over het lichaam K.

Als oefening kan men GF(33) conétrueren door bovenstaande constructie

3 2 13

uit te voeren m.b.v., een polynoom x~ + ax” +bx + ¢ dat deler is van x

+1,
Als we dan de machten van x schrijven als lineaire combinatie van 1, x en x° ‘
‘met codfficidnten uit GF(3), dan is x°° de kleinste macht die = 1 is, duw.z. |
" we vinden voor de multiplicatiéveﬂgrbep'x als voortbrenger (x is primitief
‘element). B |
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Hoofdstuk II. Coding Theory

In dit hoofdstuk zijn we geinteresseerd in vergroting van de nauwkeu-
righeid bij transport van informatie over diverse kanalen. Men denke bij-
voorbeeld aan een gesprek over een telefoonlijn, communicatie met rekenma-
chines, opdrachten voor apparstuur in satellieten, informatie afkomstig van
'magneetbanden ete.,

Er zijn 2 mogelijke manieren van aanpsk. De eerste is technisch, nl,
verbetering van de apﬁaratuur waardoor de kans op fouten geringer wordt. Dit
is vaak duur en helpt niets voor bepaslde soorten fouten zoals vergissingen.
Een andere manier is "coding" het onderwerp van dit hoofdstuk. Een idee van
het principe krijgen we door san een telefoongesprek te denken. De uitgezon-
den informatie komt gestoord san (ruis (= noise) op de lijn ete.). Toch kan
men in het algemeen wel verstaan wat gezegd is. De oorzaak hiervan is wat in
informatie-theorie "redundancy" wordt genoemd, d.i. de overbodige informatie
die door het kenaal loopt. Een goed verstaander heef+t mesar een half woord
nodig! We kuﬁnen het anders zeggen: als een woord niet al te verminkt aan-
komt, kan de ontvanger met grote kans op succes raden wat in werkelijkheid
is uitgezonden. HMoeilijkheden bij het verstman treden op bij woorden die op
elkaar lijken. In een goede "“taal" moet mén dit dus vermijden. Het brobleem
in coding theory is bij een gegeven aantal mogelijke mededelingen een code
te bedenken‘die aan elk van deze een signaal toevoegt en een decodeermethode
- (+ apparatuur) die fouten in de ontvangén berichten ontdekt en verbetert en
dgarna de code terugveitaait. We zijn voornamelijk geInteresseerd in kanalen
'“waarbij verzoek om herhaling niet mogelijk is (= one-way_channels) hetgeen
bij telefoongesprekken wel kan. Het gaat om,"error-cbrrecting codes" en niet
"error¥detecting codes". Hier moeten we nog onderscheid maken tussen inci-
dentele toevallige fouten waarbij de kans op veel fouten vlak bij elksar dus
"klein is en ophopingen van fouten zoals dat bijvoérbeeld voorkomt bij blik-
semiﬁslag tijdens een telefoongesprek. Fouten in magneetbanden komen ook in

.series voor. Men spreekt in dat geval van "burst-error correction".

Laten we ons eerst beperken tot zgn. binaire kanalen. In dat geval zijn '

2 signalen mogelijk die we door 0 en 1 representeren. We spreken van een bi- i 4

“';nair symmetrlsch kanaal als voor elk’ der signalen de kans p is dat het andere

| signaal ontvangen wordt. Eenkander‘veel bestudeerd voorbeeld is het zogenaam-

‘de “binary eresure channel" waarbij voor elk der signalen de kans p is dat
géén slgnaal ontvangen wordt terwijl de kans 1-p is dat het goede signaal
ontvangen wordt.
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Een eerste voorbeeld van een code is het volgende, Stel dat er 4 moge-
1i jke mededelingen via het kanaal verzonden moeten worden. In principe zijn
de series signalen OO, 01, 1C en 11 hiervoor voldoende maar dan mogen geen
fouten gemaakt worden. We kurmen nu echter de volgende 4 series signalen
kiezen: 11000, 00110, 10011 en 01101. We noemen dit weorden. De ontvanger
heeft een woordenboek waar alle codewcorden in staan met voor elk woord een
lijst van ontvangen woorden die vertaald moeten worden in dat codewoord.
Deze vertaling berust, als we niet met bﬁrst errors te maken hebben, op het
principe dat de kans op veel fouten kleiner is dan de kans op weinig fouten

(maximum likelihood decoding). Wordt dus 11001 ontvangen dan neemt men aan

dat het woord 11000 is uitgezonden. Als het woord 01010 ontvangen wordt gaan
we na op hoeveel plaatsen het van codewoorden verschilt. Dit aantal noemt

men de afstand van de woorden (= Hamming distance; merk op dat alle woorden

van gegeven lengte met deze afstandsfunctie een metrische ruimte vormen). Mu
blijkt dat 01010 afstand 2 heeft tot de eerste twee codewoorden, afstand 3
tot de laatste 2. Hier moeten we een keugze maken hoe we decoderen. In dit
voorbeeld worden alle ontvangen woorden die ten hoogste &&n fout bevatten

goed vertaald. We spreken van een single error-correcting code. Als een code

20 gecongtrueerd is dat elk tweetal codewcorden afstand = 4 heeft, dan kan
men woorden met één fout goed decoderen en tevens van woorden met itwee fou-
ten vaststellen dat er meer dan één fout is gemaakt. We spreken van een
double error detecting code.

We merken op dat het gegeven voorbeeld behoort tot de codes die block
codes heten, dat zijn codes waarin alle woorden n-tupels van signalen zijn.
Bet is duidelijk dat een goede code uit lange woorden zal bestaan, Dit bete-
kemt dat het werken met een woordenboek ondoenlijk is., Het probleem dat we
moeten oplossen is het construeren van codes die 26 veel regelmaat vertonen
dat het decoderen systematisch kan gebeuren. Men moet daarbij in gedachten

houden dat een practische realisatie geconstrueerd moet kumnen worden.

De_stelling van Shannon (speciaal geval)

We geven nu een idee van de grote mogelijkheden van coding door een
~voorbeeld (van D. Slepian). We hebben een bineir symmetrisch kansal ter be-
schikking met kans p dat een symbool verkeerd wordt oﬁtvangen en kans
g = 1-p dat het goed aankomt. Via dit kanaal willen we de resultaten over-
_brengen van een experiment waarbij met constante ‘snelheid met een mmt kruis
of mmnt wordi geworpen. Stel dat we over het kanaal met twee keer zo grote

snelheid symbolen kunnen overbrengen. Als we niet asan deze snelheden gebonden
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waren zouden we voor een overbrenging met willekeurig grote nauwkeurigheid
kunnen zorgen en wel als volgt. Bij de worp kruis zenden we N keer een 1
over het kanaal, bij'munt N keer een 0. De ontvanger vertaalt een serie van
N signalen in kruis als meer dan de helft van de signalen 1 is, Neem nu als
voorbeeld p = 0,001, De kans dat de ontvanger verkeerd decodeert is dan

N/2 :
Ny k N k N
2 ()4 < (0,07)
k=0
en deze kans heeft limiet O voor N = oo .
i we aan de gegeéven snellieden gebonden zijn is de zZask veel lastiger.

Ieder symbool 2 keer zenden heeft geen zin! De fundamentele stelling van

Shammon uit de informatie-theorie zegt dat ondanks deze beperking toch wil-
lekeurig grote nauwkeurigheid is te bereiken, Een eerste idee over de metho-
de krijgen we door aan ieder paar worpen een signaal van 4 symbolen te ver-

binden op de volgende manier:

mmnt - mmnt - 0000
kruis - mnt - 1007
mmnt - kruis —~ 0111
kruis - kruis = 1110 .

- Als een ander woord ontvangen wordt nemen we san dat op én ven de eerste
drie plaatsen een fout is gemaskt. De kans op verkeerd 6verkomen van.hét re-
sulteat van twee worpen is nu ongeveer 0;601‘t§rwijl bij gewoon zenden deze |
kans 0,002 ié._Nbg groter n&uwkeurigheid bereiken we door aan iedere serie |
van 3 worpen een signaal van 6 symbolen toe te voegén enz.

We geven mu het bewijs (van E.N. Gilbert) van de stelling ven Shannon -
voor dit speciale voorbeeld. We stellen he't probleem eerst precies:

- a) Er is een € > O gegeven.
b) We willen aan iedere serie van s worpen een signaal van n'=2s symbolen

toevoegen z6 dat bij het zenden van elk ven deze 51gna1en en gesghikte

decodeerprocedure de kans op verkeerd decoderen <e 15. ’

5

We construeren de signalen en het decodeervoarschrlft %6 dat deze kans

f*lnderdaad <& is. Be constructle 1evert k van die sxgnalen. We moeten dan

| 3aantonen dat voor grofe n geldt: k- 3=2§n =27, Als met, n symbolen, bij ze-
kere code, k vegschlllende mededellngen ‘kurinen worden gezonden.over het ka-
naal noemt men -igg;g-de transmigsiesnelheid. Dit is een mast voor de hoe-

veelheid informatie per symbool..In ons voorbeeld moet deze snelheid ten-
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minste % zijn. (In dit bewijs schrijven we log i.p.v. %1og.) Voor het bewijs
zijn de volgende voorbereidingen nodig:

(1) We beschouwen woorden van n symbolen, dat zijn vectoren x met n compo-
nenten O of 1. We geven met P(x;y) de kans aan dat bij zenden van x
over het kanaal het woord y wordt ontvangen. Deze kans wordt bepaald
door het aantal fouten. We merken op dat P(x;y) = P(y; x).

'(2) De kans dat bij het zenden van een woord precies w fouten optreden bij
ontvangst is

YNRCW N-W
()P q .
. onp{l -~ .
(3) Zij v = = » Daar voor ieder symbool de kans op verkeerd over-
komen p is, is voor woorden van n symbolen het gemiddeld aantal fouten

np met variantie np(1-p). Volgens de ongelijkheid van Bienaymé-Chebyshev
is

P(w>np+b) s%

(4) Als X, een woord is verstaan we onder de bol Bi 1= B(_J‘c_1 , p) de verzame-.
1ling woorden y waarvoor de Hamming-distance tot x niet groter dan p is.
We nemen nmup = np+b. Als we dan een woord X, zenden is volgens (3) de
kans dat het ontvangen woord y buiten B; ligt ten hoogste 3 Z . Voor vol-

doend grote n geldt np+b <in. Het aanta.l woorden in een bol B(x, p)
is dan ' '

n 1. /M
z:Wsnp~!~b(w) < "?n( )

O i R T N O )n'm
T

In
n

n) e T
( mm(n_m)n-m

' ] b -~

-~ (6) log == log(p +) = log p + 0(n™%)
; | R
dus 1% log S =p log p + 0(n"")

en analoog

(1-B)108(1-£) = g 108 ¢ + O(m"F) .




- 27 =

Nu geven we de constructie van de codewocorden. We kiezen een eerste

woord _151. Het decodeergehbied R1 is de bol B1. De kans op verkeerd decoderen

is s-g— « A18 X ye00sX ., gekozen zijn kiezen we X buiten R, UR, U ... U R,

J J=1
en definiéren Rj = Bj\ (R1 U...U Rj 1) en eisen dat de kans op verkeerd

decoderen < € is, #1s we na het kiezen van x veees Xy niet verder kummen en

1
R=R U... UR_ dan is blijkbaar voor iedere x £ R de kans dat we een
¥ € R ontvangen als we x zenden groter dan % . (Anders zouden we immers
Xy4q = X lunnen kiezen,) Voor een x € R is deze kans ook groter dan % « Dus
is P(x € R) = Ege R,K'P(ﬁ;x) = Z_;Ee Ry P(y; x), dat is de kans dat het

“entvangen signeal in R ligt. Deze is = % « Is N het mantal woorden in R dan
is dus > &, Volgens (4) en (5) is
. ot 2
1.0 1 "
ps O
pP (n-p)"P

Als we deze ongelijkheden combineren, de logarithme nemen en (6) toepassen

vinden we
1
-J'-Qﬁ-'-'-}-c-a‘l +plogp+qlogg +0(n?) .

In ons voorbeeld is p = 0,001 en het rechterlid voor grote n dus > 0,9 ter-
wijl we slechts moesten aantonen dat de transmissiesnelheid = % bereikt kon
worden! Het gestelde is hiermee bewezen,

(Opmerking: -p log p - ¢ log q noemt.men in de informatietheorie entropie. )

Met dit voorbeeld is aangetoond dat codes bestaan die grote nauwkeurig-
heid garanderen. De constructie van de codes en de methode van decoderen is
een andere zaak! We hebben gezien dat goede codes uit 1a.ng'e woorden bestaan.
Het is dus van belang codes te construeren die veel regelmaai; vertonen waar-
door decodéren eenvoudig wordt en waardoor bewezen kan worden dat bepaalde

fouten-verbeterende eigenschappen asnwezig zijn.

' ':‘Linea:gg codes (groep-codes)

Beschouw een kanaal waarvoor het aantal verschillende symbolen! gelijk is -
aan q, waarin q een macht van een priemgetal is. De aymbolén kurnen dan wor-
den opgevat als elementen van GF(q). Vaak zullen we ons tot q =2 beperken
(symbolen O en 1). De verzameling n-tallen van dergelijke symbolen is een
vectorruimte R over GF(q). Xls een collectie n-tallen een k-dimensionale
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lineaire deelruimte V van R vormt noemen we het een lineaire code en wel een

(n,k) code. Het gewicht van een vector (= Hamming weight) is het aantal com-

ponenten # O. Daar het verschil van 2 vectoren uit de code weer een code-
vector is, is de minimale afstand tussen vectoren van de code gelijk san het
minimale gewicht van de vectoren # (0,0,...,0) uit V.,

We kunnen de code op de volgende 2 manieren beschrijven:

(a) Yoortbrenger: We vormen een matrix G (k rijen, n kolommen) door k basis-

vectoren van V als rijen van G te nemen. Voor iedere a = (a1,a2,...,ak)
met o, € GF(q) is @G een codewoord (d.i. eén vector uit V). De code be-

staat uit qk woorden., @ heet voortbrenger van de code.

(b) Parity-check matrix: Alle vectoren uit R die loodrecht stasn op iedere

code vector vormen een linemire deelruimte van R van dimensie nek {or-
thogonale complement V' van V). We vormen een matrix H (n=k rijen, n
kolommen) door n -k basisvectoren van V' als rijen van H te nemen. Voor

ledere code vector v geldt y_HT = 0. De code vectoren zijn de oplossings-
' n
ruimte van n-k lineair onafhankelijke vergelijkingen 2 vJ. hij =0,
J:
In het binaire geval noemt men dit "parity checks" en H de parltx-check

matrix van de code. De woorden van V! vormen een code die we de duale
van V noemen.,

De eigenschappen van de code die ons interesseren veranderen niet als
“we de kolommen van de voortbrenger G permuteren. De codes die 20 uit G ont-
staan noemen we equlvalent met de oorspronkelijke, Het is eenvoud:.g in te
zien dat er bij een gegeven code een equivalente code is waarvan de matrix G
de vorm (Ik P) heeft waarin L de k x k eenheldsmatrlx is en Peen k x (n-k)
matrix. De bijbehorende parity-check matrix is (-P I k) Een codevector

.k
vinden we door v1,v2,...,vk mllekeura.g te kiezen en vk+j = ii: v, iPij

(voor j = 1,2,...,n=k) te nemen. Het coderen is nu een eehvoudlge zask ge-

worden! Men noemt v, t/m v, 1n.forma.t10n symbols, . Ve t/m Vo Egrltx-cheek
gymbols. : ‘
Een tabel voor het decoaeren maken - we als volgt., We merken op aat V een

ﬂ‘ondergroep is van R. Uit iedere nevenklasse van V kiezen we een representant
"_en wel 2o dat de kans op ontvangst ven deze representant als (O, Oyerny0) het
gezonden signaal :Ls maximaal is. Dat wil dus zeggen dat we uit iedere neven-
klasse een element met mlnlmaal gew:.cht kiezen, Schrijf in een rij, achter

elkaar, de codewoorden v, = 0, —z‘""’lqk‘ Sehrijf onder ¥, de gekozen re-

prresentanten van de nevenklassen en achter zo'n representant in een rij




y_+12 s X+T etc. Een ontvaengen woord wordt vertaald in het codewoord
waar het onder staat in dit schema., Als u wordt gezonden en v ontvangen dan
is deze manier van decoderen goed als v~-u één van de gekozen representanten

is,

Yoorbeeld: Neem q=3, n=4, k=2, De ruimte R bestasat uit 81 vectoren, de
‘code V uit 9 vectoren. Laat (0,1,1,1) en (1,0,1,2) een basis zijn van de 2-

; ? 1 2) Dit is de stand-

aardvorm met Ia voorop en P = (‘1‘ f) daar achter. De parity-check vergelij=-
kingen zijn

dimensionale deelruimte V. De voortbrenger G is (

il

v Y, +V, ,

3 1 2

L]

- De code V bestaat uit de woorden: (0,0,0,0), (0,1,1,1), (0,2,2,2), (1,0,1,2),
(2,0,2,1), (1,1,2,0), (2,1,0,2), (1,2,0,1) en (2,2,1,0). We zien dat alle
woorden behalve (0,0,0,0) gewicht 3 hebben. Dus hebben alle paren afstand 3.

Deze code is.dus een single-error-correcting code. Met de boven beschreven
manier van decoderen zien we dit als volgt: twee verschi'llende vectoren met
gewicht 1 hebben afstand 1 of 2en liggen. dus nletf in. d.ezelfde ngvenklasae van 'V,

Er z:\.gn 8 zulke vectoren. Deze vormen sa.men met (O Oy 0 ,0) de 9 :c‘eprelenta.n—_

. ten. va.n de revenklasse van V. Ieder ontvangen s:.glaal dat, geen of &én fout

' bevat wordt dan goed gedecodee:cd. Zon code waArin® alle woorclen va.n gevuch'b

e

' .‘Sm het’ repressntantensysteem vomen heet ;(_)erfect.

De gesche‘bste menier van decoderen heefﬁ nog& een groot voordeel We:
" hebben de boven beschreven tabel nlet helema.al nodlg maar a.lleen een llast
_'lvan alle codewoorden en a,l“le represen*banten van nevenklassen met voor elk

"‘"'va.n deze representa.n'ten v ook de. pamty-acheck vector vf : Als 2 vectoren

’ ,'.';.,4.-tot dezelfde nevenklasse va.n v behoren ;w de parlty-—c‘heck vector van hun

'.'-,'"verschll O en omgekeerd Ais een sz.gnaal 4 on*tvangen wordit bepa.len we de
parity-check vector, zoeken deze in de l:.Jst en trek.ken de b:ugbeho'rende re~
presenta.nt van v, af. ' o h

£,
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Hamming codes

Beschouw een matrix H met m rijen en 2™« 1 kolommen waarvan de Jj=de
kolom de binaire representatie van het getal j is. De som van 2 kolommen ig
niet 0 (mod 2) dew.z. dat over GF(2) een lineaire combinatie van kolommen
die 0 is uit tenminste 3 termen bestaat. Anders gezegd: iedere rijvector die
loodrecht staat op elke rij van H heeft gewicht = 3, Dus is H parity check
matrix van een lineaire code V waarvan de codewoorden onderlinge afstand = 3
hebben. Dit is dan een single-error-correcting code. Zulke codes heten bi-
naire Hamming codes. Als we weer decoderen met behulp van representanten van
nevenklassen van V merken we op dat vectoren met gewicht 1 in verschillende
nevenklassen liggen. Er zijn 2™ -1 zulke vectoren. Samen met O zijn dit o
vectoren uit verschillende restklassen en daar er precies 7% restklassen van
V 2zijn hebben we hier met een perfecte code te maken, In deze éode is de
lengte van de woorden n = oM 1, de dimensie van V is k = o Temy deWeZa
er zijn 2 1=m information symbols en m parity-check symbols.

Het opsporen en verbeteren van €én fout met deze code is bijzonder een-
voudig, Als de ontvangen vector v op de j-de plaats van de gezonden vector
afwijkt is nl. gfﬁ’de binaire representatie van het getal j.

We merken op dat de redeneriﬁg,waarmée aangetoond werd dat we een
single-error-correcting code hadden geldig blijft als we uit H een aantal
kolommen weglaten. We kunnen dus Hamming'cbdesrvan willekeurige lengte maken.
_ Een andere modificatie is de volgende. Voeg san ieder woord van een bi-
-_‘naire Hamming code een parityacheck,symbol toe dat de som is . van de voor-
ﬂafgaandé-éymboleh. De nieuwe code heef't dan minimale afstand 4 én_ié,dus een
- double-error-detecting code. Als we dit extra symﬁqol voor de oude codewoor-

den zetten ziet de nieuwe parity-check matrix H* er als volgt uif

‘Hierin is ¥ de oude parity-check matrix. Merk op dat de kolommen van H* de
. binaire representatie van de oneven getallen £§2m+1,zijn.
Een Hemming code over GF(q) wordt op analoge wijze geconstrueerd. Om er

voor te zorgen dat H geen 2 kolommen bevat die lineair afhankelijk zijn, la-

ten we alleen kolomvectoren toe waarven het eerste symbool ¥ O een 1 is.




- P26 =

Als voorbeeld beschouwen we GF(3) en nemen

oo ¢co 11T 1T 11T 1111
E=40 17 17 0 0 0 1 1 1 2 2 2 .
T 01201 2 01 2 01 2

H is de parity-check matrix van een (13,10) code V. Dit is weer een single-
error-correcting code. De code bestaat uit 310 woorden, Als we elk van deze
woorden als een kolom voorspellingen voor de voetbalpool insturen zijn we er

zeker van de tweede prijs of de eerste te winnen. {(Men moet dan wel F 15.000,-

inzetten!)

Reed-Muller codes

Een klasse lineaire codes die de eigenschap hebben eenvoudig te decode-
ren te zijn is door D.E. Muller ontdekt en door I.S. Reed beschreven., We
laten het idee hier aan de hand van een voorbeeld zien:

Y,» ¥, eny, zijn de rijen van een matrix waarvan de 8 kolommen de binaire

representatie van de getallen 0,1,...,7 zijn; v is de rijvector bestaande

0
uit 8 elementen 1, We beschouwen nu vermenigvuldiging van vectoren coordi-

naatsgewijs en vinden dan

¥, = (M1 1t 1 1 1 1 1)
v, = (0o 0 0Cc 1 1t 1 1)
v,=(0 011 00 1 1)
v, = (01 01 01 0 1)
v, ¥, = (0o o000 01 1)
¥, ¥, = (oo 00 1 0 1)
v, ¥, = (00 01 00 0 1)
y¥,¥x.=(© 0000 0 0 1) .,

Voor v = 0,1,...,7 is er in dit schema een vector die met v nullen begint.
De vectoren zijn dus lineair onafhankelijk. Merk op dat alle vectoren bhehalve
de laatste een even aantal elementen 1 hebben en dus loodrecht op zichzelf
staan., Het product van een vector v met zichzelf is weer v. Als we nu i.p.v.

m .
8 kolommen 2" kolommen nemen vinden we een schema met vectoren Yo Yorerr ¥

—m
m m
en dan (2) producten Ei!-j R (3) producten Eiijy-k etc. Als we alle produc-~

ten van ten hoogste r factoren v, als basis van een lineaire deelruimte van
de n-dimensionale vectorruimte R over GF(2) nemen hebben we een (n,k) code

met
n=2" en k=1+(?)+...+(§).
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Dit is de Reed-Muller ccde van de orde r.

Als we een rij uit dit schema beschouwen die product is ven < r vecto-
ren v, en een andere rij die product is van S m~r -1 vectoren dan is het
product van deze twee rijen weer een rij uit het schema en bovendien niet de
laatste rij. Dit betekent dat deze twee rijen op een even santal plaatsen
beide een 1 hebben; anders gezegd: de rijen staan locdrecht op elkaar., Daar -
‘verder de dimensie van de code van de orde r en de dimensie van de code van
de orde m-r1 -1 samen- 2" zijn hebben we ﬁu sangetoond dat de code wvan de
orde r en de code van de orde m-r- 1 duaal zijn.

Merk op dat de reeds eerder genocemde Hamming single-error-correcting,
double-error-detecting code blijkbaar een Reed-Miller code van de orde m-2
is. '

Men ken zich gemakkelijk voorstellen dat de zeer speciale vorm van deze

code het decoderen sterk vereenvoudigt. We gaan dasr nu niet op in.

Product codes {Slepian)

(3.1) Definitie: Als A een n X m-matrix is met elementen a;; en B een
r X s-matrix, den verstaan we onder het Kronecker-product

A X B de nr X ms-matrix van de vorm’

a.sz amB
&223 LN ] asz
B‘nzB LI ] ant
Voorbeeld:

3 6 2 3 -1

2 1 3 N\ j2.4 1 2
x = [ ]

0= \1 2 0 0 -3 -1

0 ©

-1 =2

Door van eenvoudige codes. udt te gaa.n en: de voortbrengers te vermenlgvuldigen
: .(Kronecker-product) kunnen we goede codes opbouwen. We ldten dit weer asn de
‘hand van een voorbeeld zien.
: Z_-ij .

o = .0

c 1
o 1
11

')
B
R
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de voortbrenger van een (4,3) code over GF{2). Hier is één parity-check (4e
codrdinaat is de som van de vorige.) Deze code is single-error-detecting.

Ansloog wvoor

o
o O O =
S O e O
o =~ O O
- O O O
O

de voortbrenger van een (5,4) code. De matrix G = G, x G, is een 12 x 20-
matrix. Het is de voortbrenger ven een {20,12) code. We kunnen een woord

(a1,a2,...,a20) van deze code ook op de volgende manier opschrijven:
a a a a
1 2 3 4 B
a
8 & s 9 %40
a a a
11 EI'1«’:‘ 13 14 B‘15
a a a a )
16 17 18 19 20

Dan zijn de elementen links boven information symbols. De parity-check ver-
gelijkingen zijn eenvoudig: van iedere rij en ven iedere kolom mdet de som O
zijn. Dit betekent dat alle woorden % 0 gewicht = 4 hebben. Deze code is dus
éingle~error-90rrecting en double-error-detecting.

- Dit soort codes is door de IBM gebruikt om fouten te ontdekken bij ge-
5ruik van nagneetbanden.

Hadamard matrices en codes

_(302) Definitie: Een vierkante matrix H waarvan alle elementen + 1 zijn en

waarvoor geldt IIHT =1n I heet een Eadamard matrix van de

orde n.

(3.3) Stelling: Als er een Hadamard matrix van de orde n is, dan is n=1,
n=2of n =0 (mod 4).

Bewijss Als we in een Hadamard matrix H de j-de rij of de j=de kolom
met -1 vermenigvuldigen ontstaat een andere Hademard matrix,
Als we in H de i-de en j-de rij verwisselen of de
i—de en j-de kolom verwisselen ontgtaat weer een Hadamard
matrix, We mogen dus aannemen dat de eerste rij van H alleen
elementen +1 bevat., We zien dus dat de orde n even moet
zijn daar de andere rijen van H evenveel elementen +1als

elementen -1 moeten bevatten. Door de boven beschreven ver-

con e .
B P
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wigselingen kunnen we er voor zorgen dat de eerste drie rijen
van H de volgende vorm hebben:

a stuks b stuks ¢ stuks d atuks

Uit HE® = n T volgt

a-b+ec-d =0,

a~b=-c+d =0,

dus a=ben c=d, doWezs a=b=c=d=3n enn =0 {mod 4)e

_I(3.4) Stelling: Als Hm en Hn Hadamard matrices zijn van de orde m resp. n

dan is Hm pd Hn een Hadamard matrix van de orde mn.
Bewijs: Bepaal (Hm x '%)(Hm X Hn)T. Dit is mm I,

' 1 1
Voorbeeld: (.I “1) is een 2 x 2 Hademard metrix, dus is voor iedere
Hadamard matrix Hn van de orde n de matrix

H H
g n

Hn "Hn
een Hadamard matrix van de orde 2n.

Vermoeden: Voor iedere n & O (mod 4) bestaat er een Hadamard matrix H van
de orde n, (Voor n < 156 zijn voorbeelden bekend.)

We beschrijven nu een constructie (van R.E.4.C. Paley) van speciale
Hademard matrices. Zij g = pk £ 3 (mod 4). Op het lichaam GF(q) defini&ren
we een functie x door: x(0) = 0, x(x) = 1 als x ¥ O een kwadraat is en an-

. ders x(x) = -1. Voor ieder paar x,y uit GF(q) geldt x(xy) = x(x)x(y).
:“‘-=:;I£_3eschouw nu de som : -

I‘.bEGF q) b)x b+c)

" Als ¢=0dan is deze som g~1, Als c # 0. dan is er voor b # O een z zo dat
~b+c = Dbz en als b alle elementen ¥ O ven: GF(q_) doorloopt dan doorloopt z
- alle elementen # 1 van GF(q). Dus is

R oty W e

ol e T e 4T T
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B x(eJx(b+e) = 2 4o x(b)x(b+c) = E~D,;0{‘)c(b)}2x(2) -
= 82%1 x{z) = -1 +BZ x(z) = =1 .

Als & = 0,31,32,...-,aq , de elementen van GF(q) zijn defini&ren we ecen ma-

trix S door:

S = (sij) met Siy = x(ai-aj) (13 = 0y 1yee0ya=1)

In GF(q)} is -1 niet een kwadraat, immers als & alle kwadraten # 0 doorloopt

‘en -1 is een kwadraat dan doorloopt ~a ook alle kwadraten # O en daaruit
=1
volgt (-1) 2. 1, dus g = 1 (mod 4). We zien dus dat

sji = X(a’j"’ai) = X("1 )X(a‘i-aj) = -Sij .

“In het vervolg stelt J een matrix voor waarvan alle elementen 1 zijn,

We hebben sangetoond dat

T‘m -s
T=qI"‘J ’

a) S
b) S8
¢) 8J=Jd5=0.

D_eiinie.er m

1T 1 1 ...

-4
-1

-1
Dan geldt HE® = (q+1)Iq+1.'Hiermee is aangetoond dat als n = 0 (mod 4) en
‘n =1 een macht van een priemgetal is, er een Hadamard matrix van de orde n
" bestaat. '

‘ -“\Ep'oi‘beeldz ‘Neem q = 7. De kwadraten in ‘GF(’() zijn 1, 2 en 4. Voor S vinden we

- - 4+ - 4+ 4

0 = =« 4+ - +

+ 0 - = 4+ =
-+ + 0 - - +
+ = + 4+ 0 o« -
- 4+ - + + Q0 =
- -+ . o+
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We vinden hieruit een scheefsymmetrische Hadamard matrix.

Een symmetrische Hadamard matrix van de orde 8 is ook eenvoudig te vinden,
We gaan uit ven de matrix (1 _1) en passen twee keer stelling (3.4) toe. In

- standasrdvorm ziet deze matrix er als volgt uit:

+ + + + + +
+ + + - - - -
+ + = - 4+ + - -
B, = + o+ = - - - 4+ 4+ .
+ = 4+ - + - 4 -
+ -~ o+ - -+ -
+ - - + - -
+ -~ - -+ + -

Hadamard code

We merken op dat uit de definitie (3.2) volgt dat als H een Hadamard

matrix van de orde n is, de 2n x n-matrix

(_%(H + J))
#CH+T)

-een (0,1) matrix is waarvan elk tweetel verschillende rijen Hamming-distance
?5%11{pf n heeft. Dat betekent dus dat we een code hebben bestaande uit 2n
oor“en'met minimale afstand %11. In het algemeen is dit niet een lineaire

_ aén'we uit ven de symmetrlsche H in standaardvorm dan vinden we een
g Hadamhrd code bestaande uit 16 woorden. Dit is een llnealre code met voorte
"brenger ‘

0 0
0 0
c 1
1 1

N e =]

]
0
;
0

- o - o
O [a0] — —
e TS S G
o O_ Lo

fgat is de ‘al eerder besproken Hamming (8,4) double-error-detecting code,
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Cyclische codes

Beschouw de ring R van polynomen met co&fficiénten in GF(q). De veel-
vouden van x" - 1 vormen een ideaal S. De restklassenring R/S kunnen we re-
presenteren door de polynomen 8, t&8 Xt .es ¥ an_1xn'1 met 8y € GF(q). Deze
schrijven we mu ock als a = (a.o,a1,...,an_1). Dan interpreteren we R/ als
vectorruimte over @ (q) met als 2e bewerking de vermenigwvuldiging in R/S.
Als f(x) een polynoom in x is dan geven we met {f(x)} aan de klasse in R/S

waartoe f(x) behoort.

(3.5) Definitie: Een k-dimensionale lineaire deelruimte V van de vector-

ruimte R/S heet cyclische code (= cyclische deelruimte)
als voor iedere a = (ao,a1,...,'an_1) € V geldt

(a.n_1,ao,a.1,...,an_2) € V.

(3.6) Stelling: V is een cyclische code dan en slechts dan als V een ide-
gal in de ring R/S is.

Bewijs: a) Zij V cyclisch en a € V. Dan is

{x}{a0+a1x+... +a, X

n-1

Dus is {co+c1x+...}{a.0 +ta,X+... 8 X } €V voor

iedere ¢ € B/S d.w.z. V is een ideaal in R/S.

b) 418 V een ideaal in R/S is is met a € V ook

{x}{ao +.o0ta 21 e v dow.z. (an_1,a0,...,an_2) EV.

Ne=1

" Opmerking: Zonder moeite ziet men in dat een ideaal in R/ besteat uit alle
" veelvouden van een polynoom g(x) dat deler is van ¥~ - 1. Dit
polynoom heet de voortbrenger van het ideaal.

. Voorbeeld: We werken over GF(2), Dan is
1 -xT = (1 -x)(1 +x+x3)(1 +x2 +x3) .

Het polyﬁébﬁ g{x) = 14%2 +x3 is irreducibel over GF(2). We mer-
ken op dat volgens de -constructie van blz.. 16 het lichaam GF(23)
kan worden voorgesteld door de elementen 0,1,q, aa,...,as waarin

2 +a® = 0, duw.z, dat in GF(2%) het polynoom g(x) is te ont-

binden als g(x) = 1+x° +x° = (x~a)(x=a)(x-a*).

1+a

De vectorruimte R/S der polynomen over GF(2) mod ¥ - 1 is een

7-dimensionale ruimte over GP(2). Hierin vormen alle veelvouden

xn-"} = {a.n__1 +8 X+ oo +an_2xnl—z} eV . ;
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ven g(x) een ideaal V, te weten de 4-dimensionale lineaire deel-

ruimte van R/S opgespammen door

{gx)}=(1 01 1 00 0),
{xg(x)} = (0 1 0o 1 1 0 0),
{xPg(x)}=(0 0 1 0 1 1 0), C
{x3%(x)}=(0 0 ¢ 1 0 1 1). b

In de terminclogie van blz. 23 is de matrix

O—"o-—"
(SR & ]
- = O O

0
0
0
1

o O O =
o O = O
JEOU Y s IR (S N

een voortbrenger van de code. Als parity-check matrix kunnen we

nemen
T 1 1
11 0
1 0 1

P L™ ]

. 0
H:= 10
1

o = O

1

0] .

0

We zien dan dat we hier met de (7,4) Hemming code te doen hebben,
Nog een andere voorstelling van deze code vinden we door voor

‘i = 3,4,5 en 6 te schrijven

e (14x+x)qy (x) + 2y (x)

waarin r; een polynoom van graad <2, Dan zijn de restklessen
{xl -, (x)} elementen van het ideamal V. Deze 4 elementen vormen

een basis van V en de voortbrenger wordt mu

G¥* 1=

O A o .
B o owa O
- O =S .
o O O -
C o = O
o =+ O O
- O O Q

Dit is de op blz., 23 besproken stand.aardvorm, echter met I ache
teraan. We kurnen de codfficidnten van x° t/m x° den als infom&-
tion symbols nemen en de eerste 3 cofficisnten als parity-check
symbols. |

Een cyclische code kan ook gegeven worden door de nulpunten van g (in
een geschikt lichaam) te noemern. Alle veeltermen ven het ideaal zijn in die
punten ook O. Zo bestaat de in bovenstaand voorbeeld genoemde code uit alle




(a.o,...,a.s) WAATVOOT &, +a1a +a.2a2 +ees + 8.60:6 = ( waarin « primitief ele~
ment van GF(8) is. Zoals boven reeds gezegd is kunnen we &, t/m &, als in-

formation symbols kiezen en dan is ab-+a1a-+...-+a6a = 0 een vergelijking

© waaruit a,, &, en & zijn op te lossen. De kolommen van de parity-check

1 2
. . 6
metrix zijn de voorstellingen ven 1,&,...,0 als vectoren over GF(2).

Eén van de nuttige aspecten van cyclische codes waar we hier niet op
}ﬁngaan is het feit dat de bouw van apparatuur om met de codes te werken
.':,eenvoudig is (schuif-registers). Ook het coderen zelf is gemakkelijk. We
gaan nog wel enkele eigenschappen op het gebied van fouten-detectie van deze
codes bekijken.

(3.7) Definitie: Eer "burst" van de lengte d is een vector waarvan de com=-
ponenten % 0 zich bevinden onder d opeenvolgende compo- J
nenten waarvan de eerste en laatste niet O zijn. We spre-
ken van een burst-error in een signaal als verschil van

gezonden en ontvangen signaal een burst is,

(3.8) Stelling: In een (n,k) cyclische code V is geen enkele codevector
‘ een burst van de lengte d < n-k.

Bewijs: 2ij g(x) de voortbrenger van het ideamal V. Dan is g(x) een

S polynoom van de graad n-k. Een burst van de lengte d S n-k
is op te vatten als restklasse {r(x)} met r(x) = xe(x) en
s(x) een polyncom van graad < n-k. Als {r(x)} € V is ook
{a(x)} een element van V en dit is niet mogelijk daar s (x)
niet door g(x) deelbaar is.

Gevdlg: De code is in staat een buraf-error met lengte < n-k te
ontdekken. Er zijn ook langere burst-errors die ontdekt
worden maar niet alle.,

BCE~codes

Als voorbeeld van gzeer goede cycl:.sehe codes behandelen we nu codes
gevonden door Bose, Chaudhur:. en Hocquenghem. Deze codes worden gebruikt
'-“voozt het verbeteren van meerdere fouten en voor burst-error—detectlon. Het

idee is heel eenvoudig.

(3.9) Definitie: Imat a een element van GF(q®) zijn en m, geheel, Een cy-
" clische code over GF(4) heet BCH-code als voor iedere
{£(x)} uit de ‘code
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m m_+1 m_+d-2
o o] 0
o O PR

”m-.xl}.)unten -va.n £ z1;)n (We béj)é}c'kén ong verder tot q'= 2, «

primitief element van GF(2"), m =1.)

'We merken eerst op dat uwit f(a) = O volgt f(a®) = O daar over GF(2) geldt:
is2 2i
(Ecix ) = Ze,x

24-1
)

. Het is dus voldoende te eisen dat £(a) = f(a’) = ... =

= f{a = 0, We tonen nu aan dat ieder codewoord gewicht > 2t +1 heeft.
‘Schrijf, met d = 2t +1

(Hierin is n = 2%-1,)

Als er een codewoord met gewicht < d was dan zouden er d- 1 kolommen

J

van H* zijn behorend bij « 1

J
gerayQ d-1 zd dat de uit deze kolommen bestaande
Ji
dan betekent dit

]

determinant 0 is. Schrijven we Ei

1 2 ) -1

£y eenby O (B -8 ) =0,

i>k

d-1 d-1
E1 LR B NI B B A ) ad-1

Iy J
deWeze @ & = @ k voor zekere i en k in strijd met het gegeven dat o een pri-

" mitief element van GF(2") is. Hiermee is aangetoond:

(3.10) Stelling: Is in (3.9) « primitief element van GF(2"), m =1 en
d = 2t +1 dan is de afstand van codewoorden tenm:Lnste d,
deW.z. de code is t-errormcorrect:_ng.

Een pari*by-eheck ma.trix voor de code kunnen we nu als volgt beschrijven. We

L -1 i
beginnen met 1,0,...,a als kolomvectoren van nullen en enen. Onder a*

komen de kolommen a’t, 51, ooyl (2t 1)1 We hebben den een. matrix H met mb
rijen en Zm-_‘i = n kolommen. Voor een codevector ¢ = (czo,c:1 peessCy 1) bete-

kent g_H = 0 hetzelfde als c(a) = c@®) = vu. = ¢(@®¥1) = 0 waarin
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e(x) = C, tCX + ol F cn_1xn-1. We zien hieruit de grote kracht van de

code. Van de 27 -1 gymbols zijn ten hoogste mt check symbols nodig om ten-
minste t fouten te kunnen verbeteren,

Nemen we als wvoorbeeld het binaire symmetrische kansasl van blz. IT«3
Kiezen we m=10 en t=4 dan heeft de BCH code een transmissiesnelheid 0,96,
We werken met woorden van de lengte 1023, De kans dat een woord onveranderd
door het kanaal komt is slechts 36%. Door maximum-likelihood~decoding is de
kans dat een gezonden woord verkeerd aankomt kleiner dan 0,4% (voor het ke-
neal is p = 0,001).

De methode van decoderen hehandelen we nu san de hand van een voor-
beeld., We beschouwen de (15,7) double~error-correcting BCH code waarbij «
primifief element van GF(24) is enwel & + @+ 1 =0, Als een
8ignaal g ontvangen wordt vullen we dit in in de parity-check vergelijkingen.
Stel dat we vinden sE = (11111101) (mt is nu 8). Nu is
8 = ¢ +e waarin ¢ het gezonden signaal en e foutenpatroon is, Daar gHT = 0
moeten we om de fouten te verbeteren e bepalen uit g_HT =(11111101).
Als er één fout gemaskt is op de plaats o den is at = (1 111) dowez.
i=12 dus > = o® = (0 0.1 1) # (11 01). We zien dat er meer dan &&n
fout is gemaakt. Neem aan dat er twee fouten zijn gemaakt op de plaats o en

"de plaats oJ,. Dan moet

o rad = (1111)=qa'?,
I e SR 101)=d .

i+ 13

 Hieruit vinden we o = a7, deWezs ai en o zijn de oplossingen van

2 +a'2g + o' =0,

Door voor £ in te vullen 1%, «,a® enz. vinden we oplossingen £ = «’ en £ = a'°,
‘Dit betekent dat op de plaatsen van o® en o © (dat is het 4e.en het 11e sym~
“bool van het woord ) fouten zijn gemaakt,

_‘ - Aan dit voorbeeld zien we hoe belangri jk het is om bij de lichamen die
. "gen rol spelen de beschikiing te hebben over tebellen ‘als op blz. 17 waaruit
_ﬁhmen multlplicatleve en addltleve structuur van het lichsam tegellgk kan af-
'filezen. De BCH codes 213n ongeveer 10 jaar geleden ontdekt. Er is op dit ge-

"ﬁbied nog veel werk te doen! :
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Hoofdstuk IV. Block designs

Beschouw een v X b metrix 4, waarvan alle elementen 0 of 1 zijn (we

noemen dit een (0,1) matrix), met de volgende eigenschappen:

B1: in jedere kolom staan evenveel (= k) elementen 1,

B2: van ieder tweetal verschillende rijen is het inproduct hetzelfde

(” A)’

B3: OC<Aienk<v-1.

Stel dat in de i-de rij T elementen 1 voorkomen. Tel nu bij vaste i de
paren (aij’a'kj) = (1,1). Volgens B1 is dit santal ri(k- 1) en volgens B2 is
het A(v-1). Dus volgt uit B%1 en B2:

B4t in iedere rij van A staan evenveel (= r) elementen 1,
B5: A{v-1) = r(k=1) en bk = vr.

1(4.1) Stelling: Voor bovengencemde matrix A geldt
Bewijs: B4 + B2,

(4.2) Definitie: Zij V een verzameling met v elementen. De deelverzamelin-
i gen van V noemen we blokken. Een stelsel van b blokken

heet een balanced incomplete block design (BIBD) als:

_BB;I_z elk blok bevat k elementen,
BD2: elk paar van V ligt in precies A blokken
BD3: 0 <Aenk <v-1. '

We kunnen ‘een block design beschrijven met behulp van een (0,1) matrix

A = (a ) die we incidentiematrix van het block design noemen., We definléren

A doox de punten van V te nummeren en de blokken te nummeren en ala =1 te
gtellen als punt i in het j-de blok ligt en anders a, i3 = O, De matrix A

heef't dan de eigenschappen B1 t/m B5. Uit (4.1) volgt door eenvoudig vegen:
| ‘(4 3) -Stellin 5 det(AA ) = (1- MY 4+ (v 1A}

. Un.t BB en 185 volgt r > A en dus is det(AAT) # O, Daar verder de rang
va.n AAT ten hoogs’se gellak aan de rang va.n A is volgt nu dat b > v (en dus
r » k) Dit - hee'b do o gg :L.]kheld van F:Lsher.

(4.4) De;-ﬁni;tié: Ben BIED heet symmetrisch als be=v (en dus r=k). Men

‘apreekt ook ven een (v,k,A)-configuratie.
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Block designs spelen een grote rol in een onderdeel van de statistiek bekend
als "design of experiments". We komen hier later op terug. '

Zonder bewijs vermelden we hier de 8telling:

(4.5) Stelling (Bruck-Ryser): Als een symmetrisch block design bestaat met
parameters v,k,A en als n = k- A dan is

BE1: n een kwadraai als v even is,
BR2:  als v oneven is heeft de vergelijking
Vet

z2 =nx2 +(_1)2 )W2

een oplossing met gehele (x,y,z) # (0,0,0).

Yoorbeelden: &) 2ij V := {1,2,3,4,5,6,7} en kies als blokken de deelverza-
melingen {1,2,4}, {2,3,5}, {3,4,6}, {4,5,7}, {5,6,1},
{6,7,2} en {7,1,3}, Teder blok bevat k =3 elementen en ie-
der pasr (a,b), a # b, komt in A=1 blok voor. Verder is
b=v="Tenr =3, Dit is een symmetrisch BIEBD.

b) Als Hn een Hadamard matrix is van de orde n = 4t met eerste
rij en eerste kolom bestaande uit elementen +1 dan-laten we
deze eerste rij en kolom weg en vervangen de elementen -1
door 0. De (0,1) matrix die zo ontsteat ia incidentiematrix
va.n een aymmetrisch BIBD met v = b = 41: 1, k = 2t -1
A=t-1, Dit volgt uit de defmit:.e va.n Ha.damard ma.trix
als we nog bedenken dat B1 t/m B3 ult de beétrekking van
(4.1) volgen.

:E__'gid.ige meetkunde

" (4.6) D_ijal;ﬁ'.initiez Een projectief vlak = is een verzameling waarvan we de
L elementen punten noemen en waarvan sommige deelverzame-
lingeri de naam ;L_;._,]_r_m_ hebben gekregen met de volgende ei-
genschappen: | '

‘;‘P‘l: door ieder. paar versch:.llende punten gaat één 1ijn,
) P2 ieder paa:r verschlllende l:.,jnen heeft. één punt ge-
| meen, ‘ .
P3: er zijn 4. versch:.llende punten wa.arvan géén drietal
: op &én la.,jn ligt.

 We merken op dat uit P1 t/m P3 volgts
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PA: er zijn 4 verschillende rechten waarvan géén drietal door één punt

gaat,.

Er is een dualiteit in deze definitie, We kunnen de begrippen punt en lijn
verwisselen als we ook "punt ligt op lijn" met "lijn gaat door punt" verwis-

selen,

Als n slechts eindig veel punten bevat spreken we van een eindig projectief

vlak, We zien zonder moeite in dat uit P! t/m P4 volgt dat in een eindig
projectief vlak n alle lijnen precies evenveel punten bevatten. Is dit aan-
tal n+1 dan noemen we n de orde van m,

*»_(.4.7) Stelliing: Als n een projectief vlak is van de orde n dan bevat =

n? +n +1 punten en n? +1 +1 lijnen,

Bewijs: Zij O een ypunt van n. Er zijn precies n+1 lijnen door O.
Elke 1ijn bevat naast O nog n andere punten., Het totale aan-
tal punten is dus n(n+1) + 1,

Voorbeeld: Het op blz. 38 gegeven voorbeeld a) 1is een projectief vlak met
T = 2 4241 punten. De daar genoemde blokken kunnen we als lij-
nen nemen. We kunnen deze meetkunde (= meetkunde van Fano) door

het volgende plaatje beschrijven:
3 2

We beschrijven mu een manier om een projectief vlak te construeren, We
beschouwen een 3-dimensionale ruimte R over het lichaam GF(q). Het drietal
(O 0,0) la.*ben we buiten ‘beschoaw:mg en verder spreken we af dat als A0 de
"‘dra.eta.llen (a 18,18 Jen (X&,I,Aa Aa )geldent:r.flceerd worden, (We noemen dit
. ook equ:wa.lente d:r:o.etallen ‘een kls;sse equlvalente drietallen is een rechie
“door {0,0 ,0) in de ruimte R. ) De verzameling klassen van drietallen (dus
_rechten door (0,0,0) in R) nemen we als verzameling punten. Een zelfde ver-
zameling klassen van drietallen neﬁlen we als verzameling lijnen. Een 1lijn
wordt een deelverzameling van de verzameling punten door de volgende af-
spraak: punt (p1,p2,p ) ligt op lijn (£,,4 a14y) als P4, +D,4, +Pp,4, = O
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Zijn de punten (p1,p2,p3) en (q1,q2,q3) verschillend, d.w.z. de drietallen

‘niet evenredig, dan is
- - - O -
,4,-9,9, #0 of pa -pg FO0 of pa,-pa, ¥
Neem aan dat p q, -p,q, # 0. De vergelijkingen

X +pX =-px
PoX T RX, Py¥y s

X + oo
q11 qa

- X
2 q33

hebben als X, = 0 de oplossing X, =%, = O en als X, = 1 een éénduidig be-
paalde oplossing (x1,x2). D.w.z., er is precies één lijn (x1,x2,x3) Woar
(p1,p2,p3) en (q1,q2,q3) op liggen. Analoog is er precies één punt dat op
twee verschillende lijnen ligt. Tenslotte liggen van de vier punten (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1) en (1,1,1) géén 3 op €én liin. In feite hebben we niets an-
ders gedean dan de vlakken door (0,0,0) in R de naam lijn geven. We hebben
20 een projectief vlak geconstrueerd. De orde van het vlak is gq. Dit zien we
in door op te merken dat op de rechte (0,0,1) geen andere punten liggen dan
(1,0,0) en (é.i,T,O) waarin &, de elementen van GF(q) doorloopt. Det zijn
g+ 1 punten. Hiermee is aangetoond:

(4.8) Stelling: Als g = pk (p priem) dan is er een projectief viak van de
orde q.

‘Opmerking 1: Er zijn tot heden geen andere eindige projectieve vliakken be-.
' kend. . ‘ .

Upmerking 2: De boven beschreven constructie kan ook gebruikt worden om een
oneindig projectief vlak te construeren. In plaats van GF(q)
nemen we de re&le getallen.

'Een projectief viak n van de orde n is een voorbeegld van een sympetrisch
BIBD met v = b = n° *n+l, k=n+1, A =1,

Uit (4.5) en een getaltheoretische stelling volgt:
- {4.9), Stelling {Bruck-Ryser): Als een projectief viak van de orde n be-
L staat waarbij n = 1 of 2 (mod 4) dan is

n=o® 4 b2 (aen b geheel).

Uit (4.8) en (4.9) zien we dat n = 10 de kleinste orde is wearvoor niet be-
kend is of er een projectief vlak van die orde is.
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Als we uit een projectief vlak met n® +n+1 punten één lijn £ weglaten
en in de overgebleven "meetkunde" twee 1lijnen evenwijdig noemen gls ze in het
projectieve vlak een snijpunt op £ hebben dan hebben we een zgn. affien vlak
verkregen. Dit heeft n(n+1) lijnen en n? punten. De eigenschappen P1 t/m P3
gaan over in bekende axioma's van de vlakke meetkunde.

latijnse vierkanten

(4.10) Definitie: Een n x n matrix A heet latijns vierkant als iedere rij

van A en iedere kolom van A een permutatie is van n gege-
ven symbolen (bijv. de getallen 1,¢,...,n).

(4.11) Definitie: De latijnse vierkanten A(i) = (8‘5_3)) en A(z) = (a:(Lz))
heten orthogonaal als de n° paren (aj(_j]) ,agfj)) allemaal
verschillend zijn. Een schema van n rijen en n kolommen
met in de i-de rij en j-de kolom het paar (aj(_?j),aj(j.))

neoemt men dan een grieks-latijns vierkant.

Voorheeld: Dé matrices

[ e Rt
Ll A SR S I

—
N U ]

2
4
3
1

W R
- P oW

4
1
‘3
2

LN U N S
WP o
[T =R G
L I +* B SR GV
WO

4

zijn latijnse vierkanten. Ze zijn twee aan twee orthogonaal.

(4.12) Stelling: Als A(1),A(2),...,A(t) een stelsel van t twee aan twee or-

thogonale latijnse vierkanten van de orde n = 3 is dan is
t<sn-1,

Bewijs: In elk der A(l') kunnen we de symbolen 1 t/m n z4 permuteren
dat de eerste rij van de matrix 1,2,...,n wordt. De vierkan-
ten blijven orthogonaal. Ma moeten de t getallen a(l) ver-

: 21
schillend zijn en daarx agi) £ 1 volgt: t <n-1,

Als t = n<1 heet het stelsel orthogonale 1ati,jnse' vierkanten volledig,
Het is niet moeilijk voor n = pk (p priem) een volledig stelsel orthogonale
latijnse vierkanten aan te geven. We zullen dit niet doen dasr het bestaan
van zo'n stelsel volgt uit (4.8) en stelling (4,13), We merken nog op dat
behalve voor n = 2 en n = 6 er steeds een paar orthogonale latijnse vier-

kanten van de orde n is.
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(4.13) Stelling: Als een projectief vlak n van de orde n bestaat dan =zijn
er n- 1 orthogonale latijnse vierkanten van de orde n en

ongeke erd.

Bewijs: Isat n een projectief vlak van de orde n zijn. Kies in n een
rechte £ en nummer de punten van Z£: P1’P2""’Pn-r-1 « De ove-
rige punten (affien vlak) nummeren we Q1 ,Q2,...,Q 5 De n
n
lijnen # £ door P, nummeren we van 1 t/m n (voor iedere i).

Nu defini&ren we de n° x (n+1) matrix S* door voor s*{j het
nummer van de rechte Q.in te nemen. Kijken we near twee ko-
lommen van S* dan komen daarin precies alle paren (a,b) met
1< a<n, 1<b=n voor (elk én keer). We permiteren nu
de rijen van S* zd dat een matrix S ontstaat waarin in de
laatste twee kolommen de paren (1,1) t/m (n,n) in lexicogra-
fische ordening voorkomen, Dan definiéren we A V) yoor

y = 1,-.-,1’1-1 dOOI‘

A(v) = (&g;)) met &g;) = s(i-1)n+j,v .

3

- : R CD VAN O RS Ta
DasT (s Vs = S(ict)nek,n Y5 B4 %aik‘als,]#ken

- o aV) g ()

488T S5 1 )ne,ntr T O(ket Jnti et 1B B4 # gy ols i # ky
d.w.z. iedere A(V) is een latijns vierkant en de orthogona-
liteit van deze vierkanten volgt uit het feit dat in de v=de
kolom en p-de kolom van S alle paren (a,b) voorkomen. Het

bewijs van de omkering volgt analoog.

Difference sets

_‘-(4.14) Definitie: Een deelverzameling D = {d1,d2,...,dk} van de gehele ge-

tallen mod v heet een (perfect) difference set met parae

meters (v,k,A) als iedere a ¥ 0 (mod v) op precies A ma-
nieren is te schrijven als &, 'dj Za (mod v)o Om trivia-

le gevallen uit te sluiten eisen we nog O < A<k <va=1,
Yoorbeeld: {0,1,3,9} is een (13,4,1) difference set.

Uit de definitie wolgt dat als we alle elementen van D met een constante
a vermeerderen een difference set D& ontstaat die preciee A elementen met D
gemeen heeft, Dit betekent dat I),D1,...,IDv \

'voldoen, d.w.z. een (v,k,)\)-configura.tie vormen, Bewezen is hiermee:

aen de eisen van (4.2) en (4.4)
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(4.15) Stelling: Als een (v,k,A) difference set bestaat dan is er een
(v,k,A) configuratie waarvan de incidentiematrix cyclisch

is. (Ook het omgekeerde is waar. )

De op blz. 30 gedefinieerde matrix S is cyclisch als q een priemgetal
igs. Daar verder S +J incidentiematrix van een symmetrisch block design is

vinden we uit (4.15) de volgende constructie van speciale difference sets:

(4.16) Stelling: Als p = 4t -1 een priemgetal is dan vormen de E.%.l kwa—
draatresten mod p een verzameling {d1,d2,...,dk} die

difference get is met parameters v =p =4t-1,

k=Bl oto1, A=t-i.

Bewijs: We geven nog een direct bewijs. Er is zeker een oplossing

van di-dj = 1 (mod p). Zij ¢ een kwadraatrest dan zijn ook

cd, en Cd;i kwadrastresten en cd, -cd; = ¢ (mod p). Is omge- .‘
keerd 4, -d, = ¢ (mod p) dan is °-1d'k"°~1d,s = 1 (mod p) :
terwijl c'1d.k en c”ciz kwadrastresten zijn. Verder is -1 '
niet een kwadraatrest. Als we nog opmerken dat uit

di-dj = a (mod p) volgt dj-di = -a (mod p) dan is-aange-~
toond dat voor iedere & Z O (mod p) de congruentie

4;-d; =a {mod@ p) evenveel oplossingen heeft, Dit aantal is

M%ﬁ%l=t-1.

Voorbeeld: D := {1,4,5,6,7,9,11,16,17} is een difference set mod 19; iedere
a is op 4 manieren te schrijven als verschil van twee elementen
van D (mod 19). Zo i8 bijv.: 10 =2 17=T7 = 16-6 = 111 = 716
(mod 19).

1
K
A
LA
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Toepassingen

a) Weegschemsa's. Stel dat v objecten gewogen moeten worden in v wegingen met

een talena, We nemen aan dat alle wegingen een zelfde variantie hebben,
onafhankelijk van de belasting van de schaal. We verlangen nu dat de we-
gingen zo worden uitgevoerd dat de gemiddelde variantie van de geschatte
gewichten minimeal is,

We geven het schems als volgt man: als bij de i-de weging het j-de object
op de linkerscha&llligt, dan is aij = 1, terwijl voor de rechterschaal
aij = =1 en verder nemen we By = 0O alg het Jjede object bij de i-de we-
ging niet meedoet, Door Hotelling is bewezen dat als v = O (mod 4) de
beste weging gevonden wordt door te eisen dat A = (aij) een Hademard ma-
trix is. De geschatte gewichten hebben dan gelijke varianties en ze zijn

niet gecorreleerd.

'b) Proefvelden. Cp een vierkant stuk bouwland wil men n soorten grasn plan-
ten en de.oogst vergelijken, Hiertoe verdeelt men het stuk land in n®
subvierkenten. We nemen aan dat (misschien) de grond niet overal even
vruchtbaar is mear dat de afhankelijkheid z8 is dat E(yijk) = gemiddelde
oogst per 2 voor het k-de soort graan geplant in i-de rij en j-de kolom=
=p tpg ot v + Py waarbij 2 By =5 vj =X o = C. Hierin is ¢ de gemid-

delde oogst per m?. Men wil vragen van het type: "“zijn de gfaansoorten

verschillend in kwaliteit", "is er werkelijk verschil in vruchtbaarheid
voor verschillende rijen resp. kolommen" enz. beantwoorden. Als men de
k-de soort graan z6 plant dat in iedere rij en iedere kolom één subvier-
kant met deze soort voorkomt dan is de gemiddelde oogst over deze proef-
veldjes p + Pl omdat I By = z vj = 0. Duw.z. de invloed van de plaats is
ge&limineerd. Om alle scorten z6 te planten moet men van het proefveld
een latijns vierkant maken.

Statistische analyse ven buizenfabricage. Dit voorbeeld is afkomstig van een

plaatselijke fabriek waar radiobuizen worden gemaekt. Er zijn vier bewerkin-
_ ‘igen, te weten a) maken van de wolframdrsed, b) maken van de spiraal,

c) ‘aanbrengen vande Al O -laag, d) buizenfabricage. De productie vertocnde
een veel te grote spreldlng in de gemlddelde gloeistroom, De 4 afdelingen —
gaven elkaar de schuld en door middel van een experiment moest worden uitge-..
- maakt welke van de 4 factoreén oorzaask van het verschijnsel was. I.v.m. tijd

en kosten wilde men niet te wveel buizen testen.
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Yoor dit soort experimenten is een grieks-latijns wvierkant het hulpmid-
del. Beschouw een latijns vierkant van de orde T met elementen 4, B, C,D,E,
F, G en &én met elementen a, b,c,d,e,f, g 26 dat deze twee orthogonaal
zijn. Op 7 verschillende dagen wordt een partij wolframdraad gemaakt en van
elke partij maakt men op 7 verschillende dagen spiralen. Een steekproef van
15 spiralen uit elke parti]j geeft een groep van 49 keer 15 spiralen. Deze
plaatst men op het gfieks-latijnse vierkant en wel draad van de i-de dag in
i-de rij, spirsal van-j-de dag in j-de kolom. De T partijen op een A-plaats
worden op é&n dag mmmdeAlzos—laag voorzien en teruggeplaatst etec. Daarna
worden de T partijen op een a-plaats op één dag in buizen gemonteerd etc. Na
28 dagen heeft men 49 keer 15 buizen en aan elke groep worden dan gloei-
stroommetingen gedaan. Deze opzet heeft bereikt dat voor elke fase de pro-
ductie van één dag voor jedere andere fase over 7 dagen is verspreid. Het
@xperiment toonde duidelijk aan dat de spreiding (voor verschillende dagEn)

bij de buizenmontage te groot was.

Kleine experimenten. Het komt vask voor dat mer enkele factoren wil onder-

zoeken maar dat door tijdgebrek of hoge kosten het niet mogelijk is iedere
mogelijkheid voor de eerste factor te koppelen met iedere mogelijkheid voor
de tweede.

.We nemen als voorbeeld een object dat uit 7 verschillende soorten me-
taal kan worden gemsakt. Er zijn 7 verschillende processen megelijk voor de -
'fabricage. Het is te duur alle 49 combinaties te onderzoeken., Hoe nu het ex-
periment op te zettén? Voorbeeld &) op blz. 38 geeft een oplossing. De meta-
len nummeren we van 1 t/ﬁ 7 en aan ieder productieproces kennen we een blok
‘toe. We bereiken dat het eindproduct door elk proces 3 keer is gemaakt, met
elk metaal 3 keer is gemaakt en dat er voor ieder tweetal processen &én me-
taal is dat met beide processen is verwerkt., Door middel van variantie-ana-

lyse bepaalt men deaarna wat de beste keuze is.

Een extra factor. We hebben gezien dat uit de difference-set {0,1,3,9} een

cyclisch block design gemaakt kan worden., Een voorbeeld ven het gebruik
'hiervan is het volgende:

Men wil 13 soorten tandpastas door proefpersonen laten vergelijken, De
soorten zitten in tubes van 4 verschillende kleuren. Iedere proefpersoon
krijgt 4 soorten, leder soort moet door 4 proefpersonen worden gebruikt en
voor ieder tweetal soorten moet er &én persoon ziﬁn die ze vergelijkt., Daar
we een block design met‘v =b =13, r=k =4, A =1 hebben kan dit. We kun-

nen er nu echter ook nog voor zorgen dat ieder soort in één rode, één witte,

§
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€én blauwe en &én groene tube zit (iedere proefpersoon kriigt 4 tubes van

verschillende kleur).

Cyclische codes. Speciale difference sets, nl, die welke verband hebben met

projectieve vlakken blijken nuttig te zijn voor het construeren van cycli-
sche codes. Als voorbeeld beschouwen we GF(3). Ben projectief vlak van

13 = 32 + 3 + 1 punten bestaat en hiermee staat in verband de op blz. 42 ge-
noemde difference set {0,1,3,9}. Mu is met 6(x) = 1 +x + x> + x° op grond

van de definitie van difference set

a(x)o(x") =3 + (1 +x+x%+... +x'2) mod(x'3-1)
of :
x'? o 1= (x-Ne(x)(1+x* +x%+x"2) mod 3.
Alle veelvouden van 6(x) mod(x'>-1) (waarbij nu met co8ff. uit GF(3) gere-
kend wordt) vormen een ideaal, d.w.z. ze bepalen een cyclische code (blz.
32). De speciale vorm van 8(x) maakt dit polynoom zeer geschikt om te ge-
bruiken voor"deze code. Het blijkt dat dit een code van dimensie 7 met mini-
male afstand 4 is! Als oefening kan men dit nagsan m.b.v. de volgende aan-~
wijzingen:
a) GF(33) is te construeren m.b.v. het irreducibele polynoom x> + 2x + 1,
Den is één van de oplossingen van +2a+1 = 0 primitief element. Voor
iedere B die even macht van « is geldt [313 = 1,

b) (x—aa)(x—as)(x-a1"8) =% +x +x+2 = _g1(:c) ,

[

(x—cc‘l)(x-aw)(x‘- a'?)=x> +x® 42 = gz(x) ,

it

(x-ae)(x-a‘?o)(x-a“) x> +2%% +2x +2 = gs(x) ,

(x-a")(x-a'®)(x~a?2) = x® + 2x + 2 = g4(x) .

13_1 13

Dus is x = (x- ‘l)g1 (x)gz(x)g_,.(x)g‘(x) de ontbinding van x'° - 1 in

irreducibele factoren over GF(3),

c) g(x) = g1(x)g2 (x) is voortbrenger van een cyclische code van dimensie
13-6 = 7. Daar 6(a®) = 6{a*) = 0 en 6(a®) = -1, 6(a'?) = 1 en verder
e(x)(1+x* +1°) = g, (x)g2 (x) mad(x*®= 1) is dit de cdde bestaande uit
alle veelvouden van 6(x).

d) De code is te defini&ren door in (3.9) te nemen o> i.pove @, q=3, m=3,
m, = 1, d=4. Evenals op blz. 35 is gedaan is aan te tonen dat de minima-
le afstand ven de codewoorden d is.




Opgaven Digcrete Wiskunde

1. Bewijs dat een getal deelbaar is door 9 als de som van de cijifers (tientallig
stelsel) deelbaar is door 9.
Hoe luidt de overeenkomstige regel voor deelbaarheid door 11 ?

2, Wat is de rest bij deling van 37'° door 17 ?

3. Bepaal het kleinste positieve gehele getal dat door 7 deelbzar is en zodat
bij deling door 2, 3, 4, 5 of 6 de rest steeds 1 is.

4, Voor welke priemgetallen p is er een geheel getal n zd dat n? + 1 door P

deelbaar is?

5. De kwadraatresten mod 31 zijn de getallen n met 1 < n < 30 26 dat er een

kwadraat is dat bij deling door 31 de rest n heeft. Als we mod 31 rekenen
dan zijn er voor iedere k 74 O precies T paren kwadraatresten n en m zd dat
n-mo =k, Bewijs dit.

6. Hoeveel getallen n zijn er met 0 <n < 10°, 28 dat 2° +n® + 5 deelbaar is
door T .7

7. Een natuurlijk getal N heeft a, s ces By als representatie in het 10-tal-

2 83

lig stelsel, Het getal met representatie 88,8, eee B is 9 keer zo groot.

-1
Wat is de kleinste N met deze eigenschap?

8, We schrijven naast elkaar de getallen 87 en 59. (nder 87 schrijven we [8—2’1] '
order 59 het dubbele., Dit zetten we voort tot links een 1 is gekomen., Als in
de linkerkolom een getal even is schrappen we de rechfervuur. Dat is:

87 59
43 118
21 236
10 AF2
5 944
) 4880
1 3776 .

De som van de rechterkolom is het product van 87 en 59, Is dit toewval of een
vermenigvuldigingsmethode?




9. Het spel NIM wordt als volgt gespeeld. Er zijn n stapels van respectievelijk

10,

1.

12.

13,

14.

a1,a2,...,an lucifers. Twee spelers mogen om de beurt ven een stapel (naar

eigen keuze) een aantal (naar eigen keuze) lucifers wegnemen. Wie de laatste

lucifer wegneemt heeft gewomnen. Bepaal een winnende strategie.

Een spel kaarten (52 kaarten) wordt éénmaal perfect geschud door de onderste

26 van de bovenste 26 weg te nemen en de kaarten om en om neer te leggen (de
onderste blijft onder). Hoe vaak kan men dit herhalen voordat alle kaarten

0p hun oorspromkelijke plaats terug zijn?

Er zijn n! permutaties van de getallen 1 t/m n. Er zijn hieronder Dn perm-
taties Byy8pseensd z6 dat géén getal op zijn plaats gebleven is, d.w.z. 26 dat

ai % i voor i =1,2,,..,n.

Voor n = 4 zijn dit de permutaties (2,1,4,3), (2,3,4,1), (2,4,1,3),

(3’1:4,2)5 (334:112); (554:2’1)3 (4:1’2,3)’ (4’3,1!2), (4a3a231)' Voor D4

1}]
vinden we dus 9. Bepaal lim =,
n"°°n

Probeer permutaties van 1,2,...,n te vinden 26 dat alle verschillen mod n
verschillend zijn.

(Voorbeeld: 1,4,2,3 : de verschillen zijn resp. 3,2,1,)

: a .. .
Hoeveel onvereenvoudighare breuken p zlin er met 1<a <ben b is een de-

ler van 307

En hoeveel waarvoor b een deler is van 12607

Welke gehele getallen zijn te schrijven als 6n1 + 1On2 + 150, met n,40,,n0,

‘niet-negatief en geheel?

I




15, Dit probleem gaat cver het splitsen van telefoonkabels voor de interlocale
dienst.
De draden in zo'n kabel liggen in concentrische lagen. De kabel bestaat uit
stukken van enkele honderden meters lengte die aan elkaar zijn gesplitst.
Bij dit splitsen moet men de volgorde van de draden veranderen om interfe-

rentie en oversprask, waardoor men voor een ander bestemde gesprekken zou

horen, zo veel mogelijk te vermijden. In het bijzonder is het gewenst dat 2
naest elkaar lopende draden van een stuk kabel in zo veel mogelijk van de

' volgende stukken niet naast elkaar lopen. Natuurlijk mag men om praktische
redenen de regels voor het splitsen niet te ingewikkeld maken. Het is bij-
voorbeeld redelijk, af te spreken dat tussen 2 draden die in een bepaald
stuk kabel naast elkaar lopen, in het volgende stuk een vast, van te voren
bepaald aantal draden ligt. -‘Als we in elk stuk de draden nummeren van 1 tot
en met n en bij het splitsen draad nummer 1 van een stuk vastmaeken asn dread
nummer 1 van het volgende stuk dan wordt nummer 2 van de eerste vastgemeakt
aan nummer 1 +s8 van de volgende, 3 san 1 +28 enzovoorts. We moeten hierbij
getallen groter dan n eerst reduceren, door een veelvoud van n af te trekken.
Mummer n+1 is dus hetzelfde als nummer 1. Gaan we nu over tot volgende stuk-
ken kabel, dan zien we dat een verlenging van de corspronkelijke draad 1
steeds'nummer 1 heeft, de ocorspronkelijke nummer 2 achtereenvolgens als rang-
nummer heeft 2, 1+s, 1 +s2, 148> enzovoorts. We hadden ge&ist dat 2 nasst
elkaar lopende draden van een kabelstuk zo lang mogelijk bij elkaar uit de
buurt bleven. Hoe moeten we s kiezen?

1. Een numerieke methode om ven een analytische functie

2 .
£{z) =8, taz+ar +.. (]z] < R, R>1)

de afgeleiden in de oorsprong te bepalen, of anders gezegd de coéfficisnten

n o y berust op het volgende principe. Neem sen dat functiewaarden
van f eenvoudig zijn te bepalen. We merken op dat
C£(0) = s =t [E(z)
£(0) = % = Zmi Jﬁ 2z 0%
e
1
= ff(ezm't)dt .

o]

We gaan deze integraal met de trapeziumregel benaderen,




17.

"18.

Schrijf: g(t) = f(eznit). Dan vinden we

N ani
z f (e N)
k=1

HEe(0) + g) + &@ +oun+e®ED) + 2e(1)]= 1

N o i ==
- l N u a e N =
k=1 m=o
o N zni=
= E a,m<;_— Z e N) -] E avN
m=0 =1 V=0

omdat de uitdrukking tussen haakjes 1 is als m een veelvoud is van N en en-

ders O is.
Noemen we de fout die we bij gebruikmaking van de trapeziumregel met N deel-

intervallen maken bN dan hebben we dus aangetoond

(1) ana.N+a.2N+aBN+... (N =1,2,0..) o

Opgave: Uit (1) kan men de getallen & bepalen, d.w.z. uitdrukken in de ge- .

tallen bN. Bewijs dat het resultaat de volgende vorm heeft:

oo
(2) a = I u. b .
. Doy k 'kn
Geef een formule voor u, en bepeal uit (1) en (2) een relatie waaraan Py
voldqet."

Zij f{x) =a_ +a,x + ... +akxl_{ net a; = o, 1, 2, 3. of 4 (i = 0y4.4,k). We

0 1
rekenen mod 5. Toon aan dat uit £{a) = O volgt dat £{a’ ) = O.

Beschouw de polynomen x° + a x + a, met a, = 0, 1of 2 (1 =1,2). We rekenen

mod 3. Welke van deze polynomen zijn niet in factoren te ontbinden? Geef de

. ontbinding in irreducibele factoren van x° - 1.

5.

b

6.) met elementen O of 1. Als we mod 2 rekenen

Br zijn 16 matrices (2‘
(gewone matrix-optelling en vermenigvuldiging) dan vormen deze matrices een

ring (ga na!). Bewijs dat er in deze ring een matrix X is met X =x+1

" (hierin is I de eenheidsmatrix}. Bewijs dat O, I, X en X + I een lichesam met

"4 elementen vormen.




20. (Belangrijke opgave als voorbereiding voor hoofdstuk III). Beschouw alle po~

7 .
lynomen I &ix4 metra:.L =0, 1of 2 (i = 0,1,...,7) en reken daarmee mod 3
i=0

én mod (xa- 1) {d.w.z. dat &ls na vermenigvuldiging een macht x> vﬁorkomt

met « 2 8 de exponent o mod 8 gereduceerd wordt). Ga na dat zo een ring is
~—gedefimieerd., In deze ring vormen alle veelvouden van x> + x + 2 een ideaal

S (ga na!). Beschouw nu de B8~dimensionale vectorruimte R8 bestaande uit de

vectoren (ao,a1,...,a7) met a; = 0,1,2 (i = 0y...,7) en optelling etc.

7 .
mod 3. Laat V ¢ R gedefinieerd zijin door (ao,a1,...,a7) EV :e I aixl E 3.
i=g

Toon aan dat V een lineaire deelruimte van RB is (dimensie?). Toon aan dat

uit (ao,a ""’57) € V volgt dat (aﬁ,ao,a ,...,as) € V (dit heet een cycli-

1
sche deelruimte),

1

215 Cp een voetbalpoolformilier staan 4 wedstrijden. Achter elke wedstrijd kan

men inwvullen 1, 2 of 3 (voorspelling van winst, verlies of gelijkspel voor

de thuisclub). Eén kolom is een viertal van dergelijke voorspellingen. Pro-

beer met zo weinig mogelijk verschillende kolommen zekerheid te bereiken dat

er een kolom is die 3 of 4 goede voorspellingen bevat.

22, Als we het probleem uit 1 stellen voor 5 wedstrijden is het veel moeilijker.

Wat kunt U als schatting geven voor het benodigde aantal kolommen?

23, Via een gestoorde zender wil men een serie van 3 signalen overbrengen waarin
elk signaal O of 1 is. We nemen sen dat er 1% kans is dat een signaal ver-
keerd aankomt (dus 1 i.p.v. O en omgekeerd). De kans dat het bericht goed
overkomt is dan 72,9%. Stel nu dat er voldoende tijd is om 6 i.p.v. 3 signa=

_len uit te zenden. Ga na dat het zinloos is de serie te herhalen., Kan men de

kans op goed overkomen van het bericht vergroten? Tot welk percentagé?

24. Als in de vorige opgave de storing zodanig is dat in 10% van de gevallen het
signaal niet overkomt en in 9% goed, hoe groot is dan de kans te maken op

goed overkomen van het bericht? Is herhaling van het bericht hier zinvol?

25, Zij & = (aij) een 8 X 8 matrix wearvan alle elementen +1 zijn., Kunnen de

elementen zo gekozen worden dat A% - 8T ? (I is de eenheidsmatrix).




26,

Construeer een 3 X 3 matrix aij zo0 dat elke aij =1, 2 of 3 en bovendien de
getallen 1, 2 en 3 in iedere rij en kolom é&én keer voorkomen. Construeer een

tweede matrix bij met dezelfde eigenschap maar nu z6 dat alle ¢ paren

(a, .,b..) verschillend zijn. Beschouw nu alle 4-tallen (i,3,8..,b..). Ga na
ij" 713 1]° 14
dat deze 9 viertallen de "woorden" vormen van een "taal' waarin een goed

verstaander slechts een half woord nodig heefdt!

Zij H een (0,1) matrix van 4 rijen en 7 kolommen waarvan de kolommen de bim

naire representatie van de getallen 1 t/m 7 zijn. Beschouw alle {0,1)-rij-

vectoren die loodrecht staan op iedere rij van H. Hoeveel vectoren zijn dat?

.- Toon zan dat deze vectoren de woorden zijn van een single-error-correcting

- code,

28,

29‘

Er zijn 3 kwadraatresten mod T namelijk 1, 2 en 4. Beschouw de 7 X 7 matrix
A met aij==1 als i-j+1 (mod 7) kwadraatrest is en aij==0 anders. Een rij
ven de matrix noemen we lijn, een kolom noemen we punt. Als a’ij =1 zeggen we
dat punt j ligt op de 1ijn i. De lijn i snijdt de lijn k in punt j als

aij = akj = 1, Ga na dat met deze definities een meetkunde is gedefiniecerd

met 7 punten en 7 lijnen waarvoor door twee punten precies &€n lijn gaat en

waarvoor twee lijnen precies &én snijpunt‘hebben. "Evenwijdig" besteat hier

dus mniet!

De rijen van de matrix A uit de vorige opgave zijn de T codewoorden van een

-+ codes

u5é) Als een woord ontvangen wordt_met é&n fout kan men deze fout dan ontdek-

~ken en verbeteren?

ﬁb) Als een woord ontvangen wordt met twee fouten, wat kan men dan over het

uitgezonden signaal concluderen?

¢} Als van een woord slechts 4 symbolen ontvangen worden, wat ken men dan

cver het uitgezonden signaal concluderen?

L
F

g
LA
i



30, Een Hamming code over GF(2) is perfect en single-error-correcting. Als een
(n,k}-code over GF(q) perfect en w-error-correcting is {(w > 1) welke betrek-
king bestaat er dan tussen n, k, q en w? Probeer getallen n, k, q en w > 1

te vinden die asan deze betrekkingen voldoen,
31. Bepaal alle oplossingen van (g) + (?) + (g) + (g) - ok (n en k natuurlijk).

32, Zij o een primitief element van GF(16), Beschouw de verzameling V van alle

polynomen C(x) = c, FC,Xt e ¥o 4x14 met coéffici&nten in GF(2) waarvoor

geldt 1
Cla) = C(o®) = C(e®) =0,

Toon asan dat als 'c:0 + c_lx + aue + chM € V ook

2 14
+ + + . + V
C1 c X C1x e 0131\[ E .

Zij V de code bestaande uit de woorden (CyyCysess,C Waarvoor

4 14)
c0 + c1x F oees + c14x14 € V. Toon aan dat V een lineaire code is. Hoeveel
information symbols bevat elk woord? Bewijs dat dit een 3-errorw-correcting

code is,

33. Z1ij A een n x n-matrix waarvan alle elementen O of 1 zijn. Voor iedere a'i;j
in & die O is is de som van de elementen uit de i-de rij + de som van de ele-
' menten uit de j-de kolom > n, Bewijs dat de som ven alle elementen van A ten-

minste ¥n° is.
34.213 A een symmetrische (0,1) matrix (d.w.z. 845 =8y = 0 of 1) van de orde
Cov. Zi§

A2 s (Kk=-A)I +AJ, O<A<k <v-l en k~A =k’ -Av .

.-.‘;:,.'-,‘.-Als k- A niet kwadraat van een geheel getal is dan heeft A precies k enen op
".de hoofddiagoneal. Bewijs dit.

35. Bepaal 8,38, .4.,8, 26 dat de 30 verschillen 8; -8, (mod 31) (i # j) de ge-
. tallen 1 ¢/m 30 zijn!
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