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Hoofdstuk 6 De theorie van eindige lichamen
6.0 Definities en notaties voor ringen

E beginnen met een precieze definitie van ring en lichaam en een aantal notaticaf-

spraken. De meeste lezers zullen met de definities misschien al enigszins vertrouwd

zijn. In elk geval veronderstellen we dat de lezer op de hoogte is van het begrip
groep en dat hij of zij vertrouwd is met de elementaire lineaire algebra.

6.0.1 Definitie. Laat R cen niet-lege verzameling zijn met daarop twee bewerkingen gegeven,
optelling (+) en vermenigvuldiging (). We noemen R een ring met deze bewerkingen, als
voldaan is aan de volgende axioma’s. ‘

1 R is met de optelling een commutatieve groep.

2 De vermenigvuldiging op R is associatief.

3 De distributieve wetten gelden, dat wil zeggen, voor alle 2, b enc e R geldt’

ax®h+ec)y=(@xb)y+(axc)
b+c)yxa=({dxxa)+(c xa)

6.0.2 Betreffende notatie. Notaticconventies voor ringen sluiten aan bij wat we bij gewone
getallen gewend zijn. We vermelden ze toch maar expliciet voor de zekerheid. We geven het -
neutrale element voor de optelling aan met O (nul) en het tegengestelde van een @ € R met
—a. Voor g + (=b) schrijven we a —b. Voor a + a schrijven we 2-¢, voor (2-a)+a
schrijven we 3-a, enzovoorts. Let op! Deze notatieafspraak wil niet zeggen dat de gehele
getallen bevat zijn in R, De notatie 17-a is gewoon een handige afkorting van

a+a+ - +a
———

waar de accolade 16 summanden samenvat.

We defini€ren 1.g '=a en 0-@:=0. In de laatste formule wordt O in twee betekenissen
gebruikt, namelijk het gehele getal nul, en het ringelement 0. Algemeen definigren we voor
eikken,me Z

-n)-a:=n-(-ay .
hetgeen tevens gelijk is aan —(n-a). Er geldt voorn,m € Zena, b € R
(n +m)-a =(n-a)+{ma)
n-(m-a) = (nm)-a
(n-a) X (m-b) = (nm)(a x b)
n{a +b)=(n-a)+ (n-b)

Later zullen we de dikke punt overigens geheel weglaten.
Vermenigvuldigen gaat voor optellen, dat wil zeggen, met

a+bxe
bedoelen we
a+{bxc)

Meestal laten we het symbool voor de vermenigvuldiging helemaal weg. De dikke punt zal
gelijke rang hebben met de ringvermenigvuldiging, zodat we zonder bezwaar haakjes kunncn
weglaten in bovenstaande formules met dikke punt,
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Voor ga schrijven we a2, voor a%a schrijven we @, enzovoorts. We spreken af dat a':=a.

6.1 Eenvoudige gevolgen van de ringaxioma’s
Het is niet moeilijk om bovenstaande rekenregels voor de operatie - af te leiden. De volgende
rekenregels geven evenmin problemen.

O0a=a0=0
(-a)(-b)=ab
a(-b)=—ab)

voor alle a, b € R. Verder geldt voor alle positieve natuurlijke getallen n en m en alle
aeR

anam =aﬂ+m

( an )m =a nm
Als de vermenigvuldiging commutatief is, spreken we van een commutatieve ring.

6.1.1 Definitie. Laat R een commutatieve ring zijn en 2 € R \ {0}. We noemen a een nul-
deler in R alserceen b € R \ {0} bestaat met ab = 0.

6.1.2 Gevolg. Als a € R niet nul is en ook geen muldeler in R, dan geldt voor elke
b,ceR

ab = ac impliceert b =¢

We noemen dit ook wel de schrapwet.
Bewijs. Veronderstel ab =ac. Danook a(b —¢c)=0. Danb —¢c =0. i}

6.1.3 Definitie. Als R een element x = 0 bevat zodanig dat voor alle ¢ € R geldt
ax =xa=a ,

dan noemen we dat element ecn eenheidselement in R. Zo'n eenheidselement is noodzakelijk
uniek, en we noteren het meestal met 1, behalve als het al een bekende naam heeft (bijvoor-
beeld ¢ of 7). Als de notatie 1 in conflict komt met andere notaties, kiezen we ook een ander
symboot voor het eenheidselement,

6.1.4 Voorbeelden van ringen. Er zijn heel veel voorbeelden van ringen. We noemen er
enkele. R, Q, Z, de verzameling van 3x3 matrices met gehele coéffici€nten, re€le functies
gedefinieerd op [0,1}, de verzameling van alle voortbrengende functies, de verzameling van alle
polynomen met gehele coéfficiénten.

Welke van deze ringen zijn niet commutaticf? Welke van de commutatieve bevatten nuldelers?

6.2 Lichaamsdefinitie

6.2.1 Definitie. Laat L een commutatieve ring zijn. We noemen L een lichaam als L \ {0}
een groep is voor de vermenigvuldiging.
Deze groep wordt vaak genoteerd als L.

6.2.2 Notatie en eenvoudige gevolgen. De inverse van @ € L \ {0] noteren we als a’len

voor ab™! schrijven we ook wel a/b of %. We spreken af dat a=>:=(a”1)* en evenzo voor
andere exponenten. Per definitie stellen we
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voor alle @ « L, dus ook voor nul.
Met deze definities geldt voor alleg # Qenallen,m € Z

anam = an+m

(aﬂ.)m = anm

Het is duidelijk dat een lichaam L geen nuldelers bevat omdat L \ {0} gesloten is voor
vermenigvuldiging. Daaruit volgt weer dat voor alle a, b € L geldt

ab =0 impliceert (@ =0o0fb =0)

6.2.3 Voorbeelden van lichamen. De verzamelingen R, Q en C zijn lichamen. De gehele
getallen vormen geen lichaam, want behalve 1 en —1 heeft geen enkel geheel getal een gehele
inverse. Ook cen lichaam is de verzameling van alle breuken

2

q{x)
waar p(x) en ¢ (x) polynomen met reéle coéfficiénten zijn en bovendien g (x) niet het nulpo-
lynoom. We moeten dan wel afspreken wanneer we twee breuken als gelijk beschouwen:
als p(x)s (x) = ¢ (x)r(x), dan vatten we p(x)/g{x) en r (x)/s(x) als gelijk op.

6.2.4 Definitie. Een declverzameling R’ van een ring R die met de optelling en vermenigvul-
diging van R weer een ring is (in het bijzonder, als R’ gesloten is onder optellen, aftrekken en
vermenigvuldigen), noemen we een deelring van R. Een deelring L’ van een lichaam L noe-
men we een deellichaam als L’ ook nog gesloten is onder het nemen van inversen. Een deel-
lichazm is dus een declverzameling die met dezelfde bewerkingen een lichaam is.

6.2.5 Stelling. Laat p € N een priemgetal zijn. Dan is de verzameling van alle congruen-
tieklassen modulo p, met de gebruikelijke optelling en vermenigvuldiging, een lichaam.
Bewijs. Ongeacht of p een priemgetal is of niet, de verzameling congruentieklassen modulo p
is een commutatieve ring met eenheidselement (de klasse van 1). Dat is niet moeilijk in te
zien. De vraag is of elke klasse ongelijk de nulklasse een inverse heeft. Laat ¢ zo'n klasse
zijnen laat d € ¢. Dat wil zeggen d # 0 (mod p), dus GGD(d,p) = 1, dus

dx +py =1
voor zekere gehele x en y. Met andere woorden,
dx =1 (modp) ,
dus de klasse van zo’n x is de inverse van c. a

6.2.6 Voorbeeld. Van elk der klassen modulo 11 geven we zo mogelijk de inverse.

klasse van: lo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
inverse isklassevan: | - 1 6 4 3 9 2 8 7 S 10

6.2.7 Definitie. Het lichaam bestaande uit de verzameling congruentieklassen modulo een
priemgetal p noteren we met F, (Engels ‘field’ betekent lichaam), of ook wel GF(p) (voor de
verklaring van deze notatie zie 6.8.5).

Voor een getal m > 1 dat niet priem is, vormen de klassen modulo m een ring.

Dic ring wordt wel genoteerd met Z,, of met Z/mZ, De ring Z,, hceft nuldelers als m niet
priem is en hij is dan dus geen lichaam. In feite zijn de klassen van de getallen @ met
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1 <« GGD (a,m) < m juist de nuldelers modulo m.
In het algemeen is het nict zo dat een commutaticve ring zonder nuldelers automatisch ook cen
lichaam is, denk maar aan Z. We hebben echter de volgende stelling:

6.2.8 Stelling. Laat R een eindige commutatieve ring zijn zonder nuldelers en met eenheids-
clement. Dan is R een lichaam.
Bewijs. Laata € R\ {0}. We denken ons even de elementen van R genummerd:

r,,rz‘--,r,, . (1)
Beschouw de rij
ary, ary -, ar, . (2)

De leden van deze rij zijn alle element van R en verder, als ar; = ar; dan volgt met de
schrapwet dat r; = r;, dus i = j. Hieruit volgt dat in de rij (2) ook n verschillende elementen
van R staan. Dat wil zeggen dat alle elementen van R in die rij staan, dus ook 1. Met andere
woorden, ar, = 1 voor zckere r, € R. Datis de inverse van a. i

6.2.9 Gevolg. Laat L een eindig lichaam zijn en laat {0,1} ¢ K < L; veronderstel dat K

gesloten is onder optelling en vermenigvuldiging. Dan is X een deellichaam van L.

Bewijs. We hocven alleen maar aan te tonen dat X een deelring is, want een deelverzameling

van een lichaam bevat natuurlijk geen nuldelers. Om aan te tonen dat K een deelring is hoe-

ven we alleen maar te laten zien dat voor alle g € K ereend € K ismeta + b =0. Maar

als ¢ de additieve orde is van ¢ in L, dat wil zeggen ¢-a =0, dan is (¢ — 1)-a de gezochte b.
a

Bovenstaand feit zal later handig blijken.

6.3 De karakteristiek en het priemlichaam
Beschouw in een willekeurig lichaam L de verzameling L, bestaande uit

L1+, +1+1,--+
enzovoorts, dat wil zeggen
L ={n11n € N}

Dit is zo'n declverzameling die gesloten is onder optelling en vermenigvuldiging. De ver-
zameling L’ bevat precies evenveel elementen als de additieve orde van 1 bedraagt in L. Als
L cindig is dan is L’ een decllichaam van L. Als L’ niet eindig is, dan is

L”={(n-D(mDVn e Z,m € P}

cen lichaam. (P is de verzameling van de positieve gehele getallen,) In dit geval zeggen we
dat L karakteristick nul heeft.

Voorbeelden van lichamen met karakteristiek nul zijn gegeven in 6.2.3

We veronderstellen nu verder dat L’ eindig is. Laat p > 0 de additieve orde van 1 zijn in L.
Stel dat p = nm, dus

0=p-1=(mn)rl =(m-Dn1)

dus m-1=0 of n-1=0. Daanit volgt dat pIm of pln, dus p is een priemgetal. Dit
priemgetal noemen we de karakteristieck van L, en het lichaam L’ noemen we het priemii-
chaam van L. Dit priemlichaam is isomorf met F,, en we zullen in het vervolg geen onder-
scheid meer maken tussen F, en het priemlichaam van een lichaam met karakteristiek p.
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6.4 Lichaam als vectorruimte

6.4.1 Vectorruimten over F,. In een lichaam L met karakteristiek p geldt voor elke [ e L
dat p+! = (p+1)l = 0. Verder is elk lichaam L met karakteristick p een vectorruimte over F,.
Dit vereist enige toelichting.

L is een commutatieve groep voor de optelling. Voor de definitic van het produkt tussen een
scalair x € F, encenx e L vatten we F, op als een deellichaam van L, en dan heeft ax een
bekende interpretatic. Voor de vermenigvuldiging met scalairen moet aan de volgende
axioma’s voldaan zijn.

ox +y)=ax+ay
(of)x = a(Bx)
(c+B)x =ax +Bx
lx=x

Dit is allemaal in orde wanneer de scalairen een deellichaam vormen. De hele theorie van vec-
torruimten berust op axioma's voor vectorruimten, en ook op het feit dat'de scalairen een
lichaam vormen. Als L eindig is, dan is L eindigdimensionaal, opgevat als vectorruimte over
F,. In dat geval is er een positief natuurlijk getal d, de dimensie van L over F,, en een basis
van L, zeg xy, . . . , x4, zodanig dat elk element van L op precies één manier te schrijven is

als

ogxy+ 0t ogxy
met oy, ...,05 € F,. Het is duidelijk dat er p? mogelijkheden zijn voor het rijjc
o, ... ,0q € F,, en dus bevat L precies p? elementen; we schrijven vaak L = GF (p?).

6.4.2 Voorbeeld. Het lichaam van vier elementen is als volgt voor te stellen.
GF 4 :={0,1,a,b}
met de volgende opteltabel

+ 10 1 a b
{0 1 a b
1 1 0 b a
ala b 0 1
blb a 1 0
en als vermenigvuldigingstabel:
x |0 1 a &
oo 0 0 0O
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0O o 1 da

We kunnen elk tweetal uit {1,a,b} als basis nemen. Als we 1 en @ als basis nemen, dan
kunnen we b als a + 1 schrijven. Merk op dat door de regel a’? =4 + 1 de vermenigvuldi-
ging is vastgelegd.
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6.5 Polynoomringen over een lichaam

65.1 Inleiding. Laat L een lichaam zijn. We noteren met L([x] de verzameling van alle
polynomen in een variabele x en co&fficiénten in L. Elementen van L[x] geven we aan mect
p(x), I(x), f (x), enzovoorts, net als bij voortbrengende functies.

Opgelet! Polynomen zijn geen functies in de gebruiketijke zin. Bijvoorbeeld, x2 en x nemen
op F, dezelfde waarden aan, maar we beschouwen ze als verschillende polynomen over F,.
Elk polynoom I(x) € L[x] kan worden geschreven als

[(x)=10+11x+---+1,lx" '

waar ly, . . . ,l, € L de coéfficiénten van {(x) zijn. Wij schrijven hier de machten van x van
laag naar hoog, zoals bij voortbrengende functies, maar dat is niet verplicht. In feite zullen we
vaak met de hoogste macht van x beginnen. Een coéfficiént 1 voor een positieve macht van x
schrijven we meestal niet, en termen met coéfficiént O laten we meestal geheel weg. Als
[, #0, dan noecmen we n de graad van {(x), en we schrijven ook wel n = graad(/(x)). De
cocfficient I, noemen we de hoogste coéfficiént, van I(x) in dit geval. De term kopcotfficient
is hicrvoor ook heel gebruikelijk. Een polynoom van de graad 0 noemen we ook wel een con-
stante of constant polynoom. Als de hoogste coéfficiént van cen polynoom 1 is, noemen we
het polynoom (met een niet zo mooi woord) monisch. De graad van het nulpolynoom
definiren we als —1. Ook O zullen we een constante noemen. De verzameling L [x] vormt
met de gebruikelijke optelling en vermenigvuldiging van polynomen een ring. De verzameling
van constante polynomen in L [x] is een deelring van L [x], isomorf met L. We zullen in het
vervolg geen onderscheid meer maken tussen constante polynomen in L [x] en elementen van
L.

6.5.2 Stelling. (Deling met rest) Laat L cen lichaam zijn. Voor elk polynoom a(x) e L{x]
en clk polynoom &(x) € L(x] ongelijk het nulpolynoom zijn er polynomen g (x) en r (x) met

ax)=qx)b(x)+r(x)

en graad(r (x)) < graad(b (x)).

Bewijs. (Schets) Met inductic naar de graad van a(x). Als graad(a(x)) < graad(b (x)) dan is
het al heel eenvoudig. Als a, en b, de hoogste coéfficient voorstellen van respectievelijk
a(x)en b (x), dan geldt

a(x) = 2x"Mb(x) +c(x) .
by
waar graad(c (x)) < graad(a (x)). 0
Bovenstaande stelling is precies wat we nodig hebben om de theorie van GGD en ontbinding
in priemfactoren uit de elementaire getaltheorie na te spelen in L{x]. We brengen in herinne-‘
ring dat niet-constante polynomen die niet ontbonden kunnen worden in factoren van lagere
graad irreducibel worden genoemd. De stelling over ontbinding in irreducibele factoren luidt:

6.5.3 Stelling. (Ontbindingsstelling) Elk polynoom !{x) € L [x] ongelijk het nulpolynoom is
te ontbinden als cen produkt

coPr(x) -+ Prlx)

waann ¢ een constante is en waarin P(x), . . ., P,(x) irreducibele monische polynomen zijn
van positieve graad. Deze ontbinding is uniek op de volgorde van de factoren
Pix), ..., Pi(x) na a

Alle polynomen van de vorm
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o+ X

met o € L zijn irreducibel, en andere monische polynomen van de eerste graad zijn er niet.
Laat a(x} € L{x] een willlekeurig polynoom zijn, en oo € L. Op grond van de reststelling
geldt dan

a(x)=qx)(x —o)+rg

voor een constante r,.  We hoeven de deling niet uit te voeren om 7 te bepalen. We substi-
tueren voor de formele variabele x het lichaamselement o en dan vinden we ry = a(o). Het

feit dat de rest na deling door x — a juist a(c) is wordt ook wel de reststeiling genoemd. Het
resultaat is dus

65.4 Stelling. Laata(x) e L{x] en @ € L. Het polynoom x — o is een factor van a(x) als
en alleen als a(o) = 0. 0
Bijvoorbeeld, als we rekenen in Q{x], dan is x — 1 een factor van x" — 1 voor elke n > 0, en
x + 1is een factor van x" + 1 als n oneven is.

We noemen een clement o € L een nulpunt van a(x) € L[x] wanneer a(a) = 0. We zeggen
ook wcl dat o een wortel is van de vergelijking a(x)=0. We hcbben zojuist gezien dat «
nulpunt is van @ (x) als en alleen als x — a een deler is van a(x). Het aantal factoren x — a in
a(x) noemen we dan de multipliciteit van het nulpunt c.

Een belangrijk gevolg is

65.5 Stelling. Een polynoom a(x) € L[x] van niet-negatieve graad n heeft ten hoogste n
nulpunten.

Bewijs. Het polynoom a(x) heeft ten hoogste zoveel nulpunten als irreducibele factoren van

de eerste graad. 0
65.6 Gevolg. Als van een n-de graads monisch polynoom n nulpunten oy, . . . , o, gegeven
zijn, dan ligt dat polynoom ook vast, het is

n

I — o)

i=1

Bovenstaande stelling hebben we al gebruikt, namelijk bij het bewijs dat de multiplicatieve
groep van een eindig lichaam cyclisch is ( zie 4.3.3.1).

6.6 Constructie

6.6.1 Modulorekenen in L[x]. Als m = 2 een geheel getal is, kunnen we rekenen modulo
m. We rekenen dan met klassen modulo m, al laten we dat in de notatie niet altijd merken.
Twee getallen zitten in dezelfde klassen modulo m, als ze een veelvoud van m verschillen. Zo
ontstaat een ring, zoals we al opmerkten. We zagen ook al dat als m niet priem is, die ring
nuldelers heeft, en anders is die ring een lichaam.

Precies zo gaat het in de ring L [x], als L een lichaam is. Laat /(x) een irreducibel polynoom
zijn uit L(x]. Voor elk polynoom A(x) € L[x] noteren we de klasse van 4 (x) met {h(x)).
Die Klasse bestaat uit alle polynomen uit L[x ] die met £(x) een veelvoud van ! (x) verschillen.
Elementen van een klasse heten ook wel representanten van die klasse.

Bijvoorbeeld, als L het lichaam F; is, en /(x) = x% + x + 1 dan zitten x? en x + 1 in dezelfde
klasse. De polynomen x> + x en x + 1 zijn representanten van dezelfde klasse.

De verzameling van alle klassen noteren we met L[x)/({(x)). Elke klasse bevat precies één
polynoom van laagste graad. Deze graad is kleiner dan de graad van /(x). Dit polynoom van
laagste graad noemen we de standaardrepresentant van de klasse. Elk polynoom van graad
kleiner dan de graad van /(x) is een standaardrepresentant van precies €én klasse modulo I (x).
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Tussen klassen defini€éren we optelling en vermenigvuldiging als volgt.
(h@)) + (g (x)) ={h(x) + g(x))
R X (g =(h(x) x gx)

We gebruiken hetzelfde symbool voor de optelling van polynomen als voor de optelling van
kiassen. Dit zal meestal geen verwarring geven. Omdat [(x) irreducibel is, heeft L [x /(I (x))
geen nuldelers. In geval L een eindig lichaam is, volgt dan al meteen dat L{x1/(I(x)) een
lichaam is. Immers, er zijn dan maar een eindig aantal standaardrepresentanten,

‘Hiermee hebben we nog geen efficiénte manier om de inverse van een klasse ongelijk de nul-
Klasse te bepalen. Ook als L nict eindig is, is L [x]/(/(x)) ¢en lichaam, en we geven hier een
constructief bewijs voor.

Laat {h(x)) niet de nulklasse zijn. Dan is /{(x) geen factor van k (x), en dus zijn [{(x) en A(x)
relatief priem. Dit betekent dat voor geschikte polynomen p (x) en ¢ (x) geldt

h(x)p(x) + 1(x)q(x) = 1

Het polyncom p(x) kan geconstrueerd worden met behulp van het algoritme van Euclides.
Bovenstaande gelijkheid betekent dat

N PG ={1)
waarmee we de inverse van de klasse van A(x) geconstrueerd hebben.

6.6.2 Notatieafspraken, Net als bij de gehele getallen zullen we nu verder in de notatie het
onderscheid laten vervallen tussen klassen en hun representanten. In plaats van over de stan-
daardrepresentant zullen we verder spreken van de standaardvoorstelling van een element van
L[x])/({(x)). Het berckenen van die standaardvoorstelling noemen we reduceren.

6.6.3 Voorbeelden
1 We nemen voor L het lichaam F, en voor /(x) nemen we x2+ x + 1. De standaard-
voorstellingen van de elementen van Fyfx ]/(x2 + x + 1) zijn

0, 1, x, x+1

Het polynoom x2 reduceert tot x + 1.

2 We nemen voor L het lichaam Fy en voor /(x) nemen we x* + 1. Dit polynoom is irredu-
cibel over F3, omdat het geen nulpunten heeft in Fy, zoals men door substitutie eenvoudig
kan nagaan.

In F3lx J/(x* + 1) geldt bijvoorbeeld

F+D+&x+2)=2
F+Dx+D=x2+2=1

Dit lichaam heeft 9 elecmenten.
3 We nemen voor L het lichaam R en voor /(x) nemen we weer x% + 1. Het is bekend dat
de vergelijking

2+1=0
geen worlels heefi in R. De elementen van R{x }/(x? + 1) hebben de volgende voorstelling:
a+bx

mct a en b redel. Er geldt
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(@ +bx)+(c +dx)=a+c + (b+d)x ;
(@ + bx)(¢c + dx) = ac + (bc+ad) + bdx?
=(ac —bd) + (bc + ad)x + bd(x* + 1)
= (ac —bd) + (bc + ad)x

We zien dat we op deze manier met de elementen van dit lichaam rekenen als met de com-
plexe getallen: schrijf overal { in plaats van x in de standaardvoorstelling.
Het idee de complexe getallen zo op te vatten is door A.L. Cauchy gepubliceerd in 1847.

6.7 Eindige lichamen

6.7.1 Eigenschappen. We gaan nu de eindige lichamen nauwkeuriger onderzoecken. We vat-

ten samen wat we al wisten over eindige lichamen,

Laat L een eindig lichaam zijn.

1 De karakteristiek van L is een priemgetal; als we dit met p aanduiden, dan heeft L ccn
decllichaam L, isomorf met F,, (het lichaam van congruenticklassen modulo p). Dit decl-
lichaam heet ook wel het priemlichaam.

2 L is een vectorruimte over F, en daarom heeft L precies p” elementen voor zekere 7 > 0.

3 L\ {0} is een cyclische groep voor de vermenigvuldiging in L

Van dit laatste feit brengen we het bewijs in herinnering: als 1L | = n, dan zqn er precies d

clementen / e L met I = 1, als d In, en als clementen bestaan van orde d in L*. Onder dic

elementen zijn er dan ¢(d) met orde 4 in L \ {0}. Netjes tellen levert dan dat elke deler van

n ook moet voorkomen als orde van een element van L. Dus er zijn elementen van orde n in

L\{0}. In de groepentheorie noemen we zulke elementen voortbrengers van de groep, in de

theorie van eindige lichamen heten zulke clementen primitief. Een lichaam van p” elementen

heeft dus ¢(p” - 1) primitieve elementen.

6.7.2 Voorbeelden

1. In F3[.7c]/’(:c2 + 1) is x nietl primitief, want x*=1in dit lichaam; de vier elementen +x + 1
zijn wel primitief.

2. In Fy, is 2 primitief, maar bijvoorbeeld 4 en 10 zijn nict primiticf.

3. Laat ecn lichaam L met ¢ elementen gegeven zijn en een element o van L°. Dan is o
primitief als en alleen als de orde van « precies ¢ — 1 is. Echter, we weten al dat

o 1=
Dus de orde van a is een deler van ¢ — 1. Om vast te stellen of o geen lagere orde heeft,
hoeven we alleen maar o te berekenen voor echte delers k van qg - 1.
Bljvoorbecld x%+x + 1 is irreducibel over F, en x is primitief in F,(x)/(x® + x + 1). Dat
x°+x + 1 irreducibel is, kunnen we inzien door op te merken dal dit polynoom geen irreduci-

beie factoren heeft van graad 1, 2 en 3.
We berckenen aan aantal machten van x :

=(®Hx =x2+x

2 =xt4 30

B+ 1P =x+x+x+1

=04 x5 eyt e 5B
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= +xt+ P +x 41

Natuurlijk heeft x geen orde 3 of 1, dus de orde van x is 63, dat wil zeggen x is primitief,
3. Het is beslist niet zo dat in een lichaam

GF (2)[x]/(g(x))

x of x + 1 primtticf is. Reckencn in kleine lichamen kan wel dic indruk wekken, maar we
laten aan ecn voorbeeld zien dat die indruk nict correct is.
We nemen

gy =28+ 28+ P+ '+ P+ 1+ 1
=@+ 2+ P+ P+ G x)+ 1

— gx2+x!5+1

x24x+1
Dit polynoom is irreducibel en het is een factor van

x®4+x +1
Dus
xB=x 41
en bijgevolg
BB+ 13 =@240)=1

altes modulo ¢ (x). De orde van x is dus een deler van 85, maar omdat x'7 = x% + x volgt dat
die orde niet 1 of 17 is, en 5 is zij ook al niet, dus de orde van x is 85.

Nu is x2 + x invariant onder de substitutic van x + 1 voor x. Daarom is de orde van x + 1
ook 85.

Het is niet moeilijk om na te rckenen dat de tweedegraadspolynomen x2, x2 + 1, x2 + x en
x%+x + 1 ordes hebben gelijk aan respectievelijk 85, 85, 5 en 15. Het polynoom x> + x + 1
heeft orde 255.

6.7.3 Definitie. Als L een eindig lichaam is en I(x) € L[x] is een irreducibel polynoom dan
noemen we het polynoom !(x) primitief als (de klasse van) x een primitief element is van het
lichaam L [x /(I (x)).

We zullen in 6.11 zien dat primitieve polynomen handig zijn voor de constructie van een
vereenvoudigde vermenigvuldigingstabel van het lichaam, de zogeheten logaritmentabel.

6.7.4. Voorbeelden.
1. Het polynoom x2 + 1 is niet primitief over F;; het is overigens het enige niet-primitieve
irreducibele polynoom van de tweede graad over Fj.

2. Alle zes irreducibele polynomen van graad 5 over F; zijn primitief, omdat voor een der-
gelijk pelynoom I(x) de multiplicatieve groep van het lichaam F,[x]/(I(x)) 31 elementen
heeft, en dus zijn in zo'n lichaam alle elementen behalve 0 en 1 primitief.

Een feit dat meteen volgt uit het bovenstaande is het volgende.

6.7.5 Stelling. Laat L een eindig lichaam zijn met g, elementen en laat K een deellichaam
zijn van L met ¢, elementen. Dan is ¢, een macht van g,.

Bewijs 1. L is een vectorruimte over X.

Bewijs 2, Noem de karakteristieck van L even p, dan geldt voor zekere positicve gehele r en
k dat ¢, =p" en g, =p*. Omdat K \ {0} voor de vermenigvuldiging een ondergroep is van
L\ {0} geldt (p* - 1) | (p” — 1) waaruit volgt k | 7, zeg r = tk. Maar dan ¢5 = q;. fl
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6.7.6 Voorbeeld. Het lichaam F,[x1/(x® + x + 1) heeft 64 elementen en het heeft een deelli-
chaam van 2 ¢lementen (het priemlichaam), maar ook van 4 en 8§ elementen.
Bijvoorbeeld,

21

A R B e B

en dus (gebruik freshman's dream)
P =x0 x84 x84 2241
=x* O+ D+ + D+x +1+x2+1
=+t + =41
Als we even definiéren o.:=x?1, dan geldt duidelijk

d=a+1 .

dus
{0, 1, 0,0+ 1}

is een deellichaam. De optel- en vermenigvuldigingstabel zien er precies zo uit als die van het
lichaam van 4 elcmenten in Voorbeeld 6.4.2,

6.7.7 Voorbeeld. Een lichaam van 8 elementen heeft alleen maar het priemlichaam als deelli-
chaam.

6.8 Bestaan van lichamen en deellichamen

6.8.1 De basisformule. We vragen ons af of er wel voor alle toegestane aantallen lichamen
en deellichamen bestaan. Preciezer: laat ¢ = p” een positieve macht van een priemgetal p
zijn. Bestaat cr een lichaam van ¢ elementen, en zo ja heeft dit voor elke deler £ van r een
deellichaam van p* clementen?
Het antwoord op de cerste vraag is al gegeven. We gaven het aantal irreducibele polynomen
over F, van graad £ > 0 aan met d;, en we hebben afgeleid dat
2?’ = E kdk ’
klr
waar over £ wordt gesommeerd. Een analoge formule geldt voor het aantal D, , van irreduci-
bele veeltermen van graad r over F, met p priem
P "= Z kDch
klr
Daaruit concluderen we als tevoren dat er irreducibele polynomen van graad r bestaan voor
clke r > 0:
Omdat D, ; =p geldt kD, , < p" voor elke n > 1, en dan volgt dat de r-de summand van
bovenstaande formule niet nul kan zijn,
Deze formule vertelt ons echter veel meer! Als we goed kijken vertelt deze formule ons dat
voor elke positieve r het lichaam van p” elementen in wezen uniek is. We noteren dit lichaam
voortaan met GF(p"), zoals we al hadden vermeld in 6.4.1, en we identificeren F, met
GF(p).
De¢ formule vertelt ons verder dat voor clke & die r deelt, GF (p") < GF(p"). Voor we dit
alles kunnen inzien, mocten we nog wat theorie bedrijven.

6.8.2 Deellichamen voortgebracht door een element. Laat L een eindig lichaam zijn met
karakteristiek p en met p” clementen. Laat « een willekeurig element zijn van L. In de rij
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Loo ... .o

komt cen element voor dat een lineaire combinatie is van zijn voorgangers in de rij, met
cotffici€nten in F,. Immers, L is een r-dimensionale vectorruimte over F,. Laat of het

cerste element in de rij zijn dat een lineaire combinatie is van 1, ¢, . . ., of~. Dan gelde
hh+lioo+ - +lk_10.k—l + ot ={
voor zekere Iy, .. ., I,y & F,.

We schrijven
lXy=Ig+ X + - L x* 1+ x* |

waar we X als formele variabele gebruiken (om verwarring te voorkomen met ecn x dic
misschien al gebruikt is voor de constructie van L). Er geldt naturlijk /(o) = 0. Het
polynoom ! (X) is irreducibel over F,, want uit een echte ontbinding /(X) = m (X)n(X) volgt
m{a) = 0 of n(o) =0, in tegenspraak met de minimaliteit van k. Het polynoom [,(X) heet het
minimaalpolynoom van q.

De deelring van L die bestaat uit alle lineaire combinaties van 1, @, . . ., o*”! is nuldelervrij
en is dus een deellichaam, L is immers eindig. Dit deellichaam heeft p* elementen, en daaruit
volgt dat k | r. Met de lincaire combinaties van 1, ¢, ..., a*' rekenen we op precics
dezelfde manier als met de standaardvoorstellingen van elementen van F XYl (X)). We
hebben dus

6.8.3 Stelling. Laat L cen cindig lichaam zijn met karakteristiek p en q =p” eclementen,
Elke o € L is nulpunt van een uniek irreducibel monisch polynoom i, met cotfficiénten in F,
van positieve graad &, waar k een deler is van r. Dan is o bevat in een deellichaam L’ van
p* elementen, Het deellichaam L’ is isomorf met F,[X (X)) 1]
Opmerking. Als & > 0, dan is & een deler van r, zoals we al zagen in 6.7.5.

6.8.4 Definitie. Het polynoom /,(X) als in bovenstaande stelling noemen we het minimaal-
polyncom van o.

6.8.5 Gevolg. Voor p priem en r > 0 is elk lichaam van orde p” isomorf met elk der licha-
men

F, [X V(I (X))

waar /(x) een imreducibel polynoom voorstelt van graad r met coéfficiénten in F,. : 1
We vinden dus dat cr in wezen maar één cindig lichaam van gegeven orde is, maar dat de
voorstelling van zo'n lichaam door middel van polynomen op heel veel manieren kan
gebeuren,

Daarom stellen we ons meestal voor dat met F, of GF (g) één enkele verzameling wordt
bedoeld.

De notatie GF is afgeleid van Galois Ficld.

Dc Fransman Evariste Galois (1811-1832) was een van de grondleggers van de modeme alge-
bra. Hij overleed op 20-jarige leeftijd aan de verwondingen die hij bij een duel opliep.

6.8.6 Het polynoom dat overal nul is. Beschouw nu het produkt k(X ) van alle irreducibele
monische polynomen die voorkomen als [,(X) voor de een of andere o e L. Voor alle o
geldt k(o) = 0, dus k(X) heeft ¢ nulpunten, en dus is de graad van k(X) ten minste gelijk aan
g. Aan de andere kant, de graad van £(X) is ten hoogste gelijk aan

ZkDp,kzpr:’q ’
klr

dus de graad van k(X) is precies g.
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Er is echter maar ¢¢n monisch ¢ - degraadspolynoom dat de hele L als nulpuntenverzameling
heeft, en dat is

[IX — o)

acl

Omdat voor alle a € L geldt of = ¢, geldt tevens dat X9 — X de hele L als nulpuntenver-
zameling heeft, en dus

FX)=TIX —a)=X? -X
ael

Als we nu nog eens naar onze formule kijken, zien we dat elk irreducibel polynoom met graad
gen deler van r ook voorkomt als /,(X), anders zou de graad van k(X) geen g kunnen zijn,
Als we de nulpunten van het produkt k (X) tellen, zien we dat elke factor /(X ) niet alleen ten
hoogste graad(/,(X )) nulpunten heeft, maar dat zo’n factor er ook precies zoveel heeft, anders
zou k£ (X) er niet genoeg hebben.

Het gevolg hiervan is dat er voor elke deler £ van r ook een irreducibele factor I(X) van
X? — X is van graad k. Bij deze irreducibele factor zijn er & elementen a € L met /(c) = 0.
Het Kleinste deellichaam van L dat zo'n o bevat heeft p* clementen.

6.8.7 Voorbeeld, Laat L cen lichaam met 16 elementen zijn. De karakteristiek van L is dan
2. Elk element van L is nulpunt van

X]G_X ,

hetgeen gelijk is aan X'® + X, omdat de karakteristiek 2 is. We kunnen dit gemakkelijk in
factoren ontbinden, als volgt. We merken op dat X'+ X =X (X + 1), en dat dus X'® + X
zowel een factor X3 + 1 als een factor X3 + 1 heeft. Zo vinden we de ontbinding

XE+DE*+X + DE A+ X3P+ X2+ X+ DE X3+ DX+ X + 1)
van X'® + 1,
Het lichaam L bevat dus bijvoorbeeld 4 elementen o met de eigenschap
ot +a+1=0 ,
maar ook 2 elementen B, , die allebei voldoen aan
B2+B+1=0
en die beide liggen in het deellichaam met 4 elementen, Dit deellichaam bestaat in feite uit

(0, 1, By, B2}

6.8.8 Voorheeld. Rekenende over F, vinden we dat X!2® + X het produkt is van alle irredu-
cibele polynomen met graad een deler van 7, dat wil zeggen

126
XBix=xx+1DYXx" ,
i=0
en de laatste factor is het produkt van alle 18 irreducibele zevendegraadspolynomen.
We keren terug naar het vorige voorbeeld, Als we een o kiczen dic voldoct aan

dra+l= 0, dan kunnen we elk element van L voorstellen als

€ + €10 + 62(12 + 830.3 »

waar g; € {0, 1} voor i =0,1,2,3. Met deze voorstellingen van elementen kunnen we gemak-
kelijk rekenen, omdat o = o + 1. Dat betetekent dat L isomorf is met
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L'=FX1/(X*+X + 1)
6.8.9 Voorbeeld. Er geldt
Fafx /P +x + DEFyly1/p? +y2+ 1)

We maken een tabel van de lichaamselementen van beide lichamen. Zie het einde van deze
paragraaf. We laten 0 weg uit die tabel.

In beide voorstellingen (met de x en de y) vormt het bovenste drietal de verzameling nulpun-
ten van het polynoom

X*+X +1
cn analoog hoort het onderste drietal bij

xX3+x2+1
Als we de clementen op eenzelfde rij met elkaar laten corresponderen  krijgen we een
isomorfisme van het ene lichaam met het andere. Dit is cenvoudig in te zien door hetzij de

substitutie van y + 1 voor x, hetzij de substutie van x + 1 voor ¥ uil te voeren.
Hier is de tabel:

= 1 1 =y°
1_ — 3
X = x y+1 =y
x2= ch y2+1 =y3
= xt4x yi+y =y°
3 1
x' = x+1 y =y
18 = a2+ 1 y2 =y2
= xlex+i yi+y+1 =yt

6.9 Karakterisering van deellichamen
We hebben al opgemerkt dat voor p priem en positieve gehele & en r met & | r geldt

GF(pY) < GF(p")

We gaan het deellichaam GF (p*) van GF (p") nog eens op ecn andere manier kenschetsen.
Voor elke & € GF(p*) geldt

o =a ,
dus de p‘k elementen van GF (p*) vormen juist alle nulpunten van het polynoom
X?* - X e F,[X]

Dat betekent dat GF ( pk ) juist de hele nulpuntenverzameling is van dit polynoom, want meer
dan p* nulpunten heeft dit polynoom niet. Met andere woorden

GF(p*) = {ae GF(p") | o =0}
en in het bijzonder
GF(p)={ae GF(p") | & =qa)
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6.10 Nulpunten van polynomen over het priemlichaam

6.10.1 De p-de machten van nulpunten. We beginnen met op te merken dat voor een ein-
dig lichaam L met karakteristick p geldt

(oY =o”B? voorallea,pe L ,
en, wegens de freshman’s dream,
(o+BY =of + P
Daarom is de afbeelding

A

, t o - of

een automorfisme van L op L. Dit automorfisme noemt men vaak het Frobeniusautomorfisme.
We kunnen A, voortzetien (ot een afbeelding

A, 1 LIX]-> LX) ,
door A,{X) =X te definiéren, en in het algemeen
Ao+ X+ - - + XY= +I8X + - - + /X'

De uitgebreide A, is weer een isomorfisme van de polynoomring L[X] op zichzelf. Het
isomorfisme A, heefi de eigenschap dat A, de elementen van F, elk op zichzelf afbeeldt, en
de elementen van F, [X] worden ook door A, op zichzelf afgebeeld.

LaatI(X) FP [X] en veronderstel dat o € L een nulpunt is van I (X). Dan volgt uit /(c) =0
dat

@y =0
en dus ook dat

{eP)=0

Met andere woorden, mét o is ook of een nulpunt van {(X). Het isomorfisme A, permuteert
dus de nulpunten van elk polynoom onderling. In het hierboven besproken voorbeeld van
GF (8) zien we dat kwadrateren in elk verticaal lijstje van 3 elementen een cyclische permutatie
teweegbrengt.

We bewijzen nu een omkering van wat we zojuist gevonden hebben.

6.10.2 Stelling. Laat L een eindig lichaam zijn met karakteristiek p en laat {(X) een monisch
polynoom zijn in L [X], dat in eerstegraadsfactoren ontbonden kan worden over L. Als geldt
dat voor elk nulpunt oo van /(X) ook o nulpunt is van /(X) met dezelfde multipliciteit, dan
geldt /(X)) € F,[X], met andere woorden, de coéfficignten van {(X) liggen in F,.

Bewijs. We veronderstellen dat de graad van /(X)) gelijk is aan m, en dat

IX)=TI&X -ap)
i=]

de onibinding van /(X } voorstelt in cerstegraadsfactoren; de «; zijn allemaal elementen van L.
Er geldt dat

AU = TTA, X - o) =TT - o)
=1

i=]

Omdat de rij of, . . . , o}, op volgorde na dezelfde rij is als oy, . . . , o, geldt
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AAX)=1X)

met andere woorden, de cofficiénten van /(X) zijn onveranderlijk onder de werking van A4,
dus /(X) € F,{X].

6.10.3 Toepassing. Voor clke n die cen macht van 3 is, geldt
X¥ 4 X" +1
is irreducibel over F,.
Bewijs. In het lichaam GF (22") is er een element o van orde 3n, omdat

3n14" —1en9n il 4" -1
voor elke n van de vorm 3. Immers, die declbaarheidseigenschap geldt voor ¢ = 0, en uit
4" 1=@ - 1343404 - )

volgt dat voor elke oneven n, 4*" — 1 precies één factor 3 meer heeft dan 4” — 1.
Bekijk het polynoom

GO =X ~0)(X ~ )X —ah - (X — o)
Dit polynoom is van de graad 2n. Bovendien is met elke nulpunt o' ook het kwadraat o2
ervan nulpunt van £(X). Immers,

azh—l = 1 ,
dus

o =a ,
waaruit volgt dat de zojuist gedane uitspraak waar is voor & = 2n — 1. Het is niet mogeilijk om
in te zien dat al deze nulpunten multipliciteit 1 hebben, omdat 2* — 1 pas bij k = 2n een veel-
voud is van de orde van o.
Het spreckt vanzelf dat k(X) een factor is van elk polynoom over F, dat o als nulpunt heeft.
Daaruit volgt zowel dat k(X ) irreducibel is, als dat &£(X) een factor is van

X+ 1=+ DEP +X"+ 1)
Dus k£(X) is een factor van X2 + X* + 1, waaruit volgt dat k(X) is X2* + X" + 1. I

6.11 De logaritmentafel van een eindig lichaam

We beschouwen de constructie van GF (2% met behulp van het primitieve polynoom

x*+x + 1. Het lichaam bestaat uit de 16 polynomen @q +ax + a,x® + azx® met a; = 0 of
;=1 (0<i<3). De optelstructuur is die van de vectorruimte (F2)4 met elementen

(ap, @y, a3, a3). In dit lichaam is het element x een van de primitie\{e elementen, We maken

nu een lijst van de machten van x door voor iedere i het element x* te schrijven in de vorm

ag+ aix + ax? + ax®. Zie Figuur 1.

Het rekenen in GF (16) gaat met deze tabel heel eenvoudig. Optelling is gewoon vectoroptel-

ling in (F,)*. Om het produkt van 1 + x® + x? en 1 + x + x2 uit te rekenen, merken we op dat

deze polynomen respectievelijk x!? en x'° voorstellen. Het produkt is dus x2 = x® = 1 + x2.

Voorbeeld. Zie de tabel van Figuur 1. We zoeken een polynoom f (X) € F,{X] waarvan het
lichaamselement x3 ecn nulpunt is. Uit 6.10.1 weten we dat dan ook x5, x'? en x2* = x* nul-
punten van f (z) zijn. Volgens Stelling 6.10.2 is echter
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11| x x| L3
2 =1 =|1{o]lo]f o
= x =|lol1}i0]|o0
xt = ¥ =0lolo}j1]o
x3 = x3= 010 0 1
xt = 14x =|1|l1]0]0
% = x+x? = 0|1 1 0
x% = +x24x3 = 0|0 1 1
¥ =14 3= |1 1|0 |1
=1 w2 =|1|l0|l1]o0
¥ = x 3= o101
xO=14x4x2 = |1{1fj1]o0
= x+x¥axd= 0 1 1 1
x1? = 14x+x4xd = 1 1 1 1
aB=1 wxMxP= 1|0 1|1
x4 =1 +x3= |10 0|1

Figuur1

X - )X - 25X - X -2 e Flx1

en dus hebben we het gewenste Polynoom %evonden. Door met de tabel te rekenen vinden we
dat dit polynoom gelijk is aan X* + X* + X2+ X + 1. :
Dit kan ook vlugger: immers x3. x5 x? en x1? zijn nulpunten van de vergelijking X° = 1;
alleen het nulpunt 1 ontbreekt. Dus er geldt
5_
X = 2B - 29X ~ 20X - x'2) = ’;—-il- =X X X24X +1

6.12 Kwadraatresten

In Hoofdstuk 5 hebben we bestudeerd welke elementen van F, kwadraten zijn, en welke nict.
. Met behulp van de rekenregels voor het Legendresymbool kunnen we meestal snel bepalen of
een concreet gegeven element van F, een kwadraat is of niet. In het bijzonder geldt dat ~1
een kwadraat is als p = 1 (mod 4), en ook voor p = 2, maar dat in de andere gevallen —~1 geen
kwadraat is.

In alle gevallen kunnen we zeggen dat alle elementen ongelijk O machten zijn van een primitief
element, en dus dat de kwadraten juist de even machten zijn van een primitief element.

Hoe staat het met meer gecompliceerde eindige lichamen? Ook in dit geval geldt dat de
kwadraten juist de even machten zijn van een primitief element,

Bekijk eerst ¢ =p”, met oneven pnemgetal p. Als o een primitief element is, dan zijn
blijkbaar de elementen o (0<i <1 (q — 1)) de kwadraten ongelilk G van GF{(g) en de

andere elementen ongelijk 0 zijn de nlet kwadraten. De multiplicatieve groep van het lichaam
heeft even orde, namelijk ¢ — 1. Als ¢ — 1 een viervoud is, dan is er een element van orde 4
in die groep, en het kwadraat daarvan is —1. Is daarentegen ¢ — 1 geen viervoud, dan is —1
ook geen kwadraat. Bijvoorbeeld, in GF (125) en GF (49) is —1 cen kwadraat, maar in
GF (27) is —1 geen kwadraat.

Anders gaat het voor p = 2. Dan is ¢ — 1 oneven en bijgevolg is ieder element van GF(g) in
dat geval een kwadraat.
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Het verschil tussen p = 2 en oneven p kunnen we ook begrijpen door op te merken dat voor
oneven p geldt

%) =x?
dat wil zeggen behalve 0 zijn cer niet meer dan _;_(q — 1) kwadraten. Daar echter ook x2 = y?
impliceert y = x of y = —x, zijn er ook precies ;—(q ~ 1) kwadraten, Als p =2 dan zijn x ¢n
—~x echter gelijk.

6.13 Toepassingen op pr'imaliteitstesten*r

6.13.1 Inleiding

We zijn al een manier tegengekomen om te bewijzen dat een getal n geen priemgetal is. Na-
tuurlijk is de meest voor de hand liggende manier een deler d > 1 van n te zoeken. In interes-
sante gevallen is dat veel werk, zelfs als je weet dat je niet verder hoeft te zoeken dan Va .
Algemener, we kunnen een @ zoeken met

GGD(n,a)#1 , O<a<n 4}

Een verfijndere methode is om voor een a die niet aan (1) voldoet, na te gaan of geldt
a"'#£1 (modn) (2)
Is dit het geval, dan is wegens de stelling van Fermat n zcker niet priem. Als
a" =1 (mod n) geldt voor een niet-priemgetal n, dan noemen we n een pseudopricmgetal

op basis a; deze test heet ook wel de pseudopriemtest.
In 5.8.2 hebben we deze test nog iets verfijnd. Als namelijk voor zekere & en priemgetal n
geldt

a¥ =1 (mod n)
dan zal ook gelden
a* =+1 (mod n)

Als k = (n = 1)/2 dan is het rechterlid gelijk aan het Legendresymbool (a/n).
We kunnen hicrvan gebruik maken, door voor ecn gegeven getal 2 te schrijyen n — 1 = b 2°
met oncven b; voor pricmgetallen # moet dan in de rij

a®, a?, a®,. . ., a*!

ten minste één 1 (modulo n) voorkomen, en als die niet vooraan staat, moet er een —1 aan
voorafgaan. De test die dit nagaat wordt de sterke pseudopriemtest genoemd. Deze sterke
pseudopriemtest vangt bijna alle niet-priemgetallen. Proefondervindelijk is gevonden dat er
onder de 25 miljard maar circa 5000 niet-priemen zijn die deze test op basis 2 overleven. Dat
is erg weinig, vergeleken met het circa miljard priemgetallen in datzelfde interval.

Helaas, als cen niet-priemgetal één of meerdere sterke pseudopriemtests overleeft, dan neemt
zijn kans om de volgende te overleven sterk toe. In 5.8.2 is overigens bewezen, dat die kans
niet boven de 50% komt.

We gaan nu een derde primaliteitstest bespreken, de zogeheten Lucastest. We kunnen deze
Lucastest gemakkelijk vitleggen met de lichaamstheorie die we tot nu toe hebben ontwikkeld.
De Lucastest is ongeveer even sterk als de pseudopriemtest, maar lijkt daarvan onafhankelijk.
Tot op heden (1987) is er geen niet-priemgetal gevonden dat zowel de sterke pseudopriemtest

t De inhoud van paragraaf 6.13 wordt verder niet toegepast, en er zijn geen vraagstukken over.
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op basis 2, als ecn bepaalde versie van de Lucastest overleeft.

De Lucastest heet naar Edouard Lucas, die hem gebruikte voor het testen van Mersennegetal-
len. In het geval van Mersennegetallen werkt de test ook andersom: een Mersennegetal dat de
test passeert is ook zeker priem.

6.13.2 Gegeneraliseerde Fibonacci- en Lucasgetallen

Laat A en B gehele getallen zijn, met A2 + 4B # 0 en laat {1, )ren de oplossing voorstellen
van

Upp=AUp +Bu, (nz0)
Upg= 0 s U= 1
Laat bovendien (v, ),n de oplossing voorstellen van

Vo2 = Avn+1 + an (n 2 0)

V0=2 N V1=A
Dan geldt vooralle n € N
n n
u, =X =B
-

en
v, =" +p*

waar « en 3 de oplossingen zijn van de vergelijking
t?=At+B

zoals we in hoofdstuk 3 al besproken hebben.

Als A = B =1, dan zijn de u, juist de Fibonaccigetallen, en de getallen v, vormen dan de rij
van Lucas. Laten we afspreken dat we de u, en de v, gegeneraliseerde Fibonacci- respec-
tievelijk Lucasgetallen noemen.

We geven een paar feiten over deze gegeneraliseerde Fibonacci- en Lucasgetallen. We noteren

A B
Q = 1 0 LEQIP I)Voor alle

n iy 4 Burl
Q" = Uy B,y
De eenvoudigste manier om dit te bewijzen is volledige inductie naar n.
2) Hieruit volgt, door uitschrijven van de identiteit 0" Q" = Q%"
Uons1 = ey + But = (~B)" + Au,u,,; + 2Bu?
en
= 2
Uy =2u, 1, — Al

(Merk op dat detQ” = (-BY* = Bu,? + Bu, quy_y = Bu? + ty 11ty — Air,).)
Deze formules kunnen gebruikt worden om voor grote waarden van n toch snel u, te
berekenen. Door de formules voor u, en v, te gebruiken vinden we:

Uy = ULV,
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Vp = 2un+] - Au,
Vo = V2 = 2(~B)"

3) Stel dat GGD(A,B)=1. Dan hebben opeenvolgende getallen u, geen priemfactoren
gemeenschappelijk, met andere woorden voor elke n geldt GGD (u, u,,;) = 1. Voor elke
n hebben dan u, en v, geen oneven priemfactoren gemeenschappelijk.
De eerste van deze twee beweringen is eenvoudig in te zien met inductie naar n. De
tweede van deze beweringen volgt meteen uit de formule voor v, hierboven.

4) Voor alle natuurlijke n en k volgt door uvitschrijven van 0¥ Q" = Q"%+

U (ia1) = BpgUpyy + Bty i,

waaruit volgt u, | u,, voor alle n en k.

6.13.3 Rekenen met Fibonaccigetallen in GF (p)

Vanaf deze paragraaf is p een oneven priemgetal. Veronderstel dat A2 + 4B een kwadraat is
modulo p, maar niet nul modulo p, zeg Ar+4B =2 (mod p). We mogen als we modulo p
rekenen de getallen o en B wel opvatten als elementen van GF (p), namelijk

_A+C . B= A-C
2 2
en omdat o« — B = C # 0 geldt dan
u, =0 (mod p)
als en alleen als
o =" (modp) . 3

Als bovendien B £ 0 (mod p ), dan zijn o en B nict nul modulo p en dan is (3) equivalent met
p =1 (modp) ,
oftewel
(@B 1 (modp) |,

omdat off = —B.
Evenzo is

v, =0 (modp)
onder dezelfde voorwaarden equivalent met
(02 (=B =~1 (mod p)

Als —B geen kwadraat is modulo n, dan mogen we concluderen dat u, =0 (mod p) als
{p = Dln. Als -B wel een kwadraat is modulo p dan volgt zelfs dat u, =0 als
@ —1)2in. In ek geval, als u, =0, en n is het kleinste positieve getal met die eigenschap,
dan is n een delervanp ~ 1,

Voor priemgetallen p kunnen we over de v, ook iets zeggen. Als de kleinste positieve n met
U, =0 (mod p) even is, dan geldt eveneens v, , = 0 (mod p).

Voorbeeld. We beschouwen de echte Fibonaccigetallen, namelijk het geval A =B = 1. Laten
we voor p het getal 11 nemen. In ons geval geldt A+ 4B =5, en dat is een kwadraat
modulo 11, namelijk 4% = 5 (mod 11). Modulo 11 zijn de oplossingen van > =t + 1 gelijk
agn
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1+4=8 en 1—4
2

=4

er geldt dus
u, =3(8" -4") (mod 11) ,

dus u, =0 (mod 11) als » een veelvoud is van 10; merk op dat — 1 geen kwadraat is modulo
11. Inderdaad, u o = 55 hetgeen deelbaar is door 11. Bovendien geldt zelfs vs is een elfvoud
(toevallig vs = 11). .

Evenzo, als we modulo 61 rekenen vinden we zonder u s, uit te rekenen al dat dit een 61-voud
is (-1 is een kwadraat modulo 61). In feite geldt

U, ==T-(44" — 18" = —7.18"((-44%)" - 1)

Modulo 61 geldt 44% = 44 + 1, dus ~44? = —45 = 16 en dus u, = —7-18"(2* — 1), waaraan
we kunnen zien dat 4,5 ook al een 61-voud is, en inderdaad, u,s = 610.

6.13.4 Rekenen met Fibonaccigetallen in GF (p2)

De toepassing van hoofdstuk 6 begint eigenlijk met de veronderstelling dat A2 + 4B géén
kwadraat is modulo p, met andere woorden, we kunnen o en p opvatten als elementen van een
lichaam GF (p?), preciezer, van

CF(p)[t)1/(t* - At - B)

immers, het polynoom 2 — At — B is wegens onzc veronderstelling irreducibel over GF(p ).
De formules

_G"—E" -} n
U, = g y Vp=o +f

zijn in dit lichaam evenzeer geldig. De u, en v, zijn invarant onder het
Frobeniusautomorfisme van GF (p?), namelijk de afbeelding

E — &

Dit automorfisme verwisselt o en B, dus i, en v, zitten in feite in het priemlichaam GF (p).
Dit wisten we al, omdat ze klassen modulo p van gehele getallen zijn.
Als tevoren vinden we dat voor alle natuutlijke getallen n

Uy =0 (mod p) <= (af™)" =1 @)
en

v, =0 (modp) < (af ) =-1 . (5)
Omdat o = B?, kunnen we (4) en (5) ook schrijven als

Uy =0 (mod p) <= (B =1 )
en

v, =0 (modp) <> B =-1 . (5

We kunnen in dit geval concluderen dat u, =0 als (p — 1)n een veelvoud is van (% - 1), dat
wil zeggen, als n een veelvoud is van p + 1.

Ook nu kunnen we nog de gevallen onderscheiden dat —B wel of geen kwadraat is modulo p.
Stel eerst dat —B = €% modulo p. We kunnen dan schrijven
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A2+4B =(A +2C)(A -2C) (modp)

en omdat het linkerlid geen kwadraat is, zal precies één van beide factoren van het rechterlid
wel een kwadraat zijn, zeg

A+2C=T? (modp) ,
en dan geldt

B .

2
B+C =Bz+2BC+C2=AB+B+2BC—B=
T T? A+2C

zoals men eenvoudig narckent (denk eraan dat B2= AP+ B). Dus in dit geval is B een
kwadraat.
Stel vervolgens dat B een kwadraat is, zeg

B=(aB+b)?
voor zekere a en b uit het priemlichaam GF(p). Uitwerken geeft dan
a’8 +c*=0

waaruit volgt dat —B een kwadraat is, namelijk van ca™!. Dus resumerend, B is een kwadraat
in GF (p?) als en alleen als ~ B het is in GF(p).

Als ~B een kwadraat is modulo p, dan geldt zelfs dat u, =0 (mod p) als p + 1 een deler is
van 2n.

Voorbeeld. We nemen weer A = B = 1, maar nu laten we p gelijk aan 7 zijn. In dit geval is
5 geen kwadraat modulo 7, en inderdaad geldt

Tlugy

want Ug = 21.
Nemen we p = 13, dan is 5 evenmin een kwadraat modulo p, maar —B wel, dus er geldt zelfs

u7=0 (mod13) ,

in feite geldt zelfs uq = 13.

Als we uy4 bezien, dan geldt natuurlijk evenzeer dat 13 cen deler is van u,, Rekenen we
modulo 29, dan is 5 wecr wel cen kwadraal, en —1 ook, dus zal u4 ook een 29-voud zijn.
Men rckent gemakkelijk na dat u 4 = 377 = 13.29,

6.13.5 De Lucastest

Uit het voorgaande volgt een algemene primaliteitstest, die als volgt verloopt.

Laat N een oneven getal zijn groter dan 1, N geen kwadraat.

Stap 1. Kies gehele A en B zodanig dat GGD (B,N) = 1en GGD(A2 +4B,N)=1en

ﬁ.ﬁi] o4
N 7

Dan is A2 + 4B in elk geval geen kwadraat modulo N.

In de praktijk kan dit bijvoorbeeld als volgt gebeuren: kies eerst de waarde van A2 + 4B uit de
nj-3,5,-7,9,-11,... (allemaal congruent 1 modulo 4); daarna een oneven A, en dan ligt
de waarde van B vast.

Stap 2. Schrijff N + 1 = b 2° met oneven b, en bereken achtereenvolgens
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iy, Uzp (= UpVp)s Uap (= UpVpVop), . - UN (S UpVp 7" Vo)

alles modulo N .
Stap 3. Als N een priemgetal is dan geldt ofwel

i, =0 (mod N)
ofwel een der getallen
Yy Vop, . .. » Voe-ip

is congruent nul modulo N; als bovendien

dan is dit niet het laatste getal in die rij.

Yoorbeeld. We passen deze test toe op een Mersennegetal M, =27 ~ 1, met p een oneven
priemgetal. We kiezen A =4 en B = —1, dan geldt A2+ 4B =12 en

) -[) ) =)

We gebruiken dus hier niet ons “recept” om A en B te zoeken. Merk op dat —B een
kwadraat is, dus ook een kwadraat modulo M, en dat M, +1=27. Ons criterium zegt dat in
de rij

Vi, Vo, Vg, . . . ,V?-z

een getal moet voorkomen dat congruent nul is modulo M,. We hebben boven al gezien dat
deze rij eenvoudig te berekenen is, omdat

Von = V2 ~2

voor alle #, en dus kunnen we de getallen waar het om gaat gemakkelijk berekenen. Hier is
het begin van de rij:

4, 14, 194, 37634, 1416317954, 2005956546822746114, - - -

Modulo een gegeven M, is de berekening heel eenvoudig. Bijvoorbeeld voor p =5 komt er
(alles modulo 31):

4,14, 8,0
In feite is M,, een priemgetal als en alieen als
vyp2=0 (mod M,) . (6)

Een dergelijke test werd gebruikt door Lucas om aan te tonen dat M ;57 priem is; dat is tevens
het grootste priemgetal dat gevonden is voor de komst van de computer. Nog steeds worden
hele grote priemgetallen gevonden met deze Lucastest. Elke verbetering in computertechniek
voegt weer een paar getallen toe aan de lijst van Mersennepriemgetallen. In de volgende
paragraaf bewijzen we (6).
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6.13.6 Primaliteit van Mersennegetallen

In deze paragraaf bewijzen we twee zaken. Ten eerste, als een Merscnnegetal M, priem is,
dan geldt ook v,,; =0 (mod M,). Vervolgens zullen we bewijzen dat deze voorwaarde ook
voldoende is voor primaliteit van M

We gaan eerst uit van de vcmnderstellmg dat M,, priem is. De multiplicatieve groep van het
lichaam GF (M%) is dan een cyclische groep met (27 -~ 1)> = 1=2% — 2°* ¢lementen. De
orde van een element bevat precies s factoren 2 als en alleen als dat element een 27+~ de
macht is en geen 2°*2*.de macht. Dus V-2 =0 (mod M,) als en allecn als of~! een vierde
macht is en geen achiste macht.

We weten al dat

op” = o’ = (12-1)*
P_.—_l. 2-1
waar we gemakshalve V172 schrijven voor 2 2 |, immers (2 2 32 =1 (mod M,). Merk op
dat de vergelijking z® = 1 in ons lichaam GF W, ?) een oplossing heeft. Ons problecm is dus
nu nog aan te tonen dat de vergelijking

y? = V1/2(a - 1)
geen oplossing heeft in GF (Mpz). We moeten nu aantonen dat de vergelijking
(@ao+b)P=v12(c-1)

geen oplossingen heefi met g en b in GF (M,).
Uitwerking hiervan geeft twee vergelijkingen:

a’o? +20ab + b* = 1720 - V112
a2(4oc— 1)+ 2aab + 02 =120 - V12
dus
4a® + 2ab =172
~a’+b2=-V112
Optellen van deze laatste twee vergelijkingen levert
(@ +b)+2a%=0
Maar —1 is geen kwadraat in GF (M,,), en 2 wel, daarom heeft
(a + b)? = -24°

geen oplossing met (a,b) # (0,0). Daarmee zijn we klaar met de cerste helft van deze
paragraaf.
We gaan voor de tweede helft van deze paragraaf aannemen dat

vyp220 (mod M,)

Dan volgt in elk geval
Upa =0 (mod M)

Uit de deelbaarheidseigenschappen van de 4, en de v, volgt dan meteen
GGD (42, M,) = 1

We weten ook dat
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We willen bewijzen dat ¢ = M,,, dus M, is priem.
In elk geval geldt voor zekere deler S van g + 1:

Vien@W, =0(mod g) =S Is) ,

waar S de orde is van B}, maar nu in GF(¢?).
Omdat

Upa =0 (modgq) |,

volgt dat S zelf een macht van 2 is, § < 277

Uit
GGD (up-2,M,) =1
volgt dat
Up2®0 (modg) ,
st
met andere woorden
s =201

Dus ¢ + 1 is een veelvoud van 2°71, zeg ¢ + 1 = a 277, voor zekere positieve gehele a. Als
a =1, dan zou ¢ een drievoud zijn. Omdat g < M,, volgt @ =2, dus ¢ = M, waarmee we
het tweede decl van deze paragraaf besloten hebben.

Opgaven

1. Waarom zijn Z,7 en F,; niet isomorf?

2, Wat is de multipliciteit van het nulpunt 1 van

R’ + x4+ 452416 Fylx] 7

3. Hoeveel primitieve elementen heeft GF (25); hoeveel heeft GF (7°) er?

4. 2) Waarom is x2 + 3 irreducibel over Fs?
b) Van welke elementen in Fs[x]/(x% + 3) is het kwadraat gelijk aan —-17
¢) Geef de inverse van x + 1 in Fs[x]/(x% + 3).

5. Geef de primitieve elementen van F5[x]/(x2 + 3).

6. (Zie Voorbeeld 6.7.6.) Geef de elementen van GF (8) in F,[x1/(x® + x + 1). Geef ook
hun standaardvoorstelling.

7. Ontbind x® — 1 in Falx] in irreducibele factoren. Welke factor van graad 2 is nict primiticf?

8. Hoeveel irreducibele polynomen van de graad 5 zijn er in Fo[x]? Welke zijn primitief?
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9. (Zie 6.8.2)) Laat L een eindig lichaam zijn met karakteristiek p en p" elementen. Laat o
een willekeurig clement zijn van L.
Waarom komt er in de rij

Loo? ..., o

cen clement voor dat een lineaire combinatie is van zijn voorgangers, met coéfficiénten in F,?

10. Zie Voorbeeld 6.8.9. Stel Fy voor als Falx]/(x? + 1) en ook als Fy[y]/ (y2 =y ~ 1).

a) Laat zien dat er een isomorfisme y van het ene lichaam op het andere bestaat, waarbij
yix)=y + 1.

b) Wat is ¢ 1(y)?

11. We bestuderen GF (16). Met elementen bedoelen we in het volgende telkens elementen
van GF (16).

a) Hoeveel primitieve elementen zijn er, en hoeveel van ordes 3 en 5?7

b) Welk tweedegraadspolynoom a(X) met coéfficiénten in F, heeft precies de elementen van
orde 3 als nulpunten?

¢) Welk irreducibel polynoom £(X) in F,[X] heeft precies de elementen van orde 5 als nul-
punten?

d) Laat

100 =TIX -0) ,

waar het produkt genomen wordt over alle niet-primitieve elementen van GF (16). Schrijf
[(X) als element van F,{X].

e) Welk polynoom dat ecn deler is van X5 — 1 heeft precies alle primitieve clementen van
GF (16) als nulpunten? Geef een cenvoudige formule voor dit polynoom, gebruik daarbij
a(X)en b(X).

12. We bestuderen GF (64).
a) Welke deler van het polynoom

X% -1

heeft precies de elementen van orde 7 als nulpunt? Waarom is dit een polynoom in F,[X 17
b) Dezelfde vraag voor ordes 9, 21, 63.

13. Construeer Fig met behulp van x*+x + 1. Ga na dat de polynomen 0, 1, x + x2 en
1+ x + x2 een deellichaam vormen.

14. Beschouw GF (), met ¢ = p”. Laat n een deler zijn van p” — 1. Definieer Q®)(x) als
het polynoom in F,[x] waarvan de nulpunten precies alle elementen van orde n uit GF (q)
zijn. Bewijs met de methode van hoofdstuk 4 dat geldt

Q(ﬂ)(x) = H(xnid _ I)u(d)

din

waar p de Mobiusfunctie voorstell. Merk op dat Q™(x) e F,[x]. We noemen zo'n
polynoom ook wel een cyclotomisch polynoom of cirkeldelingspolynoom.

15. Bepaal voor GF (16) het polynoom Q“"(x) en ontbind dit polynoom in irreducibele fac-
toren in Fy[x].

16. Maak een logaritmentafel van F.
17. Maak een logaritmentafel van Fy;.
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18. We stellen GF (16) voor als Fz[x]l(x4 +x°+ 1). GF (16) is een vectorrmuimte over F;
met als standaardbasis

1, x, x2, x3

we defini€ren de afbeelding A : GF (16) — GF (16) door
A{o)=xo vooralle a € GF (16)

a) Bewijs dat A een lincaire afbeelding is.

b) Geef de matrix M van A ten opzichte van de standaardbasis.

c) Bewijs dat elke macht van A een lineaire combinatie is 7, A, A%, A3, met coéfficiénten in
F,.

d) Laat O de nulmatrix voorstellen en laat

L:ﬁ{oollM.Mzu---rMIS]

Bewijs dat L een lichaam is met de gebruikelijke optellling en vennenigvuldiging (alles
modulo 2) van matrices. Geef ook een isomorfisme van L met Fp[x]/ et x?+ 1.

19. Reken modulo 2. Laat

M=

—-_ 0 o
—_— D
S = O

Toon aan dat de nulmatrix O en de matrices M (0< i < 7) een lichaam vormen.

20. Bepaal het minimaalpolynoom van xM%in Folx1/ (Jc4 +x + 1),
a) Gebruik de methode van het voorbeeld in 6.11.
b) Gebruik dat x'* = x71,

21. Laat x € GF (p")\ {0}, met p en r > 0O, en veronderstel dat
lo+ X + - + 4 X* e F,[X]

het minimaalpolynoom is van «. Wat zijn dc co&fficiéntcn van het minimaalpolynoom van
-1

o ?

Voor een concreet voorbeeld zie het antwoord van het vorige vraagstuk.

22. De graad van het minimaalpolynoom van a € GF (p”) (p priem en r > 0) is een deler van
r. Waarom?

23. Laat a primitief zijn in Fg. Als f(x) e F3[x] irreducibel is en f(a? =0, bepaal dan
f ).

24. In GF (2% is a primitief. Bepaal het minimaalpolynoom van ', zonder eerst een tabel van
GF (26) te maken.

25. a) Gebruik de karakterisering van GF (4) ¢ GF (64) om aan te tonen dat voor elke
o € GF (64)

a®+o*+a+1e GF @)

b) We noteren de elementen van GF (4) met g;, { =0,1,2,3. Hoeveel oplossingen heeft elk
der vergelijkingen

X+ x4 X +1=g

ten hoogste?
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¢) Laat zien dat
X%+ X444 X 4+1=0

precics 16 verschillende oplossingen heelt in GF (64).  Waarom volgt hiemit dat
X'+ X*+ X + 1 alleen irreducibele factoren kan hebben van graad 1, 2, 3 of 67

d) Laat zien dat voor elke wortel o van X'°+ X%+ X +1 =0 het element o + a; wortel is
van X+ X'+ X +1=g,.

¢) Laat zien dat X'® + X* + X + 1 deelbaar is door X* + X2+ X + 1, en dat het quotiént het
produkt is van twee irreducibele factoren van graad 6. (Een van de factoren is X%+ X + 1,
maar het is de bedoeling dat het bovenstaande beredeneerd wordt zonder de irreducibele
polynomen van graad 6 te kennen of te berekenen.)

26. Bewijs dat alle elementen van GF (2!!) derdemachten zijn.
27. Hoeveel paren (a,b) met a ¢ GF (9) ¢n b € GF (9) zijn er met al-b2=17
28. Hoeveel paren (a,b) met a € GF (16) en b e GF (16) zijn er met a2 + 5% = 17

29. Op GF (p") met oneven p definiéren we cen functie % door %(0) = 0, x(x)=1 als x een
kwadraat is ongelijk nul, en x(x) = -1 als x een niet-kwadraat is. Bewijs dat voor alle x en y

geldt x(xy) = x(x)x ().
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Hoofdstuk 7 Latijnse vierkanten

7.1 Inleiding

EN permutatiematrix van de orde # is een n Xn mairix met elementen O en 1, zodanig
E dat in iedere rij en in iedere kolom precies één 1 voorkomt. Als afbeelding opgevat,

doet een permutaticmatrix niets anders dan van elke vector de codrdinaten permuteren
ten opzichte van een standaardbasis. Voorbeeld van een 4x4 permutatiematrix:

roN N
0100/ [* *2
0001 X2 X4
1000 x:;le
0010 X4 x3J

Het driedimensionale analogon is een n X nxa -kubus, met in iedere eenheidscel een 0 of een 1,
zodanig dat in iedere rij eenheidscellen, zowel in x-, y- als in z-richting, precies één 1 voor-
komt. Om dit toch tweedimensionaal voor te stellen, projecteren we de kubus op zijn
grondvlak en noteren we in elk vakje van het grondvlak de hoogte & van de 1'in de kolom van
de kubus erboven. Het resultaat is een n X»n matrix A = (a;) met in iedere rij en in iedere
kolom alle getallen 1 tot en met n precies één keer. Zo’n matrix heet een Latijns vierkant,
Opmerking. Het essentigle van een Latijns vierkant is dat er n verschillende symbolen zijn,

7.1.1 Voorbeeld. Laat G een groep zijn met # elementen; we noteren de bewerking in G
met + (maar we veronderstellen niet dat G commutatief is). Laat zowel (ry,...,r,) als
(k1. . . . .k,) (niet noodzakelijk verschillende) manieren voorstellen om de elementen van G tc
nummercn. Definieer a;; =r; + k;. De matrix A = {@;;) is ecn groepstabel voor G .

N.B. Het is gebruikelijk bij groepstabellen om het neutrale element vooraan te zetten, en
verder voor kolommen en rijen dezelfde volgorde aan te houden, maar voor de Zojuist
gedefinieerde A zullen deze conventies in het algemeen niet gelden.

Het is triviaal dat A een Latijns vierkant is.

7.1.2 Voorbeeld. Het diagram van Figuur 2 ziet er uit als het begin van een Latijns vierkant.

a b ¢ d e
b a e ¢ d

Figuur 2

We kunnen dit inderdaad completeren tot een Latijns vierkant. Kunnen we dat zo doen dat we
een groepstabel krijgen, zoals in Voorbeeld 7.1.17 Het antwoord luidt: neen.
Bewijs. Veronderstel dat Figuur 2 een gedeelte van een groepstabel voorstelt. Dan geldt met
de notaties van Voorbeeld 7.1.1:
rntki=ry+k; (=a) ¢y
rl+k2=r2+kl (=b) . (2)
Uit (1) volgt eerst ry=ry+ky—kyendan ri+ky=rqo+ky— ky + k. Passen we vervol-
gens (2) toe, dan vinden we ry + & =r; + ky — kq + k5. Beide leden links met ro en rechts
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met &, verminderen geeft
0——-k2—"k|+k2_k] ’ (3)

dus is k; — k| een element van orde 2 in een groep van orde 5, maar in een groep zijn de
ordes der elementen delers van de orde van de groep: tegenspraak. a

7.2 Intermezzo: parti¢le Latijnse vierkanten

Stel dat we in een n x n -vierkant op sommige plaatsen al een van de symbolen 1 tot en met n
hebben geschreven, en wel zo dat er geen twee dezelfde in één rij of kolom staan, Dan noe-
men we dat een partieel Latijns vierkant. Kunnen we een partieel Latijns vierkant completeren
tot een Latijns vierkant?

Soms gaat dat wel, bijvoorbecld als het particel Latijns vierkant ecn Latijnse rechthoek is. Dit
berust op ecn stelling die we hier niet zullen bewijzen. In de volgende twee voorbeelden is het
cerste partiéle Latijnse vierkant gecompleteerd, maar waar in het tweede voorbeeld zou de
vierde 1 moeten komen?

1 3 1 2 3 4
4 2 3 4 2 1
-
3 4 | 3 1 2
2 1 4 3
1
1
—
1
2

Het zogeheten vermoeden van Evans (1960) luidt als volgt. Indien in een n X -vierkant al
n-1 elementen staan, zodanig dat er geen twee dezelfde in één rij of kolom staan, dan is dit
ecn deel van een Latijns vierkant. Dit vermoeden is bewezen door B. Smetianuk (Ars Com-
binatoria 11 (1981), 155-172). Hect bewijs van Smectianuk is, hoewel ingewikkeld, zonder
voorkennis te lezen. De belangrijkste stap in het bewijs is een algoritme dat uit een n xn-
vierkant cen vierkant maakt, met een rij en een kolom meer, dus (n +10¢(n+1),

1135 (4(2 1[3[5]4]|2]6
21113151/ 4 2111356
312141115 312141|6
4 1512 |3]|1 4 [5]6
54111213 516
6
Figuur 3

Dit gaat op de volgende manier. Uit het gegeven n X n-vierkant wordt een drichoek gelicht,
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bestaande uit een diagonaal en alle elementen erboven. Aan deze drichoek wordt een
diagonaal vastgeplakt, uvitsluitend bestaande uit n+1-en. Onder deze nieuwe diagonaal wordt
het vierkant weer aangevuld. Figuur 3 illustreert het idee.

Het lastigste deel van het bewijs is het algoritme om het vergrote vierkant aan te vullen. Men
moet

1) het algoritme bedenken en
2) bewijzen dat het altijd werkt.
Verder bestaat het bewijs uit volledige inductic, enzovoorts.

7.3 Orthogonal Arrays

Men zou kunnen vragen hoeveel verschillende Latijnse vierkanten van orde n er zijn. Eerst
moet men dan afspreken wat onder verschillend verstaan moet worden, Als we afspreken dat
we de eerste rij en kolom permuteren tot 1, 2, . . ., », dan wordt het aantal genoteerd met /,.
VYoor n < 9is I, bekend. Zie de tabel.

U

4
56

9408

16942080
535281401856
377597570964 258816

pT=0- B B - R R S L

Tabel van de aantallen gereduceerde Latijnse
vierkanten van ordes 1 tot en met 9.

Dit is niet de goede definitiec van wat verschillende Latijnse vierkanten zijn, zoals we al zien uit
onze driedimensionale opzet. We hebben alleen rijen en kolommen verwisseld. We zouden
ook nog symbolen moeten verwisselen.

Als we denken aan de kubus uit 7.1, dan zien we dat de x, y en z-as ook van rol kunnen
wisselen, Dit leidt tot het volgende begrip.

7.3.1 Deﬁnme Een OA (n,3) (Orthogonal Array of order n and depth 3) is een matrix met 3
n_]en en n? kolommen met elementen 1 fot en met 7 zodanig dat voor ifeder paar rijen geldt;

de n? verticale paren getallen in deze twee rijen zijn allemaal verschillend. 0
1123
311
21311

Figuur 4

Een dergelijke matrix codeert een Latijns vierkant! De kolommen van het OA(n,3) zijn de
plaatsvectoren van de enen in de n X nxn-kubus, waar we de blokjes van de kubus opvatlen




32 ' DISCRETE WISKUNDE
als

genummerd van 1 tot en met n. :

Figuur 4 toont een Latijns vierkant van orde 3 en een 0A(3,3) die bij dat Latijnse vierkant
hoort. In de vierde kolom van die 3x9-mattix lezen we af dat het element op rij nummer 2 en
kolom nummer 1 van het Latijnse vierkant 3 is.

7.4 Orthogonale Latijnse vierkanten

7.4.1 Definitie. Twee Latijnse vierkanten A, B heten orthogonaal (notatic A 1 B) indien de
n® paren (a;;,b;) verschillend zijn. Een stelsel L,,Lo, ... ,L, heet een stelsel van 7 ortho-
gonale Latijnse vierkanten (MOLS: Mutually Orthogonal Latin Squares), als ieder paar L;, L;
met i # j orthogonaal is,

Ook hier is een betere definitie, namelijk weer als Orthogonal Array.

74.2 Definitie. Een OA(n,s) is cen sxn’matrix zodanig dat voor ieder paar rijen alle n2
verticale paren elementen verschillend zijn. We zien dat we in een OA(n,s) één rij kunnen
kiczen als rij van rijnummers en een andere als rij van kolomnummers; elk van de overige rijen
geeft dan een Latijns vierkant. Op die manier vinden we § — 2 MOLS.

743 Stelling. Als LY, L@, L® een stelscl MOLS van orde n is, dan geldt 1 < n — 1.
Bewijs. Als we in cen van twee orthogonale Latijnse vierkanten de symbolen permuteren, dan
vindcn we een nieuw paar orthogonale Latijnse vierkanten. Dat is eenvoudig in te zien. In
icdere L™) permuteren we de symbolen zodanig dat de eerste rij 1, 2, .. .,n is. We hebben
dan nog steeds een stelsel van + MOLS van orde n (n > 1), zeg met elementen A
k=1,2,...,0.

Als we nu naar de elementen /{5 kijken, dan zien we dat deze voor verschillende k verschil-
lend moeten zijn. Immers voor verschillende & en / komen de paren (1,1), (2,2) tot en met
(n.n) al voor onder de n” paren (/{),4{"), namelijk bij i = 1. Daarom bestaan de paren
(51 .157) alle vit verschillende leden, Bovendien geldt voor elke & dat I§) = 1, i

74.4 Stelling. Als n =p* met p priem en o > 0, dan bestaan er # — 1 MOLS van de orde
n.
Bewijs. Wc nummeren de clementen van GF(n) als volgt: ag=0, a;=1, verder
as, ... ,a,; willekeurig. Definicer L%} door

9 = apa; +a; (0<i,j<n,0<k <n)

We bewijzen eerst dat dit Latijnse vierkanten zijn. De i-de rij in L% bevat allemaal verschil-
lende elementen, want stel

G + a; = qpea; +a;

dan volgt zonder moeite dat a; =ap, endusj = j. Evenzo bevat de j-de kolom n verschil-
lende elementen. Daartoe gebruiken we dat g, = 0.

Vervolgens tonen we aan dat L® en L) voor k # | orthogonaal zijn. Stel daartoe voor wil-
lekeurige i, j, r, s:

GO = @D
dan volgt
Qpd; + a; =ap-a, +a;
Gra; +a; =ara, +a

Als we de ene vergelijking van de andere aftrekken en alles naar een kant brengen, vinden we
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{ay —a;)-(a; —a,)=0. Omdat a; — a; # 0, volgt dat @; — a, = 0 (we rekenen immers in ccn
lichaam), dus g; = a,. Daaruit volgt dan weer a; = a,. Bijgevolg geldti =r en j =t¢. Hier-
mee is bewezen dat L®)) 1O, 1l

74.5 Stelling. Als er +t MOLS van orde n en ook + MOLS van orde m bestaan, dan bestaan
er ten minste ¢ MOLS van de orde n m.

Bewijs. Laten A® en B (1< 1< t) de MOLS van orde n respectievelijk m zijn, met als
elementen de getallen 1 tot en met # en 1 tot en met m respectievelijk. Vervang het element
) in 1ij ¢ en kolom j van A door cen vierkant ter grootte mxm , met daarin de elementen
van B®, elk venmeerderd met (af’ — 1)m. Doc dit voor elke [ =1,...,t. Noem de
nieuwe matrices C? (1< 1< ¢). Als het paar (x,y) te schrijven is als (¢,%), ¢,¢)), dan geldt

[21.31) -

voor precies €én paar (i, j). Uit de orthogonaliteit van B®) en B"? kunnen we dan vervolgens
r en s eenduidig bepalen. Daaruit volgt dat de C¢) orthogonaal zijn. 0
Uit Stelling 7.4.4 en Stelling 7.4.5 trekken we de volgende conclusie.

7.4.6 Stelling (MacNeish). Als n = pf ' ;2 v p:" , dan is het aantal MOLS van orde n ten
minste gelijk aan

min {p; - 111< i< k)

0
0 6 5 4|7 8 9
91 0 6 5|7 8
8 912 1 0 6|7
7 8 913 2 1 0
117 8 914 3 2
3 2|17 8 915 4
5 4 37 8 916
Figuur 5
De matrix A

7.4.7 Het vermoeden van Euler. Voor n =2 (mod 4) zegt Stelling 7.4.6 niets. Het is
triviaal dat er maar één Latijns vierkant van orde 2 bestaat. De eersie vraag is. of er twee
orthogonale Latijnse vierkanten van de orde 6 zijn. Deze vraag werd al in 1782 door Euler
gesteld als het (nu beroemde) probleem van de 36 officieren. Is het mogelijk om 36 officieren
van 6 verschillende rangen en uit 6 verschillende regimenten zodanig in een vierkant op te stel-
len dat iedere rang en iedcr regiment in eltke rij cn in clke kolom precics één keer voorkomt?
Dit Jukte geen der generaals aan het Russische hof, en Euler kwam tot de overtuiging - door
tamelijk uvitvoerige gevalsonderscheiding - dat het inderdaad onmogelijk was. Hij opperde het
vermoeden dat er voor geen enkele n met n = 2 (mod 4) twee orthogonale Latijnse vierkanten
van orde n bestaan.

In zijn analyse van het probleem gaf Euler de rang van een officier met een Latijnse letter aan,
en diens regiment met cen Griekse letter. Sindsdien heten tweetallen MOLS dan ook wel
Grieks-Latijnse vierkanten, en de term Latijns vierkant gaat eveneens terug op de terminologie
van Euler.
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In 1900 is het geval n = 6 door Tarry bewezen. Pas in 1957 bewezen Bose, Shrikhande en
Parker dat er ten minste twee orthogonale Lalijnse vierkanten van de orde n bestaan als n
ongelijk is aan 1, 2 of 6. Het voorbeeld met n = 10 staat bekend als de Euler spoiler.

We geven de constructie van een paar orthogonale Latijnse vierkanten van orde 10. De 7x7
matrix van Figuur 5 noemen we A. Merk op dat de matrix A uit twee delen bestaat, het ene
deel met constante diagonalen, en het andere deel met cyclische diagonaal. Men stelle zich A
voor, aan alle zijden door kopiegn van zichzelf geflankeerd.

Voor de constructie hebben we ook nog de cyclische matrices B, C, D en E nodig, van Fi-
guur 6 en 7.

1 2 3 4 5§ 6 0 2 3 4 5 0 1
BT= 12 3 4 5 6 0 1| Cc=1]4 5 6 0 1 2 3
3 4 5 6 0 1 2 6 0 1 2 4 5
Figuur 6
7 8 9 7 8 9
D= 19 7 8 E= 1|8 9 7
8 9 7 9 7 8
Figuur 7

Het volgende paar matrices vormt een tweetal MOLS van orde 10, Ga dit zelf na.
A B AT T
CD €n BT ET

Het is niet bekend of er drie MOLS van orde 10 zijn. Wel bekend is, dat voor n = 14 er ten
minste dric MOLS van orde n zijn.

7.5 Toepassingen

7.5.1 Proefvelden
Op cen vierkant stuk bouwland wil men n soorten graan zaaien en de oogst vergelijken. Hier-
toe verdeelt men het stuk land in n? vierkanter. We nemen aan dat de grond misschien niet
overal even vruchtbaar is, maar dat de afhankelijkheid zodanig is dat de verwachtingswaarde
van dc¢ oogst per vierkante meter voor de k-de graansoort gezaaid in de i-de rij en de j-de
kolom gelijk is aan

PHuw tv;+p, .

waarbij 3 p; = Yv; = 3.p, =0. Als de vruchtbaarheid bijvoorbeeld lineair van de plaats
alhangt, dan is dit het geval. De grootheid p is kennelijk de verwachtingswaarde van de
opbrengst per vierkante meter.

Men stelt vragen van het type “zijn de graansoorten verschillend in kwaliteit?*, “is er verschil
in vruchtbaarhcid tussen de rijen of de kolommen onderling?”. Als men de k-de graansoort z6
zaait dat in iedere rij en in iedere kolom juist één subvierkant met deze soort voorkomt, dan is
de verwachtingswaarde van de oogst van de k-de soort over deze proefveldjes p + p, omdat
2w =3v; =0. Dat wil zeggen dat de invloed van de plaats geélimineerd is. Om alle soor-
ten op zo'n manier te zaaien, moet men van het proefveld een Latijns vierkant maken.

Juist in deze context zijn Latijnse vierkanten voor het eerst, omsireeks 1922, gebruikt voor sta-
tistische proefopzetten, en wel door Fisher.
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(R.A. Fisher (1890-1962) was een van de grondleggers van de moderne statistick en de
modeme genetica. Hij werkte tussen 1919 en 1933 bij het landbouwkundig proefstation te
Rothamsted, en daama was hij hoogleraar in de genetica in Londen. Hij was de eerste na Euler
die de waarde van /5 (zie 7.3) correct berekende).

7.5.2 Statistische analyse van buizenfabricage

Dit voorbeeld is afkomstig van een plaatselijke fabriek waar radiobuizen werden gemaakt. Er
waren vier bewerkingen, te weten (a) maken van wolframdraad, (b) maken van de spiraal, (c).
aanbrengen van een laag aluminiumoxide en (d) de buizenmontage.

De produktie vertoonde een veel te grote spreiding in de gloeistroom van de buizen. De vier
afdelingen die elk voor een der vier bewerkingen verantwoordelijk waren gaven elkaar de
schuld, en door middel van een experiment moest worden uitgemaakt welke van de vier fac-
toren oorzaak van het verschijnsel was.

In verband met de tijd en de kosten wilde men niet te veel buizen testen. Voor dit soort expe-
rimenten is een Grieks-Latijns vierkant het hulpmiddel. Men nam een Latijns vierkant van
orde 7, met elementen A, B, C, D, E, F en G, en een ander met elementen a, b, ¢, d, e, f
en g, zodanig dat ze een orthogonaal paar vormden.

Op 7 verschillende dagen werd een partij wolframdraad gemaakt, en van elke partij maakte
men op 7 verschillende dagen spiralen. Een steckproef van 15 spiralen uit elke partij gaf een
groep van 49 keer 15 spiralen. Deze plaatste men op het Gricks-Latijns vierkant, en wel zo
dat cen draad van de i-de dag in de i-de rij terecht kwam en een spiraal die op de j-de dag
geproduceerd was in de j-de kolom. De 7 partijen op een A -plaats werden op één dag van
een laag aluminiumoxide voorzien, de 7 partijen op cen B -plaats eveneens, enzovoorts, Tot
slot werden op 7 verschillende dagen buizen gemonteerd met alle partijen van een a-plaats op
één dag, evenzo die van ecn b-plaats, enzovoorts. Na 28 dagen had men zo 49 maal 15
buizen, en aan elke groep werden gloeistroommetingen gedaan,

Met deze opzet bereikte men dat voor elke fase de produkiie van €én dag voor iederc andere
fase over 7 dagen was verspreid. Het experiment toonde duidelijk aan dat de spreiding (voor
verschillende dagen) bij de buizenmontage te groot was.

7.5.3 Effecten van buurexperimenten

Bij een onderzoek gedaan op het Instituut voor Perceptie-Onderzoek (IPO) werd bij proefper-
sonen nagegaan hoe het oog reageerde als op een TV-scherm vierkantjes van verschillende
lichtsterkte naast elkaar lagen en als dan het beeld werd uitgeschakeld. Daarbij bleek de reac-
tie voor “donker onder helder” anders dan voor “donker boven helder”. Men wilde dit voor
veel verschillende lichtsterkien tegelijk meten. Vertaald in onze terminologie kwam het pro-
bleem neer op het volgende.

Bepaal een Latijns vierkant van de orde n zodanig dat de n(n — 1) horizontale parcn
(@;;,4; j41) verschillend zijn, en evenzo voor de verticale paren (4, a;4 ;). Dit soon Latijnse
vierkanten heet row complete column complete. De constructie ervan is nog onderwerp van
onderzoek.

We geven een voorbeeld. Stel dat we de elementen van Z, zodanig kunnen ordenen als
Xy, X3, ..., X, dat alle verschillen x;.; —x; verschillend zijn. Neem nu r; =k; =x;,
(1< i £ n) en construeer een Latijns vierkant als in Voorbeeld 1 van 7.1. Veronderstel dat

(r; + kj,r; + kj+1) = (r,w + kj', ri+ qu_]) y

dan geldt k;,q — &; = kjoyy — k;. Daaruit volgt j = j” en dus ook { =i’. Voor de verticale
paren gaat men analoog tc werk.,




36 DISCRETE WISKUNDE

Opgaven

30. a) Maak het Latijnse vierkant van Voorbeeld 7.1.2 af.
b) Ga op een verstandige manier na hoeveel antwoorden onderdeel a) heeft,

31. Hoeveel Latijnse vierkanien zijn er van de vorm

21314

WA =

4

a) Zijn deze te maken zoals in Voorbeeld 7.1.1, dat wil zeggen met een groep en zo ja, hoe?
b) Hoeveel groepen van orde 4 zijn er?

32. Construeer voor willekeurige # > 1 een partieel Latijns vierkant van de orde 1, waarin pre-
cies n clementen staan die onderling verschillend zijn, en bovendien zodanig dat dit partiecl
Latijns vierkant niet is af te maken tot een Latijns vierkant,

33. a) Ga na dat het vierkant van Figuur 3 op allerlei manieren is af te maken. Merk op dat
het niet zo eenvoudig is een “natuurlijke” wijze van voltooien te vinden.

b) (Zeer lastig; als u een oplossing heeft stelt de auteur het zeer op prijs daar kennis van te
mogen nemen.) Bedenk een algoritme met bewijs dat het werkt. Dit geeft een idee van de
moeilijkheidsgraad van sommige combinatorische problemen.

34. Neem de oplossingen van Opgave 31. Als we daarin symbolen mogen verwisselen en
tevens rijen cn kolommen permuteren, hoeveel verschillende blijven er dan over?

35. Construcer drie MOLS van de orde 4 die allemaal 1,2,3,4 als eerste rij hebben. Schrijf het
antwoord ook als orthogonal array.

36. Construeer twee MOLS van orde 9.
a) Gebruik de methode van Stelling 7.4.4.
b) Gebruik de methode van Stelling 7.4.5,

7. Construcer vier MOLS van de orde 5.
38. Construeer dric MOLS van de orde 4.
39. Construeer dric MOLS van de orde 20,

40. Bewijs dat er geen Latijns vierkant van de orde 4 is dat met

2
3
4
1

LS R S ]

W b o
W B e

ecn orthogonaal paar vormt.

41. Maak een Latijns vierkant van de orde 4 met de eigenschap dat ieder paar (i, ) met i # j
eenmaal voorkomt in naast elkaar staande hokjes.

42. Toon aan dat de constructic van 7.5.3 mogelijk is voor even n en niet voor oneven n.

43. Twee Latijnse vierkanten heten isomorf als er een permutatie van rijen, kolommen, en sym-
bolen bestaat die de ene in de andere overvoert.
4) Bewijs dat als een Latijns vierkant een orthogonale partner heeft, zulks ook geldt voor elk
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ermee isomorf Latijns vierkant.
b) Laat zien dat er ten minste twee niet-isomorfe Latijnse vierkanten van de orde 4 zijn.
c) (Moeilijker). Laat zien dat er precies twee niet-isomorfe Latijnse vierkanten zijn.

44, a) Laat zien dat het Latijnse vierkant gevormd door de tabel van de optelgroep Zg geen
orthogonale partner heeft. Zie ook Opgave 40.

b) Onderdeel a) en opgave 40 zijn een speciaal geval van de stelling dat het Latijns vierkant
gevormd door de optelgroep Z,, geen orthogonale partner heeft. Bewijs deze stelling (lastig).
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Hoofdstuk 8 Hadamardmatrices
8.1 Inleiding

EN Hadamardmatrix van de orde n is een n Xn matrix H met coéfficignten +1 en ~1,

_4 met de eigenschap dat het inwendig produkt van elk tweetal rijen nul is; daaruit volgt dat

ook elk tweetal kolommen orthogonaal is (ga dat na!). We kunnen dit ook in
formulevorm uitdrukken door te zeggen dat

HHT =pJ

Als we de rijen van H permuteren of sommige rijen van H met —1 vermenigvuldigen, dan is
het resultaat weer een Hadamardmatrix; evenzo voor de kolommen,

I. Hadamard (1865-1963) was omstrecks de ceuwwisseling cen van de belangrijkste wiskundi-
gen. Hij droeg veel bij tot de theorie van de analytische functies, de mathematische fysica en
parti¢le differentiaalvergelijkingen. In 1896 bewees hij de priemgetalstelling, tegelijk met C.J,
De La Vallée-Poussin (zie 5.6.2). Ook op het gebied van bijvoorbeeld onderwijs, logica,
waarschijnlijkheidstheorie en op vele andere gebieden was zijn invloed groot.

Hadamard bestudeerde dit soort matrices in verband met het volgende probleem, Gevraagd de
grootste waarde die |detH | kan aannemen op de verzameling van alle n x n matrices H waar-
van de coéfficiénten absoluut ten hoogsie 1 zijn. Als er een Hadamardmatrix bestaat van orde
n, dan geeft die ook de oplossing n"’2.

We kunnen een Hadamardmatrix altijd normaliseren, dat wil zeggen door bovengenoemde
bewerkingen op rijen en kolommen zorgen dat de eerste rij en de eerste kolom louter uit
clementen +1 bestaan. Voorbeelden:

oRE

zijn Hadamardmatrices, waarbij we in de laatste alleen het teken + of — hebben geschreven en
de 1 hebben weggelaten.

-+

+ +
+ - -
" —
-+ +

+ + + +
|

8.1.1 Stelling. Als H eecn Hadamardmatrix van de orde n is, dan geldtn =1 of n =2 of
n =0 (mod 4).

Bewijs. Laat n > 2. Nommaliseer H. We kunnen de kolommen van H zodanig permuteren,
dat de eerste drie rijen van H er als volgt uitzien.

++ -+ ++ -+ ++ o+ +4 o+
++-..+ ++...+ ..... — | _=m— e —_
++...+ ——— b 4 ++,.-+ &&&&& —_—

a kolommen b kolommen ¢ kolommen d kolommen

In deze dric rijen zijn maar vier types kolommen, in aantallen @, b, ¢ en d respectievelijk.
Uit het feit dat de drie inwendige produkten tussen deze drie rijen nul zijn, leiden we af
a+b-c—-d=0
a-b+c-d=0
2—-b-c+d=0
Tevens weten we
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a+b+c+d=n
Uit deze vier vergelijkingen vinden we n =4a (= 4b = 4c = 4d). t

8.1.2 Definitie. Een conferentiematrix C van de orde » is een matrix met diagonaalelementen
0 en alle andere elementen +1 of -1, zodanig dat

ccl=m-1y
0
8.1.3 Definitie. Een matrix A noemen we antisymmetrisch of ook wel scheef als
AT =-4A
[

8.1.4 Stelling. Als C ccn scheve conferenticmatnix is, dan is / + C ecn Hadamardmatrix.
Bewijs. ( +CYJ +CY =1 +C+CT+CCT =1+ -DI)=nl. 0

8.1.5 Stelling. Als C een symmetrische conferentiematrix van de orde # is, dan is

I1+C I +C
- +C =I~C

een Hadamardmatrix van de orde 2n.

Bewijs. Narekenen. i
De naam conferentiematrix is afkomstig van een van de toepassingsgebieden, namelijk de con-
structie van netwerken voor zogeheten “telephone confercnces”. In het ideale geval bestaat
zo'n netwerk geheel uit ideale transformatoren zoals in Figuur 8 (ontleend aan V. Belevilch,

Theory of 2n-terminal networks with applications to conference telephony, Electrical Communi-
cation, 27 (1950), 231-244).

Figunr 8
Een ideaal conferentienetwerk met 20 poorten.

De theorie berust op de constructie van een symmetrische matrix § waarin de elementen Sij Op
het teken na de transmissiecotfficiénten tussen twee poorten van het netwerk voorstellen. De
eis dat alle getallen Is;; | hetzelfde zijn, komt er ongeveer op neer dat als één persoon spreekt,
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de andere # — 1 hem of haar allemaal even hard horen. Verder moeten de zogeheten reflectie-
coéfficiénten s; nul zijn. Tenslotte betekent behoud van energie dat § ST = of.

8.2 Een produktconstructie voor Hadamardmatrices
Veel combinatorische constructies bestaan uit het maken van een nieuw groot object uit
kleinere. Een voorbeeld van zo'n constructic zagen we al in Stelling 7.4.5. We geven thans

weer zo'n stelling,
82.1 Definitie. Laat A = (a;} een n X n matrix zijn en B = (b,s) een m xm matrix. Dan

bestaat het Kroneckerprodukt A ® B uit n? blokken van m bij m als volgt

a“B a,zB e al,,B
3213 6!228 L aan
anlB a,,zB e GMB

Men gaat cenvoudig na dat
A®BYC®D)=(AC)®(BD)
en
A®BY =AT®BT

8.2.2 Stelling. Als H,, en H, Hadamardmatrices van ordes m en # respectievelijk zijn, dan
is H,, ® H, een Hadamardmatrix van de orde mn.

Bewijs.
(Ha®H)H,OH,) = H, HI®H HT
=tml, ®nl, =mnl,, ,
waar een notatie zoals I, de n xn eenheidsmatrix voorstelt. ' 0

8.3 Constructie van een conferentiematrix van de orde g + 1

Laat ¢ een macht van ccn oneven priemgetal zijn. Definieer % op GF (¢ ) net zoals het Legen-
dresymbool in GF(g) als q cen oneven priemgetal is, zie ook 5.7.1 tot en met 5.7.4 en 6.12 en
Opgave 29. Dat wil zeggen

0 asx=0,
x(x)=9 1 als x een kwadraat is,
-1  als x geen kwadraat is.

We herhalen nog eens wat we over het Legendresymbool vertelden. De funciie x heeft de
eigenschap dat x(x)x(y) = x(xy) voor alle x en y in GF(g). Omdat er evenveel kwadraten als
nict-kwadraten zijn in GF (g) \ {0} geldt

2 xa)=0

aeGF(q)
We resumeren de discussie in 5.7.4 door middel van het volgende Lemma.

8.3.1 Lemma. Alsc € GF(g) enc # 0, dan geldt
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2, xbxb +ey=-1 . (%)
beGF (g)
Bewijs. De term met & =0 is 0. We geven met 3 sommatic over de elementen ongelijk nul
aan. Het linkerlid van () wordt dan

X uB)xB)x(l+cb™) = T x(I+cb™h
beGF(g) beGF(g)
Als b alle elementen ongeliik 0 van GF(q) doorloopt, dan doorloopt cb™' eveneens alle
elementen van GF (g) ongelijk 0. Daaruit volgt dat het linkerlid van (x) gelijk is aan de som
van alle y(a) met ¢ # 1. Omdat uiteraard x(1) = 1, is het bewijs hiermee voltooid. I
De elementen van GF(g) nummeren we op de een of andere manier, waarbij ag=0. De
matrix Q = (g;;) defini¢ren we door

qij :=x(ai _“aj) ’ 0= i!j <q

Q is symmetrisch als ¢ =1 (mod 4) en scheef als ¢ = 3 (mod 4). Immers, in het ene geval
bevat het lichaam GF(q) een element van orde 4, waarvan het kwadraat —1 is, en in het
andere geval is —1 geen kwadraat,

In het vervolg stelt J een matrix voor waarvan alle elementen 1 zijn. We zullen meestal nala-
ten de afmetingen van J aan te geven. Uit het Lemma volgt ‘

Q QT = q[q -J ’
(ga na) en omdat de som van alle x(a) gelijk is aan nul, geldt eveneens
QJ=70Q0=0
Uit @ maken we een matrix C van afmetingen g+1 bij g+1 als volgt
011 - 1]
] |
C:= c )
1 J

waarbij we ervoor zorgen dat C ook scheef of symmetrisch is.
Nu geldt

cCl=q ,
dat wil zeggen, we hebben cen conferentiematrix gemaakt. Deze constructie is bedacht door
Paley, en deze matrices worden ook wel Paleymatrices genoemd.
R.E.A.C. Paley (1907-1933) publicecrde in de vicr jaar van zijn wetenschappelijke loopbaan 26

artikelen van hoge kwaliteit, voomamelijk over Fouriertheorie. Hij kwam tijdens het skitn om
het leven door een lawine,

8.4 De eerste orde Reed-Muliercode
Uitgaande van

]

en Stelling 8.2.2 maken we achtereenvolgens Hadamardmatrices van ordes 4, 8, 16, 32, enzo-
voorts. Zo vinden we bijvoorbeeld H g van de vorm van Figuur 9.
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+ + |+ + |+ o+ |+ 4
+ =1+ -+ -]+ -
+ + - <+ o+ |- -
o = U+ o~ |- 4+
+ F |+ - - e
+ - |+ - +i- 4+
+ + |- == -]+ +
+ == +l~ +}|+ =
Figuur 9

Een Hadamardmatrix van orde 8

De zo verkregen matrices noteren we met H,, waar n de orde is. Kennelijk geldt telkens
# =27 voor zekere m. In H, vervangen we de +1 door 0 en de —1 door 1. We vinden dan
n rijen die we opvatten als rijvectoren uit F. We nummeren de rijen van O tot en met n — 1
(=2"-1.

Wat gebeurt er bij de stap van m naar m + 1, dat wil zeggen bij verdubbeling van n? De
nieuwe rijen hebben de vorm (¢;,¢;) voor 0< i < n en (¢;,¢; + 1") voor n < i < 2n, waarbij
1" de vector (1, 1, . . ., 1) (n enen) voorstelt.

8.4.1 Stelling. Laat R’(1,m) de collectic rijvectoren uit F3' zijn, verkregen uit de H, van
hicrboven. Dan is R’(1,m) een vectorruimie van dimensie m,
Bewijs. Voor m =1 is de bewering triviaal. We gaan verder met volledige inductie naar m .

Als vy, v3, ..., v,, een basis van R’(1,m) voorsielt, dan bestaat R’(1, m+1) uit alle lineaire
combinaties van de vectoren (v;,v;), waar 1< i < m, en (0", 1*, zoals we hierboven al ge-
zien hebben, a

84.2 Definitie. De cerste orde Reed-Mullercode R(1,m) van lengte n =2™ en dimensie
m + 1 is de vectorruimite over F, die wordt opgesparinen door R ‘(1,m) en de basisvector 17. ]
De lezer die de symbolen + en — verkiest boven O en 1, kan de rijen van H, en —H, als vec-
toren netmen. In dat geval heeft het object geen natuurlijke structuur van vectorruimte.

8.5 De Marsfoto’s

De code R(1,5) bestaande uit 64 woorden van 32 “letters” {elk 0 of 1) is gebruikt voor het
verzenden van foto’s van de planect Mars.

De foto’s worden verdeeld in vele zeer kleine vierkantjes (pixels geheten), en van elk wordt de
zwartingsgraad gemecten in een schaal van 0 tot en met 63. Binair is dat zes bits. In de zes
kolommen van R(1,6) uit Opgave 53 wordt dit getal opgezocht en vervolgens wordt de hele
bijbehorende rij van 32 bits uitgezonden. Dit duurt dus iets meer dan vijf maal zo lang als
wanneer alleen maar de zwartingsgraad wordt verzonden.

Ten gevolge van ruis wordt het signaal verminkt ontvangen, waardoor de ontvanger nogal eens
een 1 als O of een 0 als 1 interpreteert. We kunnen ons nu in elk zo’n rij van 32 bits zelfs
zeven fouten veroorloven, zonder dat er iets misgaat.

Het zogeheten decoderen gaat als volgt. Ga eerst weer over op de representatic met 1 en ver-
menigvuldig het ontvangen signaal ¢ met H ;"2. Als er niets fout is, is het ontvangen signaal
een r1ij van H 3, of van ~H 4y, en dus is cH §2 een vector met 31 cobrdinaten 0. Zo kunnen we
dus zien dat ¢ goed is. We bespreken niet hoe het decoderen verloopt bij een foute c.
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Figuur 10
De krater Arandas op Mars.

Opgaven

45. a) Laat C een conferentiematrix zijn. Bewijs met de methode van Stelling 8.1.1 dat C
door middel van permutaties van rijen of kolommen of beide, alsmede door vermenigvuldigen
van rijen of kolommen met -1 op antisymmetrische vorm gebracht kan worden als
n =0 (mod 4) en op symmetrische vorm als n = 2 (mod 4). _

b) Als n oneven is en groter dan 1, dan bestaat er geen conferenticmatrix van de orde #.

46. Construeer cen conferentiematrix van de orde 6.

47. Laat H = (h;;) een Hadamardmatrix van de orde n zijn, en veronderstel dat de linker
kolom en de bovenste rij beide geheel uit +1-en bestaan. Nummer de rijen en kolommen van
O tot en met n—1. Laat voor elke i, 1<i<n-1 de deelverzameling B; van
{1,2,..., n — 1} voldoen aan

JeB <= h;=1voorallej, 1< j<n -1
Bewijs dat alle B; uit evenveel elementen bestaan, en dat iedere verzameling
{a.b}c{1,2,..., n—1} meta # b in evenveel verzamelingen B; is bevat.

48. Zie Definitic 8.2.1.
a) In welke rij en kolom staat het getal @b, inA ®B?
b) Verifieer de identitciten die na Definitic 8.2.1 vermeld staan.

49. Bewijs dat als A en B permutatiematrices zijn, A ® B het ook is.

50. Construeer met behulp van Stelling 8.2.2 een Hadamardmatrix van de orde 8.
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51. Construeer Hadamardmatrices van de orde 24 door de constructie van 8.3 toc te passen met
q =5 en ook met ¢ = 23.

52. Voor welke 7 < 25 kunnen we nu een Hadamardmatrix van de orde 4n construeren?

Men vermoedt dat er voor elke n die een viervoud is, een Hadamardmatrix van de orde n be-
staat. (De kleinste n waarvoor men nog niet weet of er een Hadamardmatrix van die orde be-
staat, is 428).

53. Bewijs dat er in de lijst van 2n rijen (“woorden™) van R (I,m) een m+1-tal kolommen is
zodanig dat op deze m + 1 plaatsen iedere mogelijke rij van nullen en enen precies één keer
voorkomt.

(Men zegt wel dat R(1,m) systematisch is op deze m+1 plaatscn).

54. Bewijs dat er bij 7 fouten of minder in ¢ precies één goede keuze is van het gezonden sig-
naal. (Een goede keuze is er een waarbij het veronderstelde gezonden signaal op een zo klein
mogelijk aantal bits afwijkt van het feitelijk ontvangen signaal).

55. Definieer voor n =2™ enalle i, 1< i < m de matrix M, door
M"(i) :=]2m-i ® H2 @lzi—l

a) Hoe ziet M{® eruit?
b) Bewijs dat H, = M,IM® . .. p )

56. De bovengeschetste methode voor decoderen is nog te langzaam. Dit vraagstuk gaat over
een manier om het decoderen vlugger te doen verlopen.

a) Als we xH[ bepalen, hoeveel vermenigvuldigingen met £1 moeten dan worden uitgevoerd?
b) Als we hetzelfde doen met de representatie uit Opgave 55 (vermenigvuldigen met O telt dan
niet mee) hoeveel vermenigvuldigingen moeten dan worden uitgevoerd?
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Hoofdstuk 9 Block designs
9.1 Balanced incomplete block designs
E EN balanced incomplete block design is een collectic P van v punten tezamen met een

collectic B van b deelverzamelingen van P, blokken genaamd, zodanig dat voor zekere
positieve gehele &, r en A geldt:

) icder blok bevat £ punten,
(ii) ieder punt zit in r blokken,
(iii) ieder paar punten zit in A blokken.

Vaak eisen we bovendien
(iv) 2<k<y -1

9.2 Terminologie en notatie

We korten “balanced incomplete block design™ wel af tot BIBD, ¢n we noemen het ook wel
een 2-design. Als we de parameters van het design ook willen noemen, spreken we van
BD(v,k;b,r,2) of van een 2-(v,k,A)-design. De reden waarom we de parameters b en r
mogen weglaten zal aanstonds blijken.

Volgens onze definitie ligt cen blok vast door zijn punten, maar sommige auteurs gebruiken
een icts ruimere definitie, waarin het toegestaan is dat er herhaalde blokken voorkomen,

In de theoric van de designs hebben v, k, b, r, A altijd dezelfde betckenis. Veel auteurs
houden in parameterlijsten zoals hierboven ook de hier gebruikte volgorde aan. De letter v
voor het aantal punten (variéteiten) verraadt de landbouwkundige oorsprong van deze theorie.
Als niet voldaan is aan eis (iv), dan spreken we van een trivigal design. Welke zijn de triviale
designs?

9.3 De incidentiematrix
Om een BD(v,k;b,r,2) te beschrijven voeren we de zogeheten incidentiematrix A van het
design in. We nummeren de punten van P als PP, ...,P, en de blokken van B als
BBy, ... ,By. Merk op dat we kleine hoofdletters gebruiken voor de punten en blokken cn
grote hoofdletiers voor de verzamelingen van alle punien respecticvelijk alle blokken. De
matrix A heeft b rijen en v kolommen, heeft vitsluitend nullen en enen als elementen, en wel
a,-j =1 als Pj € B;
al'j =0 anders
De definitie van een BIBD kunnen we als volgt vertalen in eigenschappen van A.
(i) Iedere rij van A heeft & enen,
(i} iedere kolom van A heeft r enen,

(iii)twee verschillende kolommen van A hebben inprodukt A.
Dit kunnen we ook als volgt schrijven:

Al =ikJ
in plaats van (i), en in plaats van (ii) en (i'ii) samen:
ATA =@ -0 +N
We brgngen de conventie betreffende J van het vorige hoofdstuk in herinnering (zie 8.3).

9.3.1 Stelling. Voor de parameters van een BD(v,&;b,r,A) geldt
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i) bk =vr

GDAv — D) =rk-1)
Bewijs. (i) Tel het aantal enen in A op twee manieren, eerst per rij en daama per kolom. Dit
geeft respectievelijk het linkerlid en het rechterlid van (i).
(il We tellen het aantal horizontale paren (1,1) in de matrix A met de voorste 1 in kolom 1.
Dit doen we op twee manieren. Er zijn r rijen met een 1 in de eerste kolom, immers de eerstc
kolom heeft precies r enen. Elk van die r rijen heeft nog k — 1 andere enen. In totaal zijn er
dus r(k — 1) paren (i,jymet j # 1 en aj =ay; =1
Anderzijds, er zijn v — 1 kolommen met nummers 2 tot en met v. Elk van die kolommen
heeft inprodukt A met de eerste, dat wil zeggen, in elk van die kolommen staan A enen die een
bijbchorende 1 in de cerste kolom hebben. Op deze manier tellende vinden we A(v — 1) hori-
zontale paren (1,1) met een 1 in de eerste kolom. (I

9.3.2 Stelling. (Fisher) Voor de parameters van een nict-triviaal BD(v,k: b, 7, A) geldt
b>vy

Bewijs. We bepalen de determinant van de v bij v matrix ATA. Op de hoofddiagonaal staat
overal r, en elders A. Trek eerst de bovenste rij van alle volgende rijen af. Tel daama kolom
2 tot en met kolom v bij de eerste kolom op. Zo ontstaat een bovendriechoeksmatrix, met in de
linkerbovenhoek r + (v — 1)A, dat wil zeggen rk wegens Stelling 9.3.1 (ii), en verder r — A
langs de diagonaal.

De determinant van A7 A 1s dus rk(r — A)""}, hetgeen nict nul is, omdat A=r zou betekenen
v = k. Dus de rang van A TA is v, en daarom rang(A) 2 v. Dus A heeft ten minste v rijen,
waarmee het bewijs voltooid is. 1

94 Symmetrische designs

Het is een gewoonie geworden om een block design symmetrisch te noemen als b = v (en dus
ook r = k). Merk op dat dit betckent dat de bijbchorende matrix A vierkant is, maar niet dat
A noodzakelijk symmetrisch is.

In ecn symmetrisch design zijn de begrippen punt en blok in zekere zin verwisselbaar. De vol-
gende stelling gaat daarover.

9.4.1 Stelling. Laat A de incidentiematrix van een symmetrisch 2-(v, &, A) design zijn. Dan
geldt

AAT = (k=0T +0J

Bewijs., We gaan aantonen dat AT eveneens incidentiematrix is van een 2-(v,k,A) design.

Dat elke rij en elke kolom van AT precies k enen heeft, spreekt vanzell.

We gaan nu door verstandig tellen het inprodukt van een willekeurige rij van A met een andere

berckenen. Laat B een willekeurig blok van het gegeven design zijn. Laat verder voor elke
(0< i< v) a; het aantal van de overige blokken voorstellen dat precies i punten met 8

gemeen heeft.

Omdat er v — 1 overige blokken zijn, geldt

Ya=v-1 . @)

Als we in de kolommen waar 8 een 1 heeft, enen in de overige rijen gaan tellen, eerst per rij
(blok) en dan per kolom, vinden we

Sig =k(k—1) . (ii)

Tenslotte tellen we, wederom in de rijen ongelijk 8, horizontale paren (1,1) met beide enen in
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dezellde kolom als een 1 vit 8. We vinden dan

(- (2)

Als we 2 maal (iii), (1 ~ 2A) maal (ii) en A? maal (i) bij elkaar teflen, vinden we met gebruik-
making van Stelling 9.3.1 (i)

TG -2 =0 , | (iv)

waaruit volgt dat ¢; =0 tenzij { =A. Met andere woorden, alle overige blokken van het
design hebben precies A punten gemeen met 8. In termen van de incidentiematrix wil dit zeg-
gen dat de met 8 corresponderende rij van A met alle andere rijen inproduke A heeft. 0
Zoals al opgemerkt in het bewijs van Stelling 9.4.1 is in geval van een vierkante incidentiema-
trix A van een block design, de matrix AT evencens incidentiematrix van een block design
(maar in het algemeen niet hetzelfde). We noemen dit design het duale design van hct
oorspronkelijke design.

We kunnen uit een symmetrisch block design nog op twee andere manieren nieuwe block
designs maken en wel als volgt. Kies een van de blokken. De nieuwe puntenverzameling be-
staat dan uit hetzij de punten van het uitverkoren blok, hetzij die van'het complement. In
beide gevallen nemen we voor de nieuwe blokken de doorsnede van de overige oude blokken
met de nieuwe puntenverzameling. In het ene geval spreken we van een derived design (een
2-(k,A,2—1) design) en in het andere geval van een residual design (een 2-(v—k, & —A,})
design). Merk op dat in het derived design en in het residual design herhaalde blokken kunnen
voorkomen, zoals in de eerder vermelde ruimere definitie ook is toegestaan. De incidenticma-
trices D ¢n R van het derived design en het residual design verkrijgen we uit dic van A, door
dc kolommen van A om te schikken totdal cen van de rijen (zeg de bovenste) bestaat uit cen
1ij enen, gevolgd door een rij nullen. Dan bestaat de matrix A uit vier delen als volgt

111...1[000...0

9.5 Voorbeelden

95.1 Een 2-(7,3,1) design

Neem als punten de elementen van F;. We beginnen met het blok 8, = {0,1,3}. Voor elke i
met 1< { < 6 vormen we 8; door i bij ieder element van 2, op te tellen (modulo 7).

Merk op dat de zes verschillen van paren elementen uit 8, juist de elementen van F7\ {0}
zijn. Bij gegeven ongelijke x en y is er één paar (a,b) inBometa —b =x —y. Dat wil
zeggen dat x en y samen in 8,_, zitten. We hebben dus een symmetrisch 2-(7,3,1) design
geconstrueerd. Dit design wordt vaak aangegeven als in Figuur 11. Het wordt ook wel het
Fano-vlak genoemd. _
G. Fano (1871-1952), een ltaliaans wiskundige, was een pionier op het gebied van de eindige
meetkundes.
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Figuur 11
Het Fano-viak

Op dezelfde wijze kunnen we een 2-(13,4,1) design maken met behulp van F;3. De lezer
wordt aangeraden dit te proberen; we zullen nog enkele malen op dit 2-(13,4,1) design terugko-
men.

9.52 Een 2-(6,3,2) design
Beschouw de graaf® van Figuur 12.

Figuur 12

Op de verzameling (1,2,34,5,6} van hoekpunten van G maken we een design door als
blokken alle verzamelingen {x,y,z} van drie hoekpunten te nemen, die één of drie ribben van
G bevatien. Bijvoorbeeld {1,2,6} en {1,2,4} zijn blokken. Op deze manier ontstaat een
2-(6,3,2) design. Ga dit na. Hoeveel blokken zijn er? De drietallen die geen blok vormen in
het zojuist geconstrueerde design, vormen samen ook een 2-(6,3,2) design.

9.5.3 Een 2-(16,6,2) design

Op de puntverzameling {1,2, . . ., 16} maken we een design met 16 blokken. In Figuur 13
vormen de vetgedrukte getallen juist 8,q: merk op dat 10 zelf geen element is van 3 .

Voor elke i, 1< i < 16 bestaat B; uit de zes getallen ongelijk i die in dezelfde rij en kolom
staan als i. Ga na dat dit een symmetrisch 2-(16,6,2) design oplevert.

9.5.4 Hadamard 2-designs

Een Hadamard 2-design is een 2-(4m-1,2m—1,m—1) design dat op de volgende manier is
verkregen uit een genormaliseerde Hadamardmatrix van orde 4m (zie 8.1). Laat de eerste rij
en kolom (die geheel uit +1 bestaan) weg. Vervang dan alle —1 door 0. Zo verkrijgen we de
incidentiematrix van het design. Dat dit inderdaad een design is volgt uit het telargument in

t Dit woord (meervoud: grafen) is gevormd naar analogie met paragraaf, autograaf, epigraaf en holo-
graaf, die allemaal een geschrift betekenen.,

Verwante woorden zijn fotograaf, lexicograaf, kalligraaf, biograaf en geopraaf, alsmede telegraaf,
seismograaf, pantograaf en nog ongeveer 100 andere, die allemaal een schrijvende mens of machine
betekenen.

Met rijksgraaf, dijkgraaf, meigraaf of zelfs loopgraaf heeft het woord niets uit te staan, Sommige au-
teurs prefereren daarom het Engelse graph (meervoud: graphen) of zelfs graf {meervoud: 7).
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Figuur13
het bewijs van Stelling 8.1.1.

9.5.5 Een 2-(10,4,2) design

Beschouw het symmetrische 2-(16,6,2) design van 9.5.3. Kies hierin een willekeurig blok.
Het bijbehorende residual design is een BD(10,4;15,6,2). Het bijbehorende derived design is
triviaal, want het bestaat uit alle () paren uit zes elementen.

9.5.6 Een 2-(15,3,1) design

Ncem als puntenverzameling de vijflicn clementen ongelijk O uit GF(2%. Blokken zijn ver-
zamelingen {xy.z} met x +y +z =0. Men gaat cenvoudig na (doen!) dat dit een
BDX(15,3;35,7,1) is.

9.6 Projectieve en affiene vlakken
Een symmetrisch block design met A = 1 noemt men ook wel een projectief viak. In dit geval
heten de blokken ook wel lijnen. Uit Stelling 9.3.1 volgt dat v =k (k — 1) + 1. De eisen (i)
tot en met (iii) van de definitie in 9.1 kunnen we nu zé formuleren:

(i) iedere lijn bevat k punten,

(ii) ieder punt ligt op £ lijnen,

(ii)door twee verschillende punten gaat precies één lijn.
Uit Stelling 9.4.1 volgt dat ieder tweetal lijnen in een projecticf vlak een snijpunt heeft; er zijn
dus geen “evenwijdige” lijnen.
Het is gebruikelijk om het getal n =k — 1 de orde van het vlak te noemen. Het aantal punten
is dan 72+ n + 1, het aantal lijnen eveneens, en op iedere lijn liggen n + 1 punten.
In 9.5.1 zagen we het projectieve vlak van de orde 2, het Fano-vlak. Bedenk dat in Figuur 11
de verzameling {1,6,5} ecn van de “lijnen” is.

Stelling 9.6.1. Als n-de macht van een priemgetal is (# # 1), dan bestaat er ten minste één
projectief vlak van de orde n.
Bewijs. We gebruiken als hulpverzameling de verzameling X, van drietallen (x y.z) € F2 die
voldoen aan de volgende eisen:

(») ten minste één van de drie codrdinaten x, y, z is ongelijk 0,

(#)de eerste codrdinaat die niet 0 is, is 1.
Dus X, bevat alle drietallen (0,0, 1), (0,1,x), (1,x,y), waarbij x en y verder willekeurig zijn
in F,. Merk op dat geen punt in X,, een scalair veelvoud is van een ander punt in X, en dat
elk punt van F,’ \ {(0,0,0)} scalair veelvoud is van precies één punt van X, .
Deze hulpverzameling X, gebruiken we voor het parametriseren van zowel de verzameling
punien als de verzameling lijnen. Een punt noteren we als P(x,y,z), met (x,y,z) € X, en
een lijn als L(a,b,c), met (a,b,c) e X,. We spreken af dat L(a,b,c) juist die punten
P{x,y,z) bevat, die voldoen aan
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ax +by +cz =0

(i) Als we punten zoeken die (voor gegeven (a.b,c) € X,) op L(a,b,c) liggen, moeten we
één vergelijking met drie onbekenden o flossen Er zijn in totaal n? oplossingen, maar als we
de verboden (0,0,0) niet meerekenen, n” ~ 1. Bij iedere oplossing (x,v,z) is 0ok (Ax, Ay,Az)
met Le F, \ {0} een oplossing. De totale verzameling oplossingen ongelijk (0,0,0) valt dus
uiteen in (n2 —~ D/(n - 1) groepjes van opIossmgen Binnen elk zo’n groepje zijn de oplos-
singen scalaire veelvouden van elkaar, en elk zo'n groepje bevat precies één element van onze
hulpverzameling X,,. Het aantal punten P (x,y,z) in L(a,b,c) is dus gelijk aan het aantal van
die groepjes, dat wil zeggen aan n + 1.
Precies op dezelfde manier vinden we dat elk punt P(x,y,z) op » + 1 lijnen L(a, b, ¢) ligt.
(i) Als we een lijn L(a,b,c) zoeken, die twee verschillende punten P(x1,y1,21) en
P{x3,y,,2;) bevat, moeten we twee vergelijkingen met drie onbekenden oplossen. Omdat
(x1,¥1,z1) en (x2,¥3 2;) onafhankelijk zijn, zijn alle oplossingen (a,b,c) ongelijk (0,0,0)
scalaire veclvouden van elkaar. Daarom is er maar én lijn L{(a, b, ¢) die beide punten bevat.
Hiermee is aan alle eisen voldaan. a
Het zojuist geconstrueerde projectieve vlak wordt meestal PG (2,n) genoemd, dat wil zeggen
“Projective Geometry of dimension 2 and order n”. Wat er eigenlijk in het bewijs van Stel-
ling 9.6.1 gebeurt is het volgende. Beschouw in de 3-dimensionale vectorruimte over GF (n)
alle lijnen door de oorsprong en alle viakken door de oorsprong. Een lijn P geven we door
haar richtingsvector (x,y,z) en een vlak L door de normaal {(a,b,c) ervan. Danligt P in L
als ax + by + ¢z = 0. Het enige wat dan verder gebeurt is naamsverandering. Lijnen worden
punicn genoemd en vlakken worden lijnen. Daarom worden codrdinaten in PG (2, n) meestal
anders gedefinieerd dan wij het hebben gedaan. Men gebruikt alle drietallen (x,y,z) # (0,0,0)
en men spreekt af dat de drietallen (x,y,z) en (Ax, Ay, Az) hetzelfde punt van het vlak bepalen
als & # 0. Ze stellen immers dezelfde lijn door de oorsprong voor. Men noemt dit homogene
. codrdinaten. Wij zullen deze methode in het vervolg ook gebruiken.
Er zijn ook andere projectieve vlakken dan degene die volgens deze methode geconstrucerd
worden.  Alle bekende voorbeelden hebben echter wel een orde die een macht is van ecn
pricmgetal.  Ecn beroemd open probleem is of er ook andere ordes zijn dan priemmachten.
Bekend is, dat er geen projectief vlak van orde 6 bestaat. Men vermoedt dat er geen projectief
vlak van orde 10 bestaat.

9.6.2 Definitie. Een BD(n% n;n%+n,n +1,1) wordt een affien viak van orde n genoemd. [
Een voorbeeld is uit de lmealre algebra bekend voor het geval dat n macht is van een priemge-
tal, namelijk de collectic van n? punten en n2 + n rechten uit het viak F2

Een punt is een paar (x,y)e F.2 en een rechte wordt gegeven door een vergelijking

ax + by =c, waarbij (a,b) # (0,0). Er zijn inderdaad n? + n rechten, zoals men eenvoudig

nagaat (doen!),

Voor het zojuist geconstrueerde afficne vlak geldt het zogeheten parallellenaxioma. Dit luidt:
Bij iedere lijn / en ieder punt P ¢ ! is er precies é¢n lijn m door P zodanig dat / en m
geen punt gemeenschappelijk hebben, dat wil zeggen zodanig dat ! en m evenwijdig zijn.

We gaan nu met behulp van een telargument bewijzen dat dit voor elk affien vlak geldt.

9.6.3 Stelling. Laat B een 2-(n% n, 1) design zijn, met anderc woorden, B is een affien vlak
van de orde n. Laat B; een blok zijn van B en P een punt met P ¢ 8. Dan is er precies één
blok 8, zodanig dat P € B, ¢n 51 N By =@,

Bewijs. Laats = (Py,Pp, ..., P,}. Voorelkei, 1< <n is er precies één blok dat » en p;

bevat.  Bij verschillende { horen zo verschillende blokken, omdat door ieder tweetal {p;, ,}
slechts één blok gaat, namelijk 2, en P ¢ 8. Door p gaan echter n + 1 blokken, waaronder
dus precies €én dat geen enkel punt met B gemeen heeft. {1
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9.7 De Stelling van Singer
We zagen in 9.5.1 een constructie van PG (2,2); met Fy; verkrijgt men een analoge constructie
van PG (2,3). De bijbehorende incidentiematrices waren in beide gevallen cyclisch. Dat wil

zeggen, elke rij kan uit de vorige gevormd worden door alle elementen een positie op te
schuiven en de laatste vooraan te zetten.

We zullen nu aantonen dat dit voor iedere PG (2,p) kan met p priem. Het bewijs voor

PG (2,9) met ¢ een macht van een priemgetal is analoog, maar het is eenvoudiger om ons tot
priemgetallen p te beperken.

We beschouwen nog eens de logaritmentafel van het lichaam GF (p%) zoals in 6.11. Laat «
een primitief element zijn, en definieer

B = ap2+p+l
Dan geldt
Bp—! - (ap2+p+1)p*l = ap’—l =1

en dus is § een element van F,. LaatV (zxe Figuur 14) het stuk van de logaritmentafel zijn,
behorende bij de machten o met 0<i= p +p.

1| a| a®
1= 110] 0
o= 01 0
o= |0 1
PP =
Figuur14

De volgende rij van de tafel behoort bij B, en omdat B € F,, is deze rij blijkbaar (B 0 0). Dit
betekent dat de rijen behorende bij o' met

p2+p+15i<2(p2+p+1)

verkregen kunnen worden door alle rijen van V mel B te vermemgvuldlgen De daarop vol-
gende p? + p + 1 rijen ontstaan door de rijen van V met B te vermenigvuldigen, enzovoorts.
De rijen van de vo]ledlge logaritmentafel representeren juist alle vectoren ongelijk aan (0,0,0)
uit de ruimte F De rijen van V representeren precies de p + p + 1 punten van PG (2,p).
Immers, waar een vector (x,y.z) ook in de logaritmentafel staat, het is ecn veelvoud van ecn
vector in V,

We gaan nu een incidentiematrix maken voor PG(2,p). De puntenverzameling heeft al een
natuurlijke nummering omdat elk punt met een element van V correspondeert en elk element
van V is de coéfficiéntenrij van een zekere o, Die ¢ is het nummer van zo’n punt.

Kies nu een lijn in PG (2,p). De gekozen lijn laten we corresponderen met de eerste rij van
onze incidentiematrix. Elk drietal punten op die lijn correspondeert met een drietal rijtjes uit
V, die horen bij zekere machten van «, zeg o, o en of. Omdat de bijbehorende punten van

PG (2.p) op €n lijn liggen, zullen deze drie rijtjes uit V afhankelijk zijn. Dat betekent dat
voor zekere ¢y, ¢; en c3 in F, geldt
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1o +cy0f + cqot =0
Maar dan geldt ook
c10*! + coof ! 4 cqaft = 0

Dat wil zeggen, ook of*', o/*! en o**! corresponderen met een drietal punten op é¢n Lijn. Als
we de volgende rij in de incidentiematrix voor deze lijn bestemmen, dan zal die rij ten opzichte
van de eerste een positie naar rechts geschoven zijn. Immers, met elk drietal enen in kolom-
men i, j en £ van de eerste rij correspondeert een drietal enen in kolommen i+1, j+1l en k+1
in de tweede rij. Vanzelfsprekend, als £ = p* + p, dan ¢**! = §, en dus zal in dat geval de
volgende rij in de incidentiematrix met cen 1 beginnen, omdat B en o° hetzelfde punt voorstel-
len. Eveneens vanzelfsprekend is dat we de derde, en volgende rijen in de incidentiematrix op
dezelfde manier uit hun voorgangers kunnen vormen. De onderste rij zal, cyclisch verschoven,
weer de bovenste zijn,

Hiemmee is een stelling bewezen, die voor het eerst door J. Singer in 1938 werd geformuleerd
en bewezen:

9.7.1 Stelling van Singer. Voor ieder priemgetal p bestaat er een projectief vlak van de orde
p met een cyclische incidentiematrix. 1]

9.7.2 Voorbeeld. Over F;is x*> — x + 1 primitief. Van de logaritmentafel van GF (27) ziet
het stuk dat we V' genoemd hebben, er uit als in Figuur 15.

1| x | x2
%= 110 0
xt={0o|1] o0
2= [0]0] 1
x? = 211 0
x*=1ol2!1
X3 = 2 1 2
=111
xT= | 21211
2= [210] 2
x° = 1 1 0
= o1} 1
M= 211
2= |20 1

Figuur 15

De 13 machten van x vormen de punten van het projectieve viak PG (2,3). In de vectorruimte
F33 vormen de vier vectoren met laatste codrdinaat 0 een vlak. Dit wil zeggen dat de vier rijen
van V behorende bij x*, voor i =0, 1,3, 9, (juist de vier rijen die op een O eindigen) vier
punten van PG (2,3) vormen op én lijn, namelijk de lijn L(0,0,1). Hiermee hebben we een
van de oplossingen van de vraag in 9.5.1, namelijk het viertal {0,1,3,9} modulo 13, gevonden.
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9.8 Steinersystemen
We beginnen met een methode die het idee van 9.5.1 generaliseert. Ook deze methode maakt
gebruik van eindige lichamen.

9.8.1 Stelling. Laat v =6¢ + 1 =g, waar ¢ een macht is van een priemgetal. Laat o een
pnmmef element zijn van GF (¢). Laat voorelke i met 0< i <t enelke £ € GF (g) het blok
8; ¢ door ‘

Big={of +&, 0" +&, a¥ + )

gedefinieerd zijn. Dan vormen deze blokken een 2-(v,3,1) design.

(De blokken 8; ; met & = 0 heten basisblokken).

Bewijs. Het idee is hetzelfde als in 9.5.1. Bij elk tweetal elementen x en y van GF (g) moe-
ten weeeni vindeneneena en b in B; o zodanig datx —y =a — b. Immers dan is B; ;_,
juist het blok dat x en y bevat.

Om in te zien dat we zo’'n i kunnen vinden, gaan we beredencren dat alle elementen van
GF (g ) elk precies één maal voorkomen als verschil van elementen in een bamsblok

Om te beginnen bepalen we de zes verschillen uit 8oy, dat wil zeggen uit {1,062 ,0*}.

metken op dat o® = 1, dus o =—1, omdat « primitief is. Verder is o® — 1 te schrijven als
macht van o.zeg als o, wederom omdat o primitief is. De verschillen zijn
2 l=0 en —(o¥-1) =¥ |

0,_4: _ az: = as+21 en —(a‘“ _ uz:) = as+5: ,
1 - (14! = aﬁt _ a4l - as-Mi en '—(I _ a4!) — aS-H

De zes verschillen van een basisblok ; o zijn gelijk aan het produkt van de verschillen van Bogo
en o, waarbij 0< i <¢. We vinden dus elke macht o (0< Jj < 0t) ergens als verschxl van
basisblokelementen, [
Merk op dat we op deze manier tv = ¢(6¢ + 1) blokken construeren, maar dat Stelling 9.3.1 al
impliceert dat een 2-(6¢+1,3,1) design precies zoveel blokken heeft.

De andere constructies gebruiken een idee dat we in vorige hoofdstukken al enkele keren had-
den gezien, namelijk uit twee kleintjes een grote maken.

9.8.2 Definitie. Een Steiner Triple System is een 2-(v,3,1) design. We schrijven ook wel
STS(v). 0
J. Steiner (1796-1863), Zwitsers boerenzoon en autodidact, was een van de toonaangevende
meetkundigen in Duitsland. Hij herstelde de zuivere begrippelijke meetkunde in ere, en moest
niets hebben van berekeningen met cobrdinaten en van tekeningen.

De term Steiner System werd overigens voor het eerst in 1938 gebruikt door E. Witt, die zich
evenmin als Steiner realiseerde dat de Engelse wiskundigen W.S.B. Woolhouse en de Reverend
T.P. Kirkman eerder dan Steiner waren met respectievelijk de definitie en belangrijke resulta-
ten.

Uit Stelling 9.3.1 volgt dat voor de parameter v van een STS(v) geldt v =1 (mod 6) of
v =3 (mod 6), en dat verder b = v(v — 1)/6 voor het aantal blokken.

9.8.3 Voorbeelden.
(i) Het triviale design bestaande uit één blok van drie punten voldoet niet aan de eis
k <v — 1, maar is wel een STS(3).
(ii) PG (2,2) is een STS(7).
(iii)Het affiene vlak van de orde 3 uit 9.5.1 is een STS(9).




54 DISCRETE WISKUNDE

(iv)In Opgave 75 wordt een STS(13) geconstrueerd.

(v) In 9.5.6 gaven we een veoorbeeld van een STS(15).

(vi)Uit Stelling 9.7.1 volgt dat een STS(v) bestaat voor v = 19, 25, 31, 37.
Van de mogelijke waarden van v onder de 40 hebben we nu alleen 21, 33 en 39 nog niet
gehad. Daar deze getallen verschillende priemfactoren hebben, is wellicht een produktconstruc-
tie mogelijk.
We beginnen met het eenvoudigste voorbeeld, 21. We hebben al een STS(7), zeg op de ver-
zameling (1,2,34,5,6,7). We vormen een verzameling van 21 punten die we a;, b; en ¢; noe-
men, waar 1< £ < 7. Als blokken nemen we nu de zeven tripels {a;,b;,c;}, met 1€i < 7,
en verder alle tripels {a;,b;,c } met {i, j,k} in het gegeven STS(7). We hebben nu al 7 + 42
blokken. Tenslotte nemen we als blokken alle 21 tripels {a;.a;,a¢ ). (b, bj, b}, {ciociien )
waar {i,,k} weer uit het gegeven STS(7) komen. Ieder tweetal punten komt nu in precies
¢én blok samen voor, en het totaal aantal blokken is inderdaad 70.
Op dezelfde manier is een STS(39) te construeren. Algemener hebben we de volgende Stel-
ling.

9.8.4 Stelling. Als een STS(v|) en een STS(v,) beide bestaan, dan bestaat er ook een
STS(vv,).

Bewijs. Neem aan dat voor { = 1,2 een STS(v;) gegeven is op de punttverzameling V; met
blokkcnverzameling S;. Neem nu als puntverzameling V,xV,. Als blokkenverzameling
nemen we alle drictallen {(x;,y1), (x2,¥2), (x3,y3)}, waar hetzij x;=2x,=x; hetzi]
{x1,x2,23} € §;, en waar bovendien voor de y iets dergelijks geldt: Y1=Y2=y3 of
{y1.¥2.¥3} € §,. (Als zowel de x-en als de y’s onderling gelijk zijn, dan hebben we geen
drietal, dus die gevallen doen niet mee).

Daar jeder tweetal punten (x,y) en (x’,y’) precies €én maal in een van onze zojuist
gedefinicerde blokken voorkomt, vormt deze blokkenverzameling een STS(v,v,) op VixVy [

9.8.5 Voorbeeld. Een STS(63) is zo uit het STS(7) en het STS(9) te maken.

We hebben nog geen STS(33); we gaan nu een STS(33) maken met een wat ingewikkelder
constructie.

Stel dat S een STS(v;) is op een verzameling V. Het kan gebeuren dat er een deelverzamel-
ing V van V is met de eigenschap dat bij ieder tweetal punten uit V het derde element van het
bijbchorende tripel ook in V ligt. In dat geval vormen deze tripels zelf een STS op de ver-
zameling V. Dat STS noemen we dan een deelsysteem op V. Een triviaal voorbeeld is cen
lijn in PG (2,2). Dat is een STS(3) in een STS(7).

9.8.6 Stelling. Als er cen STS(v,) bestaat met een deelsysteem op v punten en als er verder
een STS(v,) bestaat, dan is er een STS(V + v(v, — v)).
Bewijs. Definieer s :=v|~v. Laat §, de blokkenverzameling van een STS(v,) zijn op

Vi={1,...,vy) en veronderstel dat S, een declsysteem heeft op de v punten van
Vi={s+1,...,v,}). Laat verder S, de blokkenverzamecling van een STS(vy) op
Va={1,...,v,} zijn.

De puntenverzameling van ons te construeren STS bestaat uit

(a) de getallen van V;

(b) de getallenparen (x,y)met 1S xS senl<ys Va.
De eerste codrdinaat van zo’n punt van type (b) zit dus nooit in het deelsysteem. Het aantal
punten klopt nu. Er zijn vier soorten blokken:

(i) de blokken van het deelsysteem op V, deze blokken bestaan dus geheel uit punten van

type (a);
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(i) {(a,y), (b,y) c} met (a,b,c} e S;eny € Vy

(iii){(a,y), (b,y), (c,y)) met {a,b,c} e S;cny € V,.
We zouden deze drie soorten kunnen samenvatten door in alle tripels {(@.y), (b.y), (c.y)}
met a,b,c willekeurig in V| maar uiteraard wel {a,b,c} e S, eny e V,, de paren (x,y)
met x € V (die helemaal niet in onze puntenverzameling voorkomen) te vervangen door hun
eerste codrdinaat x (die wel in onze puntenverzameling voorkomt).
De vierde soort bestaat uit blokken van de vorm

(i) {(xy,¥1)s X2y, (x3.¥3)) met y .y, ¥4 onderling verschillend.
Van deze soort blijken we er (als we netjes tellen)

VZ(VZ - 1) Sz
6

nodig te hebben. We moeten nog een geschikte regel bedenken die er voor zorgt dat ieder
paar punten in €€én tripel voorkomt.

De eis y1,y2,¥3 € §3 ligt voor de hand. Voor gegeven y,; en y, ligt dan y, vast. Voor de x
kiezen we de regel

Xy +xp+x3=0(mod s)

Op die manier zijn er bij gegeven y, en y, juist de gewenste 52 mogelijkheden, en het is een-
voudig in te zien dat ieder tweetal uit onze merkwaardige puntenverzameling in precies één tri-
pel voorkomt, 0

9.8.7 Voorbeeld. We maken een STS(33) door v, = 13 en v, = 3 te nemen. Op §, nemen
we een blok als triviaal deelsysteem.

Het is mogelijk om met dit soort constructies aan te tonen dat een STS(v) bestaat voor iedere
v23metvy=1ofv =3 (mod 6).

99 Enige toepassingen

9.9.1 Een proefopzet met twee factoren

Een object kan uit zeven verschillende metalen worden gemaakt, en er zijn zeven verschillende
fabricageprocessen voor dit object. Men wil een keuze maken. Het is te duur om alle 49
combinaties te onderzoeken. Als men twee metalen met elkaar vergelijken wil, dan moeten die
met hetzelfde fabricageproces verwerkt worden. Iets dergelijks geldt voor de processen. We
gebruiken het Fano-vlak voor de constructie van de proefopzet. We krijgen dan voor de
incidentiematrix A die van Figuur 16.

0 1 2 3 4 5 6
0111 1
1 1 1
2 ] 1
3 171 1
4 |1 1)1
5 1 141
6 |1 1 1

Figuur 16

Zie ook 9.5.1. Men doet 21 experimenten in plaats van 49 en wel z6: we gebruiken het i-de
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metaal en het j-de fabricageproces alleen als er een 1 staat in oj i en kolom j van A. We
kunnen nu ieder tweetal metalen en ieder tweetal processen cedijk vergelijken. Dat wil zeg-
gen, elk metaal wordt met drie verschillende processen beproefd, en elk proces met drie ver-
schillende metalen. Op deze manier (de vergelijking van kwalitatief verschillende zaken) wor-
den block designs vaak toegepast in de statistick. '

99.2 Een proefopzet met drie factoren

Stel men wil 13 soorten tandpasta laten vergelijken door 13 proefpersonen. De proefpersonen
kunnen niet teveel vergelijkingen maken. We besluiten gebruik t¢ maken van het sym-
metrische 2-(13,4,1) design dat wij als PG (2,3) kennen. Iedere proefpersoon krijgt 4 tubes
tandpasta en iedere soort tandpasta wordt door 4 personen beoordeeld. Op dezelfde manier alg
in het vorige voorbeeld maken we nu een matrix A, deze maal met 13 rijen en 13 kolommen,
We besluiten echter de proef uit te breiden. We willen weten of de #leur van de tube ook een
tol speelt. Het komt goed van pas dat het design cyclisch is (zie Stelling 9.6.3). De proefper-
sonen O tot en met 12 krijgen tubes van soort 0 tot en met 12 in de kleuren Rood, Wit, Blauw
en Geel, volgens het schema van Figuur 17,

0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12

0 R | W B G

10 | B G R | W

11 B G R | W

12 { W B G R

Figuur 17

Nu komt iedere tandpasta in elk van de vier mogelijke tubes en elke proefpersoon krijgt één
tube van elke kleur.
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.99.3 Staving van berichten

De matrix van Figuur 17 is ook geschikt voor authenticatie van berichten. Als een bericht ver-
stuurd wordt van de ene instantie (Zender) naar de andere (Ontvanger), kan het gebeuren dat
zo'n bericht onderschept wordt door een derde instantie (Saboteur) die het bericht vervangt
door een ander bericht. Uiteraard wil Zender voorkomen dat Ontvanger zo’n vervangen bericht
als authentiek beschouwt.

Stel eens dat Zender maar vier mogelijke berichten te versturen heeft naar Ontvanger. Laten
we die berichten aanduiden met R, W, B en G. Zender spreekt een bepaalde rij van de matrix
af met Ontvanger, zeg rij 8. In plaats van G, R, W of B te versturen, seint Zender het kolom-
nummer van het betreffende bericht in rij 8 aan Ontvanger. Ontvanger kan dan aan de hand
van de matrix nagaan welk bericht bedoeld wordt.

De charme van deze methode is dat ook als de Saboteur de methode kent (maar niet het
heimelijk afgesproken rijnummer), zijn kans om ongemerkt een ander bericht te substitueren
maar 1 op 4 is.

Stel eens dat Zender G wil berichten. Zender doet dit door 4 te sturen. Saboteur weet na
onderschepping van het bericht alleen maar dat het rijnummer 1, 3, 4 of 8 was. Als Saboteur
alleen maar kan raden naar het rijnummer, dan is zijn kans om goed te raden (en dus te
saboteren) 1 op 4. Als Saboteur fout raadt, bijvoorbeeld 4, zal hij door de mand vallen.
Immers bij rijnuramer 4 horen kolomnummers die niet bij rij 8 passen. Ontvanger zal dan
weten dat het bericht niet door Zender verstuurd is, dat wil zeggen dat het bericht niet authen-
tiek is, en dat de echtheid niet gestaafd is.

9.9.4 Write once memories

Een digitaal optisch geheugen (ook wel compact disc genoemd) is een schijf met een dunnc
reflecterende telluriumlaag erop. Hier worden al dan niet zeer kleine putjes in gebrand door
een laser. Aanwezigheid van een putje codeert een 1, afwezigheid een 0. De plaatsen waar zo
een teken O of 1 mag staan zijn van tevoren vasigelegd. De schijf wordt gelezen met behulp
van een veel zwakkere laser, die het verschil in reflectievermogen meet. Het nadeel van zo'n
geheugen (in vergelijking met een magnetisch geheugen) is het zogeheten write once karakter.
Als ergens eenmaal een putje zit, dan blijft dat een putje.

Overigens, opslag van gegevens op papier heeft hetzelfde nadeel: een eenmaal aangebracht
merkteken op papier is moeilijk te verwijderen als het met potlood is gemaakt, en tekens be-
staande uit inkt of in de vorm van een gaatjespatroon zijn praktisch onmogelijk te verwijderen.
Als men een dergelijk geheugen wil gebruiken voor het opslaan van nieuwe gegevens, dan ligt
het voor de hand om die nieuwe gegevens op een schoon deel bij te schrijven. De plaats waar
oude, niet meer actuele gegevens staan lijkt onbruikbaar voor het opslaan van nieuwe
gegevens. Toch lijkt dit maar zo, want we zullen zien dat we met de hulp van het Fano-vlak
eenzelfde plek van het geheugen tot viermaal toe kunnen gebruiken. De methode die we zul-
len beschrijven levert daardoor een ruimtebesparing van ongeveer 40%, tegen een meerprijs
van iets meer werk, met name bij het schrijven.

We nemen aan dat ons geheugen uitsluitend getallen 1 tot en met 7 bevat, Elk van de tekens
in ons geheugen zou dus kunnen bestaan uit drie bits. Als een gegeven ververst moet worden,
dan zouden we het nicuwe gegeven ergens op ecn blanco plaats kunnen schrijven. Na
driemaal verversen van een gegeven van €¢n teken hebben we dan al 12 plaatsen opgebruikt.
Bijvoorbeeld, een gegeven dat achtereenvolgens 6, 3, 4, 7 luidt, zal resulteren in een geheugen-
bezetting als volgt.

1€ keer || 2€ keer || 3° keer || 4° keer
6 3 4 7
lor1 11 10floo1]1t11
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Merk op dat weliswaar de 4 van de 3¢ keer makkelijk in een 7 veranderd kan worden door
twee puijes bij te branden, maar dat zo’n methode niet erg praktisch is. Bij realistische
gegevensopslag zal een typisch gegeven al gauw uit een rij van 30 van die tekens bestaan, en
een miljoen maal zoveel is ook niet ondenkbaar. Het gaat natuurlijk niet aan om in een rij van
bij elkaar horende tekens sommige te veranderen, en de actuele waarde van andere ergens
anders op te slaan,

De zuinige methode werkt als volgt. Voor onze tekens reserveren we zeven bits (in plaats van
drie). We denken ons die zeven bits gepositioneerd op de punten van het Fano-vlak. (De
nummers bij de punten van het Fano-vlak zijn hier allemaal één hoger dan in Figuur 11).

3
7 6
I 4
2
Figuur 18

Bij het eerste gebruik van deze zeven bits, branden we een putje op bit nummer i, als we i
willen opbergen.

Bij het tweede en bij elk volgende gebruik doen we niets als het gegeven dat we willen opber-
gen er al staat. Als we bij het tweede gebruik een j willen opbergen op een plaats waar al een
[ # j staat, brengen we een putje aan in het derde punt

Bijvoorbeeld, als in het Fano-vlak één putje gebrand is, zeg bij 4, dan betekent dat ook 4.
Maar wanneer er twee putjes gebrand zijn, bijvoorbeeld op posities 6 en 7, dan betekent dat 2.
Bij het derde gebruik staan er al twee putjes en we willen een j opbergen die nict correspon-
deert met de lege plek op de lijn door de twee bestaande putjes. We branden dan een putje op
positie j (als daar niet al iets stond), en we vullen het aantal putjes aan tot 4, en wel z6 dat de
dric ongelijk j samen een hele lijn vullen (die dan niet door j gaat). Ga na dat dit altijd kan.
De lezer wordt uitgenodigd zelf een regel voor het vierde gebruik te bedenken, dat wil zeggen
zowel een methode voor het bepalen van de posities waar gaatjes bijgebrand moeten worden,
als een regel om het opgeborgen teken terug te kunnen lezen. Het is nodig twee gevallen te
onderscheiden.

Lezen met deze methode kan efficiént gebeuren, Het beetje rekenwerk dat bij elke leesoperatie
moct gebeuren is onbelangrijk. Schrijven is iets minder efficiént, je moet namelijk eerst kijken
wat cr staat, voor je erover heen kunt schrijven. Verder is met deze methode de hoeveelheid
actuele gegevens die tegelijk beschikbaar kan zijn ongeveer gehalveerd. Dat is ook niet erg
belangrijk, want de capaciteit van dit type geheugen is enorm groot. Tegenover dit offer aan
schrijfsnelheid en gelijktijdige beschikbaarheid staat een besparing van ongeveer 40% aan
geheugenruimte. Dat is net zoveel als arme studenten vroeger bespaarden door kladpapier
tweemaal te gebruiken: eenmaal met potlood, en daarna {met het papier omgedraaid) nog eens
met ecn pen.

Opgaven

57. Voor een symmetrisch 2-(v,k,}) design met even v geldt dat £k — A een kwadraat is.
Bewijs dit.

58. Laat een niet triviaal BD(v,k;b,r,A) gegeven zijn met puntenverzameling P en
blokkenverzameling B. Laat voorelke P € P
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P:=(BeBlPean)

a) Bewijs dat bij verschillende P ook verschillende £ horen.
b) Geef nodige en voldoende voorwaarden opdat B cn de verzameling der ’ respecticvelijk
puntverzameling en blokkenverzameling van cen block design zijn.

59. Een algebrafsch bewijs voor Stelling 9.4.1.

a) Laat A de incidentiematrix zijn van een symmetrisch 2-(v, k,A) design. Bewijs dat A~ be-
staat.

b) Gebruik onderdeel a) en de relatie JA = rJ om de vergelijking voor ATA om te werken tot
de vergelijking voor AAT uit Stelling 9.4.1.

60. Geef de parameters b en r voor het derived design en het residual design.

61. Beschouw de volgende graaf (de zogeheten Petersen-graaf):

a) Op de hockpunten van de Petersen-graaf maken we een design door als blokken zodanige
viertallen {x,y,u,v} te nemen, dat in de graaf x en y onderling verbonden zijn en evenzo u
en v maar dat er verder tussen de punten van zo'n viertal geen andere verbindingen bestaan.
Ga na dat zo een block design ontstaat, en wel een 2-(104,2) design. Bepaal de overige
paramelers van dit design.

b) Is dit een residual design van het design van 9.5.3?

62. Neem een willekeurig drietal x, y en z vit GF(16)\ {0) metx +y +z 0.
a) (Ga na dat het zevental

{x,y.z,x+y,y+z,z4+x, x+y+z )

met de blokken van het design van 9.5.6 een Fano-vlak vormt; dat wil zeggen dat bijvoorbeeld
{x,y,x+y} een blok vormen omdat de som van dit drietal O is. ‘

b) Ga na dat elk tweetal {x,y} in 3 van zulke vlakken ligt, en dat punten en vlakken zo cen
symmetrisch 2-(15,7,3) design vormen,

63. Construeer een 2-(13,4,1) design op de manier van 9.5.1 met behulp van Fs.

64. Vervang alle nullen in de incidentiematrix van het design van 9.5.3 door —1. Bewijs dat zo
ecn Hadamardmatrix van orde 16 ontstaat.

65, Het idee van 9.5.6 werkt nict met Z ;5. Waarom niet?

66. Block designs noemen we isomorf of equivalent, als hun incidentiematrices door
omschikken van rijen of kolommen (of beide) in elkaar overgaan.
Toon aan dat cr op isomorfie na precics één 2-(9,3,1) design bestaat.

67. Laal B een 2-(22,6,5) design zijn.

a) Laat zien dat elk punt in 21 blokken zit.

Veronderstel in de volgende twee onderdelen dat geen twee blokken elkaar in meer dan 2 pun-
ten snijden. b) Laat zien dat twee blokken elkaar in O of in 2 punten snijden. (Aanwijzing:
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direct tellen of via 3i(i — 2)a; ).
¢) Laat zien dat elk drietal punten in precies €én blok zit.

68. a) Laat zien dat het aantal bijecties van PG (2,2) op zichzelf die lijnen in lijnen overvoeren
168 bedraagt. Zulke bijecties heten collineaties.

(Tamelijk lastig. Aanwijzing: een gegeven drietal punten niet op een lijn gaat door een col-
lineatie in een soortgelijk drietal over. Daaruit volgt dat het gevraagde aantal ten hoogste 168
is. Anderzijds induceert elke lineaire bijectie van F,® op zichzelf ook een collineatie, waaruit
blijkt dat het gevraagde aantal ten minste 168 is.)

b) Hoeveel hiervan laten een gegeven punt op zijn plaats?

69. Toon aan dat de blokken van een 2-(n%,n,1) design verdeeld kunnen worden in #n + 1
klassen van elk n blokken, zodanig dat elk tweetal blokken uit eenzelfde klasse disjunct is.
(Aanwijzing: laat zien dat evenwijdigheid van blokken transitief is, als onder evenwijdig wordt
verstaan disjunct of gelijk. Reflexiviteit en symmetrie van de relatic “evenwijdig met” zijn evi-
dent.)

70. a) Toon aan dat voor een projectief vlak van orde n elk residual design een affien vlak is.
b) Toon aan dat elk affien vlak van orde n een residual design is van een projectief vlak van
orde n.

71. Laat n 2 3 zijn en laat » een punt zijn in een projectief viak van orde n, laat voorts
By, . .. ,B, verschillende lijnen door P zijn en laat ten slotte Ly, . . . L2 de n? lijnen voorstel-
len die niet door P gaan, Men denkt zich op elk der lijnen &,, . . . 8, de punten ongelijk aan
P genummerd van 1 tot en met n. Laat tenslotte een s X n2 matrix (a;) gedefinieerd zijn door
@;; = het nummer van het snijpunt van 8; met L;.

Bewijs dat (a;;) een QA (n,s) is.

72. Laat o en p zijn als in het bewijs van de Stelling van Singer. Laat &, bestaan uit alle ¢
met 05 ¢ < p+p enmet @' € L(0,0,1). Bewijs dat de verschillen (modulo p2 + p + 1) van
de clementen van B allemaal verschillend zijn,

73. Bepaal zes elementen xy, . . . ,xg van Fy; zodanig dat alle verschillen x; — xj; [ # ) ver-
schillend zijn. (Aanwijzing: 31 = 5%+ 5 + 1).

74. Laat zien dat er geen 7 elementen x,, . .. ,x; van F,; zijn, zodanig dat alle verschillen
X; — x;, i #j verschillend zijn. (Aanwijzing: het feit dai er geen projectief vlak van orde 6
bestaat mag bekend worden verondersteld).

75. Construeer een 2-(13,3,1) design.

76. Laat v = 4¢ + 1 = ¢ een macht zijn van cen priemgetal. Ga precies als in Stelling 9.7.1 te
t 2

werk, maar nu met 8gp = (1,0, Lot }, met o primitief element van GF (¢). Construeer zo
een 2-(v, 4, 3) design.

77. Construeer een STS(27) met behulp van Fy.

78. Hoeveel blokken zijn er van elke soort in het bewijs van Stelling 9.8.6?

'79. Construeer met behulp van een STS(v) een STS(4v+3).

80. Laat zien dat het idee van Stelling 9.8.6 ook werkt als we in plaats van een deelsysteem
van §; af te zonderen, een enkel punt apart nemen, bijvoorbeeld v;. Maak hiermee een
STS(3v-2) uit een STS(W).

81. Maak een STS(49) op twee manieren
a) Gebruik Stelling 9.8.4
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b) Ga uit van een affien vlak van de orde 7. Zorg dat elke lijn een deelsysteem wordt.
Het resultaat van onderdeel b) is dat er vaak veel vrijheid in de constructie mogelijk is.

82. Zie 9.9.4. Bedenk de regel voor het vierde gebruik.

61
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- van Singer 51, 52
sterke psendopriemtest 18
STS(v) 53
symmetrisch design 46
systeem, Steiner- 53
System, Swiiner Triple 53

tandpasta 56
Tarry 34

tegengestelde 1

telephone conference 39
10, projectief vlak van orde 50
ransmissiecoéfficitnten 39
Triple System, Steiner 53
triviaal design 45
2-design 45

-, Hadamard 48

2-(v, k,\)-design 45

Vallée-Poussin, C.J. De La 38
variéteiten 45
vectorruimte 5, 9

DISCRETE WISKUNDE

vergelijking 7
vermoeden

- van Euler 33

- van Evans 30
vierkant

-, Grieks-Latijns 33, 35

-, Latijns 29,33

- partiezl Latijns 30
vlak

-, affien 49, 50

-, Fano- 47

-, projectief 49

wetten, distributieve 1
Witt, E. 53
Woolhouse, W.S.B. 53
worte} 7

write once memories 57

Zender 57
6, projectief vlak van orde 50

36 officieren, probleem van de 33



Colofon
Deze syllabus werd gezet uit
Times 11 op 13,
met behulp van een
QMS PostScript-800 Laserprinter,
bestuurd door het programma
troff met ms, tbl, eqn
en additionele programma’s,
op basis van op aanwijzing van de autcur
gepreparcerde bestanden.,
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