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Deze syllabus is in 1995 samengesteld door W.A. van den Broek die toen wiskundestudent
aan de TUE was.

In de 2e druk is hoofdstuk 1 volledig herzien. Het begrip “duale ruimte” krijgt nu de promi-
nente plaats die het verdient. Voorts zijn enkele typografische verbeteringen aangebracht.
Er zijn vijf nieuwe appendices met toepassingen toegevoegd.

Ten behoeve van de 3e druk is dankbaar gebruik gemaakt van uitvoerig commentaar van Ir.
W.J.Lambo op de 2e druk: Een echte fout in (4.5) en voorts een lange rij type-fouten zijn nu
geélimineerd ........ JdG
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Inleidende opmerkingen

Het VWO wiskunde onderwijs begint met algebra, d.w.z. met een uiteenzetting van reken-
regels, voor a + b, ab, ab, (a + b)c, enz. Vervolgens komt de analyse waarin gerekend wordt

met functies. Behalve ‘puntsgewijze” algebraische operaties, zoals bijvoorbeeld (f + g)(x) =
df (z)
dx

f(z) + g(x) en (f o g)(x) = f(g9(x)), spelen daarbij limieten, zoals bijvoorbeeld en

f(f g(x)dz, een rol. De Leibniz regels zijn combinaties van analytische en algebraische pro-
cessen.

Het 1° jaars universitaire onderwijs geeft een uitbreiding van de algebra, de lineaire alge-
bra. Van fundamenteel belang bij de lineaire algebra zijn optelling a + b, scalaire verme-
nigvuldiging ca en lineaire afbeeldingen a — .4a. De analyse wordt verder uitgebreid tot
differentiéren van functies van meerdere variabelen en vectoranalyse. Naast de "puntsge-
wijze’ lineaire algebraische operaties op vectorvelden, denk aan v(x) + w(x) en a(x)v(x),
heb je in de vectoranalyse ook differentiatie operaties als grad a(x), div v(x) en rot v(x).
Combinaties van vectoranalyse en lineaire algebra leiden ook hier tot Leibniz regels, zoals
bijvoorbeeld div (v x w) = (w,rot v) — (v,rot w) en de divergentiestelling van Gauss.
Het belang van de operaties grad , div en rot bestaat erin dat ze ongevoelig zijn voor
coordinatentransformaties. Het zijn de enige 1° orde differentiatie operaties met deze ei-
genschap. Andere dan zulke codrdinaatongevoelige rekenprocessen zijn niet zinvol omdat
in de natuur geen codrdinaatsystemen worden aangetroffen. Om (fysische) berekeningen uit
te kunnen voeren moeten codrdinaten gekozen worden, het resultaat mag echter niet van de
gekozen codrdinaten athangen.

In dit college wordt hetzelfde spelletje voor de derde keer gespeeld. In hoofdstuk 1 wordt
de algebra verder uitgebouwd tot multilineaire algebra (tensoren). In hoofdstuk 2 komen
differentiatie operaties op tensorvelden (Lie afgeleide, covariante afgeleide, uitwendige af-
geleide) aan de orde. De grap van deze operaties is dat ze alleen uitgevoerd kunnen worden
na een keuze van een (kromlijning) codrdinaatsysteem maar dat het eindresultaat niet van
deze keuze afthangt (covariantie en invariantie zijn de gebruikte kreten). In de hoofdstukken
3 en 4 laten we zien dat de tensorcalculus een wezenlijke rol speelt bij de theorie van opper-
vlakken (manifolds), juist omdat er hierbij niet zoiets is als een voorkeurscodrdinatisering.
Na keuze van (kromlijnige) codrdinaten op een n-dimensionale vectorruimte worden g¢-
tensoren (tensorvelden) beschreven door ¢g-dimensionale getallenblokken (blokken van func-
ties). Voor ¢ = 1 worden dit vectoren (vectorvelden) ter lengte n. Voor ¢ = 2 worden dit
n x n-matrices (matrices van functies). Voor ¢ > 3 worden dit ¢-dimensionale getallen sche-
ma’s (functie schema’s). Deze worden met indices beschreven. Dus respectievelijk, vectoren:
[x;], 2-tensorvelden: {Az (xk)} , 3-tensoren: [T};;], 3-tensorvelden: [Sf] (a:l)} . In de appendices
zijn een reeks van toepassingen opgenomen.

We zullen veelal de Einstein sommatie-conventie gebruiken. Dit houdt het volgende in:
Symbolen (getallen of functies) kunnen zowel boven- als onderindices dragen; Een index
mag in een sommand hoogstens twee keer voorkomen; Als een index zowel boven als onder
voorkomt, moet over deze index "automatisch” gesommeerd worden.

Dus Y7, Alz’ wordt geschreven als AJa? en Y°7_ | 77, als T7,. Voorts betekent 2 een som
van n getallen.

e ¢ ¢ ¢ ¢ Dit college is bedoeld voor studenten van alle faculteiten.e e @ o o
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Hoofdstuk 1

Multilineaire algebra

1.1 Vectorruimten en bases

UITGANGSPUNT:

e FEen n-dimensionale vectorruimte V over IR.
OPMERKING:

e Voor iedere basis {e;} van V' en voor iedere vector x € V bestaat er een unieke, geor-
dende collectie reéle getallen {z'} zodanig dat x = z'e;.

Definitie 1.1.1 De getallen x' heten de contravariante componenten van de vector x ten opzichte
van de basis {e;}.

AFSPRAKEN:

o Contravariante componenten bergen we op in n x 1-matrices, die ook wel kolomvec-
toren heten. De bij de contravariante componenten z* behorende kolomvector wordt
genoteerd als X, dus

e De vectorruimte der reéle kolomvectoren ter lengte n noteren we met IR".

Definitie 1.1.2 Het n-tal kolomvectoren E;, gedefinieerd door
E;=(0,---,0,1,0,...,0)",

waarbij de 1 op de i-de positie staat, vormen een basis van IR". Deze basis heet standaardbasis van
R".



1.1. VECTORRUIMTEN EN BASES 9

MERK OP:

e X =z'F;.

e Bij iedere basis {e;} van V kan een bijectieve lineaire afbeelding £ : V' — IR" gedefini-
eerd worden door £x = X. In het bijzonder geldt dan £e; = E;. Een bijectieve lineaire
afbeelding heet ook wel een isomorfisme . Door een basis {e;} van V te kiezen en
bijpehorend isomorfisme £ te definiéren wordt de vectorruimte V' “in kaart” gebracht.
Met behulp van IR" wordt V' dan voorzien van een ‘codrdinatennet’.

OPMERKING:

e Voor ieder tweetal bases {e;} en {e;} van V bestaan er twee unieke, geordende collec-
ties reéle getallen A%, en A? zodanig dat e; = AV ey en ey = Ale;.

AFSPRAKEN:

e De getallen A}, bergen we op in een n x n-matrix, die genoteerd wordt met A,. Dus
A, = [A}], waarbij i de rijindex en ¢’ de kolomindex aangeeft. De matrix A, is de over-
gangsmatrix van de basis {e; } naar de basis {e; }.

e De getallen A! bergen we op in een n x n-matrix, die genoteerd wordt met A’. Dus
A = [AY], waarbij i’ de rijindex en i de kolomindex aangeeft. De matrix A’ is de
overgangsmatrix van de basis {e; } naar de basis {e;}.

e De contravariante componenten van de vector x ten opzichte van de basis {e;s } worden
genoteerd met z* en de bijbehorende kolomvector met X.

MERK OP:

o Er geldt enerzijds e; = Aley = AV Ae; en anderzijds e; = &/e;, waaruit volgt dat
A? A3, = 1. Op dezelfde manier is af te leiden dat A%, A7 = 67 Hierbij zijn &/ en 67/
Kronecker delta’s. Vorm hiermee de eenheidsmatrices I = [5f len I, = [6g,l], dan geldt
AA =T en A A = I. Blijkbaaris (A,)"! = A en (A)~! = A,

e Bij het omzetten van een uitdrukking in indexnotatie naar matrixnotatie dient enige
voorzichtigheid in acht genomen te worden. Bij een uitdrukking in indexnotatie speelt
de volgorde geen rol, terwijl de volgorde bij een matrixnotatie juist een wezenlijke rol
speelt.

e Voor een vector x € V geldt enerzijds x = z'e; = 2'A’ ey en anderzijds x = 27 ey,
waaruit volgt dat ¥ = z'AY. Dit drukt het verband uit tussen de contravariante
componenten van een vector x ten opzichte van de basis {e;} en de contravariante
componenten ten opzichte van de basis {e;}. Analoog is in te zien dat 2% = z* A,. In
matrixnotatie zijn deze verbanden te schrijvenals X = A4, X" en X’ = A’ X.

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



10 HOOFDSTUK 1. MULTILINEAIRE ALGEBRA

) ] , L 4 ]
e Als we de uitdrukkingen z* = A} 2’ en ey = A},e; naast elkaar zetten, dan zien we dat
.o . . . 4 . ; . :/
bij basiswisseling de coérdinaten z* "transformeren’ met de inverse A} van de over-
gangsmatrix A,. Vandaar de (wat rare 19e eeuwse) benaming contravariante compo-
nenten.
. o i dz? i
o Uit de relatie 2" = A} z* volgt 555 = A}
X

(3

NOTATIE:

e De basisvector e; wordt ook wel genoteerd als a - en de basisvector e;
notaties zijn in dit stadium zuiver formeel en we hechten er vooralsnog geen bijzon-
dere betekenis aan. Let echter op de formele analogie met de kettingregel. Voor een
voldoend vaak differentieerbare functie f geldt immers

of 0x" of _ 0 Of
ort Ozt ox' ' Q'
= AV 2 5.7+ hetgeen keurig correspondeert met e; = Aj e;.

1.2 De duale ruimte. Het begrip duale basis

UITGANGSPUNT:

e Fen n-dimensionale vectorruimte V over IR.

Definitie 1.2.1 Een lineaire functie f op V' is een afbeelding van V naar IR die voldoet aan de eigen-
schap f(ax + By) = af (x) + f(y) voor allex,y € V enalle a, 3 € IR.

Definitie 1.2.2 De duale ruimte V* behorende bij de vectorruimte V is de verzameling van alle
lineaire functies op V., uitgerust met optelling en scalaire vermenigvuldiging op de volgende manier:
Voor elk tweetal lineaire functies f en g op V definiéren we de lineaire functie f+ g door (f+ g)(x) =
f(x) + g(x). Voor elke lineaire functie f en elk recel getal o definiéren we de lineaire functie of door
(af)(x) = af(x). Het is eenvoudig na te gaan dat V* een vectorruimte is. De lineaire functies
f € V* worden ook wel covectoren of covariante 1-tensoren genoemd.

Definitie 1.2.3

Bij iedere basis {e;} van V en voor iedere covector f € V* definiéren we de geordende collectie reéle
getallen f; door f; = f(e;). Deze getallen f; heten de covariante componenten van de covector £ ten
opzichte van de basis {e;}.

AFSPRAKEN:

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde



1.2. DE DUALE RUIMTE. HET BEGRIP DUALE BASIS 11

e De covariante componenten van een covector bergen we op in een 1 x n-matrix. Zo'n
matrix heet ook wel rijvector. De bij de covariante componenten f; behorende rijvector
wordt genoteerd als F', dus

F=(fi, fas .- fn)

e De vectorruimte der reéle rijvectoren ter lengte n noteren we met IR,,.

Definitie 1.2.4 Het n-tal rijvectoren E', gedefinieerd door
Ei - (07 7071707"' 70)7

waarbij de 1 op de i-de positie staat, vormen een basis van IR,,. Deze basis heet standaardbasis van
R,.

MERK OP:

e f(x) = F X, waarbij I de rijvector is die de covariante componenten van de covector f
representeert.

e Bijiedere basis {e;} van V horen n stuks lineaire functies &*, gedefinieerd door & (x) =
ok = (E*¥)TEx. Let op! Elk der &* wordt in het algemeen bepaald door de basis {e;} in
haar geheel!

Lemma 1.2.5 De (geordende) collectie {&'} vormt een basis van V*.

Bewijs:

Laat g € V*. Voor alle x € V geldt g(x) = g(z'e;) = 2'g(e;) = giz’ = ¢:(&'(x)) = (9:&")(x).
Dus g = ¢;&'. De duale ruimte V* wordt dus opgespannen door de verzameling {é'}. Rest
nog te bewijzen dat {&'} een lineair onafhankelijk stelsel is. Laat «; een collectie getallen zijn
zodanig dat a;é&' = 0. Dan geldt voor alle j,

aiéi(ej) = 0415; = Q5 = 0.

Hiermee is bewezen dat {&'} een basis van V* is.

GEVOLG:

e De duale ruimte V* van V is, net als V' zelf, n-dimensionaal.
Definitie 1.2.6 De basis {&'} heet de bij {e;} behorende duale basis van V*.

MERK OP:

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



12 HOOFDSTUK 1. MULTILINEAIRE ALGEBRA

e We hebben gezien dat bij iedere basiskeuze {e;} in V een bijectie £ : V' — IR" hoort.
Een basiskeuze in V' leidt tot een duale basis in V*. Definieer nu de lineaire afbeelding
£* van IR, naar V* door £*E* = &'. Deze lineaire afbeelding is bijectief. Er geldt
E*F =f. Enook: f(x) = (£*F)(x) = F(£x) = FX.

Lemma 1.2.7 Laat {e;} en {e;} bases van V zijn en beschouw hun bijbehorende duale bases {&'}
en {&"}.

e De overgang tussen basis {&'} en de basis {&'} wordt gegeven door de (oude bekende) matrices A’
en A, op de volgende manier: & = A%, &' en &' = Al &.

e Als g = g;&' = gy&" dan geldt gy = Algien g; = AV gy,

Bewijs:

Noteer de overgangsmatrices tussen de bases {&'} en {&' } met [B} ] en [B}]. Enerzijds geldt
&'(ej) = 0} en anderzijds &'(e;) = (Bf,éi/)(A?ej/) = Bf,A?é;/ = B} AY, waaruit volgt dat
B}, A = . Blijkbaar is B, = Al,. .
MERK OP:

e De transformatie van de componenten van y bij basiswisseling volgt uit

/

- i il ad i ~i i i Aj i ad
Yy=yir€ =y A; & = (A yy)&' =y, & =y, A} & =y, A &".
In matrixnotatie

Y,=YA, V=4 (=Y,(4,)7")

o Als we de uitdrukkingen y;; = Aj,yi ene; = Aé,ei naast elkaar zetten, dan zien we dat
bij basiswisseling de coérdinaten y; ‘transformeren net als de basisvectoren’. Vandaar
de (wat rare 19e eeuwse) benaming covariante componenten.

NOTATIE:

e De duale basisvector & wordt ook wel genoteerd als dz* en de duale basisvector & als
dz". Deze notaties zijn in dit stadium zuiver formeel en we hechten er vooralsnog geen
bijzondere betekenis aan. Merk echter op dat volgens de gangbare folklore rondom
‘infinitesimale aangroeingen” geldt

-/ ox’

dz' = I da’ = A? da’.

. _ i L,
Dit correspondeert keurig met & = A} &°.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde



1.3. DE KRONECKERTENSOR 13

1.3 De Kroneckertensor

UITGANGSPUNTEN:

e Fen n-dimensionale vectorruimte V over IR en haar duale ruimte V*.
NOTATIES:

e De covector f : x — f(x) zullen we in het vervolg schrijven als fix—<f, x>

e We schrijven soms f =< f,- >. Dan laten we het "argument’ x "oningevuld’.

Definitie 1.3.1 De functie van 2 vectorvariabelen < -,- >: V*xV — IR wordt wel Kroneckertensor
genoemd.

OPMERKINGEN:

¢ In de eerste ingang van < -,- > kunnen alleen covectoren, dus elementen uit V*, wor-
den ingevuld. In de tweede ingang van < -, - > kunnen alleen vectoren, dus elementen
uit V, worden ingevuld. De Kroneckertensor is dus geen 'inwendig product’. En wel
omdat iedere ingang alleen zijn eigen type vector mag ontvangen.

e De Kroneckertensor is een lineaire functie in elke variabele afzonderlijk.
Dat wil zeggen:
Vaoev VaevVager: < au+0V,z>=a<l0,z>4+8<V,z>, en
Vaev+VxyevVqyser: <, yx+ by >=v<ua,x>+4+0<0,y >

e De paring tussen basisvectoren en duale basisvectoren levert:

; ; 1 als i=j
&’ : :l: ’
<&, e >=0; {0 als i#j. "’

de befaamde 'Kroneckerdelta’ .

¢ Bij iedere vast gekozen a € V kunnen we, op V* (!!), de lineaire functie & —< @,a >
beschouwen. Deze lineaire functie behoort tot de duale van de duale van V, notatie:
(V*)* = V**. Een co-covector zogezegd. Het volgende lemma toont aan dat, in het
eindig dimensionale geval, V** met V' geidentificeerd kan worden zonder "extra struc-
turen in te voeren’. Het bewijs vergt enige vaardigheid met abstracte lineaire algebra.

Lemma 1.3.2 (Biduale Ruimte)
Laat f: V* — IR een lineaire functie zijn. Dan bestaat er precies één vector, zeg a € V, zodat voor

alle o € V* geldt: f(1) =< @1, a >.
(We kunnen, zonder risico, stellen dat V** =V.)

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



14 HOOFDSTUK 1. MULTILINEAIRE ALGEBRA

Bewijs:

Kies een a € V. Definieer de "evaluatiefunctie’ §,: V* — IR, door Sa(ﬁ) =< 1, a >. Be-

~

schouw nu de lineaire afbeelding J: V — V**, gedefinieerd door Jx = 4. De lineaire
afbeelding J is injectief. Immers, indien (Jx)(1) =< @, x >= 0, voor alle & € V*, dan moet
x wel 0 zijn. Neem voor G maar succesievelijk de elementen van een ‘duale basis’. Omdat
voorts dim V** = dim V* = dimV = n < oo, moet J ook surjectief zijn. Dit op grond van
de dimensiestelling. De bijectie J: V' — V** “identificeert’ dus V** en V' zonder dat je extra
veronderstellingen hoeft te doen. O

OPMERKINGEN:

o Als we de vector x € V bedoelen als lineaire functie op V*, dan schrijven we
x =< -, x >. Een vector opgevat als lineaire functie heet in dit verband ook wel
contravariante 1-tensor.

o Als we extra willen benadrukken dat de covector y een lineaire functie is schrijven we
¥ =< ¥, >. We noemen die covector dan covariante 1-tensor.

e De vraag dient zich aan of we ook V' en V* kunnen identificeren. Ze hebben immers
dezelfde dimensie. Het antwoord zal luiden dat dit NIET zonder verdere aannamen
kan. Later zal blijken dat door de keuze van een inwendig product bepaald wordt hoe
V en V* aan elkaar gerelateerd worden.

1.4 Lineaire afbeeldingen. Indexgymnastiek

UITGANGSPUNTEN:

e Een n-dimensionale vectorruimte V over IR en haar duale ruimte V*.

e Een lineaire afbeelding R van V naar V.

Een lineaire afbeelding P van V* naar V.

Een lineaire afbeelding G van V naar V*.

Een lineaire afbeelding H van V* naar V.
NOTATIES:

e Laat {e;} en {e; } bases van V zijn, dan schrijven we
Rei = Rgej, (1'1)
Rei’ = Rz, ej/. (12)

Dit betekent dat de contravariante componenten van de vector Re; ten opzichte van
de basis {e;} genoteerd worden met R/, terwijl de contravariante componenten van
de vector Re; ten opzichte van de basis {e; } genoteerd worden met R/, .

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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e De twee unieke, gelabelde collecties getallen Rg en Rg,l bergen we op in n x n-matrices,
die respectievelijk genoteerd worden met Ren R,. Dus R = [R/] en R, = [Rg,/}. Hierbij
zijn j en j' rijindices en i en 7’ kolomindices.

MERK OP:

e Het verband tussen R en R, kan gelegd worden met behulp van de overgangsmatrices
A, en A'. Er geldt namelijk

Rey =R (Ale;) = AiRe; = ALRle; = AURIAl'e;.

Vergelijk deze relatie met (1.2), dan is in te zien dat Rf,, = Aﬁ,R{ Agl. In matrixnotatie is
deze relatie te schrijven als R, = A’ RA,. Ook is af te leiden dat R/ = Agle,, Ag/, hetgeen
in matrixnotatie te schrijvenisals R = A, R, A".

e De relaties tussen de matrices die de lineaire afbeelding R ten opzichte van de bases
{ei} en {e; } representeren volgen nu eenvoudig. Er geldt namelijk

R =(A,)'RA,enR=(A) 'R A.

De overige drie typen lineaire afbeeldingen kunnen we net zo behandelen. We verzamelen
de resultaten in een tabel.

OPMERKINGEN BIJ DE TABEL

o VicvVyey+: < §¥,Rx >=< Py,x >, geldt precies dan als P = R, dus precies dan als
P! = R..
J J

® VicvVeev: < Gx,z >=< Gz,x >, geldt precies dan als GT = G, dus precies dan als
gji = gij.- In zo'n geval heet de lineaire afbeelding G: V' — V* symmetrisch

¢ De lineaire afbeeldingen in de tabel kunnen met sommige andere samengesteld wor-
den. Als R = H oG dan is blijkbaar Rfzie;, = Rx = (H o G)x = hFgjaie;. In
matrixtaal: RX = H(XTG)T = HGT X.

e Als P = G o H dan is blijkbaar P]kykéj =Py =GoHy = hkgggjykéj . In matrixtaal:
YP=(HY"TG=YHTG.

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



INDEXGYMNASTIEK

Codrdinaatvrije Indexnotatie . .
. . Matrixnotatie
Notatie = Componentnotatie
Gebruikt geen basis Basisafthankelijk Basisafthankelijk
Volgorde ligt vast Volgorde van geen belang Volgorde ligt vast
i 27 27, metx = zle; = 2¥ ey, etc Do
xeV ot =< & x> ' =<é&' x> LA X
. P L X =AX et
b =Ajx' b = Al 2, etc
- vi yr g, mety = yié! = Y& et vy
y =< y,e;> yy=<7V,es > .
Yi Yai i Yi i Yy, €; V=V A et
yir = Abyi yir = ALy, etc
<y,x>€ R yirt =ypa? € R YX=Y,X € R
Re; = Rie; Rej = Ré,,el-/ 4 o .
, i R=[R!] , j iskolomindex
R: V-V R; =< & Re; > J
i! NG i’ Ad i R=ARA
Rj/ =< e ,Rej/ >= AZ AJ/R]
Riz) =< & Rx > kolom(Rjxz’) = RX
RxeV

- o Lo
Ryx) =< & Rx >= Aj Ria’

kolom(Ré-l, =R X

<y, Rx>€ IR

yiRé-xj = R;'»/,xj/yi/ S/

YRX=Y,RX € R

- — — Y
Pét = Pj?e] Pet = PJ’?, &’

P=[Pj] , j iskolomindex

P V¥ V* P} =< P&, e; > S
Pl =< P&’ ej >= Al A%, P P=Ard
Py eV Ply; =< Py.& > rij(Ply;) =YP
rij( Py yjr) = Y,P,=YPA,

Pz], Yj =< Py, éi/ >= A;&Pfyj

<Py,x>€ IR

yiPlai = Plypa’ € R

A~ ~ 5!
ge; = gij&’ Gey = gy;&

G =gij] , J iskolomindex

G: V-V~ 9ij =< Ge;,ej >
J J ; _] G” = [gz’]’] = (A, )TGA,
girj =< Gei, ey >= Ay A} gij
. gijajl =< gX,ej > .. rl](gi]/x ) AVE
GxeV i rij(giyat) = (X')7G, =

., .
gi/j/a?l =< gx,ej/ >= A;,g”l'

= (X")T(A)TGA, = XTG A,

<gx,z>¢€ IR

— —
gijx'2) = gpprt 2 € R

XT'Gz =(xX)'G,7 € R

~ AL/ 191
Hek = hFle, HeM = hCey

I, Ak Al H =[h*] , ¢ iskolomindex
H: V¥ -V hFft =< é 7He > H”_[hk/g/]_A,H(A,)T
WY =< 8 Ha" >= A} Al R - j
kolom(h*ly,) = HYT
. hky, =< &F Hy > ,<, ye) = HY
Hy eV kolom(h*"¢'yp) = H? (V;)T =

Wy =< & Hy >= A hMy,

= AH(Y,A)T

<O Hy>€ R

hklukyg = hk%,uk/yy e IR

UHYT =0 H (V)T € R
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1.5 Inproduct

UITGANGSPUNT:

e Een n-dimensionale vectorruimte V over IR en haar duale ruimte V*.
e Bases {e;}, {ey}inV.
e De bijpehorende duale bases {&'}, {&"} in V*.

Definitie 1.5.1 Een Euclidisch inproduct op V, notatie (-,-), is een afbeelding van V' x V naar IR
die voldoet aan

(i) Vxyev: (%¥) = (y:%)
(i) VxyzevVaper: (ax+fy,z) = a(x,z) + ((y, z)

(iii) Vxev: X #0 < (x,x) >0

OPMERKING:

¢ In de wiskunde en in de physica treffen we vaak inproducten aan die verschillen van
het Euclidische inproduct. Het betreft dan variaties van eigenschappen (i) en (iii). An-
dere mogelijkheden zijn

(l)l vx,yEV: (X’y) = —(y,X)
(iil)  Vxevxzodyev: (x,y)#0

TOELICHTINGEN:

e Eigenschap (iii) impliceert eigenschap (iii)’". Eigenschap (iii)" is dus zwakker dan (iii).
e Het Lorentz inproduct dat een rol speelt in de relativiteitstheorie heeft de eigenschap-
pen (i), (ii) en (iii) .

e De combinatie (i), (ii) en (iii)” definieert een inproduct dat een rol speelt in de Ha-
miltonse mechanica. De vectorruimte V' heet in dit geval ook wel een symplectische
vectorruimte . Er geldt dan dim V' = even. ("Faseruimte’)

¢ Indien het inproduct aan eigenschap (i) voldoet, dan heet het inproduct symmetrisch,

terwijl het inproduct antisymmetrisch heet indien aan eigenschap (i)’ voldaan is.

Definitie 1.5.2 Bij iedere basis {e;} van V definiéren we de getallen g;; door g;; = (e;,e;). De
matrix G = [g;;], waarbij i de rijindex en j de kolomindex aangeeft, heet de bij de basis {e;} behorende
Grammatrix .

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue
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NOTATIE:

e Als deinverse G~! van de Grammatix G bestaat dan noteren we G~! = [¢"], met k de
rijindex en [ de kolomindex. Merk op dat g;.g* = & en 9 gk = 52,.

Stelling 1.5.3 Beschouw een inproduct (-,-) op V dat voldoet aan de eisen: (i) of (1)’, (ii) en (iii)".
(a) Er bestaat een bijectieve lineaire afbeelding G : V' — V* zodanig dat

vx,yEV: (X7 y) =< gXa Yy > en vi,EV*VyGV: < 27 y >= (g_lza y)
(b) De Grammatrix is inverteerbaar.
(c) Er geldt Ge; = gpé* . Alsx = z'e; , dan is Gx = x'gypéF.

(d) Er geldt G—'&t = glle; . Als § = y,&", danis G~y = yg'e;.

Bewijs

(a) Bij vaste u € V definieren we de lineaire functie x — (u,x). Eris dan eena € V*
beschikbaar zodat voor alle x € V' geldt: < @,x >= (u,x). De toevoeging u +— 1 blijkt een
lineaire afbeelding te zijn. Die noemenwe G : V' — V*. Dus &1 = Gu.

Omdat dimV = dimV* < oo volstaat het aan te tonen dat G injectief is. Stel er is een
v € V, v # 0 zodat Gv = 0 Dan zou voor alle x € V gelden 0 =< gv,x >= (v,x) = 0. Dit
is strijdig met eigenschap (iii)’ van het inproduct.

(b) G is inverteerbaar dan en slechts dan als GT inverteerbaar is. Stel dat er een kolom
X € IR", X # O is, zodat GTX = O Dan is ook de rijvector X TG = O. Dan zou, met
x = E71X # 0, de covector £*(XTG) = Gx = 0. Dit is in strijd met de zojuist aangetoonde
bijectiviteit van G.

(c) We berekenen de componenten van Ge; via < Ge;, e, >= (e;,e;) = gi. Dan volgt
Ge; = gik&" . Ook Gx = G(2'e;) = z'gyé".

(d) Omdat G(g"e;) = ¢"'Ge; = g"gy.e" = 5LeF = &, volgt G~1&’ = g'le; . Tenslotte G~y =
G (yed") = yeg"e O

OPMERKINGEN:

e Het tweede deel van Stelling 1.5.3(a) schenkt ons de Representatiestelling van Riesz:
Voor iedere lineaire functie § € V* bestaat er precies één vector g € V, namelijk g =
G, zodanig dat g(x) = (g, x) voor iedere x € V.

e Indien het inproduct aan eigenschap (i) voldoet, dan is de Grammatrix symmetrisch,
d.w.z. GT = G. Indien het inproduct aan eigenschap (i)’ voldoet, dan is de Grammatrix
antisymmetrisch, d.w.z. GT = _G.

e Vooriedere x,y € V geldt (x,y) = (z'e;,y’e;) = 2'y/g;; = XT GY. Merk op dat in het
symmetrische geval, g;; = g;i, zodat dan ook (x,y) = YTGX.

e Indien in V' een tweetal bases, {e;} en {e; }, worden aangewezen, dan geldt
gi/j/ = (ei/ N ej/) = (A;L;/ei, A“;,e‘]) = A;/A:;/ (ei, ej) - A;:A;/g@
We bergen de getallen g;/;» op in een matrix, G,, genaamd, dus G,, = [gy/;7]. Met j' als

kolomindex kan dit in matrixtaal geschreven worden als G,, = (A, TGA,

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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UITGANGSPUNT BETREFFENDE HET INPRODUCT:

¢ In het vervolg, dus ook in de volgende paragrafen, wordt verondersteld dat het inpro-
duct aan de eigenschappen (i), (ii) en (iii)” voldoet, tenzij anders vermeld. De Gram-
matrix zal dus steeds symmetrisch zijn.

Definitie 1.5.4 In het geval van een Euclidisch inproduct, definiéren we de lengte van een vector x,
notatie |x|, door

x| = V/(x,%).

Lemma 1.5.5 (Ongelijkheid van Cauchy Schwarz ) In het geval van een Euclidisch inproduct
geldt voor ieder tweetal vectoren x en'y,

|6yl < [x] .

Deze ongelijkheid heet de ongelijkheid van Cauchy Schwarz.

Definitie 1.5.6 In het geval van een Euclidisch inproduct kunnen we de hoek o tussen twee vectoren
x en'y, beide ongelijk aan de nulvector, definiéren door

= arccos ( &, 5) ) .

x| |yl

1.6 Reciproke basis

UITGANGSPUNT:

e Een n-dimensionale vectorruimte V' over IR.
e Een inproduct (-,-) op V.

e Bases {e;}, {e}inV.

e De bijpehorende duale bases {&'}, {8/} in V*.

Definitie 1.6.1 Bij de basis {e;} in V definiéren we een tweede basis {e'} in V door &' = G~'&' =
ge;. Deze tweede basis heet de bij de eerste basis behorende reciproke basis.

OPMERKINGEN:

e Uite' = ge; volgt grie' = grig’e; = 5iej = e;,. Deze relaties drukken het verband uit
tussen een basis en bijbehorende reciproke basis. We benadrukken nogmaals dat een
reciproke basis athankelijk is van het gekozen inproduct op V. Indien op V' een ander
inproduct was gekozen dan had bij dezelfde basis een andere reciproke basis gehoord.

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue
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o De bij de reciproke basis behorende Grammatrix laat zich eenvoudig berekenen,
(e, ') = g% 9" (er, 1) = 99" g = 61g"" = ¢”".

° We hebben (e, e;) = g% (e, e;) = g'lg;; = 6 In zo’'n geval zeggen we dat de vectoren
e’ en e; voor iedere i # j loodrecht op elkaar staan.

Lemma 1. 6 2 Laat {e;} en {e;} bases van V zijn en beschouw hun bijbehorende reciproke bases
{e'} en {e"}. De overgangsmatrix van de basis {e'} naar de basis {e "} wordt gegever door A’ en
de overgangsmatrix in omgekeerde richting door A,. Dus e’ = Ale” ene’ = Al'e

Bewijs:

Volgt meteen uit de overgangen tussen duale bases. Zie Lemma 1.2.7. Het bewijs aldaar
kan ook overgedaan worden zonder ‘duaal gedoe’: Noteer de overgangsmatrices tussen de
bases {e'} en {e’} met B,= [B!] en B = [B}], dus e’ = Bie' ene’ = B!e’. Er geldt
enerzijds (€', e;) = ¢} en anderzijds (¢’,e;) = (Bf/ei/,Aj:,ej/) = B;A;:/é;/, = B}, A%, waaruit
volgt dat B, A}’ = 5; Blijkbaar zijn B, en A’ elkaars inverse. Daar de inverse van A’ gegeven
wordt door A, volgt B, = A,. Geheel analoog is af te leiden dat B’ = A'. O

Definitie 1.6.3 De getallen (ontbindingscoéfficiénten) x; in de voorstelling x = x;€' heten de
covariante componenten van de vector x ten opzichte van de basis {e;}.

OPMERKINGEN:

e Voor de covariante componenten geldt z; = :cjéf =xz;(el,e;) = (zj¢7,e;) = (x,€).
e Voor de contravariante componenten geldt z* = 275} = 27 (e, e;) = (¢, 27e;) = (€', x).

e Ten opzichte van een tweede basis {e; } geldt z; = (x,e;) = (x, AL e;) = Al(x,e;) =
A;,ZCZ

e De covariante componenten transformeren op dezelfde manier als de basisvectoren.
Dit in tegenstelling tot de contravariante componenten. Dit verklaart de woorden co-
en contravariant. Zie nog onderstaand schema ter verduidelijking.

= Al 2
€, = Aﬁ,ei =

€Ty = A;,l‘i

e Het onderlinge verband tussen de co- en contravariante componenten laat zich be-
schrijven met behulp van de elementen van de Grammatrix en zijn inverse. Er geldt
namelijk z; = (x, ei) = 27 (e;, e;) = gj;z’/ enin omgekeerde richting geldt z° = (x, €') =
z;(e/,e') = ¢g’'z;. Met behulp van de elementen van de Grammatrix en zijn inverse
kunnen indices ‘op en neer’ gehaald worden.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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e Het inproduct tussen twee vectoren x en y kan op verschillende manieren geschreven

worden,
xingij = a'y;
(x,y) =
riy;97 = xiy'
SAMENGEVAT:
Ty = xiAé, & X,= XA,
T; = gij:cj <~ X = (GX)T
(x,y) = 23y & (xy)=XY
(Xu y) = x’i’yi, ~ (X7 y) = Xv Y’

(x,y) = gija'y’ & (x,y)=XTGYy

(x, y) = gi’j’l‘i’yj/ o (X, y) — (Xv)TG” Y’

BELANGRIJKE CONCLUSIE:

By EEN VAST GEKOZEN INPRODUCT (-,-) KAN HET BEGRIP 'DUALE RUIMTE’ STRAF-
FELOOS GENEGEERD WORDEN. ALLE VOORAFGAANDE FORMULES WAARIN DE PARINGS-
HAAK < -,- > FIGUREERT LEIDEN TOT CORRECTE UITDRUKKINGEN ALS JE DE HOEKIGE HA-
KEN < -,- > VERVANGT DOOR RONDE HAKEN (-, -) EN TEVENS DE HOEDJES ~ WEGLAAT. JE
MAG ER VERVOLGENS MEE REKENEN ZOALS BIJ INPRODUCTEN GEBRUIKELIJK IS!

1.7 Speciale bases en transformatiegroepen

UITGANGSPUNTEN:

e Een n-dimensionale vectorruimte V' over IR.

e Een inproduct (-,-) op V.
Lemma 1.7.1 Voor iedere inverteerbare, symmetrische n x n-matrix () bestaat er een geheel ge-
tal p € {0,--- ,n} en een inverteerbare n x n-matrix A zodanig dat ATQA = A, waarbij A =

diag(1,---,1,—1,---, —1). In de matrix A staat p keer een 1 en n—p keer een —1. Schrijf A = [Ag],
Q = [Qij] en A = [Ay;], dan geldt AkalAé = Ay; in indexnotatie.

Bewijs:
Daar () symmetrisch is bestaat er een orthogonale matrix F' zodanig dat

FTQF = A = diag(\, -+, A\n).
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Hierbij zijn )\; de eigenwaarden van () die zodanig geordend zijn dat Ay > --- > A,,. Omdat
@ inverteerbaar is zijn alle \; ongelijk aan 0. Definieer de matrix

_1

AI72 = diag(IAd] 72, [l 72)
en vervolgens de matrix A = F\A]_%, dan geldt
T
ATQA = (FIAT) QFIAI™: = |A T3 FTQFIAI ™2 = |A|FAJA| % = A,

waarbij A de gezochte diagonaalmatrix is. Merk op dat p juist het aantal positieve eigen-
waarden van Q) is.

a

Stelling 1.7.2 (Signatuur van een inproduct) Er bestaat een geheel getal p € {0,--- ,n} en een
basis {e;} van V zodanig dat

(eej) = dij, woorl<i<p<menl<j<n,

(e,e;) = —0dij, wvoorp<i<mnenl<j<mn,

1 oals i=j
met‘s”_{o als i#j

Bewijs:

Zij {c;} een basis van V. Laat () de bij deze basis behorende Grammatrix zijn, dus Q;; =
(ci, cj). Deze matrix is symmetrisch en inverteerbaar. Op grond van lemma (1.7.1) bestaat
er een inverteerbare matrix A zodanig dat ATQA = A = diag(1,---,1,—1,---,—1). Schrijf
A = [A}] en definieer de verzameling {c; } door ¢; = A%c;. Omdat A inverteerbaar is, is
{ci’} een basis van V' en er geldt

(cir, cjr) = Ay Al (cisej) = AyQij Al = Ay,

Definieer nog e; = c;/, dan is de gezochte basis gevonden.

OPMERKING:

¢ Uit voorafgaand bewijs blijkt dat p bepaald wordt door het aantal positieve eigenwaar-
den van de Grammatrix van een willekeurige basis. Dit aantal is voor iedere basis het-
zelfde, zodat p uniek gekoppeld is aan het gekozen inproduct op V. Het getal p heet de
signatuur van het inproduct. Indien bijvoorbeeld p = 1, dan geeft men deze signatuur
ook wel aan met (4, —, -+, —).

Definitie 1.7.3 De bij stelling 1.7.2 behorende basis {e;} heet een orthonormale basis van de
vectorruimte V.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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MERK OP:

e De Grammatrix die bij een orthonormale basis hoort is een diagonaalmatrix, met op
de eerste p diagonaalelementen een 1 en op de overige diagonaalelementen een —1.
Hierdoor geldt het volgende verband tussen de reciproke basis van een orthonormale
basis en de orthonormale basis zelf,

e =¢;voorl <i<pene'= —e;voorp<i<n.

Definitie 1.7.4 De verzameling overgangsmatrices die overgang tussen orthonormale bases bewerk-
stelligen heet transformatiegroep. Voor iedere p € {0,1,--- ,n} en ¢ = n — p wordt deze transfor-
matiegroep gedefinieerd door

O(p,q) = {Ae RV ATAA = A}.
Een speciale ondergroep hiervan is

SO(p,q) = {A € O(p, q)|det A= 1}.

VOORBEELDEN:

e Laat het inproduct op V de signatuur p = n hebben, dan is de groep O(p, ¢) precies de
verzameling der orthogonale matrices. Deze groep heet orthogonale groep en wordt
ook wel aangegeven met O(n). Een element uit de ondergroep SO(n) transformeert
een orthonormale basis naar een orthonormale basis met dezelfde "oriéntatie’. Bedenk
hierbij dat orthogonale matrices met determinant gelijk aan 1 draaiingen om de oor-
sprong beschrijven.

e Laat de dimensie van V' gelijk aan 4 zijn en het inproduct op V de signatuur p = 1 heb-
ben. Een dergelijke inproductruimte heet Minkowski ruimte. De bijbehorende groep
O(1, 3) heet de Lorentz groep en elementen uit deze groep heten Lorentz transforma-
ties. Voorbeelden van Lorentz transformaties zijn

coshp sinhyp 0

Ay = sinhp coshe 0
0 0 1

0

0 0

= o o O

waarbij ¢ een willekeurig reéel getal is en

0 0 O

A2: T )

o O o

waarbij 7" een willekeurig element uit de orthogonale groep O(3) is.
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1.8 Tensoren

UITGANGSPUNTEN:

e Fen n-dimensionale vectorruimte V over IR.

e Een inproduct (-,-) op V.

1.8.1 Algemene definitie

Definitie 1.8.1 Een (%)-tensor bij V,r = 0,1,2,---,5=0,1,2,- -, is een functie

T: VX -+ xV*xVx---xV — IR,

r keer s keer

(9. 52 viws. o y) = T(@, 9,2, v, W, y) € R,

~
r stuks uit V* s stuks uit V'

die lineair is in ieder van haar argumenten. Dit betekent dat voor alle o € IR en 3 € IR en elke 'gleuf’
geldt, bij wijze van voorbeeld,

T(Q,v,...,az1+0%2,v,w,...,y) =T (0, V,...,21,v,w,...,y)+0T(Q,V,..., 22, v, W,...,y).
Ter nadere specificatie zeggen we wel dat T contravariant van orde r en covariant van orde s is. Als

p = r + s gesteld wordt, spreken we ook wel, kortweg en wat vager, van een p-tensor.

OPMERKING:

¢ De volgorde waarin de covectoren @, V, ...,z en de vectoren v,w, ...,y staan is van
belang: Twee covectoren of twee vectoren omwisselen geeft een andere functiewaarde
van 7', in het algemeen. Een vector en een covector verwisselen leidt tot een zinloze
uitdrukking.

e Soms wordt een notatie gebruikt waarbij vectoren en covectoren niet in twee afzonder-
lijke groepjes zijn gesplitst maar wel op vast afgesproken posities staan. De volgorde
blijft cruciaal! De voorafgaande opmerking is ook hier van toepassing.

We bespreken nu eerst een aantal tensoren van ‘lage orde” als aanloop tot de algemene be-
schouwingen in paragraaf 1.8.10.

1.8.2 ({)-tensor = scalar = getal

Als p = 0 vallen er geen vectoren of covectoren in te vullen. De volgende definitie is daarom
pure conventie.

Definitie 1.8.2 Een (J)-tensor is een alternatieve benaming voor een recel getal. Een ({)-tensor
wordt ook wel scalar genoemd.
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1.8.3 ((1)) -tensor = contravariante 1-tensor = vector

Definitie 1.8.3 Een ((1)) -tensor is een lineaire afbeelding van V* naar IR.

MERK OP:

e Schrijf de tensor als § — T'(§). Volgens Lemma (1.3.2) is er dan een vector a € V' zodat
T(y) =< §,a >, voor alle § € V*. De verzameling der (é)—tensoren is dus precies
gelijk aan de vectorruimte V waar we vanuit gegaan zijn.

e Voor iedere basis {e;} van V kan een (})-tensor T’ geschreven wordenals T = T'(&')e; =
T'e;. Hier is T'e; = a’e; = a. Voor iedere § € V* geldt immers

T(¥) =T(y&") =y T(&") =T (&) < y,e; >=< §,a'e; >=< §,a>.

Definitie 1.8.4 De getallen T* = T(&") heten de (contravariante) componenten van de tensor T ten
opzichte van de basis {e;}. Dit verklaart ook de benaming "contravariante 1-tensor’.

1.8.4 ((1’) -tensor = covariante 1-tensor = covector

Definitie 1.8.5 Een (?) -tensor is een lineaire afbeelding van V naar IR.

MERK OP:

o Schrijf de tensor als x — F'(x). Volgens Definitie (1.2.1) is F' een lineaire functie op V en
kan geschreven worden als x — F(x) =< f,x >, voor zekere f € V*. De verzameling
der (g) -tensoren is dus precies gelijk aan de duale ruimte V* van de ruimte V' waar we
vanuit gegaan zijn.

e Voor iedere basis {e;} van V kan een (})-tensor F' geschreven wordenals F = F(e;)&' =
F;&'. Hier is Fj&' = f;&' = f. Voor iedere x € V geldt immers

F(x) = F(z'e;) = 2'F(e;) = F(e;) < &', x >=< fig!, x >=<f,x > .

Definitie 1.8.6 De getallen F; = F(e;) = f; heten de (covariante) componenten van de tensor F
ten opzichte van de basis {e;}. Dit verklaart ook de benaming "covariante 1-tensor’.

1.8.5 (J)-tensor = covariante 2-tensor = lineaire afbeelding: V — V*

Definitie 1.8.7 Een (g) -tensor is een afbeelding van V' x V naar IR, die lineair is in beide argumen-

ten. Een (g)—tensor heet ook wel een bilineaire functieop V- x V.
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TOELICHTING:

e Voor een (J)-tensor ¢ geldt: p(ax + By, z) = ap(x,2) + Bp(y,z) en p(x,ay + fz) =
ap(x,y) + Be(x,z), voor alle x,y,z € V en voor alle «, 5 € IR.

Definitie 1.8.8 Voor ieder tweetal (3)-tensoren o en 1 wordt de (3)-tensor ¢ + 1 gedefinieerd door
(p+ ) (x,y) = @(x,y) + ¥(x,y) en voor iedere o € IR wordt de (g) -tensor cvp gedefinieerd door
(ap)(x,y) = ap(x,y).

OPMERKING:

e De verzameling der (g)-tensoren is een vectorruimte over IR die genoteerd wordt met
V* ® V* en ook wel met TY(V).

VOORBEELD:
e leder type inproduct op V, zoals beschouwd in sectie(1.5), is een (g) -tensor. Indien op

een vectorruimte een vaste keuze voor een inproduct gemaakt wordt, dan heet zo'n
inproduct, op z'n 19e eeuws, de fundamentaaltensor .

Definitie 1.8.9 Voor iedere p, q € V* wordt de (g)-tensor P ® qop V gedefinieerd door
(P®4)(x,y) =<P,x><q§,y>.
MERK OP: P ® G # q ® D, als het stelsel {p, G} een onafthankelijk stelsel is.
Definitie 1.8.10 Met een lineaire afbeelding K : V. — V™ associéren we op twee manieren een
(g) -tensor :
K(x,y) =< Kx,y >,
I{(X7 y) :< ICy7X >’

Met goeie afspraken blijkt er een 1 op 1 correspondentie te bestaan tussen (g) -tensoren en
lineaire afbeeldingen van V naar V*.

Stelling 1.8.11

Gegeven: Een (5)-tensor K.

o Er bestaat precies één lineaire afbeelding IC : V' — V* zodat
VxeVVyeV: K(x,y)=<Kx,y >.

Expliciet: K = K(-,e;)&", dus Ku = K (u, e;)&".
o Er bestaat precies één lineaire afbeelding KC* : V' — V* zodat

VxeVVyeV: Kixy) =<K'y,x>.

Expliciet: K* = K(e;, )&, dus K*w = K (e;, w)&".
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Bewijs

e Kies een vaste a € V. We beschouwen de (})-tensor x — K(a,x). Door nu a toch als
variabel op te vatten wordt een lineaire afbeelding K : V' — V* gedefinieerd door a +—
K(a,-) =< Ka,- >. Dan K (u,v) =< Ku, v >. De expliciete voorstelling laat zich nu raden.

AZI

Blijkbaar geldt bij basiswisseling Ku = £ (u, e;)é".

e Kies een vaste b € V. Beschouw nu de ((1]) -tensor x — K(x,b). Definiéer de lineaire
afbeelding £* : V. — V* door b — K(-,b) =< K*b,- >. Dan K(u,v) =< K*v,u >. De

!

expliciete voorstelling na basiswisseling is in dit geval K*u = k(e;, u)é" . a
MERK OP:

e AlsVx e VVy e V: K(x,y) = K(y,x) dan geldt £ = *.

e AlsVx € VVy € V: K(x,y) = —K(y,x) dan geldt £ = —K*. Bij toepassingen wordt
vaak gesuggereerd dat een 2-tensor hetzelfde is als een matrix. Daar valt een heleboel tegen

in te brengen. Na basiskeuze kun je een 2-tensor voorstellen door een matrix, net zoals dat bij
lineaire afbeeldingen gebruikelijk is.

Definitie 1.8.12 Zij {e;} een basis van V en ¢ een (g) -tensor op V. De getallen ;;, gedefinieerd
door @;; = (e, e;), heten de (covariante) componenten van de tensor o ten opzichte van de basis

{ei}.

MERK OP:

¢ De toevoeging 'covariant’ bij (covariante) componenten doet hier eigenlijk niet terza-
ke. Er zijn geen andere componenten dan covariante omdat alleen vectoren ingevuld
mogen worden. Zie echter ook paragraaf 1.8.11.

e Voor x,y € V geldt o(x,y) = 2%y p;;.

e De actie van een (g) -tensor op twee vectoren x en y kan geschreven worden als p(x,y) =
pijral.

o Zij {ey} een tweede basis van V, dan geldt p;;; = (e, ey) = go(Aﬁ,ei,A;:,ej) =
Af,Ag,apij, waarmee het verband tussen de covariante componenten van een tensor
tussen twee willekeurige bases is aangegeven. Vergelijk met sectie(1.4).

Definitie 1.8.13 Zij {e;} een basis van V. Bij elk paar indices i en j wordt de (5)-tensor & ® &
gedefinieerd door

(' ®e) (x,y) =8(x)&(y) =< &' x>< &,y >.
Lemma 1.8.14

e De verzameling {&' ® & } vormt een basis van TY(V'). Er geldt: ¢ = ¢;;8' @ &
e Als dimV = n dan is diim TY(V) = n?.

Bewijs:
Laat ¢ € T9(V), dan geldt voor alle x,y € V

p(x,y) = p(z'e;, v e;) = pia’y’ = pi; <&, x >< &,y >=;; (' 0 &) (x,y),
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ofwel
Y= (,Dljéz ® &/

De vectorruimte T9(V) wordt dus opgespannen door de verzameling {&' ® & }. Rest te
bewijzen dat de verzameling {&’ ® &} een lineair onafhankelijk stelsel is. Laat daartoe o;
een n?-tal getallen zijn zodanig dat o;;&’ ® & = 0. Dan geldt voor iedere k en [,

0= Q5 (éi & éj) (ek,el) = aijéi(ek)éj(el) = 011]5;651] = .
a

OPMERKING: Zoals eerder vermeld is een inproduct een (g) -tensor. De hierbij te beschouwen
lineaire afbeelding van V' naar V* wordt gegeven door a — (a, -). Dit is precies de bijectieve
lineaire afbeelding G uit Stelling 1.5.3.

1.8.6 (3) -tensor = contravariante 2-tensor = lineaire afbeelding: V' — 1/

Definitie 1.8.15 Een (g)—tensor is een afbeelding van V* x V* naar IR, die lineair is in beide argu-

menten. Een ((2)) -tensor heet ook wel een bilineaire functie op V* x V*.

TOELICHTING:

e Voor een (J)-tensor H geldt H(ak + (39,2) = aH(X,2) + SH(§,2) en H(%, oy + 2) =
aH(%X,y)+ H(X,z), voor alle X,y,Z € V* en voor alle o, § € IR.

Definitie 1.8.16 Voor ieder tweetal (3)-tensoren H en h wordt de (7)-tensor H + h gedefinieerd
door (H + h)(%,y) = H(X,¥) + h(X,¥) en voor iedere o € IR wordt de ((2])—tensor aH gedefinieerd
door (aH)(%X,y) = aH(X,¥).

OPMERKING:

e De verzameling der (3)-tensoren is een vectorruimte over IR die genoteerd wordt met

V @ V en ook wel met T3(V).

Definitie 1.8.17 Voor ieder stel x,y € V wordt de (g)—tensor X ® y gedefinieerd door

(x®y)(Q,V)=<ld,x><V,y >.
MERK OP: X ®y # y @ X, als het stelsel {x,y} een onafhankelijk stelsel is.

Definitie 1.8.18 Met een lineaire afbeelding H : V* — V associéren we op twee manieren een
2
-tensor :
(o)
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Met goeie afspraken blijkt er een 1 op 1 correspondentie te bestaan tussen (g) -tensoren en
lineaire afbeeldingen van V* naar V.

Stelling 1.8.19
Gegeven: Een (3)-tensor H.
o Er bestaat precies één lineaire afbeelding H : V* — V zodat

VXeV*VyeV*: HEX§y) =<XHy>.
Expliciet: H = H(&',-)e; , dus Hv = H(&",7V)e;.
o Er bestaat precies één lineaire afbeelding H* : V* — V zodat
VXeV*'VyeV*: HEX§J) =<y, H=X>.

¥
Expliciet: H* = H(-,&")e; , dus H*V = H(¥,&)e;.

Bewijs

o Kies een vaste b € V*. We beschouwen de (j)-tensor % +— H(%,b). Door nu b toch
als variabel op te vatten wordt een lineaire afbeelding H : V* — V gedefinieerd door
b — H(,b) =< -,Hb >. Dan H(1,¥) =< @, HV >. De expliciete voorstelling laat zich
nu raden. Blijkbaar geldt na basiswisseling H = H(&", it)e;.

o Kies een vaste & € V*.Beschouw nu de (é)-tensor X — H(&,%). Door nu a toch als variabel
op te vatten wordt een lineaire afbeelding H* : V* — V gedefinieerd door

a— H(a, ) =<-,H*a>. Dan H(d,V) =< ¥, H*Q >. De expliciete voorstelling laat zich nu
raden. Blijkbaar geldt na basiswisseling H*a = H (11, éi')ei/. Vergelijk met sectie(1.4). O

MERK OP:
e AlsVXe V*VyeV*: H(X,§)=H(y,%) dan geldt H = H".
e AlsVxe V*VyeV*: H(X,§)=—H(¥y,%) dan geldt H = —H*.

Definitie 1.8.20 Zij {e;} een basis van V en H een (3)-tensor op V.. De getallen H", gedefinicerd
door H' = H(&',&), heten de (contravariante) componenten van de tensor H ten opzichte van de
basis {e;}.

MERK OP:

e De toevoeging ‘contravariant” bij (contravariante) componenten is ook hier redundant.
Zie echter ook paragraaf 1.8.11.

e Voorx,y € V*geldt H(X,9) = z;y; HY.

e De actie van een (?)-tensor H op twee covectoren % en y kan geschreven worden als
H(%x,§) = HYzz;.

e Zij {ey} een tweede basis van V, dan geldt H"V" = H(&" &) = H(A;Z'éi,Ag/éj) =

A?A?H “J, waarmee het verband tussen de (contra)variante componenten van een (g) -

tensor voor twee willekeurige bases is aangegeven.

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



30 HOOFDSTUK 1. MULTILINEAIRE ALGEBRA

Definitie 1.8.21 Zij {e;} een basis van V. Bij elk paar indices i en j wordt de (3) -tensor e; ® e;
gedefinieerd door

(ei ® ej) (f(,y) =< f(, e;, >< S’,ej > .
Lemma 1.8.22

e De verzameling {e; ® e;} vormt een basis van T3(V). Er geldt: H = H'e; ® e,
e Als dimV = n dan is dim T3(V) = n?.

Bewijs:
Laat § € T3(V), dan geldt voor alle %, 9 € V*

0(%,9) = 0(2:8",y;&) = 090y, = 079 < X,e; >< §,e; >= 0" (e; ® ej) (X,¥),
ofwel

0=0%e ®e;.

De vectorruimte T2(V) wordt dus opgespannen door de verzameling {e; ® e;}. Rest te
bewijzen dat de verzameling {e; ® e;} een lineair onafhankelijk stelsel is. Ook dit gaat net
zo als in het bewijs van Lemma(1.8.14) O

1.8.7 (})-tensor = gemengde 2-tensor = lin afb: V — Ven V* — V*

Definitie 1.8.23 Een G)—tensor is een afbeelding van V* x V naar IR, die lineair is in beide argu-
menten. Een (})-tensor heet ook wel een bilineaire functie op V* x V.

TOELICHTING:

e Voor een (1)-tensor R geldt R(ax + (3¥,2) = aR(%,2) + BR(¥,2z) en R(X,ay + fz) =
aR(X,y) + fR(X,z), vooralle X,y € V* y,z € Venvooralle o, 3 € IR.

Definitie 1.8.24 Voor ieder tweetal (1)-tensoren R en r wordt de (})-tensor R+ r gedefinieerd door
(R+7r)(%k,y) = R(%,y) + h(X,y) en voor iedere o € IR wordt de (;)-tensor aR gedefinieerd door
(aR)(%,y) = aR(R,y).

OPMERKING:

e De verzameling der G)-tensoren is een vectorruimte over IR die genoteerd wordt met
V ® V* en ook wel met T1(V).

Definitie 1.8.25 Voor ieder stel x € V, y € V* wordt de (})-tensor x ® § gedefinieerd door

(x®y)(,v)=<ld,x><§y,v>.
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Definitie 1.8.26
o Met een lineaire afbeelding R : V' — V associéren we een (})-tensor :

R(%x,y) =< X, Ry >,
o Met een lineaire afbeelding P : V* — V* associéren we een (1 )-tensor :

P(X,y) =<Px,y >,

Er blijkt er een 1 op 1 correspondentie te bestaan tussen G) -tensoren en lineaire afbeeldingen
van V naar V. Er blijkt ook een 1 op 1 correspondentie te bestaan tussen (i)-tensoren en
lineaire afbeeldingen van V* naar V*.

Stelling 1.8.27
Gegeven: Een ()-tensor R.
e Er bestaat precies één lineaire afbeelding R : V- — V zodat

VxeV*VyeV: RRXy) =<XxXRy>.

Expliciet: R = R(&',-)e; ,dus Rv = R(&',v)e;.
o Er bestaat precies één lineaire afbeelding R* : V* — V* zodat

VXeV*VyeV: REX,y)=<R*')k,y>.

Expliciet: R* = R(-,e;)& ,dus R*a = R({i, e;)&’.

Bewijs

e Laat R gegeven zijn. Bij iedere vaste a € V hoort de (;)-tensor % — R(%,a), een element
van V dus. De lineaire afbeelding R : V' — V wordt nu gedefinieerd door

a+ R(-,a) =< -,Ra >= Ra. Blijkbaar geldt na basiswisseling Ru = R(&", {i)ey, zodat de
voorstelling ongevoelig is voor basiswisseling.

e Bij iedere vaste vaste b € V* hoort de ([1)) -tensor y — R(b,y), een element van V* dus. De
lineaire afbeelding R* : V* — V wordt nu gedefinieerd door b — R(b,-) =< R*b,- >. Dan
R(0,v) =< R*V,u >. De expliciete voorstelling laat zich nu raden. De expliciete voorstel-
ling is ongevoelig voor basiswisseling: R*& = R(i1,&;/)&’ . Vergelijk met sectie(1.4). O

MERK OP:
e Verwisselen van x en y in R(X,y) leidt tot een zinloze uitdrukking.

Definitie 1.8.28 Zij {e;} een basis van V en R een G)—tensor bij V. De getallen R; , gedefinieerd
door R; = R(&',e;), heten de (gemengde) componenten van de tensor R ten opzichte van de basis

{ei}.

MERK OP:
e Voor % € V*, y € V geldt R(%X,y) = ziy’ R..
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o Zij {gi/} een tweede basis van V, dan geldt R;’, = R(&",ej) = R(Aé’éi,Ag,ej) =
AgA;,R; , waarmee het verband tussen de (gemengde) componenten van een (;)-
tensor voor twee willekeurige bases is aangegeven.

MERK OP:
¢ De toevoeging ‘'gemengde’ bij (gemengde) componenten doet ook hier eigenlijk niet terza-
ke. Je kunt niets anders. Zie echter ook paragraaf 1.8.11.

Definitie 1.8.29 Zij {e;} een basis van V. Bij elk paar indices i en j wordt de (1)-tensor e; @ &
gedefinieerd door

(e, &) (X,y) =< %, e; >< &,y >.
Lemma 1.8.30

o De verzameling {e; © & } vormt een basis van T{(V'). Er geldt: R = Re; © &
o Als dimV = n dan is diim T1 (V) = n?

Bewijs:
Laat ¢ € T{(V), dan geldtvoorallex € V*, y € V

YR, y) = (28’ ) = Plagy’ =Pl < R, e; >< &y >=1} (e; ® &) (},y),
ofwel
P =le;® &,
De vectorruimte T}(V) wordt dus opgespannen door de verzameling {e; ® & }. Rest te

bewijzen dat de verzameling {e; ® & } een lineair onafhankelijk stelsel is. Dit gaat weer net
zo als in het bewijs van Lemma(1.8.14) O

1.8.8 (3)-tensor = covariante 3-tensor = lin afb: V — (V* @ V*)en (V ® V) — V*

Definitie 1.8.31 Een (g) -tensor is een afbeelding van V- x V' x V naar IR, die lineair is in ieder van
haar drie vector argumenten.

De betekenis hiervan is de voor de hand liggende uitbreiding van de toelichtingen na Defi-
nities 1.8.7,1.8.15 en 1.8.23. Zie ook de algemene Definitie(1.8.1)

Definitie 1.8.32 Voor ieder tweetal (3)-tensoren U en o wordt de (3)-tensor W + o gedefinieerd door
(U+0)(x,y,z) = VU(x,y,2)+0(x,y, z) en voor iedere o € IR wordt de (3)-tensor a'¥ gedefinieerd
door (a¥)(x,y,z) = a¥(x,y, z).
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OPMERKING:

e De verzameling der (g) -tensoren vormt een vectorruimte over IR die genoteerd wordt
met V* @ V* ® V* en ook wel met T(V).

Definitie 1.8.33 Voor iedere i1, v, W € V* wordt de (g) -tensor 0 ® Vv @ W gedefinieerd door

(AR VERW) (X,y,2) =<10,x >< ¥,y >< W,z > .
OPMERKING: Ook hier is de volgorde in het tensorproduct weer van wezenlijk belang.

Definitie 1.8.34 Zij {e;} een basis van V en U een (g)—tensor op V. De getallen Wy,;;, gedefi-
nieerd door Wy;; = V(ey,e;, e;), heten de (covariante) componenten van de tensor V ten opzich-

te van de basis {e;}. De collectie covariante componenten van een (g) -tensor, opgeborgen in een
3-dimensionale kubische matrix, wordt genoteerd met [Wp;;]|.

Lemma 1.8.35
e De verzameling {&" @ & &/} vormt een basis van T(V'). Er geldt: ¥ = ¥y,;;8" @ &' © &,
o Als dimV = n dan is diim TY(V) = n3.

OPMERKINGEN:

e Een (g) -tensor ¥ kan (op 3 verschillende manieren!) worden opgevat als een lineaire
afbeelding van V naar T(V) = V* ® V*. Dus op 6 verschillende manieren als een
lineaire afbeelding van V' naar de 'vectorruimte van lineaire afbeeldingen V' — V*’.
Simpel gezegd, als je in een gleuf van ¥ een vector a uit V invult, dan hou je een
(9)-tensor over, bijvoorbeeld ¥(-, a, -). In indexnotatie ¥y,,;a’.

e Een (g) -tensor ¥ kan op 6 verschillende manieren worden opgevat als een lineaire
afbeelding van "vectorruimte van lineaire afbeeldingen V* — V'’ naar V*. Laat H =
H%e; @ ej. Dan definieert, bijvoorbeeld,

Ue;,ej,- )Hij =Ule;, € ,ek)Hijék =Ule;,€j ,ek)Hij < ék, - >,
een covector. Die overigens niet van de basiskeuze afhangt. In indexnotatie W, ;;, H".

¢ Een belangrijk speciaal geval is de spanningstensor die een 'spanningstoestand” in een
oneindig uitgestrekt lineair medium beschrijft. Een spanningstensor heeft de eigen-
schap Vx,y,z € V : ¥(x,y,z) = —V(x,z,y). Beschouw een georiénteerd paral-
lellogram, opgespannen door vectoren a en b. Dan stelt de covector f = ¥(-,a,b)
de kracht voor die op het parallellogram werkt. Inderdaad, als je a en b omwisselt,
dan verandert de kracht f van teken (actie=-reactie). Met gebruik van een inwendig
product én een uitwendig product kun je, minder algemeen en minder elegant, een li-
neaire spanningstoestand ook met een 2-tensor beschrijven. Dat is wat je in de meeste
leerboeken aantreft. Zie ook de appendix hierover.
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1.8.9 (})-tensor = gemengde 4-tensor =lin afb: (V = V) — (V= V)=

Definitie 1.8.36 Een (g)—tensor is een afbeelding van V* x V* x V' x V naar IR, die lineair is in
ieder van haar vier argumenten.

Voor nadere uitleg hiervan, kijk naar de algemene Definitie(1.8.1).

Definitie 1.8.37 Voor ieder tweetal (3)-tensoren © en = wordt de (3)-tensor © + = gedefinicerd
door (© + E)(0,V,x,y) = O(11,¥,x,y) + Z(@, V,x,y). Voor a € IR wordt de (})-tensor «©
gedefinieerd door (a©)(1,¥,x,y) = aO(11, ¥, x,y).

OPMERKING:

e De verzameling der (g) -tensoren vormt een vectorruimte over IR die genoteerd wordt
met V@V ® V*® V* en ook wel met T3(V).

Definitie 1.8.38 Voor iedere set a,b € V, &, d € V* wordt de (%)—tensor a®b® &®d gedefinieerd
door

(a®b®é®€l) (1, V,x,y) =< ,a>< V,b >< & x><d,y >.

OPI\A/[ERKING: Ook hier is weer, bijvoorbeeld, a @ b ® ¢ ® d #a®b® d ® &, als het stelsel
{¢,d} een onafhankelijk stelsel is.

Definitie 1.8.39 Zij {e;} een basis van V en O een (3)-tensor bij V. De getallen @ﬂ;, gedefini-
eerd door @ff = O(&’,&" ey, e;), heten de (gemengde) componenten van de tensor © ten opzich-

te van de basis {e;}. De collectie gemengde componenten van een (3)—tensor, opgeborgen in een
4-dimensionale kubische matrix, wordt genoteerd met [9{5]

Lemma 1.8.40

e De verzameling {e; ® e;, ® &" @ &'} vormt een basis van T3(V).
Ergeldt: © = ©l%e; 0 e, ® 8" @ &.

e Als dimV = n, dan is dim T2(V) = n*.

OPMERKINGEN:

Een (g) -tensor © kan op diverse manieren worden opgevat als een lineaire afbeelding van
een 'ruimte van lineaire afbeeldingen’ naar een 'ruimte van lineaire afbeeldingen’.
eGeval(V—-V) - (V=V)en(V-V) = (V¥ = V).

Laat R : V — V een lineaire afbeelding zijn. Schrijf R = R’ e, ® ™. Vorm de (;)-tensor
an@(-, &",ey,-). Deze kan, naar behoefte, als een lineaire afbeelding V' — V, dan wel
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V* — V* worden opgevat. We beschrijven de acties van deze 'beeld-afbeeldingen” op V'
respectievelijk V*:

(OR): V=V : x— (OR)x = R.O(&,8m e/, x)e; =
(OR)*: V* = V* : % (OR)x = R[,O(%,8™, e,e;)& =

In indexnotatie staat hier

[BE) — [(OR)E) = [0 5], [#"] = (O3 Rja"),  [wa] > [0 Ry,
Dit spelletje kan ook gespeeld worden door sommaties over andere indices uit te voeren.
eGeval(V—-V*) - (VoVHen (V¥ ->V) - (V= V).
Laat K : V — V* een lineaire afbeelding zijn. Schrijf £ = K;;&' ® & . Dit geval werken we
alleen uit met indexnotatie.

[Kni] = (095K, [2"] — (075 Kj2"], andere keuze: [a7] — 0]} K]
MetH:V* - VenH= ijej ® e,

[H*] — [0 HM), [2] — [©FH" 1)), andere keuze: [x}] — [07F HMy].

Enzovoort.

Een belangrijk voorbeeld van een 4-tensor is de Hooke-tensor in de lineaire elasticiteitstheo-
rie. Deze beeldt een "deformatietoestand’, beschreven door een lineaire afbeelding, lineair af
op een 'spanningstoestand’, eveneens beschreven door een lineaire afbeelding. Zie Appen-
dix.

1.8.10 Vervolg algemene beschouwingen over (!)-tensoren. Contractie en ®.

We gaan uit van de algemene definitie in paragraaf 1.8.1.

Definitie 1.8.41
Gegeven: Een geordend stel van r stuks vectoren a,b,...,d € V. Een geordend stel van s stuks
covectoren p,q,...,a € V*.

We definiéren: De (})-tensora@b®@--- @ d®p®q® ... ® 0 door

r stuks s stuks
(a®b®m®d®ﬁ®Q®m®ﬁymﬁ”wimwwww:

=<f,a>---<z,d><p,v>---<i,y>

Bij iedere keuze van (co)vectoren staat in het rechterlid een product van r + s stuks reéle
getallen!
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Definitie 1.8.42 Voor ieder tweetal (7))-tensoren T en t wordt de (7)-tensor T + t gedefinieerd door
(T +t)(0,9,...,2,v,w,...,y) = T(0,9,...,2,v,w,...,y) + t(Q,¥,...,2,v,w,....y) en
voor iedere o € IR wordt de (%)-tensor oT gedefinieerd door (aT)(Q,¥,...,2,v,w,...,y) =
oT(0,¥,...,2,v,w,...,y).

Het bewijs van de volgende stelling verloopt net als bij de voorafgaande lage orde voorbeel-
den.

Stelling 1.8.43

e De verzameling der ('))-tensoren vormt een vectorruimte over IR die genoteerd wordt met T5(V').
o Als {e;} een basis is van V en dim V' = n, dan wordt een basis van T'; gegeven door

lgilénv"'vlgiTSnv

. . ) &l @ al2 ... als
lon @ep@ 0o 08l @&l e 08}, met{léjlﬁn,“',lﬁjsﬁn.

Dus dim T%, = n"*5,
o [n de ontbinding

iviz...i A1 o A A
T=T,2""€ Re,Q e, Q& &* Q- Q&

worden de componenten gegeven door

11020 __ All at2 al . . .
lejz.-js =T(&",e”,...e " €15 €jgs - - - 7e]s>'

e Bij basiswisseling geldt de transformatieregel

N L o o
11lg.elp 11 19 Ay .. J1 AJ2 .. Js 1112...0p
Tj{jg...jg = AilAigAiT Aj{Ajé Aj; Tj1j1...js'

In de volgende definitie laten we zien hoe je orde van een tensor met 2 punten kunt verlagen.

De definitie maakt gebruik van een basis voor V. Echter, de definitie is niet afhankelijk van
welke basiskeuze je maakt.

Definitie 1.8.44 (Contractie van tensoren)
Zij{e;} een basisvan V. Zij T € T%5(V), met r > 1en s > 1. Beschouw de som

De duale basisvectoren staan op een vast gekozen "covectorplek’. De basisvectoren staan op een vast
gekozen "vectorplek’. Genoemde som definieert een (Zj)—tensor. De hiermeen corresponderende line-

aire afbeelding van T7 (V) naar T"_1 (V') heet contractie.

VOORBEELDEN:

e De contractie van een (})-tensor R is een scalar. In indexnotatie: R! = R;i Dit is het
‘spoor van de matrix’. In het bijzondere geval van een G)-tensor van de vorm a® b is,
komt er bla; = b ay =< b,a >.
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e Beschouw een gemengde 5-tensor ¢, in indexnotatie
i hi
Poikim = 9 Phjklm-

Door contractie over de eerste twee indices ontstaat een 3-tensor v/, waarvan de (cova-
riante) componenten gegeven worden door

I ¥ i
UVkim = Pligim = 9 Phiklm = Pi-kim-

In een aantal speciale gevallen zijn we een "tensorproduct’ tegengekomen, genoteerd met ®.
Als, heel algemeen, S € T (V) en T € T2(V) gegeven zijn, dan kunnen we daaruit een
producttensor S ® T' € T{!72(V) bouwen. Om de boekhouding niet uit de hand te laten
lopen geven we de definitie alleen voor een representatief speciaal geval.

Definitie 1.8.45 (Algemeen Tensorproduct, specimen)
Gegeven: R € T2(V) en S € Ti(V).
Dan: R® S € T3(V) wordt gedefiniéerd door

(R ® S) (4,v,Ww,r,x,y,2,) = R(1,V,r)S(W,x,y, z).

Let op de volgorde van "invullen van de (co)vectoren”!

OPMERKINGEN:
e Terwille van de duidelijkheid

(S® R)(0,V,W,r,x,y,2,) = S(4,r,x,y)R(V, W, 2).
e Bij een gegeven basis vinden we voor de componenten van de genoemde producttensoren
(RoS)* = RISk, respectievelijk (S ® R)* =i RIF

e Het tensorproduct is niet commutatief. Dat wil zeggen: In het algemeen R ® S # S ® R.

e Het tensorproduct is associatief. Dat wil zeggen: (R® S) ® T'= R® (S ® T). Practisch
betekent dit dat de schrijfwijze R ® S ® T" zinvol is.

1.8.11 Tensoren op Vectorruimten die uitgerust zijn met een inwendig product

UITGANGSPUNTEN:

e FEen n-dimensionale vectorruimte V over IR.

e Een inproduct (-,-) op V.

Uit de paragrafen 1.5 en 1.6 weten we dat 'kiezen voor een inproduct op V' betekent dat
"V en V* geidentificeerd worden’. Er is dan een vast gegeven bijectieve lineaire afbeelding
G:V — V*metinverse G~! : V* — V. Bovendien hebben we dan bij iedere basis {e;} in V'
de beschikking over de bijbehorende "reciproke’ basis {€’} in V, zodat (e’ e;) = 5.
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Een en ander betekent dat we kunnen volstaan met alleen (g) -tensoren, dus covariante ten-

soren, te beschouwen. Stel we hebben een gemengde (!)-tensor. Een gleuf waar alleen co-
vectoren in mogen kunnen we voor vectoren ontvankelijk maken door op zo'n vector eerst
G toe te passen. In omgekeerde richting kan ook: Een gleuf waar alleen vectoren in mogen
kunnen we voor covectoren ontvankelijk maken door op zo'n covector eerst G~ toe te pas-
sen. Samengevat: Als we een inwendig product afgesproken hebben volstaat het dus om
over p-tensoren te spreken. Hieruit kunnen we dan elk type (7)-tensor vervaardigen, met
r+s=p.

BELANGRIJKE CONCLUSIE:

B1j EEN VAST GEKOZEN INPRODUCT (-,-) OP V LEIDT
e HET VERVANGEN VAN ALLE HOEKIGE HAKEN < -, - > DOOR RONDE HAKEN (-, -) EN REKE-
NEN ZOALS BIJ INPRODUCTEN GEBRUIKELIJK IS,

e EN HET TEVENS WEGLATEN VAN DE HOEDJES ",
IN ALLE FORMULES VAN PARAGRAFEN 1.8.1-1.8.10, TOT CORRECTE UITDRUKKINGEN.

We lichten dit nog toe aan wat voorbeelden.

VOORBEELDEN:

e Een 1-tensor is van de vorm x — (a, x). De covariante componenten van a zijn a; = (a, e;).
De contravariante componenten zijn o' = (€', a).

e Een 2-tensor R heeft de voorstelling R(x,y) = (x, Ry) = (R*x,y), voor alle x,y € V. Hier
isR : V — V een lineaire afbeelding en R* is de geadjungeerde afbeelding van R. Er zijn co-
variante componenten R;; = R(e;, e;), contravariante componenten R = R(e,e’), en twee
typen gemengde componenten R;* = R(e;, e’) en R = R(e', ;). Er geldt R} = ¢¥ R;; =
gie R, enzovoort. De covariante componenten van het beeld van Rx worden gegeven door
R;;z7, enzovoort.

e De 4-tensor O uit paragraaf 1.8.9 heeft covariante componenten Oy, = ©(Gey,, Ge;, ej,e;) =
ghggim@,ffjﬂk”. Met de componenten van G kunnen indices ‘op-en-neer gehaald worden’, dus
van co- naar contravariant gaan en viceversa.

1.9 Een wiskundige interpretatie van het ingenieurs tensor begrip’

UITGANGSPUNT:

e Een n-dimensionale vectorruimte V over IR.
OPMERKING:

o Uit de lineaire algebra zijn 1-dimensionale getallenblokken (rijen en kolommen) en 2-
dimensionale getallenblokken (matrices) welbekend. In dit college is bij het gebruik
hiervan inmiddels al onderscheid gemaakt tussen onder- en bovenindices. We willen
nu ¢-dimensionale getallenblokken met boven, onder of gemengde indices gaan be-
schouwen. Deze soort 'supermatrices” worden ook wel holors genoemd. Bijvoorbeeld,
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de covariante componenten van een 4-tensor geven aanleiding tot een 4-dimensionaal
getallenblok met onderindices.

NOTATIES:

IR™) is een omslachtige notatie voor IR.

IR" is de vectorruimte van alle kolommen ter lengte n.

T((R")

To(R") =

T (R") = IR, is de vectorruimte van alle rijen ter lengte n.

T3(IR") = IR™*" is de vectorruimte van alle n x n-matrices met bovenindices.
T1(IR") = IR" is de vectorruimte van alle n x n- matrices met gemengde indices.
TY(IR") = IR, x,, is de vectorruimte van alle n x n-matrices met benedenindices.

e Ti(IR") is de vectorruimte van alle 3-dimensionale kubische matrices met één boven-
index en twee onderindices.

e T (IR"), metr,s € {0,1,2,---} vast, is de vectorruimte van alle (r + s)-dimensionale
holors met s onderindices en r bovenindices.

OPMERKING:

e De vectorruimte T%(IR") over IR heeft dimensie n"** en is isomorf met IR"""". Door
bijvoorbeeld de indices lexicografisch te ordenen kan een identificatie met R""" be-
werkstelligd worden.

NOTATIE:
e De verzameling van alle bases van V' noteren we met Bas(V).
OPMERKING:

¢ In de volgende definities worden alternatieve definities gegeven van tensoren. Een
tensor zal gedefinieerd worden als een afbeelding van Bas(V') naar T (IR"), voor ze-
kere r en s. Deze afbeelding zal zo zijn dat indien de actie van de afbeelding op één
basis bekend is, dat dan de actie op iedere andere basis berekend kan worden met be-

hulp van overgangsmatrices. Met andere woorden, indien de holor behorende bij een
zekere basis bekend is, dan zijn holors ten opzichte van andere bases te berekenen.

Definitie 1.9.1 Een O-tensor, (8) ~tensor of scalar is een afbeelding van Bas(V) naar T)(IR") die
aan iedere basis één en hetzelfde getal toevoegt.

NOTATIE:
e De notatie T)(V') wordt ook wel gebruikt voor IR.
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Definitie 1.9.2 Een covariante 1-tensor, (?)—tensar of covector is een afbeelding F : Bas(V) —
TY(IR™) met de eigenschap

F({ei}) = [zj] v — A
Fller}) = [zy] }:> = A

OPMERKING:

. . . . . ~ N ~q! .
e Met iedere covariante 1-tensor correspondeert een lineaire functie X = z;&' = z,&" die
niet van de basiskeuze afhangt.

NOTATIE:

e De notatie TY(V') wordt ook wel gebruikt voor V*.

Definitie 1.9.3 Een contravariante 1-tensor, ((1)) -tensor of vector is een afbeelding F : Bas(V) —
T} (IR™) met de eigenschap

.7:({62}) - ['rj} él‘j, *Aj,xj
Fler)) = |o7] AR
OPMERKING:

. . ; ;! . .
e Met iedere contravariante 1-tensor correspondeert een vector x = z'e; = 2* ey die niet
van de basiskeuze afhangt.

NOTATIE:

e De notatie T} (V') wordt ook wel gebruikt voor V.

Definitie 1.9.4 Een covariante 2-tensor of (3)-tensor is een afbeelding S : Bas(V) — T3(IR™) met
de eigenschap

S({ei}) = [Tul } kgl
— T = A /A /T .
S({eir}) = [Twr] W WM
OPMERKING:

e Met iedere covariante 2-tensor correspondeert een bilineaire functie S = TeF @& =
At ~J . . .
Tir€" @ &' die niet van de basiskeuze afhangt.

Definitie 1.9.5 Een contravariante 2-tensor of (g)—tensor is een afbeelding S : Bas(V) — T3(IR"™)
met de eigenschap
S({ei}) = [TV]
S(fes}) = |T*"]

}iwwzgmfw
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OPMERKING:

e Na een keuze van een inproduct is een correspondentie aan te brengen tussen een
contravariante 2-tensor en een bilineaire functie. De bij S behorende bilineaire functie
wordt dan gegeven door S = Tre, @ e, = TF' e @ ey en is onafhankelijk van de
basiskeuze.

Definitie 1.9.6 Een gemengde 2-tensor of ()-tensor is een afbeelding S : Bas(V') — T}(IR") met
de eigenschap

S({ei = [TF / /
S 1))

OPMERKINGEN:

¢ Na een keuze van een inproduct is een correspondentie aan te brengen tussen een ge-
mengde 2-tensor en een bilineaire functie. De bij S behorende bilineaire functie wordt

~ / ~l . . .
dan gegeven door S = Tfe;, ® & = T} ey ® & en is onafhankelijk van de basiskeuze.

o Jedere gemengde 2-tensor correspondeert met een lineaire afbeelding 7 van V naar V,
gedefinieerd door 7x = le < &\, x > ey, die niet van de basiskeuze afhangt. Voor
deze correspondentie is geen inproduct nodig.

Definitie 1.9.7 Een covariante p-tensor of (2) -tensor is een afbeelding S : Bas(V) — TO(IR™) met
de eigenschap

S({el}) - [El“'ip] i1 ip
S({er}) [T} }:’Tza = A} AP T

P

Definitie 1.9.8 Een contravariante g-tensor of (3)-tensor is een afbeelding S : Bas(V') — T (IR")
met de eigenschap

S({ez}) = [Tlllp] il ! it il .
S({ell}) — [Tzlll;’] = T = Ali .. .AiZT 1ip

Definitie 1.9.9 Een gemengde (r + s)-tensor, contravariant van de orde r en covariant van de orde
s, of ( )-tensor is een afbeelding S : Bas(V) — T%(IR™) met de eigenschap

S{ei}) = |1k
Stlery) = [zihs » A

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



42 HOOFDSTUK 1. MULTILINEAIRE ALGEBRA

OPMERKINGEN:

e Een (:) -tensor noemen we contravariant van de orde r en covariant van de orde s.

e De in de voorafgaande behandelde rekenoperaties optellen, scalair vermenigvuldigen,
vermenigvuldigen en contraheren van tensoren zijn alle rekenoperaties die leiden tot,
ongeacht de basis ten opzichte waarvan ze worden uitgevoerd, dezelfde nieuwe tensor.
Met andere woorden, genoemde rekenoperaties zijn ten opzichte van een willekeurige
basis uitvoerbaar. Een dergelijke rekenoperatie heet tensorieel.

e Om een tensor te beschrijven is het voldoende om de holor te geven die bij een zekere
basis hoort. Met de definities van deze paragraaf kunnen dan de holors die bij iedere
willekeurige basis berekend worden.

VOORBEELDEN:

e Beschouw de afbeelding F die aan iedere basis van V de matrix [6% ] toevoegt. We
vragen ons af of F een gemengde 2-tensor is. Om dit in te zien kiezen we twee bases

{e;} en {e;} van V en stellen Fi({e;}) = [6F,] en Fi({e;}) = {57’?,;,} , dan geldt

67],{;;/ == AQIA’:’,L/ == A]g/Am/(an,
waaruit volgt dat F; een gemengde 2-tensor is. Dit kan ook ingezien worden in ma-
trixtaal. Het argument is dan:
Er geldt I;= A'I A, voor iedere inverteerbare n x n-matrix A,.
We noemen deze tensor de Kronecker tensor .

e Beschouw de afbeelding F’ die aan iedere basis van V' de matrix [d,,] toevoegt. We
vragen ons af of F; een covariante 2-tensor is. Dit komt neer op de vraag;:
Geldt I,,= (A,)TIA, voor iedere inverteerbare n x n-matrix 4,2 Omdat het antwoord
hierop nee is, is F; geen covariante 2-tensor. Net zo is in te zien dat de afbeelding F3
die aan iedere basis de matrix [6*™] toevoegt geen contravariante 2-tensor is. Indien
we ons echter zouden beperken tot orthogonale overgangsmatrices, dan zijn zowel F»
als F3 2-tensoren.
De bij de gemengde 2-tensor F; behorende lineaire afbeelding van V' naar V' wordt
gegeven door x —< & ,x > e; = z'e; = x, de identieke afbeelding op V.

e Beschouw de afbeelding F' die aan iedere basis van V' de matrix diag(2, 1, 1) toevoegt.
We vragen ons af of F' een covariante, contravariante of gemengde 2-tensor is. Het
is eenvoudig om een inverteerbare matrix A te verzinnen zodanig dat diag(2,1,1) #
A~1diag(2,1, 1) A, waaruit onmiddellijk volgt dat F' geen der drie typen 2-tensoren is.

e Beschouw een gemengde 2-tensor . Schrijf

e({ei}) = |df] = @
We vragen ons af of de afbeelding o van Bas(V') naar IR, gedefinieerd door

a({ei}) = ¢ = tr(Q) (= spoor(Q)),
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een scalar is. Om dit in te zien kiezen we twee bases {e;} en {e;} van V en stellen
p({ei}) = 4 en p({es}) = ¢, dan geldt

qlk, = AZ,AQ qlk,
zodat
= A Akl = 0La = qi,

ofwel a({e;}) = a({ey}). Blijkbaar is a een scalar. In matrixtaal is het argument:
Er geldt tr ((4,)7'QA,) = tr (Q}) voor iedere inverteerbare n x n-matrix A, .

e Beschouw een covariante 2-tensor 1. Schrijf

({ei}) = [au] = Q.

We vragen ons af of de afbeelding 3 van Bas(V') naar IR, gedefinieerd door

B{e}) = qu =tr(Q),
=1

een scalar is. Dit komt neer op de vraag:
Geldt tr ((4,)TQA,) = tr(Q,,) voor iedere inverteerbare n x n-matrix 4, Omdat het
antwoord hierop nee is, is 3 geen scalar.

o Gegeven zijn de tensoren g;;, ¢/ en ¢. We vragen ons af of het verwisselen van indices
een tensoriéle operatie is, ofwel ‘is het transponeren van een matrix tensorieel?’. Het
antwoord is dat dit voor matrices met gemengde indices niet het geval is, terwijl dit
bij matrices met boven- of onderindices wel het geval is. We zullen dit verklaren in
matrixtaal.

Gemengde indices: Noteer Q@ = [¢}] en Q}= [qul,} Dan geldt Q= (A,)"'QA,. Hier-
uit volgt (@)1 = (A,)TQT(A,)~T. Blijkbaar is het transponeren van een matrix met
gemengde indices niet tensorieel. Er zou dan namelijk (Q,)T = (4,)7'QT A, moeten
volgen.

Onderindices: Noteer @ = [g;;] en Q,, = [g;/]. Dan geldt Q,,= A,” QA,. Hieruit volgt
direct Q,,” = AT QT A,. Dit is dus wel tensorieel!

Bovenindices: Analoog als bij onderindices.

e Gegeven zijn de tensoren ¢;;, ¢/ en q; We vragen ons af of het berekenen van de
determinant van een matrix tensorieel is. Het antwoord is dat dit bij matrices met
gemengde indices wel het geval is, terwijl dit bij matrices met boven- of onderindices
niet het geval is. Dit betekent het berekenen van de determinant van matrices met
gemengde indices een scalar definieert. Immers det(Q)}) = det((4,)1QA,) = det Q,
maar det(Q,, ) # det(A4,7 QA,) in het algemeen.

e Laatn = 3. Gegeven zijn de contravariante 1-tensoren z* en y’. Bereken het uitwendig
vectorproduct 2! = 2%y? — 23y?, 22 = 23y! — 21y en 23 = 2ly? — 2%yl Ditis geen
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tensoriéle operatie, dus 2* is geen contravariante 1-tensor. Anders gezegd: 2* is geen
vector. Om dit in te zien maken we gebruik van de rekenregel
_ -T

Vuvers vSele,S inverteerbaar SU X SV =det(S)S™ (U x V). (1.3)
Indien Z2 = A'Z, dan is z* een vector. Ofwel, indien A/ X x AY = A (X x Y). Op
grond van (1.3) geldt echter (4'X) x (AY) = det(A)(4A) T (X x Y). Inderdaad is
het uitwendig vectorproduct geen tensoriéle operatie. Indien we ons echter zouden
beperken tot orthogonale matrices met determinant gelijk aan 1, dan is het uitwen-
dig vectorproduct wel tensorieel. Als we echter een transformatie met behulp van een
orthogonale matrix met determinant gelijk aan —1 uitvoeren, dan verschijnt na de ba-

sistransformatie een minteken. Dit verschijnsel noopt natuurkundigen het uitproduct
de mysterieuze betiteling "axiale vector’ te geven.

e Laat 2’ en 3’ contravariante 1-tensoren zijn. De rekenkundige constructies 'y’ en
x'y? — y’x* leveren contravariante 2- tensoren op.

o Alsz', yj, qij, qg en ¢% tensoren zijn, dan zijn ook z'g;;, qg Yj, qijqi, etc, tensoren. Meet-
kundig zijn deze operaties te interpreteren als het toepassen van een lineaire afbeelding
op een (co)vector of de compositie van 2 lineaire afbeeldingen nemen.

1.10 (Covariante) symmetrische en antisymmetrische tensoren

UITGANGSPUNT:

e Fen n-dimensionale vectorruimte V over IR.

Definitie 1.10.1 Een permutatie o van orde k, k € IN, is een bijectieve afbeelding van {1,--- , k}
naar {1,--- | k}. Een permutatie o heet (on)even als o met een (on)even aantal paarsgewijze verwis-
selingen gerealiseerd kan worden. Indien een permutatie o even is, dan schrijven we sgn(o) = 1.
Indien een permutatie o oneven is, dan schrijven we sgn(o) = —1. De verzameling der permutaties
van orde k wordt genoteerd met Sy,

OPMERKING:

o Het aantal elementen van S, is gelijk aan £!.

Definitie 1.10.2 Zij ¢ € Ty (V). De tensor ¢ heet symmetrisch indien voor ieder k-tal vectoren
Vi, ,vp € Venvooralle o € Sy geldt o(vi, -, Vi) = @(Vo1), Vo). De tensor ¢
heet antisymmetrisch indien voor ieder k-tal vectoren vy,--- ,vi € V en voor alle o € Sy geldt
(P(Vl, T 7V/€) = Sgn(a)go(va(l)? T >VU(k))'
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OPMERKINGEN:

e Indien £ > n, dan is iedere antisymmetrische tensor gelijk aan de tensor die 0 toevoegt
aan ieder element van zijn domein.

e Het verwisselen van een willekeurig paar ‘input’-vectoren heeft geen invloed bij een
symmetrische tensor, terwijl dit bij een antisymmetrische tensor een factor —1 tot ge-
volg heeft.

e De verzamelingen der symmetrische en antisymmetrische k-tensoren zijn deelruimten
van Ty (V).

NOTATIES:

e De vectorruimte der symmetrische k-tensoren wordt genoteerd met VEV).

e De vectorruimte der antisymmetrische k-tensoren wordt genoteerd met /\k (V).

e We spreken af dat A\"(V) = \V/°(V) = Ren \'(V) = V' (V) =V~

Definitie 1.10.3 Voor iedere f, g € V* wordt de 2-tensor £ A g op V' gedefinieerd door

s <f,x> <fy>
f A ) y)=det | =F % .
( g) (xy) e<<g,x> <g,y>>

Lemma 1.10.4 De 2-tensor f A g is antisymmetrisch.
MERK OP:

) f'/\g:—g/\f‘, f‘/\f':Oen(f'—i—/\g)/\g:f'/\gvooralle)\eﬂ%.

e Voor iedere basis {e;} van V is de verzameling {&' A &/|1 <i < j < n} lineair onaf-
hankelijk.

Definitie 1.10.5 Voor iedere f,, - - - , i, € V* wordt de k-tensor £, A - -- Ay, op V' gedefinieerd door

<f1,X1> <f1,Xk>
(f'l/\---/\f'k)(xl,-w,xk):det
<f]€,X1> <fk,Xk>

Lemma 1.10.6 De k-tensor fl ARERWA fk is antisymmetrisch.
MERK OP:

e fi A--- AT, = 0dan en slechts dan als de verzameling {f'l, e ,f'k} lineair afhankelijk
is.
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Lemma 1.10.7 Voor iedere basis {e;} van V is de verzameling
{" A A1 <1 <ja< o<k <n}

een basis van \* (V).

TOELICHTING:

o ledere antisymmetrische k-tensor ¢t op V' kan geschreven worden als

t= Yt @A A (1.4)
1< << <n
waarbij t;,..;, = t(ei, - ,€i,)-
GEVOLG:

e De dimensie van \*(V') is gelijk aan ()

Definitie 1.10.8 Voor iedere £, & € V* wordt de 2-tensor f v g = £g op V gedefinieerd door

Pa <f',x> <f',y>
(fg) (x,y) = perm . . .
<g,x> <g,y>

OPMERKING:

e De in deze definitie voorkomende operator perm heet permanent en voegt aan een
matrix een getal toe. De berekening gaat net als bij de berekening van een determinant
met het verschil dat voor iedere term een plusteken staat in plaats van afwisselend
plus- en mintekens.

Lemma 1.10.9 De 2-tensor fg is symmetrisch.

MERK OP:
o fg = gf.

e fg=0s (f'zOen/ofgz()).

e Voor iedere basis {e;} van V is de verzameling {éiéj‘ 1<i<j< n} lineair onafhan-
kelijk.
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Definitie 1.10.10 Voor iedere fy, - - - ,f,, € V* wordt de k-tensor f, - - - f}, op V gedefinieerd door

<f1,X1> <f1,Xk>
(fl fk) (x1,--+,X}) = perm : :
<fk,X1> <fk,Xk>

Lemma 1.10.11 De k-tensor f, - - - f;, is symmetrisch.

MERK OP:

e De volgorde in f, - - - £, doet er niet toe, een andere volgorde levert dezelfde symmetri-
sche k-tensor op.

° fl e f"k = 0 dan en slechts dan als er een index j bestaat zodat fj =0.

Lemma 1.10.12 Voor iedere basis {e;} van V is de verzameling
{éjl...éjk‘l <h <o <gp Sn}

een basis van \/* (V).

TOELICHTING:

o ledere symmetrische k-tensor 7 op V' kan geschreven worden als

&l ... gl
T= > Tiy i~
1<i S<ip<n Hia--n
waarbij 7., = T(€;, - ,€;) en p..i, = (8" ---8&%) (e, - ,e;,). In deze laatste

uitdrukking is de Einstein sommatie conventie niet van toepassing!

GEVOLG:

e De dimensie van \/*(V') is gelijk aan ("[*71).

VOORBEELD:

e De m-de afgeleide van een voldoend vaak differentieerbare functie f : IR" — IR is een
symmetrische covariante m-tensor op IR". Deze tensor wordt genoteerd met D™ f en
heeft componenten

9™ f(0)
Azl - §(zn)im’

met iy + - - - + iy, = m, ten opzichte van de basis {£i }

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



48 HOOFDSTUK 1. MULTILINEAIRE ALGEBRA

Definitie 1.10.13 De afbeelding S : Ty,(V) — Ty (V'), gedefinieerd door

1
(Si2) (Vi e+ Vi) = 37 D @(Votr) s Varw)

" oEeSE

heet symmetrizeringsafbeelding en de afbeelding A : Tj,(V') — T} (V'), gedefinieerd door

1
(A(P) (V17 e 7V]f) = E Z sgn(a)ap(va(l), T 7V0'(k))

€Sk

heet anti-symmetrizeringsafbeelding.

MERK OP:

e De afbeeldingen S en A zijn lineair en voldoen bovendien aan §? = S en A? = A.
Deze relaties drukken uit dat S en A projecties zijn. De beeldruimten worden gegeven
door

e Een 2-tensor kan altijd geschreven worden als de som van een symmetrische en een
antisymmetrische 2-tensor. Beschouw maar de covariante componenten van een 2-

tensor pop V, i = %(%j + @ji) + %(%’j — Pji)-

o Voor k > 2 geldt () + ("/*') < n*, zodat de deelruimten \/* (V') en \*(V') niet samen

de vectorruimte 73 (V') opspannen.

Definitie 1.10.14 Zijn € A\*(V) en ¢ € N'(V). De tensor n A ¢ € N*YH(V) wordt gedefinieerd
door

Y
nAC—(,{;FZ!) A(n® ().

OPMERKINGEN:

e Indienk =1=1,dan geldt n A { =1 ® ¢ — ( ® n, conform definitie (1.10.3).

e Indien « een scalar is, dan geldt o A n = an.

Stelling 1.10.15 Voor n € A*(V), ¢ € N(V), 0 e N™(V) en w € N™(V) geldt n A ¢ =
(=DMCAnnACAE) =mA)Aben (n+w) AC=nAC+wAC
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TOELICHTINGEN:

¢ Het bewijs van deze stelling wordt achterwege gelaten. Het bewijs is een niet geringe,
boekhoudkundige en combinatorische kwestie en kan gevonden worden in [AMR],
blz. 326.

e Het praktisch rekenen met het wigproduct A verloopt volgens voor de hand liggende
regels. Indien bijvoorbeeld k =2,/ = 1enn = oG AW+ VA X, ( = yX + 02, dan geldt
NANC=ayAAWAX+adaAWAZ+ GIVAXAZ

VOORBEELDEN:

e Beschouw IR? met basis {e;, e2}, gegeven door e; = ((1)) en ey = ((1)) De bijbehorende
duale basis wordt gegeven door {&!, &?}. We bezigen hier de notaties e; = a%' e = a%
ené! = dz, &% = dy
De vectorruimte A’ (IRQ) (JRQ) is 2-dimensionaal en een basis ervan wordt gegeven
door { dz, dy}. Laat &, 3 € \'(JR?) en ontwikkel deze covectoren naar hun covariante
componenten ten opzichte van de basis { dz, dy}. Dus & = ajdz + as dy, met a1 =

a(Z)enas =a ( ) Op dezelfde manier is 3 = 3, dz + B dy. Er geldt

AANB = (aqndz+agdy) A (Brde + Bedy) = ayfBoda A dy + B dy A da =
= (0102 —azf1)dz A dy.

Laat a = (Z;) b = (Z;) € IR?. De getallen a!, a?, b' en b? zijn de contravariante

componenten van a en b ten opzichte van de basis { 8‘9 2 } Er geldt

(dz A dy)(a,b) =< dz,a >< dy,b > — < dz,b >< dy,a >= a'b? — b'a’.

Dit getal is de georiénteerde oppervlakte van het parallellogram opgespannen door de
vectoren a en b.

De vectorruimte A*(IR?) is 1-dimensionaal en een basis ervan wordt gegeven door
{dz A dy}.

e Beschouw IR? met basis {e;, ez, e3}, gegeven door e; = a = (1,0,0)7, es = a% =

(0,1,0)T enes = 3 =(0,0,1)T. De bl]behorende duale basis noteren we met { dz, dy, dz}.

De 3-dimensionale vectorruimte \'(IR?) heeft basis { dz, dy, dz}. De 3-dimensionale
vectorruimte /\ (IR?) heeft basis { dz A dy, dz A dz, dyA dz}, terwijl de 1-dimensionale
vectorruimte /\ (IR?®) basis { dz A dy A dz} heeft.

Laata, 8 € /\ (IR3) en schrijf o = a1 dz + as dy + a3 dz, 8 = 1 dz + B2 dy + B3 dz. Dan
is a A € N*(IR?) en er geldt

aAf=(aflr—afr)de A dy+ (a3 —asfi)de A dz+ (azf3 — asf) dy A dz.
Laata = (a',a?,a®)7,b = (b',02,6%)T,c = (c', 2, c3)T € IR?, dan geldt

(dy A dz)(a,b) = a®b® — b2a®.
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Dit getal is de georiénteerde oppervlakte van de projectie op het y, z-vlak van het pa-
rallellogram opgespannen door a en b. Voorts geldt

(dz A dy A dz)(a,b,c) = (dz® dy® dz)(a,b,c)+ (dy® dz® dz)(a,b,c) +

+ (dz® dz® dy)(a,b,c) — (dy ® dz ® dz)(a,b,c) +
(dz® dz ® dy)(a,b,c) — (dz ® dy ® dz)(a,b,c) =

= a'b®A +b'Pa® + b — blaPE — o' PP - chad.

Dit getal is de georiénteerde inhoud van het parallellepipedum opgespannen door a,
b en c.

Beschouw IR* met basis {eg, e1, €2, e3}, gegeven door e) = % =(1,0,0,0)7, e; = % =

(0,1,0,0)7, e3 = a% = (0,0,1,0)T en e3 = % = (0,0,0,1)T. De bijbehorende duale
basis noteren we met { dt, dz, dy, dz}.

De vectorruimte A\'(IR?) is 4-dimensionaal en heeft als basis { dt, dz, dy, dz}. De vec-
torruimte A\*(IR%) is 6-dimensionaal en heeft als basis { d¢t A dz, dt A dy, dt A dz, dz A
dy, dz A dz, dy A dz}. De vectorruimte A*(IR?) is 4-dimensionaal en heeft als basis
{dt A dz A dy, dt A dz A dz, dEA dy A dz, dz A dy A dz}. De vectorruimte \*(IR*) is
1-dimensionaal en heeft als basis { dt A dz A dy A dz}.

Laat o = a1 dtA dz+an dzA dy+agg dan dz € A2(IRY) en 8 = Gy dt+32 dy € AL(IRY),
danis a A 8 € A\*(IRY) en er geldt

a B = (apf2+ ar2fp)dt A de A dy + a138p dt A dz A dz — agzfadx A dy A dz.
Laat 7 = yp3dy A dz € A*(IRY), danis a A y € A*(IR*) en er geldt
a ANy =aoysdt A dz A dy A dz.

Zij a,b,c,d € IR* en ontwikkel deze vectoren met behulp van hun contravariante

componenten ten opzichte van de basis {%, a%v 8%, % } Er geldt

(dt A dz)(a,b) = ab® — %63,

Dit getal is de georiénteerde oppervlakte van de projectie op het ¢, z-vlak van het pa-
rallellogram opgespannen door a en b.

a® 0 &
(dt A dy A dz)(a,b,c) =det | a® b* 2
B BB

is de georiénteerde 3-dimensionale inhoud van de projectie op het ¢, y, 2- hypervlak
van het parallellepipedum opgespannen door a, b en c. Verder is

(dt A dz A dy A dz)(a,be,d) = det(a, b, c,d)

de 4-dimensionale inhoud van het hyperparallellepipedum opgespannen door a, b, ¢
end.
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OPMERKING:

e Door de keuze van een o € A"(V) wordt een georiénteerd volumebegrip op V in-
gevoerd. Het getal yu(vy,--- ,v,) geeft dan de inhoud van het parallellepipedum op-
gespannen door de vectoren vy, --,v,. Omdat de vectorruimte A\"(V) dimensie 1
heeft, verschillen iedere twee keuzen voor i een multiplicatieve constante. Indien een
inproduct op V' gedefinieerd is, is het gebruikelijk om  zodanig te kiezen dat voor
orthonormale bases {e;} van V geldt u(eq,--- ,e,) = £1. Een basis met het plusteken
(minteken) heet dan positief (negatief) georiénteerd.

1.11 Vectorruimten met een georiénteerd volume

UITGANGSPUNTEN:

e Een n-dimensionale vectorruimte V over IR.

e Een georiénteerd volume pop V.

Definitie 1.11.1 Zijk € {0,--- ,n—1}enay,--- ,a, € V,danwordt u _ja; _|--- _ja, j €
A (V) gedefinieerd door

(0 _Jar _J- _Jap g) (X1, Xg) = plag, - an g, X1, 00, Xg).
OPMERKING:

e Indien voor een basis {e;} van V' geldt p(e;,---,e,) = 1, dan geldt op grond van
representatie (1.4),

1 1 1 1
al PEEEEY anik xl PR l‘k
(h_Jar - _Jap_p)(x1, -, xp) =det [ S N
af cooag gy g
waarbij a} =< &,a; >, voori = 1,---,nenj = 1,---,n -k, enz} =< &,x; >,
voori = 1,---,nenj = 1,--- , k. Ontwikkel deze determinant naar de eerste n —
k kolommen, dan blijkt dat (x_ja; _J--- _ja,—x)(x1, -+ ,Xx) te schrijven is als een

lineaire combinatie van de (Z) k x k- determinanten

det ,metl <4 <t <-- < i < n.

Dit betekent dat de antisymmetrische k-tensor 1 __ja; _ | --- _ ja,_j een lineaire com-
binatie is van de (Z) k-tensoren &' A--- A&, Dit resultaat was uiteraard te verwachten

daar {&" A --- A\ &* ) een basis is voor A" (V).
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VOORBEELD:

e Beschouw IR? met basis {ej, e, e3}, gegeven door e; = (1,0,0)7, ea = (0,1,0)” en
es = (0,0,1)7. Definieer het georiénteerde volume x op V door = &! A &2 A &3. Dan
geldt p(er, ez, e2) = 1.

Laata,b c V,danisp_ja_ b e A\'(IR?) en er geldt

at bt ot
(p_ja_|b)(x) = det| a® b 2% | =
a® b3

= (a®0® — a®bH)a! + (P — a'b®)2® + (a'b? — a?bY)ad,
ofwel
p_ja_ b= (a®® - a®b?)&" + (a®b' — a'b*)&% + (a'b? — a?b")&>.

Voortsis 1 _ja € \?(IR?) en er geldt

(n_ya)(x,y) = det

ofwel
p_ja=al&® N&d +a?ed nel 4 adel n e
MERK OP:

e Indien voor de basis {e;} van V geldt u(e;, - ,e,) = 1, dan geldt u = &' A --- A &".
Bovendien geldt dan voor iedere k € {1,--- ,n — 1},

Mgelggek:ék—i_l/\/\én

Voorts geldt

:u’Jeil J Jeik = (—1)Vé-71 /\/\é]n—k

Hierbij zijn ji1, - - - , jn—i de overgebleven indices en is v het aantal verwisselingen dat
nodig is om de indices 1, - ,x, j1, - , jn—k in de natuurlijke volgorde 1,2,--- ,n te
krijgen.
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1.12 De Hodge afbeelding

UITGANGSPUNTEN:

e Een n-dimensionale vectorruimte V over IR.
e Een inproduct (-,-) op V.

e Een georiénteerd volume ;1 op V' zodanig dat voor orthonormale bases {c;} van V/
geldt pu(cq, - ,cp) = £1.

e Een positief georiénteerde basis {e;}.

TOELICHTING:

e Ter herinnering vermelden we dat het uitgangspunt betreffende het inproduct onder
meer betekent dat het inproduct symmetrisch is (zie paragraaf (1.5)). Dit zal in deze
paragraaf een rol spelen.

OPMERKINGEN:

e Met behulp van het inproduct kunnen we een bijectie aanbrengen van V naar V*. Deze
bijectie wordt genoteerd met G (zie Stelling (1.5.3). Voor a, b, x,y € V geldt dan

(GaAGb)(x,y) = (éi/\ B) (x,y) = det ( 23’7;3 EE’,?) >

envoorai,---,a, X1, - ,X; € V geldt
(Gai A---ANGay) (%1, ,x) = (A1 A---ANag) (X1, ,X) =
(ar,x1) - (a1, xp
= det :
(a]mxl) (ak7xk)

e Omdat (}) = (") geldt dim </\k(V)> = dim (/\"_k(V)). Door de keuze van het

inproduct en het volume blijkt een bijpassend isomorfisme van A*(V) naar A" F(V)
definieerbaar.

Definitie 1.12.1 Zijay,-- - ,a;, € V. De Hodge afbeelding = : \*(V) — \"""(V) wordt gedefini-
eerd door

E=0: x1 = p, gevolgd door lineaire uitbreiding,
O<k<n: s(@A---Nag)=p_Jay_|--- _Jag, gevolgd door lineaire uitbreiding.
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VOORBEELDEN:

e Beschouw IR = \°(V) enlaat o € IR, danis o = s € A" (V).

e Beschouw IR? met het gewone inproduct en volume, dan geldt

«(@'Ne*)=p_je; _jep =8

MERK OP:

e Beschouw de orthonormale basis {e;} van V waarvoor geldt dat p(eq,--- ,e,) = 1. Ter
herinnering vermelden we dat de bijpehorende Grammatrix een diagonaalmatrix is,
waarbij de eerste p diagonaalelementen een 1 en de overige een —1 zijn. Hierbij is p de
signatuur van het inproduct. Er geldt

# (@A NEH) = (1) (8 A A = (1) e ) ey, =
= (=)L A p@Ink
waarbij r het aantal negatieve waarden in {(e;,,e;,), -, (ei,,€;, )} is en v het aan-
tal verwisselingen dat nodig is om 41, --- %, j1, - , jn—k in de natuurlijke volgorde

1,---,n te krijgen.

VOORBEELDEN:

e Beschouw IR?. Definieer het inproduct op IR? door
(X,Y) = zlyt 4+ 2%2.

Zij {8%, a%} de standaardbasis van IR? en noteer de bijbehorende duale basis met
{dz, dy}. Merk op dat de standaardbasis orthonormaal is. Definieer het georiénteerde
volume pop V door o = dz A dy en merk op dat p (%, 8%) = 1. Het isomorfisme G
wordt gegeven door

Gg=dr® dr+ dy® dy.
Laat o € \°(IR?), dan geldt
sa=ax1l=au=adzrA dy e \*(R?).
Laat o € \'(IR?), dan geldt
s = #(a1 dz + andy) = ag * dz + ag * dy = g dy — ap dz € \'(IR?).

Blijkbaar geldt * x &« = —a en bovendien a L * .
Laat o € A\?(IR?), dan geldt

s = x(arpdz A dy) = agg * (dz A dy) = ayg € A°(IR?).
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e Beschouw IR3. De notaties zijn als in het vorige IR3-voorbeeld. Definieer het inproduct
door

G=dr®dr+ dy® dy + d2 ® dz
en het georiénteerde volume door ; = da A dy A dz. Er geldt
xdr = dy A dz *(dz A dy) = dz
xl=deANdyAndz xdy=—-dzxAdz *(dzxAdz)=-dy x(dzAdyndz)=1
xdz = dz A dy *(dy A dz) = da

Blijkbaar geldt + = I, een eigenschap van de Euclidische IR3.
Zijoa = agdz + azdy + azdz en 8 = (1 dz + f2 dy + f3 dz, dan geldt

*(aAf) = (afs — agfa) de + (azf — a1 f3) dy + (o1 f2 — azfr) dz.

e Beschouw IR*. De duale basis, behorende bij de standaardbasis, noteren we met { dt, dz, dy, dz}.
Definieer het inproduct door

G=dt® dt —dz® dr — dy® dy — dz2 ® d=z
(het Minkowski inproduct) en het georiénteerde volume door

pw=dtA dx A dy A dz,

dan geldt
x(dt A dx) = —dy A dz
xdt = de A dy A dz x(dt A dy) = dz A dz
B xdr = dt A dy A dz x(dt A dz) = —da A dy
sl=dindendynds g A deads s(doA dy) = dEA dz
xdz = dt A dz A dy x(dx A dz) = —dt A dy
*(dy A dz) = dt A dz

x(dt A dz A dy) = dz
x(dt A dz A dz) = —dy
x(dt A dy A dz) = dz
x(dz A dy A dz) = dt

x(dt A de A dynAdz)=1
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1.13 Opgaven

10.

11.
12.

13.

. Beschouw een n-dimensionale vectorruimte V' over IR met drie bases {e;}, {e; } en {e; }.

Toon aan dat
Al A=A
Laat V' een symplectische vectorruimte zijn. Bewijs dat de dimensie van V' even is en
dat aan axioma (iii) van het inproduct onmogelijk voldaan kan zijn.
Bewijs de ongelijkheid van Cauchy Schwartz (lemma 1.5.5).
Bewijs de uniciteit van de signatuur van het inproduct.

Bewijs dat V' en V** identificeerbaar zijn. Aanwijzing: definieer een geschikte lineaire
afbeelding van V naar V** en bewijs dat dit een isomorfisme is.

Zij V een n-dimensionale vectorruimte over IR met inproduct (-,-) en ¢ een 2-tensor
op V. Definieer de afbeelding R op V door Ra = G~ !(x — ¢(a,x)). Hierbij is G het
isomorfisme uit Stelling 1.5.3. Bewijs dat R lineair is.

Zij V een n-dimensionale vectorruimte over IR. Toon aan dat een 4-tensor op V' corres-
pondeert met een lineaire afbeelding van £(V') naar £L(V).

Bewijs dat het inverteren van matrices met gemengde componenten tensorieel is en dat
het inverteren van matrices met boven- of onderindices niet tensorieel is.

Bewijs dat iedere antisymmetrische k-tensor op en vectorruimte V' met dimensie n < k
gelijk is aan de tensor die 0 toevoegt aan ieder element van zijn domein.

Bewijs met behulp van de formule
det ([A{]) = Z Sgn(U)A};u) A
gESy,
dat A(8' @ ---@éh) = Lel n--. nek.
Bewijs lemma 1.10.7.

Zij V een n-dimensionale vectorruimte over IR en 7 een symmetrische k-tensor op V.
Definieer de getallen fi;,..;, = (&"---&%) (e;, -+ ,e;,) voor 1 < i; < .-+ < i < n.
Laat zien dat f4;,..;, = lals1 < i3 < iy < --- < i < n. Druk vervolgens y;,..;, voor
1 <4y <--- <14, < nuitin faculteiten van multipliciteiten’. Beschouw daartoe eerst de
gevallenn = 2,3, 4.

Beschouw IR* met inproduct
Gg=dr1 ® doy + daoo ® dzg + dary ® dzs + dry ® dxy

en georiénteerd volume y = da; A dza A dag A day. Hierbij is { dzy, dzo, das, dzs} de
duale basis behorende bij de standaardbasis van IR*. Ga na dat het inproduct correspon-
deert met

(X, Y) — xlyl +$2y2 +1’3y3 +I’4y4.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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Geef bases van de ruimten /\k(B4) voor iedere k = 0, 1, 2, 3, 4 en bereken vervolgens het
Hodge beeld van ieder basiselement.
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Hoofdstuk 2

Tensorvelden op IR"

2.1 Kromlijnige codrdinaten en raakruimten

In dit hoofdstuk zullen we scalarvelden, vectorvelden en meer algemeen tensorvelden be-
schouwen op open deelverzamelingen van IR". In het vorige hoofdstuk hebben we de vec-
torruimte JR" ingevoerd als de verzameling van alle reéle kolommen ter lengte n met de
gebruikelijke definities van optelling en scalaire vermenigvuldiging. Elementen, die we ook
wel punten noemen, van R" noteren we met X en de standaardbasis van IR" met {E;},
waarbij

E; = (07 aoalvov"' 7O)T7
met de 1 op de i-de positie. ledere X € IR" kan geschreven worden als X = z'E;.
Definitie 2.1.1 Laat 2 een open deelverzameling van IR™ zijn. Een stelsel van n reéelwaardige

functies {f1(X)}, gedefinieerd op ), heet een (kromlijnig) codrdinaten systeem voor ) indien het
volgende geldt:

e De afbeelding £ = (f!,--- ,f”)T van Q naar IR" is injectief. We noteren u' = fi(X) =
fU(x? E;). Merk op dat de functies f* functies van de variabelen 27 zijn.

o De verzameling U = £(2) is een open deelverzameling van IR".

o De afbeelding f is differentieerbaar in ieder punt X € € en bovendien geldt det [%(X )} #0
voor iedere X € (.

De afbeelding f heet ook wel kaartafbeelding. De inverse afbeelding £~ : U —  heet
een parametrizering van 2. De variabelen z7 zijn functies van de variabelen ‘. Indien we

noteren £~ = (¢',--- ,¢"), dan geldt 27 = ¢/ (u"). Vaak zijn niet én de kaartafbeelding én de
parametrizering door eenvoudige functies voor stellen. Uit de inverse functiestelling volgt
dat f differentieerbaar is in ieder punt van U en bovendien dat

of [
OxJ Ouk

(5517...733”) (ul,...’un):527
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i l
waarbiju! = f!(z!,--- ,z"). In corresponderende punten zijn de matrices [%] en [%] dus
elkaars inverse. De krommen die beschreven worden door de vergelijkingen fi(z!, - - - ,2*) =

C, met C een constante, heten de bij de kromlijnige codrdinaten behorende codrdinaatkrommen.

VOORBEELDEN:

e Zij @ = IR". Cartesische codrdinaten worden gedefinieerd door u’ = z'. Er geldt
det [%(X)] — det [5;’} —1

e ZijQ) = IR". Laat B = [b'] € R"en L = [L;] € IR}, met det L # 0. Algemene

affiene codrdinaten worden gedefinieerd door u’ = b° + Lémj. Er geldt det [37“;} =

det L # 0. De parametrizering wordt gegeven door
ad = (L~ Yu® — (L7 1iv".

e ZijQ = IR*\ {(x,0)|z € [0,00)} en U = (0,00) x (0,27) € IR?. Poolcodrdinaten worden
gedefinieerd door de parametrizering

r=rcosp, y=rsing, metzx =z', y =22 r=u'enp =1’

De bijbehorende kaartafbeelding is hier nog met enige moeite te berekenen. Er geldt

r(x? y) = V $2 +y27

arccos y>0,x#0

X
zz—&-y?’
2T — arccos ——= y <0, z#0.

Ga na dat we ook Q = IR?\ {(z,0)|z € (—o0,0]} en U = (0,00) x (—m,7) hadden
kunnen kiezen.

So(xay) =

Het onderwerp van studie van dit hoofdstuk is tensorvelden op IR". Intuitief betekent dit
dat we aan ieder punt X van IR" (of een zekere open deelverzameling hiervan) een tensor
uit een tensorruimte, die hoort bij dat punt X, hechten. De "uitgangsvectorruimte” die we
aan ieder punt X hechten is een copie van IR". Om al deze copieén uit elkaar te houden,
noteren we de copie van IR" die bij het punt X hoort met T'x (/R"). We noemen deze copie
de raakruimte in X.

Laat €2 een open deelverzameling van IR" zijn. We kunnen alle raakruimten, behorende bij
de punten X € €, ‘bundelen’ tot de zogenaamde raakbundel over (2.

T(Q) = | Tx(R") = x R" = {(X,x)|X € Q, x € R"}.
XeN

De oorsprongen van alle raakruimten T’y (IR"), met X € €, vormen, bij elkaar genomen,
weer de open deelverzameling (2.

LaatzF = ¢* (ul,--- ,u"™) een parametrizering van (2 zijn. De in X aan de coérdinaatkrommen
rakende vectoren c¢; = % vormen, op een natuurlijke manier, een met de (kromlijnige)
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codrdinaten z* corresponderende basis van T'x (IR™). Merk op dat als 2* cartesische codrdinaten
zijn, dat dan ¢; = FEj. Dit is als het ware een naar X 'evenwijdig verplaatste copie” van de
standaardbasis van IR".

Net als in het vorige hoofdstuk, zullen we ook in dit hoofdstuk gebruik maken van de kern-
index notatie. Dlt is de notatie met behulp van accenten. In plaats van u' = u Uty am)
schrijven we ¥ = 2% (2!, ,2") = 2% (2') en analoog 2" = ' (z").

De matrix [%I (x )} is inverteerbaar in ieder punt X, daar zijn determinant ongelijk aan nul

is verondersteld. Zoals reeds eerder opgemerkt wordt zijn inverse in het punt X gegeven

door [ gjj, (mk')} , waarbij z¥' = 2 (z¥). Differentiatie van z* = 2" (2') naar 27’ leidt immers
tot

oz’ oxt |
22 o D (o (o),

De basis van T'x (IR"), geassocieerd met de codrdinaten z', noteren we met {8X- , of, nog
ox?

orter, me 7 - bljovergang op andere coordinaten x” (S
kort t {-2.}. Bij overgang op and ordinaten 2%’ geldt

ox
o oo
ot Oz Oxt’

831,} naar de basis { ai"} gegeven wordt door

[ gfl } Bijgevolg wordt overgang van de basis { aii’ } naar de basis { aii } beschreven door

zodat de overgangsmatrix van de basis {

de matrix [8 1}-
X

In ieder punt X € IR" laten we nu T'x (IR") de rol spelen van de algemene vectorruimte V'
uit het vorige hoofdstuk. Aan ieder punt X € IR" hechten we dus behalve de raakruim-
te Tx (IR™) ook de co-raakruimte T’ (IR") = (Tx (IR™))" en meer algemeen de vectorruimte
T'x(IR™) van tensoren die covariant van orde s en contravariant van orde r zijn. Uiteraard
kunnen ook deelruimten zoals bijvoorbeeld de ruimten van symmetrische en antisymmetri-
sche tensoren, die we noteren met respectievelijk \/  (IR") en A (IR"), gehecht worden aan
X.

Bij iedere basis van T'x (IR"™) hoort een duale basis van T% (IR"). Deze duale basis, geassoci-
eerd met de codrdinaten z?, noteren we met { dz'}. De duale basis { dz* }, behorende bij de

codrdinaten z*', kan gevonden worden met behulp van de matrix [az } Er geldt namelijk

-/
-/ 8$Z

dz¥ = = dz’
X a$l xZ,

hetgeen volgt uit lemma 1.6.2 (bedenk hierbij dat reciproke en duale basis overeenkomen na
keuze van een inproduct). Merk op dat dit resultaat wonderwel klopt met de folklore van
de infinitesimaalrekening!

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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2.2 Definitie van tensorvelden op [R"

Definitie 2.2.1 Een scalarveld , of (8) -tensorveld ¢ op IR" is een afbeelding van IR"™ naar IR. Dus,
aan ieder punt X € IR"™ wordt door ¢ het getal p(X) toegevoegd.

Definitie 2.2.2 Een vectorveld, contravariant vectorveld of (é) -tensorveld a op IR" is een afbeelding
van IR™ naar \Jx ¢ pn Tx (IR"). Aan ieder punt X € IR" wordt een vector a(X') gehecht die in de bij
X behorende raakruimte T'x (IR™) ligt.

o)
ozt

Bij een vectorveld a op IR" horen n functies a’ op IR" zodanig dat a(X) = a’(z%) In

andere (kromlijnige) coordinaten =¥ schrijven we a(z*(z*')) = a* (z*") 83, , dan geldt

s

;! / axz / ; /
3 k' ki k i ki k
o (o) = ST )a (o)),
hetgeen we kortweg schrijven als a’ = %f;; :

Definitie 2.2.3 Een covectorveld , covariant vectorveld of (})-tensorveld o op IR™ is een afbeelding
van IR™ naar | Jx ¢ pn Tx (IR"). Aan ieder punt X € IR™ wordt een element (covector) (X)) uit de
duale ruimte T% (IR"™) van Tx (IR™) gehecht.

Bij een covectorveld a op IR™ horen n functies a; op IR" zodanig dat a(X) = a;(z*) dz®. In
andere (kromlijnige) codrdinaten z* schrijven we a(z*(z¥')) = ay (2*") dz¥, dan geldt

/ 8551 / ’
ay(z) = W(Uck Jai (2" (),
hetgeen we kortweg schrijven als oy = %ai.

Definitie 2.2.4 Een (7)-tensorveld op IR™ is een afbeelding ® van IR"™ naar |J x ¢ pn Tx 3 (IR™). Aan
ieder punt X € IR™ wordt een (7)- tensor ®(X) uit Tx;(IR™) gehecht.

Bij een (’;)—tensorveld ® op IR" horen n"** functies ‘bﬁz op IR" zodanig dat

o o , .
— PHliir k s
2(X)= 8 @) o @ o A @ e
In andere (kromlijnige) codrdinaten z¥ schrijven we
’ i gl ’ a ] -/
k(Y)Y = @' (F N ... Js
O(2"((z")) = q)ji---jg(x )8351"1 R ® B ®de ® - ® das,
dan geldt
i ! / 8$2,1 / al‘Z/T ’ 8:1;71 / ans / ; ; ’
i kN k(o Ky ROR W (R Y o 2 (Rt (R (R
B (@) = SE M) S ) S @) S )R (),

hetgeen we kortweg schrijven als

, g .
(I)ii"'i'r ox" Ox'r OxIt oxrs ;i
Jieds T Qatt Qi Pt s s’
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Definitie 2.2.5 Een differentiaalvorm van de orde k of k-vorm 0 op IR" is een afbeelding van IR"

naar | yepn N (IR"). Aan ieder punt X € IR™ wordt een antisymmetrische k-tensor (X ) uit
A% (IR™) gehecht.

Een 0-vorm is een scalarveld en een 1-vorm is een covectorveld. In feite is een iedere k-vorm
een (})-tensorveld (zie definitie 2.2.4). Omdat deze klasse van tensorvelden zo belangrijk is
schenken we er apart aandacht aan.

Bij een k-vorm 6 op IR™ horen (Z) functies 6;,...;,, voor 1 < iy < --- < i < n, op IR" zodanig
dat

0X)= > Oyeq(d)de™ Ao dath, (2.1)

1< << <n

(Vergelijk dit met representatie (1.4), paragraaf 1.10).

Lemma 2.2.6 Indien we in andere (kromlijnige) coordinaten x* schrijven

0’ (2") = Y Oy @) daf A A dath, (2.2)
1<) < <if <n
dan geldt
O )= Y TR )i (2l (@), (23)
1< << <n
waarbij j“ ’,’“ _ O, ath)
’ 8(xi,17"'7mzk)
Bewijs:

Beschouw representatie (2.1) en merk op dat

oz 83:
Ozt 81’3 k

De termen in de som in het rechterlid van (2.4) zijn alleen ongelijk aan nul indien de indi-
ces jI’J, voor p = 1,--- , k, alle verschillend zijn. Kies een vaste, geordende collectie indices
i, i, metl <) <--- <) < n.Beschouw nu die termen in de som in het rechterlid van
(2.4) waarvoor de ongeordende collectie ji,- - - , j; precies de collectie i/, - - - , ) is. Merk op
dat dit er k! zijn. Bij iedere ongeordende collectie ji, - - - , j; hoort precies één o € Sj zodat
Jp = i;(p), voor p = 1,--- , k. Uit dit alles volgt

dz' A - A da'* =

daz?t A - A dadk. (2.4)

; ; Ozt Oz i i
dz** A A da™ = Z Z s dz'e®m A A da'o®),

1 k
1<) < <zk<n oESE Ox a( ) U( )

Het in de volgorde zetten van dz'e A+ A da'e® in dzi A--- A dz'k moet betaald worden
met een factor sgn(o). Dus

» » Ozt Oz y .
dz'* N\ -+ Ndz' = Z ngn(a) w/ L dz"t A A datk.

!
1 Yok
1<i) <<l <n \TESk Oz o™ Ox o(®)
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Hierin herkennen we de term tussen haken als de determinant \7;,1;;’“ Blijkbaar geldt
1 k

, , o y
dz" A+ A da® = g Ttk dat - datk,
1 k

1<) < <) <n

Hieruit volgt dat representatie (2.1) geschreven kan worden als

1<iy < <ig<n 1< <<l <n
111 I il i’
— > > o (@)0i, . (X)) | et date,

1<) < <if <n \1<i1 < <ip<n

Vergelijk dit met (2.2), dan volgt onmiddellijk relatie (2.3).
O

Al de in deze paragraaf gegeven definities van tensorvelden zijn zodanig dat tensorvelden
gedefinieerd zijn als afbeeldingen op IR". Vaak zijn tensorvelden echter niet op de hele
IR" gedefinieerd maar slechts op een open deelverzameling daarvan. Dezelfde rekenregels
blijven uiteraard geldig.

2.3 Alternatieve definitie

Zij Q C IR" open. Zij K(Q2) de verzameling van alle codrdinaten systemen op €. Zij voorts
Fi=A{F:U—-T,;(R")|U=1£(Q), fek(Q)}.

We veronderstellen de elementen van 7 voldoende glad. De componenten van een F' € Fy
noteren we met F;f]’:, 1< <n1<j5<nl<k<renl <[ <s. Voor codrdinaten
systemen gebruiken we hier zowel de notatie f als {z'}.

Definitie 2.3.1 Een (")-tensorveld T op Q) is een afbeelding van K(Q) naar F zodanig dat, indien

T :{z"V— FenT : {z'} — G er voldaan is aan

i gl ’ 81:1,1 ’ aﬂ’jiT ’ 8.56]1 ’ 8:1:]3 / i /
RN AN k(o KNy . . k(K KN k' i (o k(o k

!

Indien dus voor een zeker kromlijnig coérdinaten systeem op €2 een n”**-tal functies op £(2)
gegeven zijn, dan hoort bjj dit stel functies precies één (7)-tensorveld op €.

Het moge duidelijk zijn dat de componenten van een tensorveld uit definitie 2.2.4 overeen-
komen met de componenten van een tensorveld uit definitie 2.3.1, beide ten opzichte van
hetzelfde kromlijnige codrdinaten systeem.

De alternatieve definitie is van belang omdat men met de componenten van een gegeven
tensorveld algebraische en analytische bewerkingen, zoals bijvoorbeeld differentiéren, wil
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uitvoeren zonder zich aan een vast gekozen codrdinaten systeem te verbinden. Als na der-
gelijke rekenoperaties een stel functies is verkregen dan is het de vraag of deze functies weer
componenten van een tensorveld zijn. Dit is zo indien aan de transformatieregels is voldaan.
Soms is men al tevreden als aan de transformatieregels is voldaan binnen een vast gekozen
klasse (een voorkeursklasse) van kromlijnige coordinaten systemen. Een voorbeeld van een
voorkeursklasse is de klasse der affiene codrdinaattransformaties. Deze klasse wordt be-
schreven door

' =b + Lia’, (2.5)

waarbij [bi'} € R" en [Lﬂ € IR" inverteerbaar. Codrdinaten die volgens (2.5) samenhan-

gen met cartesische codrdinaten heten affiene coérdinaten . Nog belangrijker zijn zekere
ondergroepen hiervan:

(i) [LY] orthogonaal: Euclidische invariantie, "Principe van Objectiviteit’ in de continuums-
mechanica.

(ii) [LY] Lorentz: Lorentz invariantie in de speciale relativiteitstheorie.

(iii) [L!] symplectisch: Lineaire canonieke transformaties in de klassieke mechanica.

Als binnen de voorkeursklasse de transformatieregels gelden, dan liggen natuurlijk de com-
ponenten van het verkregen tensorveld ook vast buiten de voorkeursklasse. Een expliciete
formule is echter veelal niet of moeilijk te geven.

Al de in het vorige hoofdstuk behandelde bewerkingen met tensoren kunnen ook met ten-
sorvelden uitgevoerd worden. Ze kunnen puntsgewijs voor iedere X op de ruimten T'x,(IR")
worden uitgevoerd.

2.4 Voorbeelden van tensorvelden

2.4.1 Het Kronecker tensorveld

In paragraaf 1.9 hebben we de Kronecker tensor ingevoerd. Dit is de tensor die aan iedere ba-

sis de eenheidsmatrix met gemengde indices toevoegt. We definiéren nu het Kronecker tensorveld
als het (}) - tensorveld dat aan iedere X € IR" de Kronecker tensor in Tx](IR") toevoegt.
Omdat

/ / /

- / ox’ / oxt Ot / oxt O o /
iKY Ky _ k( k Ky _ k(. k K\ si (ko
) = T8 @) =TT (k1) 00 () = T ) O (a5 (o)

is hierdoor inderdaad een G) -tensorveld gedefinieerd.

2.4.2 Fundamentaaltensorvelden

Zij (-,-) een symmetrisch inproduct op /R". Laat v,w € Tx (IR") en definieer het inproduct
(+,-)x door

(v,w)x = §0'w’.
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Hierbij zijn v* en w’/ de componenten ten opzichte van de standaardbasis in T'x (IR"). Deze
wordt op natuurlijke wijze gevonden met behulp van cartesische codrdinaten. Laat Gx het
bij het inproduct (-, -) x behorende isomorfisme van T'x (IR") naar T’ (IR") zijn. Dit isomor-
fisme is in paragraaf 1.8.3 ingevoerd en aldaar gedefinieerd als

gX:V'_}‘,}u met <{’7y >X= (Vvy)X'

Definitie 2.4.1 Het fundamentaaltensorveld g is het (g)—tensorveld op IR™ gedefinieerd door

g(v,w) = (v, w)x.
Lemma 2.4.2 Voor ieder kromlijnig codrdinaten systeem {z'} op IR™ geldt
= g dx’ J ey = =
g =gijda' ® da’, met g;;(z") = (8mi’ O:Ej)X'

Bewijs:
Er geldt

9 0N _ (9 92)\_ Foda) (2 2 = gkt — g

a

Een kromlijnig codrdinaten systeem {z'} waarvoor [g;;(z*)] in ieder punt X een diagonaal-
matrix is, heet een orthogonaal kromlijnig codrdinaten systeem. Deze diagonaalmatrix is
puntsgewijs over te voeren in een diagonaalmatrix met uitsluitend getallen 1 op de dia-
gonaal. In het algemeen is dit niet mogelijk voor alle punten tegelijk, daar dit teveel eisen
aan de kromlijnige codrdinaten zou opleggen. Indien het gekozen inproduct positief is, dan
kunnen we functies h; invoeren zodanig dat g;; = d;; h%. Deze functies heten schaalfactoren.

Merk op dat de lengte van de vectoren # aii

19 10 1 .
= Wor o) Al p2% = 1 (niet sommeren)

]hi dxi‘ = \/ (h; dx?, h; dat)x = \/ hZg" = 1. (niet sommeren)

en h; dz’ (niet sommeren) gelijk is aan 1, immers

10
ht Ozt

en

De bases {h% a?ci} en {h;dz'} zijn dus orthonormale bases van de overeenkomstige raak-

ruimte en haar duale.

2.4.3 Volumevormen en dichtheden

Laat {2} de cartesische codrdinaten op IR" zijn en beschouw de differentiaalvorm (n-vorm)
dzt A--- A da™ Zij X € R" vastenlaat vy, -+, v, € Tx(IR"). Het getal

(dz'' Ao A da™)(ve, -+, V)
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is dan de georiénteerde inhoud van het parallellepipedum opgespannen door v, - - - , vy,. Bij
overgang op kromlijnige codrdinaten {z" } transformeert de n-vorm dz! A --- A da” volgens

o(xt, - " / /
dzt A A da™ = del Ao A dx”
a(m‘l st ’xn)
zodat (dz™ A---A dz™)(vy,- - -, v,) in het algemeen een andere inhoud oplevert dan (dz' A
-+ A dz™)(vy,- -+, vy). Indien we ons echter beperken tot affiene coérdinatentransformaties

a(xlv'“ 7xn)
1/

2 = b + L¥2', met det L = 1, dan geldt ot )
inhoud 'invariant’ onder een coordinatentransformatie.
Een dichtheid is een antisymmetrisch tensorveld van de vorm ¢/ (z*") dz'' A- - -A dz™', waarbij
¢ een functie is, die voldoet aan

= 1. In zo'n geval noemen we de

1

O @)V da" A A da = (@) da A A da™
Dus

1// n//
(9(:10 IR )

8(.%'1/"~- ,:L'n,) .

¢ (@) = " (@ ("))

2.5 Voorbeelden van kromlijnige codrdinaten

2.5.1 Poolcodrdinaten op IR?

Noteer de cartesische codrdinaten op IR? met z en y, dan hangen de poolcodrdinaten r en ¢
met de cartesische coordinaten samen volgens x = r cos p en y = rsin ¢. Er geldt

x J—
o dp | _ [ cosp —r sin _ /22 4y2 Yy
sinp rcosy \/ngy? x

waaruit eenvoudig volgt dat

g oo cosp sing = J

ox 0 _ o 21 42 21 2

b o | = ( _sing  cosp ) = v ) \/xzﬂ/ :

ox Oy r r T 2242 2242
Met behulp van deze overgangsmatrices vinden we de volgende relaties tussen bases en
duale bases:

9 _ r 0 y 0 o g  sing d
or \/12+y2 oz T \/ac2+y2 dy ar — COSPy — T Bp
0 _ 0 4,0 L =sinpld + =20
o — Yar By y or r Oy

dr:\/x;”Tdeaz+ \/mé’Tyzdy {dx:coscpdr—rsingodgo
d@:_ﬁd$+afwdy dy =sinpdr +rcospdy
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Met behulp van deze relaties zijn tensorvelden die in cartesische codrdinaten gegeven zijn
eenvoudig om te schrijven naar bijvoorbeeld poolcodrdinaten. Zo wordt het vectorveld

. 9 y 9
22+ 920 22+ y2 0y

in poolcodrdinaten gegeven door 12, de 2-vorm (22 + ) dz A dy door 73rdr A dy en de
volumevorm dz A dy door r dr A dy. Het fundamentaaltensorveld behorende bij het gewone
inproduct op IR? kan in poolcodrdinaten geschreven worden als

dz@de+dy® dy= dr @ dr+r?de ® de. (2.6)

2.5.2 Cylindercodrdinaten op IR?

Noteer de cartesische codrdinaten op IR3 met z, y en z, dan hangen de cylindercoérdinaten r,

¢ en z op IR? met de cartesische codrdinaten samen volgens x = rcosp, y = rsinpen z = z.

De relaties tussen bases en duale bases zijn dezelfde als bij poolcodrdinaten, aangevuld met
— 0 _ 0

dz = dzen g = 7.

De spanningstoestand van een buis onder inwendige druk p, terwijl de axiale verplaatsingen

verhinderd zijn, wordt gegeven door het contravariante 2-tensorveld

o (BN 0 ( BN10 0 0 0
C b2 — a2 r2 ) or ~ Or r2 ) r20p ~ Op Yo: 70z )

waarbij a en b, met a < b, de stralen van respectievelijk de binnen- en buitenwand van de
buis zijn. Verder is v een materiaalconstante.

2.5.3 Bolcodrdinaten op 23

Noteer de cartesische codrdinaten op IR3 weer met z, y en z, dan hangen de bolcoordinaten p,
6 en o op IR? met de cartesische codrdinaten samen volgens = = psinf cosp, y = psinfsin ¢
en z = pcosf. Er geldt

9z Oz Oz . . .

dp 00 Oy sinfcosyp pcosfcosy —psinfsing

% % g% = sinflsing pcosfsing psinfcosy =
z z z — 1

o o P cos 6 psinf 0

T Tz
\/m2+y2+22 \/x2+y2
Y Yz

— X
- /ac2+y2+z2 /$2+y2
z 2 2
S N
.’E2+y2+22 y

-y
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Na enig rekenwerk volgt hieruit

9% 0p op - .
55 0y 0o sinfcose sinf sing ~ cos 0

09 96 00 o cos 6 cos ¢ cos fsin ¢ __sinf i
or Jy 0z - p p p -
dp Op Op __sing COSs 0

or (‘Ty Oz psin psin @

- r Y -z
’:v2+y2+z2 /$2+y2+22 /a:2+y2+z2

Tz Yz . \2/ 902;‘2122
($2+y2+z2) /$2+y2 (z2+y2+z2) /$2+y2 ety +z
Yy T
- $2+y2 12+y2 O

Met behulp van deze twee overgangsmatrices zijn relaties tussen bases en duale bases aan te
geven. Hiermee kunnen dan tensorvelden uitgedrukt worden in bolcodrdinaten uitgedrukt
worden. Zo wordt de volumevorm dx A dy A dz in bolcodrdinaten gegeven door p? sin 0dp A
df N do. Het elektrische veld als gevolg van een puntlading in de oorsprong wordt, op een
physische constante na, in cartesische codrdinaten gegeven door

_3 0 0 0
2 2 2 2 _ _ —
(% 4+ y* + 2%) <xax+yay+zaz>

en in bolcodrdinaten door de eenvoudige formule p% a%. Voorts transformeert het fundamen-
taaltensorveld, behorende bij het gewone inproduct op IR3, volgens

dz@de+dy®@ dy+ dz® dz = dp® dp+ p*dd ® db + p?sin®Hdyp @ de.

De spanningstoestand van een holle bol onder inwendige druk p wordt gegeven door het
contravariante 2-tensorveld

b3 — a3 p2) Op ~ Op 2p3 ) p2 06 — 90
() o 2)
202 ) p2sin200p ~ o)’

waarbij a en b, met a < b, de stralen van respectievelijk de binnen- en buitenwand van de
bol zijn.

2.6 Differentiatie operaties op tensorvelden

2.6.1 De gradiént
Zij f een scalarveld op IR" en {z'} een kromlijnig codrdinaten systeem op IR". Zij voorts

{2} een ander kromlijnig co6rdinaten systeem op IR". Omdat

of  out of
ort Oz Ozt

vormen de functies 0; f = g afl de componenten van een covariant tensorveld.
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Definitie 2.6.1 Het covariante tensorveld df = 0;f dx® heet het gradi¢ntveld van het scalarveld f.

Zij a een vectorveld. Laat a’ de componenten van dit vectorveld ten opzichte van de krom-
lijnige covrdinaten 2 zijn. De functies a'0;f vormen dan de componenten van een (;)-
tensorveld.

Definitie 2.6.2 De contractie a'0; f heet de richtingsafgeleide van f in de richting a, notatie

Laf =< df,a >= a'd;f.

Indien op JR" een inproduct gedefinieerd is, dan kan uit het gradiéntveld het contravariante
vectorveld

- 0
—1 _ kig.

gevormd worden. Verwarrend genoeg wordt vaak G~! df de ‘gradiént van f’ genoemd. Als
{2'} een orthogonaal kromlijnig codrdinaten systeem is, dan kunnen we schrijven

19f 1 8 19f 1 9

Q=21 - = 4 ... .
g ! h1 0zl hy Ozt Tt hy, O™ h,, Oz

2.6.2 De Lie afgeleide
Laat v en w contravariante vectorvelden op IR" zijn.

Definitie 2.6.3 Ten opzichte van kromlijnige coordinaten x* definiéren we

(Lyw)! = w'djv) — v’ .

Zij {z"'} een ander kromlijnig co6rdinaten systeem, dan geldt

-/

(Lyw) = w'dp? — o g =
= Alw AEOu(AT o) — AL vl AL O (AT w) =
= whon(ATv) — kO (AT ) =
= Wt (104 + AT O ) = b (WD AT + AT B =
= A;l (wkakvj - vkﬁkwj> + (wkvj - vkwj) akA;:/ =
= A (Lyw) 4wk (ajA{ - akAg’)
— J’ j
= Al (Lyw).
Blijkbaar vormen de functies (£yw)’ de componenten van een contravariant vectorveld.
Het vectorveld £, w heet het Lieproduct van v en w. Met dit product vormt de ruimte van

vectorvelden een Lie-algebra. Voor een fraaie meetkundige interpretatie van het Lieproduct
verwijzen we naar [AMR] of [MTW].
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2.6.3 Christoffelsymbolen op IR"

Zij {z'} een kromlijnig codrdinaten systeem op IR".
Definitie 2.6.4 De n? functies {jlk }, gedefinieerd door

1
0,0, X = {j . } 0 X,

heten Christoffelsymbolen.

Merkopdat{jk} = {kj}endat{jk‘} =< da',0;0,X >.

Zij {z"'} een ander kromlijnig coérdinaten systeem op IR", dan geldt

{j’i/k’} = < da”, 0,00 X >=
= <Al dd', A0, (A’,g,akx) >=
= AU < Ao, A AR 00X + AL, (0,45 ) X >=
= AVALAL < dof,0;0,X > +AU A, (ajA’,g,) < dat, X >=
= AV ALAL {]Zk} + AT A, (ajA’f,) 5 =

i’ 4d i i i

Omdat de term A% 9,/ A}, in het algemeen ongelijk aan nul is, vormen de Christoffelsymbo-
len niet de componenten van een (})-tensorveld.

Bij de definitie van de Christoffelsymbolen is op geen enkele manier gebruik gemaakt van
een inproduct op IR". Indien er echter een symmetrisch inproduct op IR" gedefinieerd is,
dan laten de Christoffelsymbolen zich eenvoudig berekenen via het fundamentaaltensor-
veld. De Christoffelsymbolen zijn dan uit te drukken in de componenten van het funda-
mentaaltensorveld g;; en zijn inverse g*. Er geldt namelijk

6igjk + 63'91%' — akgij = (&'@'X, (9kX) + (3jX, alakX) + (8j6kX, &X) +
+(8kX, 8]81X) — (ak&X, BJX) - (alX, akan) =
204X, 8,0, X).

Bedenk dat de index k naar boven gebracht kan worden, waarna het inproduct te schrijven
is als de actie van een covector op een vector. Dus

(O X, 616JX) =0r < dl’la 816]X >= gkl { : } )

ij

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde



2.6. DIFFERENTIATIE OPERATIES OP TENSORVELDEN 71

waaruit de identiteit
l

0igjk + 0j ki — OkGij = 20m {Z f }

volgt. Vermenigvuldig deze identiteit met $¢™*, dan blijkt
m 1.,

{ i } =359 " (Digj + Ojgri — Ogij) (2.7)
Voor affiene codrdinaten, die met cartesische codrdinaten samenhangen volgens (2.5), zijn
alle Christoffelsymbolen gelijk aan nul. Kies maar het gewone inproduct op /R", dan is
G = I zodat G,,= LTL. Omdat L een constante matrix is, zijn alle componenten van het
fundamentaaltensorveld behorende bij het gewone inproduct ten opzichte van willekeurige
affiene coordinaten constant. Uit (2.7) volgt direct dat dan alle Christoffelsymbolen gelijk

aan nul zijn.
Voor poolcodrdinaten geldt

1 0
G= < 0 r? > ’
hetgeen volgt uit (2.6). Hiermee vinden we

2| _f21_ 1190, 1
12( = \21( " 2728 — 7"

(-

De overige Christoffelsymbolen, behorende bij poolcodrdinaten, zijn alle gelijk aan nul.

2.6.4 De covariante afgeleide op [R"

Zij a een vectorveld op IR", {x'} een kromlijnig codrdinaten systeem op IR" en schrijf a =
at aii . Laat voorts {z" } een tweede kromlijnig coordinaten systeem op IR" zijn, dan geldt

dya’ = AL, (A;i’ai) = A, A 90’ + a'0y AL (2.8)

Omdat de tweede term in (2.8) in het algemeen ongelijk aan nul is, vormen de functies 9;a’
niet de componenten van een (;)- tensorveld.

Definitie 2.6.5 We defini¢ren n? functies V ja* door

Vjai = 80" + {jlk} a*. (2.9)

Lemma 2.6.6 De functies V ja’ vormen de componenten van een (})- tensorveld.

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



72 HOOFDSTUK 2. TENSORVELDEN OP R™N

Bewijs:
Op grond van de transformatieregel voor Christoffelsymbolen uit de vorige paragraaf en
(2.8) geldt

Vid = Opa + {j,i'k, } o =
= A]AL0;0" + A} AL A {]Zk} Af'al + (aj,A;i’) al + AL (05 AL) AF o =
= A7 4] (ajai + {jzk} ak> + (0747 ) @' + AT A (94)) o
Bedenk dat
0= 0p03, = 9y (A A ) = A (045 ) + AF (974}),
zodat

Vya' = Ag’A;i,vjaiJr(aj,A;I’)ai—Agi’ i (aj,A’,g’) o =
= AVA V(A7) ol = o, (054)) ot =
= AL ALV,

Definitie 2.6.7 De covariante afgeleide van een vectorveld a, notatie Va, wordt gegeven door het

(1)-tensorveld Va = V;a* da? @ 52;, waarbij de componenten V ja* gegeven worden door (2.9).

Zij a een covectorveld op IR". Het is eenvoudig in te zien dat de functies J;c; niet de com-
ponenten zijn van een (g) -tensorveld. We zullen daarom ook voor covectorvelden een cova-
riante afgeleide invoeren.

Lemma 2.6.8 De functies V jc;, gedefinieerd door
k
Vjaz- = ajal- - ] i A, (210)
vormen de componenten van een (g) -tensorveld.

Definitie 2.6.9 De covariante afgeleide van een covectorveld o, notatie Vo, wordt gegeven door het

(9)-tensorveld Voo = Vja; da? @ da?, waarbij de componenten V ;a; gegeven worden door (2.10).

Met behulp van de covariante afgeleide van een vectorveld kunnen we een definitie geven
van de divergentie van vectorveld.
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Definitie 2.6.10 De divergentie van een vectorveld a wordt gegeven door het scalarveld V;a', waar-
bij de functies a' de componenten van a ten opzichte van een willekeurig kromlijnig coordinaten
systeem voorstellen.

Merk op dat juist omdat het covariant differentiéren een tensoriéle differentiatie operatie is,
het er niet toe doet ten opzichte van welk codrdinaten systeem men de functies a’ berekent
om vervolgens de divergentie van a uit te rekenen. Er geldt immers Vya? = V;a’.

Met behulp van de covariante afgeleide, het gradiéntveld en het fundamentaaltensorveld
kunnen we een definitie geven van de Laplace operator.

Definitie 2.6.11 Zij ¢ een scalarveld, dan wordt de Laplace operator, notatie A, gedefiniéerd door
Ap=VG1dp =V,g"0;¢.

Weer merken we op dat vanwege het tensoriéle gedrag van de diverse operaties die een
rol spelen bij de berekening van de Laplace van een scalarveld, het er niet toe doet welk
codrdinaten systeem men kiest om de berekeningen uit te voeren.

We zullen later nog terug komen op de klassieke vectoroperaties grad, div, rot en A. Ze
worden dan vanuit een ander standpunt bekeken.

2.6.5 De uitwendige afgeleide

Een differentiaalvorm van orde £ is een tensorveld dat aan ieder punt X € IR" een antisym-
metrische covariante k-tensor in /\%(Rn) toevoegt. Een differentiaalvorm van orde k heet
ook wel een k-vorm of een antisymmetrisch k-tensorveld (zie definitie 2.2.5). Er zijn n + 1
typen van niet triviale k-vormen. Dit zijn 0-vormen (scalarvelden), 1- vormen (covector-
velden), - -, n-vormen. Zoals in paragraaf 1.10 reeds opgemerkt is, zijn antisymmetrische
k-tensoren, met k > n, geen interessante typen, daar zij 0 toevoegen aan ieder punt.

Bij een willekeurig kromlijnig codrdinaten systeem {2’} en een k-vorm ¢ horen () functies
Viyoip, 1 <01 < -+ < i < n, zodanig dat voor iedere X € IR" geldt

I(X) = Y Wi (X)dat A A dah (2.11)

1<iy<--<ip<n

Hierbij stelt dz?' A--- A dz'* een basisvector voor van /\’;( (IR™). Inlemma 2.2.6 is beschreven
hoe de functies ¥;,...;, transformeren bij overgang op andere kromlijnige codrdinaten.

In deze paragraaf definiéren we een differentiatie operator d, waarmee k-vormen overgaan
in (k + 1)-vormen, terwijl n-vormen overgaan in nul.

Lemma 2.6.12 Laat fi,--- , f, functies van r + 1 variabelen zijn, notatie
fi = fz ($1,'-- ,$T+1) , V00T 1 = 17... .7,
dan geldt
r+1
0 O(fi,- fr)
! ) ’JT o
=1 ) ’ ) 5 y
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Bewijs:
We g(]even slechts een schets van het bewijs. Noem F = (fi,--- , f;)T. De I-de sommand van
de som in het linkerlid van (2.12) is dan, op een factor —1 na, te schrijven als

0 e <3F .. OF OoF = OF > _

ox! ozl T oxlm17 g+l 7 gprtl

oF OF  OF oF
T ozioxl T 91 gt gprtl -
OF OF OF OF OF OF OF OF
”'+‘8331"” "9zl 192l g g+l ‘&rl’ 9zl 9xlox T Gyt o
oF OF OF oF
o R T e T e R M e

Op deze manier gaat (2.12) over in een som van r(r+ 1) (dit is voor iedere r een even aantal!)
termen van de vorm

L det oF oF oF
e — ) o« ..
oz’  oxkoxl’ T 9xrtl )’

die paarsgewijs tegen elkaar wegvallen.

|

Definitie 2.6.13 Zij {z'} een kromlijnig codrdinaten systeem op IR™ en ¥ een k-vorm. Schrijf ¥ als
in (2.11). De uitwendige afgeleide van 1, notatie di), wordt gedefinieerd door

- D, A .
Ao =>" > Oiri qur p qgit p oo & daie | (2.13)

4 . oz”
r=1 \1<i1<-<ip<n

Merk op dat een sommand, waarvoor r gelijk is aan één der i;’s, gelijk is aan nul. De som gevormd
door die termen waarvoor r ongelijk is aan één der i;’s is blijkbaar te schrijven als

do = > (d9)jyejp g da?t Ao A dadber, (2.14)

1< < <Jg41<n

Merk op dat n-vormen inderdaad overgaan in nul. De vraag of d’d, dit is de uitwendige
afgeleide van ¥ met betrekking tot coérdinaten z*, op hetzelfde neerkomt is nu nog open.

VOORBEELDEN:

e Beschouw IR? met cartesische codrdinaten z en y. Zij ¢ een scalarveld, dan is

Oy Oy
= s dx + oy

een 1-vorm. Zij a een covectorveld en schrijf o = a dz 4 ap dy, dan is

. 8042 8041
da = <8:r - 8y> dz A dy

een 2-vorm. Zij v een 2-vorm en schrijf v = 12 dz A dy, dan geldt dy = 0.
Merk op dat in alle gevallen twee maal d toepassen nul oplevert.

de dy
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e Beschouw IR? met cartesische codrdinaten z, y en z. Zij p een scalarveld, dan is

o ) )
d@za—idx+8—§dy+8—fdz

een 1-vorm. Zij o een covectorveld en schrijf o = oy dz + o dy + a3 dz, dan is

(90(1 8041 8041 8042 8042 80&2
da = d d dz | AN d —=d —=d —=dz | A d
o ((% x + By Y+ oz z> $+<8x T + ay Y+ Ep z) Y+
60&3 80&3 8a3
—2d —=d —=d dz =
=+ ( O T+ ay Y+ oz z | A\ dz
Jagy  Ooaq Oas  Oag Oas  Oas
= — — —— ] dzAd — ———)dzAd — - —=1]d d
(81‘ 8y> v y+<8x 0z vhde dy 0z yh dz
een 2-vorm. Zij w een 2-vorm en schrijf w = wigdae A dy + wisdz A dz 4+ wezdy A dz,
dan is
dw = O dz A dx A dy + dory dy A dz A dz + Oz de A dy A dz =
0z oy ox

_ <8w23 _ Owi n Ow12

O By 5% ) dz A dy A dz

een 3-vorm. Zij v een 3-vorm en schrijf v = y123dz A dy A dz, danis dy = 0.
Merk wederom op dat in alle gevallen twee maal d toepassen nul oplevert.

Stelling 2.6.14 De definitie van de uitwendige afgeleide d is onafhankelijk van de keuze van het
codrdinaten systeem.

Bewijs:
Laat {z'} en {2''} twee cobrdinaat systemen zijn. We bewijzen de bewering voor de diffe-
rentiaalvorm

w=adz' A--- A da¥,
waarbij a een willekeurige functie van de variabelen z* voorstelt. Het bewijs voor een diffe-
rentiaalvorm van de vorm adz'* A - -- A dz'* gaat analoog. Vervolgens volgt de stelling door
lineair combineren.
De uitwendige afgeleide van w met betrekking tot de codrdinaten x* wordt gegeven door

n

dw:Z%dxr/\dxl/\---/\ dzF.
r=1

Op grond van lemma 2.2.6 is w ten opzichte van de codrdinaten z*' te schrijven als

1., 2k
" — Z a@(a:, ,x)

-/ s/
- o dzt A A datr.
7 2
1<if <<} <n a (fC Ly @ k)
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De uitwendige afgeleide van w met betrekking tot de codrdinaten z*', die we noteren als d'w
wordt gegeven door

/ . Oa O (xl, , X ) )
dw = Z Z xr’ / da” A dzt A A date |+
r'=1 \1<i}<-<i} <n 9 (;m ’ ,mlk>
0 d(z P4 / -/ .
+a), > G ( y ,,) dz” A da®t A - A dav(2.15)
=1 \1<i| <<} <n z 0 (aj%’ A 7$Zk>

De eerste som hierin is te schrijven als (met gebruik van index-notatie)

aar dz" A dz' A-- A da? = gxr %"TI gar dxl/\dxlA-~/\dwk:if;ﬂde/\d:cl/M"/\dxk,

hetgeen we herkennen als dw. De tweede som in (2.15) is te schrijven als

dz" A dzt A A da |

a D 2

, ., ., . " olxr. ... ,’L‘ik
1<]1< <]k+1<n {r :7'1<"'<l)€}:{]17"':Jk+1} ’ ’

(2.16)

waarbij in de binnenste som gesommeerd wordt over alle mogelijke combinaties /', <
- < iy, die als collectie van (k+1) natuurlijke getallen samenvalt met de collectie ji, - - - , j; ;-
De binnenste som van (2.16) kan vervolgens geschreven worden als

k+1 1 k

a 6 €T A . . .y ., .
E v - ( — ) - dzt AdaltA- - Adadi-1 AdaT i+ A - A dadke,
=1 axlt \ o <$]17... yxli-1 gl ’xjk+1>

Zet hierin de k + 1-vorm dafi A dzii A -« A dafi-1 A dadtsi A -+ A dak+1 in de volgorde
dadt A -+ A da?k+1. Dit kost een factor (—=1)!*1. Op grond van lemma 2.6.12 volgt dan dat de
tweede som in (2.15) gelijk is aan nul.

|
Stelling 2.6.15 Twee maal d toepassen op een k-vorm levert nul, ofwel d A d = 0.

Bewijs:

Op grond van de vorige stelling, hoeven we dit slechts te bewijzen voor één codrdinaten
systeem {z'}. Net als in het bewijs van de vorige stelling is het voldoende om de bewering
aan te tonen voor de k-vorm

w=adz' A--- A da¥,

waarbij a een willekeurige functie is van de variabelen 2. Er geldt

dA dw_ZZa 92 7qd:zvr/\daf;l/\d:nl/\---/\dzzr:k.

=1 r=1
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In deze som, bestaande uit het even aantal van 2n termen, vallen de termen paarsgewijs
tegen elkaar weg, vanwege
0%a 0%a

_ r I _ ! r
920~ 9r ] en dz” A dx' = —dx' A dx.

a

Stelling 2.6.15 is de generalisatie tot J?" van de klassieke resultaten rot grad = 0 endivrot =
0in IR3.

Stelling 2.6.16 Zij o een l-vorm en 3 een m-vorm, dan is d(a A [3) een (I+m+1)-vorm en er geldt
daAB)=danf+(=1)an db.

Bewijs:

We bewijzen deze stelling voor het bijzondere geval dat @ = adx' A---A dalen 3 = bdz! T A

-+ A dat*™, waarbij 2? willekeurige (kromlijnige) codrdinaten voorstellen en a en b functies
van de variabelen ! zijn. Er geldt

anB=abdz" A A datT,

zodat
- Oa ob
_ el Yv D 1A ... +m
d(aAﬁ)_;Gaxl) +a8xp> dz? A dz' A A dattm
Voorts geldt
daAﬁ:ibﬂdxM dz' A A datm
oxP
p=1
en

“ b
a A dﬂ—Zaaaxpdwl/M‘-/\ dzt A dzP A datTEA A datT
p=1

In deze laatste uitdrukking kost het een factor (—1)! om dzP vooraan te schrijven. Hiermee
is de stelling bewezen voor dit bijzondere geval.

a

2.7 Combinaties van de uitwendige afgeleide en de Hodge afbeel-
ding

Als op IR" een symmetrisch inproduct en een georiénteerd volume gekozen zijn, dan kunnen
deze overgedragen worden op iedere raakruimte (zie de paragrafen 2.4.2 en 2.4.3). In ieder
punt X kan vervolgens het Hodge beeld (X)) beschouwd worden. Dit Hodge beeld is
dan een antisymmetrische (n — k)-tensor (zie paragraaf 1.12). We gaan in deze paragraaf
combinaties beschouwen van de algebraische operator * en de differentiatie operator d op
differentiaalvormen.
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2.7.1 Combinaties van d en * in IR?

Laat = en y cartesische codrdinaten op IR? zijn en neem het gewone inproduct. Zij o =
aq dz + g dy, dan geldt

xq = —agdxr+ apdy,
80&1 80&2
d = — d d
e <3ﬂf+3y> g
8041 80[2
d = — 4+ —.
rara ox + y

Zij f een scalarveld, dan geldt

df = gidm—s—g];dy,
xdf = —gidx—l—g’;dy,
dxdf = <gi§+g;§> dz A dy,

Dit laatste resultaat is de Laplace operator met betrekking tot het gewone inproduct en vo-
lume vorm op IR

2.7.2 Combinaties van d en #* in IR?

Beschouw IR? met cartesische codrdinaten z, y en z en het gewone inproduct. Zija = oy dz+
ag dy + a3 dz, dan geldt

da = <(M—M> dx A dy—l—(aag—&“l) dx A dz+((%[3—(%(2> dy A dz,
x z

ox oy 0 0z y 0
o 8043 8@2 80[1 80[3 8042 8&1
xa = apdyA dz—asdxr A dz+ azdx A dy,
8041 8042 8043
dx*a <8x+8y+8z>dx/\dy/\dz’
6@1 6@2 ((9043
xdxaq =

8x+8y+82'
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Zij f een scalarveld, dan geldt

gdx—kgd +gdz,

df = ox oy YT 52
xdf = %dx/\dy—gdx/\dz—l—gdy/\dz,
0z oy ox
0? 0? 0?
dxdf = <5‘a:£+ 8y£+ 6z£> dz A dy A dz,
2 2 2
x dxdf = At e

02 " Ooy2 T 022

Ook in IR? blijkt de operator xd * d de Laplace operator voor scalarvelden te zijn.

Merk op dat alle combinaties van d en * codrdinaatvrij zijn en in elk gewenst codrdinaten
systeem uitgeschreven kunnen worden.

2.7.3 Combinaties van d en * in IR"

Laat op IR" een symmetrisch inproduct en een bijpassende volumevorm gekozen zijn. Zij w
een k-vorm.

Definitie 2.7.1 De Laplace operator A voor w wordt gedefinieerd door

Aw = (—1)" (xd* dw+ (—1)"d * d *w).

Merk op dat k-vormen overgaan in k-vormen. In R3 geldt
A(adx + agdy + agdz) = (Aag) dz + (Aaz) dy + (Aas) dz.

Ga dit na. Ga voorts na dat in IR* met het Lorentz inproduct, voor scalarvelden ¢, Ag
overeenkomt met Oy, waarbij O de d”Alembertiaan voorstelt.

2.8 De klassieke vectoroperaties in IR??

Deze klassieke vectoroperaties zijn grad , div , rot en A en hebben uitsluitend betrek-
king op scalarvelden en vectorvelden. In deze paragraaf geven we codrdinaatvrije defini-
ties van deze operaties. Hierbij zal, behalve de operatoren d en *, ook het isomorfisme
Gx : Tx(IR") — T%(IR") een rol spelen. Deze wordt bepaald door het gekozen inproduct
(zie paragraaf 2.4.2). We beschouwen hier het gewone inproduct op IR® en orthogonale
codrdinaten z'. Voorst maken we nog gebruik van de schaalfactoren h;. Hiermee zijn de
componenten van het fundamentaaltensorveld g;; te schrijven als g;; = d;;h?. Bovendien

zijn de bases {h% o } en {h; dz'} orthonormaal in iedere raakruimte T’x (IR") en zijn duale.

Verder geldt nog Gx (h% ai-) = h; dz’, waarin niet gesommeerd dient te worden over i.
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2.8.1 De gradiént

Zij ¢ een scalarveld.

Definitie 2.8.1 De gradiént van ¢ is het vectorveld grad o, gedefinieerd door grad ¢ = G~ dep.

De componenten van grad ¢, behorende bij de codrdinaten z?, worden gegeven door (grad ¢)¢ =
g %. In de klassieke literatuur is het, bij gebruik van orthogonale kromlijnige codrdinaten,
de gewoonte om de componenten van vectorvelden te geven ten opzichte van orthonorma-
le bases. Omdat g = h; %5;; is de gradiént van ¢ ten opzichte van de orthonormale basis

{h% 0 } te schrijven als

Oxt

do_ L0010 10p1 0 1001 0
& v= hl 81’1 hl 8%1 hg 81’2 hQ 8352 h3 81’3 h3 8%3.

Blijkbaar worden de componenten ten opzichte van deze basis gegeven door - g ‘.
i Ox

2.8.2 De rotatie
Zij a een vectorveld.

Definitie 2.8.2 De rotatie van a is het vectorveld rot a, gedefinieerd door rot a = G —1 % dGa.

We werken de rotatie van a uit voor de orthogonale codrdinaten z. Schrijf

a:Alii_,_A?ii_H@ 19

hl 8951 hQ 8%‘2 higﬁ’
dan geldt
Ga = A'hy dat + A%ho da® + A3hg da®,
zodat
dGa = OA%h, — 0A T dzt A da? + OAhy - 04T daz' A da® +
N ozl 0z? Ozt ox3
OA3hs  0A%hy 9 3
<(")x2_8x3>dx/\dx'

Om het Hodge beeld hiervan te berekenen, willen we dat de basisvectoren orthonormaal

zijn. Daarom schrijven we dz! A dz? = h11h2 (h1 dz! A hs dxz), dan geldt sdz! A dz? =

hhi dz3. Met een analoge schrijfwijze voor dz! A dz® en dz? A da? volgt
1n2

1 [0A3hy 0AZ%hy 1 1 [(0A'hy 0A3hg 9
rdga = h2h3< ox2  0xd >h1 de +h1h3< ox3  Ox! )hgd:c *
1 [(0A%hy  0A'M 3
+h1h2 ( 8.1’1 B 81‘2 >h3 dz ’
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waarmee we tenslotte vinden dat

1 [(0A3hs 0A%hy\ 1 0 1 [(0A'h;  0A3h3\ 1 0
rota = — — 57t - a5+
h2h3 81‘2 81’3 h1 8331 hl h3 (91'3 8x1 hg 81’2
1 (9A%hy 0A'h\ 1 9
h1h2 81‘1 81‘2 h3 8:753 '

2.8.3 De divergentie

Zij a een vectorveld.
Definitie 2.8.3 De divergentie van a is het scalarveld div a, gedefinieerd door diva = xd * Ga.

We schrijven weer

10 210 510

— Al =Y
a h1 8951

ha Ox2 hs 93’
dan geldt

xGa = Alhohsda? A da® — A%hihsdat A da® 4+ A3hihe dat A da?,

zodat

d*ga—< By + 972 + 953 )dfc A dx® A dx
en dus

div o — 1 JA hohs  0A%hihs  OA3hihs

va= h1h2h3 8x1 8582 81‘3 .

Dit is een wel bekende formule, die men uiteraard ook vindt wanneer men de divergentie
van a uitschrijft volgens definitie 2.6.10.

2.8.4 De Laplace operator

Deze differentiatie operatie definiéren we hier voor zowel scalarvelden als voor vectorvel-
den.

Definitie 2.8.4 Zij o een scalarveld, dan wordt de Laplace operator voor ¢, notatie Ay, gedefinieerd
door

Ap = div grad ¢ = *d x dep.

Merk op dat volgens definitie 2.7.1 geldt Ay = (xd * d — d * dx)¢p. De tweede term levert
echter nul op, zodat bovenstaande definitie conform is aan definitie 2.7.1.
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Definitie 2.8.5 Zij a een vectorveld, dan wordt de Laplace operator voor a, notatie Aa, gedefinieerd
door

Aa=—G ' (xd* d— d* d¥)Ga.

Merk op dat grad diva = G~ 1d * d * Gaen rot ot a = G~ * d x dGa, waaruit volgt dat
bovenstaande definitie conform is aan de klassieke formule

Aa = grad div a — rot rot a.

Alle formules uit de klassieke vectoranalyse kunnen op een dergelijke manier bewezen wor-
den. Zie [AMR], blz 379 Exercise 6.4B.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde



2.9. OPGAVEN 83

2.9 Opgaven

1. Bereken de Christoffelsymbolen behorende bij cylinder- en bolcodrdinaten op IR3.
2. Bewijs lemma 2.6.8.

3. Zij a een constant vectorveld en {z'} een kromlijnig codrdinaten systeem. Bewijs dat
V;a' = 0, waarbij de functies a* de componenten van a ten opzichte van {z"} voorstellen.

4. Bereken de divergentie van een vectorveld in een orthogonaal kromlijnig codrdinaten
systeem. Bereken ook de Laplace van een scalarveld in een orthogonaal kromlijnig
codrdinaten systeem.

5. Op een 3-dimensionale Riemannruimte R met codrdinaten uv* = u, u* = v, u”> = w
beschouwen we een covariant 2-tensorveld

o = @Z]du’ & duj .

a) Geef de uitdrukking voor de componenten van de covariante afgeleide V& van ®.
Van wat voor soort tensorveld zijn dit de componenten? Geef ook de uitdrukking

voor het tensorveld V& als geheel. Hierin moeten voorkomen: du*, { nﬁn } en
8kq)ij.

b) Aan welke speciale voorwaarde moet ® voldoen opdat ook de uitwendige afgeleide
d® kan worden berekend?
Geef de uitdrukking voor d®.
Wat voor soort tensorveld is d®?

¢) Kan het gebeuren dat V® en d® tensorveld opleveren? Motiveer uw antwoord.
6. In IR?, uitgerust met Cartesische coordinaten, beschouwen we een vectorveld V (z) =
Vi(z)e;

Op V passen we de Laplace operator toe, d.w.z. in Cartesische codrdinaten definiéren
we W = AV = (AV?)e;, met

3
AVE = Z 0,0V = 0,6, V"
k=1

a) Geef een uitdrukking voor de componenten van AV in willekeurige kromlijnige
codrdinaten. Hierin komen de synmbolen V; en g** voor.

b) Schrijf de onder 1) gevonden uitdrukking uit onder gebruikmaking van partiéle af-

geleiden 0; en Christoffelsymbolen { }
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7. Laat u') en (u') willekeurige (kromlijnige) codrdinaten op IR" zijn. Noteer de over-

gangsmatrices met

-/
A Z

" :W,etc.

Herinner U dat voor de Christoffelsymbolen { jZk } op IR" geldt
Pe _[ i oz
ouwouk | Gk [ out’
./

a) Druk de Christoffelsymbolen { ;L

. } t.o.v. de codrdinaten (u!) uit in { jlk: } en

de overgangsmatrices.
b) Worden door de Christoffelsymbolen componenten van een ( ; )—tensor gedefini-
eerd? Verklaar U nader!

a -
ou’

o) Zijv = v'-% eenvectorveld. T.o.v. willekeurige (kromlijnige) codrdinaten definiéren

we de covariante afgeleide Vv met componenten Vv’ = 6jvi+{ jZk } v*. Van welk

type is het tensorveld Vv?

d) Op de componentfuncties V;v’ passen we nogmaals de covariante differentiatie-
operator V; toe.
Schrijf V;V ;0" uit in afgeleiden van v* en (afgeleiden van) Christoffelsymbolen.

e) Vorm nu de contractie V;V;v’. Van wat voor tensorveld zijn dit de componenten?

f) Neem voor (u') gewone Cartesische codrdinaten op IR? en druk het tensorveld V;V ;v
uit in klassieke vectoroperaties grad en/of div en/of rot.

Ten opzichte van willekeurige kromlijnige codrdinaten (u’) op IR" wordt de Lie-afgeleide
van een vectorveld w m.b.t. een vectorveld v gedefinieerd door

(Lgy)j = WO’ — v' o’ .

a) Laat zien dat (L,w)’ de componenten van een vectorveld vormen.

b) Ga na wat er gebeurt als de afgeleide 0; wordt vervangen door de covariante afge-
leide V;.

Op IR? zijn, met betrekking tot willekeurige kromlijnige codrdinaten (u’), gegeven het

vectorveld

“ oui

en het co—vectorveld

a

a = azdu’ .
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<)

De componenten van de Lie-afgeleide L,a worden gegeven door a* (Oy;)+ax (0;a*).
Laat zien dat dit componenten van een tensorveldd w zijn.
Wat is het type van dit tensorveld?

Zijn ook a*(Vya;) + o (V;a*) de componenten van een tensor?
Wat is het verband met a)?

Bereken de uitwendige afgeleide dw van w?

10. Op IR? worden parabolische cylindercodrdinaten u, v, z ingevoerd volgens

z = §(u? —0?)

Y = UV
z=2z.

Laat zien dat deze kromlijnige codrdinaten orthogonaal zijn.
Druk de reciproke basisvectoren dz, dy, dz uit in de reciproke basisvectoren du, dv, dz.

Bereken de Christoffelsymbolen op IR3 zowel in Cartesische codrdinaten z, y, z als
in parabolische codrdinaten u, v, 2.

Vormen de Christoffelsymbolen de componenten van een ( ! >—tensorveld?

2

Beschouw een vectorveld v op R3.
Druk div v = Vo' uit in parabolische cylindercoérdinaten onder gebruikmaking
van de Christoffelsymbolen.

11. In IR3 voeren we helicoidale codrdinaten in volgens

T=rcosp,y=rsing,z =@+ (,metd <r < oo,—00 < <00,0<(<2r.

Bereken de bij deze kromlijnige codrdinaten behorende basisvectoren in elk punt
waar ze gedefinieerd zijn.

Druk de duale basisvectoren dz, dy, dz uit in de duale basisvectoren dr, dy, d(.

Bereken de Christoffelsymbolen bij helicoidale codrdinaten zonder gebruk te maken
van een inproduct op IR3. Voor uw comfort mag u, desgewenst, de notaties z =

dy=az=adr=a" p=2% ¢=2% bezigen.

Waarom hebben de Christoffelsymbolen op IR? niks te maken met een eventueel
inproduct op IR3?

Bereken div(e;s + ey + e3/) in helicoidale codrdinaten.

Geef aan wat, volgens u, het gebruikelijke inproduct en het daarbij behorende vo-

lumebegrip op IR? is. Bereken vervolgens hiermee het Hodgebeeld *(dr A dip) van
dr A dp in helicoidale cotrdinaten.

Beschouw IR? met codrdinaten z = z!, y = 22 en voorzien van het gebruikelijke

inproduct. Noteer de componenten van het fundamentaal tensorveld g met g;;. Zij
det g;; de determinant van de matrix g;;.
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2

Zij tenslotte z', 2% een willekeurig kromlijnig coordinatenstelsel op IR?. Toon aan

dat
\/det gz-jdxl Ada? = \/det gi/j/dwll Adz? .

b) Wat is de uitwendige afgeleide van de onder a) genoemde differentiaalvorm?

13. In IR3, uitgerust met Cartesische codrdinaten, beschouwen we een vectorveld V(z) =
Vi(z)e;.
Op V passen we de Laplace-operator toe, d.w.z. in Cartesische codrdinaten definiéren
we W = AV = (AV?)e,, met

3
AV =" 0u0k V' = 0,5% 0,V
k=1

a) Geef een uitdrukking voor de componenten van AV in willekeurige kromlijnige
coordinaten.
Hierin komen de symbolen V; en g* voor.

b) Schrijf de onder 1) gevonden uitdrukking uit onder gebruikmaking van partiéle af-

geleiden 0; en Christoffelsymbolen { }

14. Zij w(z) een vectorveld op R3.
Beschouw nu het vectorveld u(z) = grad divw(z). Druk, ten opzichte van een wille-
keurig kromlijnig codrdinatenstelsel, de componenten van v uit in die van w. In uw
antwoord moeten de metrische tensor en Christoffelsymbolen voorkomen.

15. In IR? beschouwen we het veld van een puntbron in 0, gegeven door

a) Representeer, in Cartesische codrdinaten, v als een co—vectorveld (d.w.z. als 1-vorm)
en pas vervolgens de Hodge-afbeelding toe.

b) Schrijf de onder a) verkregen 1-vorm en 2-vorm uit in bolcodrdinaten: x = psin 6 cos ¢,
y = psinfsiny, z = pcosd.

c) Bereken van beide, in b) verkregen differentiaalvormen, de uitwendige afgeleide.

16. Op IR3 met de gewone Cartesische codrdinaten z, y, z beschouwen we de 2-vorm

w = 2%dz Ndy + (2 + y?)dz Adz + (2 + ¢ )dy A dz .

a) w is een antisymmetrisch covariant 2-tensorveld op IR3. Leg kort uit wat dit bete-
kent.
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17.

b) Bereken de uitwendige afgeleide dw in de codrdinaten =,y en z. Wat voor soort
tensorveld is dit?

¢) Druk w uit in cylindercodrdinaten x = rcos ¢,y = rsing, z = z.
d) Bereken dw met behulp van cylindercoérdinaten.
e) Vergelijk de antwoorden van b) en d). Wat valt u op?

Zij ¢ een scalarveld op IR3. De Laplace-operator A wordt, in Cartesische codrdinaten
gedefinieerd door

Fo  Pp  Pp
Ap = 92 + B2 + 9.2 = div grad ¢ .

a) Schrijf Ay op ten opzichte van een willekeurig kromlijnig codrdinatenstelsel. In uw
antwoord moeten de metrische tensor en Christoffelsymbolen voorkomen.

b) Geef een codrdinaatvrije definitie van Ay met behulp van de uitwendige differenti-
atie d en de Hodge-afbeelding x.
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Hoofdstuk 3

Differentiaalmeetkunde

3.1 Differentiaalmeetkunde van krommen in IR?

3.1.1 Ruimtekrommen

Ten opzichte van de standaardbasis {E;} is ieder punt X € IR? te schrijven als X = z2'E;.
Laat nu ' reéle functies zijn van een reéle parameter t, waarbij ¢ een zeker interval I door-
loopt. We veronderstellen dat de functies z° voldoend vaak differentieerbaar zijn, zodat in
het vervolg geen moeilijkheden ten aanzien van differentiatie optreden. Voorts veronder-

stellen we dat de afgeleiden dd—f voor geen enkele waarde van ¢t € I alle gelijk aan nul zijn.

Definitie 3.1.1 Een ruimtekromme K is de verzameling van de punten X = X(t) = 2'(t)E;.
Hierbij doorloopt t het interval I. De afbeelding t — X (t) is injectief en voldoende glad.

We noemen de voorstelling 2*(¢) van een ruimtekromme K een parametervoorstelling. De

vector dd—”fEi is de raakvector aan de ruimtekromme in het punt X, die we ook zullen schrij-

ven als £X. Een andere parametervoorstelling van K kan men verkrijgen door ¢ te vervan-
gen door f(u). Hierbij is f een monotone functie, zodanig dat f(u) het interval I doorloopt
als de parameter u een ander interval J doorloopt. Ook de functie f veronderstellen we
voldoend vaak differentieerbaar en bovendien dat zijn eerste afgeleide voor geen enkele u
gelijk aan nul is. We noemen de overgang op een andere parametervoorstelling, viat = f(u),
een parametertransformatie. Merk op dat er oneindig veel parametervoorstellingen zijn van
eenzelfde ruimtekromme K.

Voorbeeld 3.1.2 Een cirkelschroeflijn laat zich beschrijven door de parametervoorstelling
1oy — 200) 3(4) —
x(t) = acost, x*(t) =asint, z°(t) = ht,
waarbij a en h constanten voorstellen en t in principe IR doorloopt.
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De booglengte van een (eindige) kromme K (een eindige kromme heet ook wel boog), be-
schreven door de parametervoorstelling z*(7), met ¢y < 7 < ¢, wordt gegeven door

w0 - [ (E0) s (S0 (), -

De aldus geintroduceerde functie s willen we gaan gebruiken als parameter voor ruimte-
krommen. De parameter is dan s en heet booglengte. Omdat de integraal in (3.1) vaak lastig
of helemaal niet te berekenen is, gebruiken we de booglengte parametervoorstelling van een
ruimtekromme alleen voor theoretische doeleinden.

In het vervolg beschouwen we het Euclidische inproduct op IR3. Uit de hoofdstelling van
de integraalrekening volgt dan dat

ds\® /dX dX
=) === =), 2
<dt> <dt’dt) (3.2)
De afgeleide van s naar ¢ is dus de lengte van de raakvector. Als we s als parameter van K
kiezen, dan geldt

dX dX) _ (dt)TOdX dXY | (de)EOds\E (33)
ds’ ds /  \ds dt’ dt ) \ds ) 7 '

waarbij we gebruik hebben gemaakt van (3.2). Eigenschap (3.3) maakt de booglengte para-
metervoorstelling juist zo bijzonder. Voor de vector % hanteren we in het vervolg dan ook
een aparte notatie, namelijk X.

Voorbeeld 3.1.3 Beschouw de cirkelschroeflijn, zoals ingevoerd in voorbeeld 3.1.2, met als start-
waarde t = 0. Er geldt s(t) = tv/a? + h2. Merk op dat inderdaad (X, X) = 1.

De raakvector X is die raakvector aan K, die altijd lengte 1 heeft.
Definitie 3.1.4 De raaklijn aan een kromme K in een punt X is de rechte die gegeven wordt door de

parametervoorstelling

Y = X +\X.

De parameter \ in deze definitie is zodanig dat |\| de afstand aanduidt vanaf het raakpunt
X langs de raaklijn. Een raaklijn is een rechte die in het punt X zo nauw mogelijk aansluit
bij de kromme. We willen nu ook een vlak door X dat zo nauw mogelijk aansluit bij de
kromme.

Definitie 3.1.5 Het osculatievlak aan een kromme K in een punt X is het vlak dat gegeven wordt
door de parametervoorstelling

Y =X +AX + uX.
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De in deze definitie gegeven parametervoorstelling is equivalent aan de vergelijking
det(Y — X, X, X) = 0.

We hebben hierbij verondersteld dat X en X onafhankelijke vectoren zijn, dus in het bijzon-
der dat X # 0. Meetkundig betekent dit dat X geen buigpunt is. Ook in buigpunten zijn
echter osculatievlakken te definiéren. Een vergelijking van het osculatievlak in een buigpunt
X wordt gegeven door

det(Y — X, X, d®X/ds®) = 0.
Voor een willekeurige parametervoorstelling van een ruimtekromme K, met parameter ¢

worden parametervoorstellingen van raaklijn en osculatievlak in X, met X # 0, gegeven
door respectievelijk

dx
Y =X + A —
AR
en
dXx d2x
Y =X + ) — .
AT T

Voorbeeld 3.1.6 Beschouw weer de cirkelschroeflijn, zoals ingevoerd in voorbeeld 3.1.2. Een verge-
lijking van het osculatievlak in het punt X wordt gegeven door

hz'sint — ha? cost + ax® — aht = 0.

Merk op dat dit vlak gaat door het punt ' = 0, 2> = 0 en 23 = ht.

3.1.2 De formules van Frenet

Zij K een ruimtekromme, beschreven door de booglengte s. Beschouw een vast punt X op
K dat geen buigpunt is. De raakvector X is eenheidsvector, waarvoor we in het vervolg de
notatie ¢ gebruiken, dus X = . Een rechte door het punt X, loodrecht op de raaklijn in X,
heet normaal. De normalen in X vormen een vlak, het normalenvlak in X. De normaal in X,
die in het osculatievlak is gelegen heet hoofdnormaal. De normaal die loodrecht staat op de
hoofdnormaal heet binormaal. Het vlak door raaklijn en binormaal heet rectificerend vlak.
Omdat een eenheidsvector niet van lengte verandert, geldt (X X ) = 0, ofwel X staat lood-
recht op ¢, maar hoeft uiteraard niet lengte 1 te hebben. De vector i heet wel kromtevector.
We voeren nu vectoren n en b in als zijnde eenheidsvectoren op de respectievelijke rech-
ten hoofdnormaal en binormaal. We spreken af dat n in de richting van X wijst en b in de
richting X x X. De vectoren ¢, n en b zijn dan zodanig georiénteerd dat

b=¢txXxn, n=bx¢, t=nxb.

Zij Y een naburig punt van X op de ruimtekromme K. Laat Ay de de hoek tussen de
raaklijnen in X en Y zijn en A de hoek tussen de binormalen in X en Y. Merk op dat Ay
ook de hoek is tussen de osculatievlakken in X en Y.
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Definitie 3.1.7 De kromming p en de torsie T van de ruimtekromme K in het punt X worden gede-
finieerd door

de 2 . Ay 2
2 _ _
= < ds > Al}emﬂo < As > ’ 34

A\ A\ ?
s o= (5) = am (5E) 0

We spreken af dat p > 0. Het teken van T zullen we later vastleggen.

Lemma 3.1.8 Er geldt p* = (i,i) en 72 = (b, f)).

Bewijs:

Voeg in een omgeving van X aan ieder punt van de kromme een eenheidsvector a toe zoda-
nig dat de afbeelding s — a(s) voldoend vaak differentieerbaar is. Omdat a lengte 1 heeft,
geldt (a,a) = 1. Hieruit volgt (a,a) = 0. Differentiatie van deze laatste gelijkheid naar s
levert (a,4a) + (a,a) = 0. Zij Aa de hoek tussen a(s) en a(s + As), waarbij X (s + As) een
naburig punt van X (s) voorstelt. Er geldt

cos Aa = (a(s),a(s + As)).
Een eenvoudige goniometrische formule en Taylorontwikkeling levert vervolgens
1 1
1 — sin? iAa = (a(s),a(s) + Asa(s) + §A525(s) +0(As%), As — 0,

ofwel
4 sin? %Aa
As?

Merk op dat sinz/x — 1, voor  — 0, zodat

. Aa\?
dm (30) =@

Door nu voor a achtereenvolgens ¢ en b te kiezen, volgt het gestelde.

= —(a(s),a(s)) + O(As), As— 0.

a

De kromming van een kromme is een maat voor de richtingsverandering van de raaklijn.
Men noemt R = % de kromtestraal. We hebben ons tot nu toe beperkt tot punten op K die
geen buigpunten zijn. Toch is het eenvoudig om in een buigpunt de kromming te definiéren.
Omdat in een buigpunt X = 0, volgt uit voorafgaand lemma dat in dat punt p = 0. Het
omgekeerde is ook waar, de kromming in een punt is gelijk aan nul dan en slechts dan als dat
punt een buigpunt is. Voor de torsie hebben we een soortgelijke meetkundige karakterisatie.
De torsie is gelijk aan nul dan en slechts dan als de kromme een vlakke kromme is.

De drie vectoren ¢, n en b vormen in ieder punt een orthonormale basis. Dientengevolge
is de afgeleide van ieder dezer vectoren een lineaire combinatie van de twee overige. Deze
relaties beschrijven we in de volgende stelling. Ze heten de formules van Frenet.
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Stelling 3.1.9 De formules van Frenet luiden

L = pn, (3.6)
n = —pt+7b, (3.7)
b = —7m. (3.8)

Hiermee is tevens het teken van T vastgelegd. We definiéren het teken van T zodanig dat aan (3.8)
voldaan is.

Bewijs:

De vector i is per definitie een veelvoud van n, terwijl uit lemma 3.1.8 volgt dat de lengte
van i gelijk is aan p. Hieruit volgt direct (3.6).

We concluderen hieruit dat (i, b) = 0. Omdat ook (b, ¢) = 0 geldt aldus (b,¢) = —(b,¢) = 0.
Blijkbaar is b een veelvoud van n. Uit lemma 3.1.8 volgt dat |7| de lengte van b is. Vanwege
de afspraak van het teken van 7 hebben we dus (3.8).

Omdat (n,¢) = 0 geldt (n, ) = —(n,i) = —p en omdat (n,b) = 0 geldt (n,b) = —(n,b) = 7,
zodat

n=(n,t)t+ (n,b)b =—pt+ 7b,
waarmee (3.7) bewezen is.
O

Men noemt de positief georiénteerde basis {¢,n, b} de Frenet-driepoot. Vorm vervolgens,
met de "Frenet-poten” als kolommen, de, van de booglengte s athankelijke, matrix

F=(tnb),

dan geldt FTF = Tendet F = 1, ofwel de matrix F is direct orthogonaal. De formules van
Frenet kunnen nu geschreven worden als

d 0 —p O
—F=FR metR=\| p 0 -7 |. (3.9)
ds

0 7 0

Stelling 3.1.10 Een ruimtekromme K wordt, afgezien van translaties en starre rotaties, eenduidig
bepaald door zijn kromming en torsie als functies van de booglengte. Men noemt de vergelijkingen
p = p(s) en T = 7(s) de natuurlijke vergelijkingen van de ruimtekromme K.

Bewijs:

Laat p en 7 gegeven continue functies van s € [0,a) zijn, met a een willekeurige positie-
ve constante. Te bewijzen is dan dat er een kromme K bestaat waarvan de kromming
en torsie door respectievelijk p en 7 gegeven worden. Bovendien is te bewijzen dat deze
kromme eenduidig is op translatie en starre rotatie na. De vergelijkingen (3.9) zijn te in-
terpreteren als een lineair gekoppeld stelsel van 9 gewone differentiaalvergelijkingen. Uit
het existentie- en eenduidigheidsresultaat uit de theorie van gewone differentiaalvergelij-
kingen volgt dat er precies één continu differentieerbare oplossing F'(s) bestaat van (3.9), bij
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gegeven beginconditie F'(0). Deze matrix F'(0) is uiteraard een direct orthogonale matrix.
Het is nu de vraag of ook F'(s), voor alle s € [0,a), een direct orthogonale matrix is. Uit
F = FRvolgt FT = RTFT = —RFT. Blijkbaar geldt FFT = FRFT en FFT = —FRFT,
zodat 4 (FFT) = 0. De matrix F(s)F(s) is dus constant en moet daarom gelijk zijn aan
F(0)FT(0) = I. Voorts volgt uit de continuiteit van F(s) dat det F(s) = det F(0) = 1. De
matrix F'(s) is inderdaad voor iedere s € [0,a) een direct orthogonale matrix. De matrix
F(s) levert nu de vectoren ¢, n en b, waaruit de gezochte kromme volgt. De booglengte
parametrizering hiervan wordt gegeven door

s

X(s):a+/bds,

0

waarbij a een willekeurig te kiezen vector is. Hieruit volgt direct de translatievrijheid van
de kromme. Laat nu F(0) een andere beginwaarde zijn en F(s) de bijpehorende oplossing.
Omdat de kolommen van F'(0) een positief georiénteerde basis vormen, is F'(0) via een starre
rotatie over te voeren in F'(0). Er bestaat dus een constante, direct orthogonale matrix S,
zodanig dat F/(0) = SF(0). De bijbehorende oplossing wordt gegeven door F(s) = SF(s),
immers

d d
ESF(S) = SaF(s) = SF(s)R.
Op grond van de eenduidigheid concluderen we dat F(s) via een starre rotatie gevonden
kan worden uit de oplossing F'(s).

a

Een ruimtekromme wordt aldus, afgezien van haar plaats in de ruimte, volledig bepaald
door de functies p(s) en 7(s). Ze karakteriseren de ruimtekromme. Dit betekent dat alle
eigenschappen van de kromme, voor zover ze onafhankelijk zijn van de positionering in
de ruimte, uitgedrukt kunnen worden door relaties in p en 7. We zullen dan ook enkele
karakteriseringen geven van krommen met behulp van de kromming en de torsie. Merk
eerst op dat uit de vergelijkingen van Frenet volgt

pb 4 7i = 0. (3.10)
We behandelen de volgende gevallen:
1. 7=0.

Uit (3.8) volgt b = 0, zodat

d

- (X(5),b) = (X,b) + (X, b) = (1,b) = 0.

Blijkbaar is (X (s), b) een constante, zeg «. Dan geldt dat X (s) — ab voor iedere s in een
vlak loodrecht op b ligt. De ruimtekromme stelt dus een vlakke kromme voor.

2. p=0.
Uit (3.6) volgt i = 0, zodat X (s) = a + s¢(0). De kromme stelt dus een rechte voor.
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3. p =constant en ongelijk aan nul, 7 = 0.

We weten al dat de kromme een vlakke kromme voorstelt. Er geldt

d3 . d _

@X =1i= Epn = pn = —pt,
ofwel

1 a3 :

———=X+X=0

p2 ds3 + ’

zodat p_zX + X = m, met m een constante vector. Hieruit volgt

1. . 1 1
X —m| = || = ~|n| = -
p p p

De ruimtekromme stelt dus een cirkel met middelpunt m en straal p—! voor.

T

5 =constant, T en p beide ongelijk aan nul.
Uit (3.10) volgt dat b + 7« constant is en gelijk is aan u, zeg. Merk op dat (u,u) = 1+ ;—;
en (u,b) = 1 zodat uit

X-Tu=-Tp
p P
volgt dat
T T T 72\ 7!
X——uu)|=—=— 1+> u,u),
( p )> p p ( p? ()
ofwel
. pT
Blijkbaar is (X - pgﬁriizsu, u) constant en gelijk aan (X (0),u). De vector X — pQ'Z:Tz su

ligt dus voor iedere s in een vlak loodrecht op u en door X (0). We concluderen dat de
kromme een schroeflijn voorstelt, die een baan op een cylinder doorloopt.

p =constant en ongelijk aan nul, 7 =constant en ongelijk aan nul.
We weten al dat de kromme een schroeflijn voorstelt. Er geldt

d3
ds3

waarbij u dezelfde constante vector als in het vorige voorbeeld voorstelt. Er volgt

X =i=—p%+prb=—p*+ pru— 72,

1 d? e pT
—_—  u=
p? + 72 ds? p? 4 72

Blijkbaar is de vector f_lwz X+X— pQ’j:T2 su constant en gelijk aan m, metm = % #—n(0)+
X (0). We concluderen dat

pT p
X(s)— ——=su—m=————n(s),
() p2+7_2 p2+7-2 ()
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pT p
X(s)— 5—5su—m| = —"——.
(s) p? + 72 p? 472

De kromme stelt dus een schroeflijn voor, die een baan op een cirkelcylinder doorloopt.

3.2 Differentiaalmeetkunde van oppervlakken in R?

3.2.1 Oppervlakken

We beschouwen weer de standaardbasis { E;} van IR?, waarmee ieder punt X € R3 te schrij-
ven is als X = z'F;. Laat nu 2° reéle functies zijn van twee reéle parameters u! en u?,
waarbij u! en u?, waarbij (u!,u?) € Q C IR?, met Q open. We veronderstellen dat de func-
ties 2! voldoend vaak differentieerbaar zijn naar beide variabelen, zodat in het vervolg geen
moeilijkheden ten aanzien van differentiatie optreden. Voorts veronderstellen we dat ma-
trix, gevormd door de partiéle afgeleiden 92 s -, de rang twee heeft. Hierdoor zijn de vectoren
01X en 02X lineair onafhankelijk in ieder punt X (We hanteren in dit hoofdstuk de notatie

0
dj voor 375).

Definitie 3.2.1 Een oppervlak S in IR? is de verzameling punten X = X (u!,u?) = 2%(u},u?)E;,

waarbij (ut,u?) € Q.

We noemen de functies 2 = z°(u’) een parametervoorstelling van een oppervlak S. De

parameters v’ zijn codrdinaten op het oppervlak. Door één dezer codrdinaten constant te
houden wordt een kromme op het oppervlak beschreven. Een dergelijke kromme heet een
bij de parametervoorstelling behorende parameterkromme. De voorwaarde dat de rang van

de matrix [0;2'] gelijk aan twee is drukt uit dat twee parameterkrommen u; =constant en
uz =constant niet kunnen samenvallen. Net als bij krommen in I?? zijn er oneindig veel mo-
gelijkheden om eenzelfde oppervlak S te beschrijven met behulp van een parametervoor-
stelling. Door de substitutie u' = u'(u!,u?), u*> = u?(u"’,u?), waarbij we veronderstellen
8qu
ou’
trizering van het oppervlak S, in de codrdinaten u”, verkregen. Door de veronderstelling

dat de determinant van de matrix { } ongelijk aan nul is, wordt een nieuwe parame-

det[ 0u’] £ 0 is wederom gegarandeerd dat de rang van de matrix [0;2?] gelijk aan twee is.

In het vervolg noteren we de partiéle afgeleiden Ou als Al
out 7

Zij S een oppervlak in IR met codrdinaten u’. We kunnen een kromme K op het oppervlak
S beschrijven door u’ = u‘(t), waarbij t een parameter voor K voorstelt. De raakvector in
een punt X op deze kromme wordt gegeven door

dX _ du' o

. dt
welke aldus een lineaire combinatie vormt van de vectoren 0; X en 0> X. De raaklijnen in X
aan alle krommen door X op het oppervlak liggen in een vlak. Dit vlak is het raakvlak in
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X aan S, notatie T'x (5). Dit raakvlak is een 2-dimensionale deelruimte van de raakruimte
Tx (IR?). De vectoren 9; X en X vormen op natuurlijke wijze een basis voor deze deel-
ruimte. Bij overgang op andere coordinaten v’ geldt 9y X = A% 9;X, hetgeen in het raakvlak
neerkomt op overgang op een andere basis.

Voorbeeld 3.2.2 Een bol met straal R laat zich beschrijven door de parametervoorstelling
210, ) = Rsinfcosp, 2%(f,¢) = Rsinfsinp, z3(f,¢) = Rcos¥,

met0 <0 <men0 < ¢ < 2m. Merk op dat de rang van de matrix gevormd door de kolommen 0y X
en 0,X ongelijk aan nul is, indien ¥ # 0 en ¥ # .

3.2.2 Het eerste fundamentaaltensorveld

Zij S een oppervlak, geparametrizeerd met codrdinaten ul en u?. In ieder punt X € S
noteren we het raakvlak in X aan S met Tx(S). Deze ruimte is een twee-dimensionale
deelruimte van de raakruimte Ty (IR?) in X en heeft als basis {9; X }, welke bepaald wordt
door de parametrizering X = X(u’). Laat (-,-) het Euclidisch inproduct op IR? zijn. Dit
inproduct kan op natuurlijke wijze overgebracht worden naar de raakruimte Tx (IR%). Het
zo verkregen inproduct op Tx (IR*) noteren we met (-,-)x (zie ook paragraaf 2.4.2). Dit
inproduct is uiteraard ook een inproduct op de deelruimte T’y (5).

Definitie 3.2.3 Het eerste fundamentaaltensorveld is het fundamentaaltensorveld dat aan X het in-
product op T'x (S) toevoegt. Gemakshalve noteren we het eerste fundamentaaltensorveld ook met g.

De componenten van het eerste fundamentaaltensorveld, behorende bij de coordinaten ul,
worden gegeven door

gij = (0:X,0;X) x,

waardoor g te schrijven is als g = g;;du’ ® du’/. Hierbijj stelt {du', du®} in elk punt X de bijj
de basis {01 X, 0, X } behorende reciproke basis voor.

De vectoren 9; X en 92X zijn raakvectoren aan respectievelijke parameterkrommen u? = C
enu! = C. Indien de parameterkrommen elkaar onder een hoek « snijden, dan geldt

(01X, X)x g2

01X |0 X] Vg2

Blijkbaar snijden parameterkrommen elkaar loodrecht, indien g;2 = 0. We noemen daarom
een parametrizering u' van een oppervlak S orthogonaal indien g2 = 0.

CosSx =

Voorbeeld 3.2.4 De in voorbeeld 3.2.2 gegeven parametrizering van een bol met straal R is ortho-
gonaal. Er geldt immers g11 = R?, goo = R?sin® 0 en g19 = go1 = 0.
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3.2.3 Het tweede fundamentaaltensorveld

Zij S een oppervlak in IR3 met parametrizering »* = x%(v/). In een punt X zijn de vectoren
0; X raakvectoren aan de parameterkrommen door X . Ze vormen een basis van het raakvlak
T'x(S). Zij Nx de vector die in X loodrecht staat op T'x(.5), lengte 1 heeft en wijst in de
richting van 9; X x 9, X. Een basis van Tx (IR?) wordt nu gevormd door 8; X, 32X en Ny.
De afgeleiden 0;0; X zijn lineaire combinaties van de vectoren 0; X, 9oX en Nx. We noteren
dit als volgt:

8,~8jX = { ij } O X + hz‘ij. (3.11)

De notatie { Zk] } duidt op een analogie met de in paragraaf 2.6.3 ingevoerde Christoffel-
symbolen. Later zal dit duidelijk worden.

Uit voorstelling (3.11) volgt

iJ

k k
(0;0;X,0,X) = {ij }gkz + hij Nx,0X) = { }gkz,
zodat

{ Zk] } = gkl (82'an, 81X> .

Voorts is het duidelijk dat h;; = (0;0;X,Nx).

Lemma 3.2.5 De Christoffelsymbolen vormen niet de componenten van een (;)— tensorveld, de func-
ties h;; vormen wel de componenten van een covariant 2-tensorveld.

Bewijs:
Laat z*(u/") een tweede parametervoorstelling zijn van het oppervlak S. Er geldt

K KU Kogioqi ) F I k
{Z., ],} =g (3,'/8]'/)(, 8[/X) = A} A;,Ai/ i j + Aj (@/Aj/) .
Omdat de tweede term hierin in het algemeen ongelijk aan nul is, vormen de Christoffel-
symbolen niet de componenten van een tensorveld. Voorts geldt

Ry = (900yX,Nx) = (00 (45,0,X) N ) = (9047 ) 0,X + 4, (940, X) ,Nx ) =
= A}, (070;X.Nx) = A, AL (9,0;X, Nx) = A, Al hyj,

waaruit volgt dat de functies h;; de componenten van een tensorveld vormen.

a

Definitie 3.2.6 Het tweede fundamentaaltensorveld h is het covariante 2-tensorveld, waarvan de
componenten ten opzichte van de codrdinaten u* gegeven worden door h;j, dus h = hjjdu’ @ du’.
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Lemma 3.2.7 De Christoffelsymbolen laten zich volledig beschrijven met behulp van de componen-
ten van het eerste fundamentaaltensorveld. Er geldt namelijk

k 1
{ i } = *gkl (0igj1 + 0591 — 019i5) - (3.12)
J 2
Bewijs:
Er geldt
8igﬂ = 61 (an, 81X) = (81'an, GZX) + (8jX, &@X) ,

ngli = 0j (GZX, 81X) = (OjalX, OzX) + (8lX, 8381)() ,
Agi; = 01(0:X,0;X) = (00:X,0;X) + (9;X,0,0;X),

zodat
k
0igj1 + 0591 — 019i5 = 2 (0;0; X, 01X ) = 291 { i } ;

waaruit (3.12) eenvoudig volgt.

Merk op dat (3.12) correspondeert met (2.7).

Stelling 3.2.8 De doorsnijding van een oppervlak S met een plat vlak, dat ‘dichtbij” een punt X op S
ligt en evenwijdig is aan Tx (S), is in eerste benadering een hyperbool, ellips of een paar evenwijdige
rechten en wordt volledig bepaald door de tweede fundamentaaltensor.

Bewijs:

We nemen cartesische codrdinaten z, y en z in IR® zodanig dat de oorsprong in X ligt en
het raakvlak T'x (S) samenvalt met het vlak z = 0. In een voldoend kleine omgeving van de
oorsprong laat S zich dan beschrijven door een vergelijking van de vorm z = f(z,y), terwijl
een parametervoorstelling van S gegeven wordt door z! = z, 22 = yena?® = z = f(z,y). We
veronderstellen de functie f voldoend vaak differentieerbaar, zodat in een omgeving van de

oorsprong de vergelijking van S te schrijven is als

0 0 1
z = f(z,y) = f(0,0)+ —f(O, 0)x + —f((), 0)y+ = (r:):2 + 2sxy + ty2) +hot=
Ox oy 2
— % (rﬂ:2 + 2sTy + ty2) + h.o.t,
met
O f *f 0 f
r = @(0,0), S = amay(0,0) ent = TyQ(O,O)

De afkorting h.o.t. staat voor hogere orde termen. Een vlak dat dichtbij X ligt en evenwijdig
is aan het raakvlak aan S in X laat zich beschrijven door z = ¢, met € voldoende klein. De
doorsnijding van dit vlak met S wordt in eerste benadering gegeven door de vergelijking

ra? + 2sxy + ty2 = 2e.
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De raakvectoren aan de parameterkrommen, behorende bij de codrdinaten x en y, in de
oorsprong, worden gegeven door

_ or\"
o= (10.20)

en
af\"
X = 1, —
ay (07 ) ay) )
zodat in de oorsprong geldt
9:0.X = (0,0,7)T, 9,0,X = (0,0,5)" en 9,0,X = (0,0,¢)T.

Bovendien volgt dat in de oorsprong, X = 0, geldt dat Nx = (0,0,1)7. Blijkbaar geldt
hi1 =7, hi2 = ho1 = s en hoy = t, zodat een vergelijking van de doorsnijding wordt gegeven
door

h1122 + 2h1axy + haoy® = 2e.

We concluderen hieruit dat de doorsnijding volledig bepaald wordt door de getallen A;; en
dat de doorsnijding een ellips is indien det[h;;] > 0, een hyperbool is indien det[h;;] < 0 en
een paar evenwijdige rechten is indien det[h;;] = 0.

a

Als afsluiting van deze paragraaf leiden we nog een handige formule af ter berekening van
de componenten van het tweede fundamentaaltensorveld. Merk op dat 9; X x 0, X = ANy,
met A\ = |01 X x 0,X|. Deze X laat zich beschrijven met de componenten van het eerste
fundamentaaltensorveld. Er geldt namelijk

A= ]81X\ |82X‘ sinﬁ,

met 9 de hoek tussen 0; X en 0, X zodanig dat 0 < ¥} < 7. Hieruit volgt

2
A =V g11g22(1 — cos? V) = \/911922 (1 - 912> = \/911922 -9} = \/det [9i5]-

g11922

Voorts is

1
hij = (aian, NX) = % (61X X 62X, 8263)() = 7(1@‘5 [g' ] det (81X, 82X, 8283X) .
1]

3.24 Krommen op een oppervlak

Zij S een oppervlak in IR? met parametrizering z* = 2%(u/). Zij voorts K een kromme op S,
geparametrizeerd met zijn booglengte s, dus v/ = u/(s), zodat 2* = x'(u’(s)). We noteren
differentiatie van u/ naar s, net als eerder, met ©/. De eenheidsraakvector aan K in een punt
X is de vector ¢, die in het raakvlak T'x (5) ligt. Er geldt

L:X :ujan
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De kromtevector X valt langs de hoofdnormaal van de kromme K en voldoet aan
X = i=il0;X + W i"0,0;X = i 9; X + vliF <{ klj } X + hijX> =

_ (ul +adik {jlk }) 9X + i hy Ny (3.13)

De lengte van de kromtevector wordt gegeven door de kromming p in X (zie lemma 3.1.8).

Definitie 3.2.9 De geodetische kromming van K in het punt X is de lengte van de projectie van X
op het raakvlak T'x (S).

Het is met behulp van (3.13) eenvoudig in te zien dat de geodetische kromming te berekenen
is met behulp van de formule

\/<uZ + {lik } uluk> (uﬂ + {qu } upuq) Jij (3.14)

Merk op dat de geodetische kromming alleen afhankelijk is van de componenten van het
eerste fundamentaaltensorveld.

Definitie 3.2.10 De normale kromming van K in het punt X is de lengte van de projectie van X op
Ny.

Uit (3.13) volgt dat de normale kromming gegeven wordt door h;;u'u’. Merk op dat de nor-
male kromming slechts afhankelijk is van de componenten van het tweede fundamentaal-
tensorveld en van de waarden #'. Deze laatste zijn bepalend voor de richting van ¢. Blijkbaar
hebben verschillende krommen op het oppervlak S met dezelfde raakvector in een punt X
op S gelijke normale kromming. Dit resultaat staat bekend als de stelling van Meusnier.

Definitie 3.2.11 Een geodetische lijn of geodeet van het oppervlak S is een kromme op S, waarvan
de hoofdnormaal in elk punt samenvalt met de normaal op het oppervlak.

Uit (3.13) volgt dat een geodeet wordt beschreven door de vergelijkingen
u—|—{jk}uu =0. (3.15)

Dit is een niet-lineair inhomogeen gekoppeld stelsel van twee gewone differentiaalvergelij-
kingen van tweede orde in u! en u?. Men kan zich voorstellen dat een analytische oplossing
hiervan vaak lastig, of helemaal niet, te bepalen is. Uit de theorie der gewone differentiaal-
vergelijkingen volgt echter dat er precies één geodetische lijn gaat door een gegeven punt en
een gegeven richting.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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Indien een kromme op S niet geparametrizeerd is met zijn booglengte, maar met een andere
parameter, zeg ¢, dan wordt de booglengte gegeven door (3.1). Deze formule is nu uit te
drukken in de codrdinaten u/ en de componenten van het eerste fundamentaaltensorveld.
Het is eenvoudig in te zien dat de booglengte s van een kromme K op S, met parameter ¢,
tussen de punten t = ¢y en t = t; gegeven wordt door

dut dud

i ———— 3.16

We gebruiken deze formule om de volgende stelling te bewijzen.

Stelling 3.2.12 Laat X, en X, gegeven punten zijn op S en K een kromme op S door X en X;.
Als de kromme K minimale lengte heeft, dan is K een geodeet.

Bewijs:
Laat K minimale lengte hebben en parametrizeer K met zijn booglengte s, met sp < s < s;.
Dus Xg = ¢ (u’(s0)) E; en X1 = 2*(u/(s1))E;. Definieer de functie 7' door

T(uF, a*) = \/gij (ub)ida.

Merk op dat 7" in elk punt van K de waarde 1 aanneemt. We variéren nu K op differenti-
eerbare wijze over 5, waarbij we de punten X¢ en X vasthouden. Aldus wordt een nieuwe
kromme K verkregen. Deze kromme K laat zich beschreven door u(s) + enf(s), met 1/
differentieerbaar en 7/ (sg) = n’(s1) = 0. De parameter s is niet noodzakelijk de booglengte
parameter voor K. Dientengevolge wordt de lengte van K gegeven door

S1

51
d(u? ) d(ud J
/\/gij(uk’ + enk) (u! + o) d(w +en) ds = /T(uk +en® ab 4 enf) ds.

ds ds

S0 S0

Omdat de lengte van K minimaal is, neemt bovenstaande uitdrukking haar minimum aan
voor € = 0, ofwel

S1

d /T(uk—i—enk,uk—i—eﬁk)ds =0.
de
S0 e=0
Hieruit volgt
S1 S1
oT . 0T B e [ OT d oT B
/("a #it g ) 4= [ (s~ gy ) =0 e
S0 S0

waarbij 1 keer partiéel is geintegreerd en gebruik is gemaakt van n*(sg) = 1*(s1) = 0. Omdat
(3.17) dient te gelden voor elke functie 1*, vinden we

or d oT

s =27 1
ouk  dsOuk (3.18)
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Omdat 7" in elk punt van K de waarde 1 aanneemt mogen we in (3.18) 7" vervangen door
T?, waarmee deze vergelijkingen over gaan in

0 i d 0 ied
EN (giju'i) — P (auk (giu U”)) =0,

ofwel

W Ongis — (gritt" + giji’) =0,

ofwel

W' B gij — 20 gri — (9jgri + Digrj) W' =0,
ofwel

20k’ + (0i9kj + O09Ki — Okij) W'l =0,

ofwel

u’f+{ k}uuj =0.
Q]

Dit zijn precies de vergelijkingen voor geodetische lijnen. Daar K hieraan voldoet is K een
geodeet door X en Xj.

a

3.2.5 Covariant differentiéren op oppervlakken

Zij S een oppervlak in IR? met parametrizering z* = z%(u/) en K een kromme op S met
parametrizering u/ = /(). Laat voorts v(t) voor iedere ¢ een vector in Ty (S) zijn. Een
dergelijk vectorveld v noemen we een raakvectorveld aan S, gedefinieerd op punten van de
kromme K. We kunnen v schrijven als

v =0'0;X = v'(t)0; X (v (1)).

Voorbeeld 3.2.13 Het vectorveld gevormd door de raakvectoren aan K is een raakvectorveld zowel

du'(t
aan S als aan K. Dit raakvectorveld heeft contravariante componenten udt( ). Er geldt immers
dX (W (1))  dul(t)
= 0; X (t).
dt a X

Voorbeeld 3.2.14 Het vectorveld gevormd ‘door basisvectoren 0; X (t), met i vast, is een raakvector-
veld en heeft contravariante componenten 47 .

Voorbeeld 3.2.15 Het vectorveld gevormd door reciproke basisvectoren du?®, met i vast, is een raak-
vectorveld en heeft covariante componenten 5;'- en contravariante componenten g'.
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{0 niet een element zijn
van het raakvlak T'x () (S). In de nu volgende definitie geven we een definitie van een afge-
leide die deze eigenschap wel bezit.

Definitie 3.2.16 De covariante afgeleide van v langs K, notatie ¥, wordt gedefinieerd door

Vv dv
o =Px— TR (3.19)

waarbij Px de projectie op het raakvlak T'x (S) voorstelt.

De covariante differentiatie in een punt X op S is een lineaire operatie die een vectorveld
van vectoren, aangrijpend in punten van de kromme K in een omgeving van X en rakend
aan het oppervlak S, afbeeldt op T'x (S). Voor ieder scalarveld f (t) op K geldt

V(fv) _ 5o dfv) df _df Vv
T Px e Px v+ f T f (3.20)
Merk op dat voor iedere w € Ty, ( ) geldt

w, ) (VY
de ) Tde )

daar w loodrecht staat op N x. Voor twee raakvectorvelden v en w langs dezelfde kromme
van het oppervlak volgt hieruit

d(v,w) Vw Vv
i () () o

Deze formule is een regel van Leibniz.

Voorbeeld 3.2.17 Beschouw het raakvectorveld uit voorbeeld 3.2.13. Noem dit raakvectorveld w.
De covariante afgeleide van dit raakvectorveld langs de kromme K kan geschreven worden met behulp
van de Christoffelsymbolen. Er geldt

J 200 J

dt dt dt \ dt de? dt de ’
27 dw/ duk d2u’ du/ duf (1
= ——0: X ——010; —0: X+ —— L O X =
PX(dﬂ TR TR ) az Ty @ {k]}l

d2u’ j ) duf du
- (& QA g x
(dt2 +{kl} dt dt> i

waarbij we gebruik hebben gemaakt van (3.11).

Voorbeeld 3.2.18 Beschouw het raakvectorveld uit voorbeeld 3.2.14. Ook de covariante afgeleide
van dit raakvectorveld is uit te drukken in Christoffelsymbolen.

v v d d sduf [
—0;X = 10, X ) = — 5 ) 0. X+ X ) =6 — LoXxX =
~0 = (510:%) PX(<dt5>a + 6720, ) o {kj}al

. k
_ faduty
- {zk} ar %
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Voorbeeld 3.2.19 Beschouw het raakvectorveld uit voorbeeld 3.2.15. Er geldt

d d v .. \Y
— 4 X —du,0; X X
dt(sj T (du 0; ) <dt du’, 0; > + (du dtaj >

volgens de regel van Leibniz. Hieruit volgt

\Y% . AV . l du® 7 du®
M o:x)=—(dut, Yo x ) =—(auid " Vg x) = P L&
(dt w9, ) < v g > ( u{]k} a & ) {]k‘} at

zodat

In het bijzonder kunnen we covariante differentiatie uitvoeren langs parameterkrommen.
Deze worden verkregen door één der codrdinaten u’ vast te houden en de ander als pa-
rameter van de kromme te nemen. Zo volgt uit 3.2.18 voor de covariante afgeleide van
basisvectoren langs parameterkrommen dat

\Y du Jj
dk@X {zl}dukaX {Z,k}({)jX. (3.22)

Evenzo volgt uit voorbeeld 3.2.19 dat de covariante afgeleide van reciproke basisvectoren
langs parameterkrommen gegeven wordt door

7,_ ]_ J
—uldu __{jk}ul du ——{jl}du. (3.23)

In het algemeen wordt de covariante afgeleide van een raakvectorveld v langs een parame-
terkromme gegeven door

\Y \Y

v . :
W' 1w k(vjﬁ X)—akvjﬁX—Hﬂd ;X = <8kv]+vl{kl}>8X (3.24)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van formule (3.20). De covariante afgeleide van een
raakvectorveld v laat zich ook eenvoudig schrijven ten opzichte van reciproke basisvectoren,

%v = % (vj duj) = Opv? dud + vj% du’ = (3kvj — {k:lj }) du. (3.25)

Definitie 3.2.20 Zij v = v/9; X een raakvectorveld, gedefinieerd op heel het oppervlak S, dan defi-
niéren we

Vil = a0’ + o { ]j z } (3.26)

Lemma 3.2.21 De functies V7, gegeven door (3.26) vormen de componenten van een (}) -tensorveld
op S. Dit tensorveld heet de covariante afgeleide van v op S.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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Ga dit zelf na. Ook de functies Vv;, gedefinieerd door

l
Vkvj—akvj—vl{kj},

zie (3.25), vormen de componenten van een (g)—tensorveld.

Evenzo definiéren we covariante differentiatie op S van 2-tensorvelden.

Definitie 3.2.22 Zij ¢;j, ¢ en @] de componenten van respectievelijk een (g)-tenSOfveld, @)-

tensorveld en een (1)— tensorveld. Dan definiéren we de functies Vypij, Vv en V! door res-

pectievelijk

l l
Vigij = Okpij — {k ; } o1 — {kj}%'l, (3.27)
U R R S (3.28)
kl kl ’ )
i j gl J U1 g

Lemma 3.2.23 (lemma van Ricci) De componenten van het eerste fundamentaaltensorveld gedra-
gen zich bij covariante differentiatie als constanten, ofwel V19" = 0 en Vyg;; = 0.

Bewijs:
Uit (3.21) volgt

ij i j Y j \Y ( '
Okg"” = Op(du', du’) = (du ’du’fdu]> + (dukdu ; duj)a

zodat

g _ )T La )i g

waarbij gebruik is gemaakt van (3.23). Met behulp van definitie (3.28) volgt vervolgens
Vg = 0. Op analoge manier is in te zien dat Vg;; = 0.

0.

Definitie 3.2.24 Zij v een raakvectorveld aan K op S en schrijf v = v'9; X. Dit raakvectorveld heet
parallel (verplaatst) langs K indien

Voiox o (8 L3V iy
dtv&X-((ﬁ—i—{ik} dtv>a]X_0' (3.30)
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Merk op het raakvectorveld gevormd door raakvectoren van een geodeet parallel verplaatst
islangs K. Indien K een geodeet is, dan staat er

VvV [/ dut

BELANGRIJKE OPMERKING:

Uitgeschreven luidt het stelsel differentiaalvergelijkingen voor paralleltransport in 2 dimen-
L) f 1)
01 dt |02 dt (vl) _ (0)

sies
(Y,
dt \v? 2 diuﬁ 2 diuf v2) 7 \0
/1 dt £2( dt

Dit is een, meestal niet autonoom, gekoppeld stelsel gewone lineaire differentiaalvergelij-
kingen van de gedaante

dot 1 9
O + Au(t)v + Alg(t)v =0

dv?

E + Agl(t)’vl + Agg(t)vz = 0.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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3.3 Opgaven

1. In IR3 beschouwen we het boloppervlak S, d.w.z. het oppervlak geparametrizeerd door
z(u,v) = (sinwcos v, sin u sin v, cos u) met

f)
8)

h)

O<u<m 0<v<27r.

Zij T, (S) het raakvlak (= raakruimte) aan S in een willekeurig punt z op S.
Bereken de bij de coordinaten u, v behorende basis 0,,x, 9, van T, (S).

Bereken het fundamentaaltensorveld g;; van S.
Bereken een normaalvectorveld N op S.
Bereken het tweede fundamentaaltensorveld h;; van S.

Bereken de duale (= reciproke) basis du, dv bij 9,z, 0, .
(Opmerking: Via g;; wordt T, (S) met zijn duale 7, (5) geidentificeerd).

Bereken de Christoffelsymbolen van S.

Hoe luiden de vergelijkingen voor de geodeten op S?
Beargumenteer dat de parameterkrommen ”v = constant” geodeten zijn.

Beschouw de kromme K
=, v=t 0<t<om.
Deze kromme begint en eindigt in het punt

a= <;\/§ 0, ;\@) .

Transporteer de vector (0, 1,0) uit 7, (S) parallel langs de kromme K.
Is K een geodeet?

2. In IR? beschouwen we de pseudosfeer S, d.w.z. het oppervlak geparametrizeerd door
z(u,v) = (sinwucosv,sinusinwv, cosu + log tan 5 ) met

O<u<m 0<v<2r.

Zij T;(S) het raakvlak (= raakruimte) aan S in een willekeurig punt z op S.
Bereken de bij de codrdinaten u, v behorende basis 0,z, 0,z van Ty, (5).

Bereken het fundamentaaltensorveld g;; van S.
Bereken een normaalvectorveld N op S.
Bereken het tweede fundamentaaltensorveld h;; van S.

Bereken de duale (= reciproke) basis du, dv bij 9,2, 0,z.
(Opmerking: Via g;; wordt T (S) met zijn duale T (S) geidentificeerd).
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f) Bereken de Christoffelsymbolen van S.

. 1 2 2
Opmerkmg.{1 2}—{1 1}—{2 2}—0.

g) Hoe luiden de vergelijkingen voor de geodeten op S?
Beargumenteer dat de parameterkrommen ”"v = constant” geodeten zijn.

h) Beschouw de kromme K

——, v=t, 0<t<2m.
4 v 7

Deze kromme begint en eindigt in het punt
a= (;\/5 0, %Jﬂ tn(vV2 — 1)) .

Transporteer de vector (0, 1,0) uit 7, (S) parallel langs de kromme K.
Is K een geodeet?

3. a) Schrijf de definitie op van het begrip “Symmetrisch Covariant 2-tensorveld 7" op
R?".
b) Geef van dit begrip ook de alternatieve definitie. (Ook wel fysische definitie ge-
noemd.)

¢) Leg uit (heel kort) waarom de definities a) en b) op hetzelfde neerkomen.
d) Beschouw nu 7' = T;;(z*)dz* ® dz’ met Cartesische codrdinaten 2%, 2! = z,2? = y.
Zij VT de covariante afgeleide van T'. Geef aan van welk type het tensorveld VT is

en geef de componenten van VT in Cartesische codrdinaten.

. e . . ’ !
e) Geef de componenten van T en VT in poolcodrdinaten 2z ,z1" = rr? = ¢, 0 =

7 COS Y,y = rsin .

f) Beschouw nu, concreet, het tensorveld 7" met Cartesische componenten
T;;=1,1<:<2,1<5<2.

Bereken van dit speciale tensorveld de componenten in poolcodrdinaten. Bereken
ook in beide codrdinatensystemen de componenten van de covariante afgeleide.

4. Een 'grote cirkel” op een bol met straal R is, per definitie, de snijkromme van de bol met
een plat vlak door het middelpunt van de bol. Dat is dus een cirkel met straal R.

a) Bewijs dat iedere grote cirkel op een bol een geodeet op die bol is.

Laat nu z(s) de booglengte parametrizering zijn van een willekeurig geodeet op de bol
(z,2) = R? in IR3 zijn.

b) Laat zien dat Z(s) = —%g.

c) Bewijs dat z(s) een vlakke kromme voorstelt, dus een grote cirkel weergeeft.
Gebruik hiertoe de formules van Frenet

L=pn, n=—pi+rb, b=-rn.
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5. a) Geef de definitie van het begrip “anti-symmetrische covariante 2-tensor op een vec-
torruimte V.”

b) Zij S C IR? een 2-dimensionaal oppervlak met parametrizering u!, u?. Noteer met

gij de componenten van het gebrukelijke fundamentaal tensorveld g op S. Zij det
gi; de determinant van de 2 x 2-matrix [g;;]. Laat tenslotte u!’, u?" een tweede para-
metrizering van S zijn.

Toon aan dat in elk punt van het oppervlak

\/detg;;(ul, u)dut A du? = \/detgi/j/(ull,uy)dull A du? .

c) Bereken de uitwendige afgeleide van de onder 2) genoemde, differentiaalvorm.
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Manifolds

4.1 Differentieerbare functies

Laat U en V open deelverzamelingen zijn van respectievelijk IR" en IR™. Zij f een functie
van U naar Venac U.

Definitie 4.1.1 De functie f heet differentieerbaar in a indien er een lineaire afbeelding A van IR"
naar IR™ bestaat zodanig dat voor alle h in een voldoend kleine omgeving van a geldt

f(a+h)="f(a)+.4h + |h|r(h),
met

lim_[r(h)| = 0.
i [r()

Beschouw cartesische codrdinaten op IR" en [R™. Zij f ¥ de k-de componentsfunctie van f en
schrijf a = [a*]. Zij A = [A]] de matrix van A ten opzichte van de standaardbases in JR" en
IR™. Beschouw in het bijzonder de componentfunctie f en h = hé! E;, dan geldt

fla+h)=fid', - o' a +hat! - a") = f(a) + Ak + o(h), h — 0.

Hieruit volgt dat
i _ Of
Aj = Bl (a).

De lineaire afbeelding A heet de afgeleide van f in a en de matrix A heet functionaal matrix.

df
Voor A gebruiken we ook de notatie ﬁ(a). Indien m = n, dan kan de determinant van A

bepaald worden. Deze determinant is dan juist H

a.

(a), de Jacobi determinant van f in

Zij K een kromme in U met parameter ¢ € (—a, «), voor zekere o > 0. Dus K : ¢t — X(t).

dX
Laat a = X(0). De raakvector aan K in het punt a wordt gegeven door E(O) Zij L de

110
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beeldkromme in V van K onder f. Dus L : t — Y (t) = f(X(¢)). Noem b = Y (0) = f(a). De
raakvector aan L in het punt b wordt gegeven door X (0) = -4£ (a)-£X(0).

Indien twee krommen K en K3 door a in a dezelfde raakvector hebben, dan volgt dat de
beeldkrommen L; en Ly van respectievelijk K; en K> onder f ook dezelfde raakvector heb-
ben.

Laat drie krommen K, K> en K3 door a in a raakvectoren hebben die een optelparallello-
gram vormen. Er geldt dan dat de raakvectoren van de beeldkrommen L1, L; en L3 in a ook

een optelparallellogram vormen.

4.2 Manifolds

Zij M een verzameling.

Definitie 4.2.1 Een deelverzameling U van M heet een kaartomgeving van M indien er een open

deelverzameling U van IR™ bestaat zodanig dat er een afbeelding o bestaat die U bijectief afbeeldt op
U. De open deelverzameling U van IR™ heet kaart en de afbeelding o heet kaartafbeelding.

Definitie 4.2.2 Laat ¢ : U — Uent:V — V kaartafbeeldingen van M zijn, waarbij U NV # (.
De afbeeldingen ¢ o ¢~ en 1) o o~ heten verkaartingsafbeeldingen. .

Merk op dat verkaartingsafbeeldingen alleen betrekking hebben op punten die op meerdere

kaarten voorkomen en dat zij open verzamelingen in JR" afbeelden op open verzamelingen
in IR™.

Definitie 4.2.3 Een collectie van kaartomgevingen en bijbehorende kaartafbeeldingen {U;, ;} van
M heet een atlas van M indien M = J, U; en indien alle verkaartingsafbeeldingen differentieerbaar
zijn in die punten waarin zij gedefinieerd zijn.

Definitie 4.2.4 De verzameling M heet een manifold of variéteit van dimensie n indien M voorzien
is van een atlas waarvan alle kaarten deelverzamelingen zijn van IR".

Strict genomen dient aan definitie 4.2.4 het volgende te worden toegevoegd. M is een topo-
logische Hausdorffruimte die locaal homeomorf is met IR".

Zij in het vervolg M een manifold. Laat U en U’ kaartomgevingen van M zijn waarvoor
UNU' # 0. Zij voorts U en U’ de bijbehorende kaarten met kaartafbeeldingen p:U— U

eny : U’ — U'. Laat U en U’ voorzien zijn van de respectievelijke coordinaten u’ en u’ en
schrijf voor X e UNU’,

p(X) = (u'--u") en ! (X) = (ul', -, u™).
Er geldt
(QOOSDH_) (ul/f o 7un/) = (u17' te 7un) en (‘Pl OSO<_> (ula'” 7un) = (ulla'” 7unl)7
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B . L, , Lo )
hetgeen we kortweg schrijven als v’ = u'(u" ) en v* = u" (u"). Daar de verkaartingsafbeel-
dingen differentieerbaar zijn, kunnen we overgangsmatrices invoeren door

ou’

ou’”

Y
Al = - en Az/ =

Kaartafbeeldingen zijn bijectief en er geldt det[A%] # 0 en det[A!] # 0. De doorsnede U N U’
van M wordt blijkbaar door (minstens) twee kromlijnige coérdinaatsystemen geparametri-
zeerd.

In het vervolg zijn U en U’ kaartomgevingen van M met een niet-lege doorsnede U NU’. De
bijbehorende kaarten en kaartafbeeldingen noteren we respectievelijk met U, U’ en ¢, ¢'. De
open deelverzamelingen U en U’ zijn voorzien van de coordinaten u’ en u? .

Definitie 4.2.5 Een kromme K op M is een continue injectieve afbeelding van een open interval I
naar M.

Zij K een kromme op M zodanig dat een deel van de kromme op U N U’ ligt. Dit gedeelte
is een kromme dat zowel op de kaart U als op de kaart U’ voorkomt als kromme in IR". Een

punt X (t9) € U NU’, voor zekere ty € I, is terug te vinden op de beide kaarten UenU'. Op
deze kaarten worden de raakvectoren aan K in X (ty) gegeven door

W08 (1 en 128 )

Laat K} : t — X(t),t € 1 en Ky : 7 — Y(7), 7 € Iz krommen op M zijn die een punt P
gemeenschappelijk hebben in U NU’, zeg P = X (ty) = Y (7y), voor zekere ¢y € I en 7y € Is.
Veronderstel dat de raakvectoren aan K en K5 in P op de kaart U samenvallen. De raak-
vectoren aan K; en K3 in P vallen dan ook samen op de kaart U’ , omdat bij kaartwisseling
deze raakvectoren transformeren met de overgangsmatrix A% .

Definitie 4.2.6 Twee krommen K en Ko op M die beide door het punt P gaan heten equivalent in
P, indien de raakvectoren aan Ky en Ky in P op een kaart U samenvallen. Uit bovenstaande volgt
dat deze definitie kaartonafhankelijk is.

Definitie 4.2.7 Zij P € M. Een klasse van equivalente krommen in P heet een raakvector in P aan
M. De verzameling van alle raakvectoren in P aan M heet de raakruimte in P.

Merk op dat deze raakruimte een vectorruimte van dimensie n is. We noteren raakvectoren
door hun beschrijving op de kaarten. Een basis van de raakruimte wordt gevormd door de

raakvectoren a?ﬂ' in P van de bij de kaart U behorende parameterkrommen. Het verband met
de raakvectoren asi’ van de bij de kaart U’ behorende parameterkrommen wordt gegeven
door

ou? v ou’
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Definitie 4.2.8 Een functie f op M is een afbeelding van een deel van M in de re¢le getallen.

Op de kaart U wordt een functie f beschreven door fo~ : ¢(U) — IR. We noteren ook
functies door hun beschrijving op de kaarten.

Definitie 4.2.9 Twee functies f en g op M heten equivalent in een punt P als voor hun beschrijvin-
gen f(u') en g(u') op U geldt

0;f (up) = 9;9(up),
waarbij o(P) = (ud, -+, ud).

Bovenstaande definitie is kaartonafhankelijk wegens

/ -/

u' = (), Oy f = A%0;f.

Definitie 4.2.10 Een covector in P aan het manifold M is een klasse van in P equivalente functies.
De coraakruimte in P is de verzameling der covectoren in P aan M.

De coraakruimte is een vectorruimte van dimensie n. De covectoren du’ in P van de bij de
kaart U behorende parameterfuncties u' vormen een basis voor de coraakruimte. Voor twee
kaarten geldt

du’’ = AZZ/ du’.

Voor een functie f en een kromme K in een punt P van M is f o K een afbeelding van een
open interval I naar IR en er geldt

du’

d d i o e dut
(oK) = fi() = i T

dt
Deze uitdrukking, die kaartonafhankelijk is, heet de richtingsafgeleide in P van de functie
f ten opzichte van de kromme K en is conform aan definitie 2.6.2, paragraaf 2.6.1. In de
richtingsafgeleide in P herkennen we covectoren als lineaire functies op de raakruimte en
de raakvectoren als lineaire functies op de coraakruimte. Raakruimte en coraakruimte in P
kunnen daarom als elkaars duale worden beschouwd.

We kunnen raakvectoren in een punt P aan het manifold M ook als volgt definiéren:

Definitie 4.2.11 Een raakvector in P is een lineaire afbeelding D van de verzameling der functies op
M, die in P gedefinieerd zijn, in IR, die voldoet aan

D(af + Bg) = aDf + Dy, D(fg) = fDg+ gDf, (4.1)
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Een raakvector volgens definitie 4.2.7 is inderdaad als zo’n lineaire afbeelding op te vatten.
Zij K een kromme en definieer

d
Df_afoKv

dan voldoet D aan (4.1), daar voor constante « en 3 geldt

du? du?

du? du
—0; —0;f.
TR il

Eai(af +ﬁg) =a——0;f +ﬁ§aiga

du’
T oi(fg) = f

dt
4.3 Riemannse variéteiten

Zij M een manifold.

Definitie 4.3.1 Een tensorveld op M is een afbeelding die aan elk punt van M een tensor van de bij
dat punt behorende raakruimte toevoegt.

In elke raakruimte kan een inwendig product ingevoerd worden waarmee tensoralgebra kan
worden bedreven. Anders dan bij oppervlakken in IR3 beschikken we echter in het algemeen
niet over een a priori gegeven inwendig product, dat voor alle raakruimten tegelijk kan
worden gebruikt. Deze missende 'samenhang’ tussen de verschillende raakruimten van een
manifold wordt aangevuld in de volgende definitie.

Definitie 4.3.2 Een Riemannse variéteit is een manifold voorzien van een glad, symmetrisch en po-
sitief definiet 2-tensorveld.

Zij nu M een Riemannse variéteit. Bij ieder punt P € M en ieder tweetal v,w € Tp(M)
hoort een functie vp : (v, w) — 7(P;v,w) zodanig dat vp lineair is in v en w, symmetrisch
is in v en w en bovendien voldoet aan v(P; v, v) > 0 indien v # 0.

Zij U een kaart van M met bijbehorende kaartafbeelding ¢ en codrdinaten {u'}. Laat v* en
w' de componenten van respectievelijk v en w ten opzichte van deze u’ zijn en schrijf

y(P;v,w) = giju'w,

met g;; = gj; en [g;;| positief definiet. In de raakruimte 7 (M) fungeert v als fundamentaal-
tensor. Daarom noemen we het 2-tensorveld dat hoort bij M het fundamentaaltensorveld.

Bij een gegeven fundamentaaltensorveld kunnen Christoffelsymbolen ingevoerd worden
volgens

i 1,
{j k} =59 Y891 + Okgij — Ogji-

We noemen krommen die voldoen aan de differentiaalvergelijkingen

u’“+{ .k.}uiujzo
ij
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geodetische krommen van de Riemannse variéteit. Net als in het vorige hoofdstuk kan be-
wezen worden dat de kortste krommen in een Riemannse variéteit geodetische krommen
zijn.

Voorbeeld 4.3.3 Beschouw een mechanisch systeem met n vrijheidsgraden, met gegeneraliseerde
codrdinaten ¢, - - - | q", waarvoor de kinetische energie een positieve definiete kwadratische norm in
q" is met van q* afhangende coéfficienten

1 s
T = §aij(qk)q’qj-

De differentiaalvergelijkingen van de beweging van het systeem zijn de vergelijkingen van Lagrange,

d /or or
it (5ir) =1

waarbij Ky(q’,t) de gegeneraliseerde uitwendige krachten zijn.
De configuratie van het systeem vormen een Riemannse variéteit van dimensie n, waarvoor T' als
fundamentaaltensor optreedt. De vergelijkingen van Lagrange zijn te schrijven als

k o
.k i k
q —l—{ij}qq = K".

Wanneer er geen uitwendige krachten optreden dan doorloopt het systeem een baan, die een geodeti-
sche kromme op de Riemannse variéteit is.

Opmerking 4.3.4 Volgens de definitie van Riemannse variéteiten wordt elke raakruimte voorzien
van een positief definiete fundamentaaltensor. Met geringe moeite kunnen resultaten van deze en
de volgende paragrafen, met enige correcties, geldig worden gemaakt voor Riemannse variéteiten met
een indefiniete fundamentaaltensor. Hierin is elke raakruimte een Minkowskiruimte. Deze opmerking
wordt gemaakt in verband met de verderop te geven schets van de algemene relativiteitstheorie.

4.4 Covariante afgeleiden

Beschouw een Riemannse variéteit M gevormd door een open deel van IR" en een krom-
lijnig codrdinaten systeem {u'} op M als een kaart. Zij a een constant vectorveld op M.
Terwijl a constant is ten opzichte van de codrdinaten u’ van de kaart hangen de componen-
ten a’ van a, ten opzichte van de basis 9; X van de betreffende raakruimte, wel af van u?,
omdat de basis 9; X afhankelijk is van de u'. We differentiéren dit constante vectorveld a
langs een kromme K, beschreven door X (t) = X (u'(t)). Schrijf a = v'(¢)9; X (t) in iedere
punt van K. Dan geldt

da d , . do’ 7 du’ k
0=—=— (00, X) = — ) — 0; X.
@ = a V) (dt+{jk} dtU>
Dit brengt ons op het idee om de covariante afgeleide van een vectorveld w = w9, X langs
een kromme K te definiéren door

\Ya dw? i | dw
(dtw>a (dt+{]k} dtw>8 (42)
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Hier staat een vectorveld langs de kromme K. Dit vectorveld hangt niet af van de codrdinaatkeuze,
immers

dw? n i du’ Ko
dt JK S a Y T
_d i oAk )t @' (As jodu? g
- = (Aiw>+(AiAj,A,{jk}+A88J/( k,))Ap At =
e [ dut i | dw! A dut i sy gk dUP o
=4 (cht+{jk}chfw)+8h(Ai>chtw A0 (M) Ag —g et

De laatste term hierin is gelijk aan
5! ’ b . p
AL AL, (AY) A~ g, (4) “Fur,

zodat

dw? n i dud’ W — A dw? n 7 du’ i
—_— ) —_— =A [ — ) —w” .
dt J K[ dt L\ dt jk[ dt

Zijnu M een Riemannse variéteit en {U, ¢} een kaart van M met codrdinaten u’ en Chris-
toffelsymbolen { l]jn } Zij voorts K een geparametrizeerde kromme op de kaart U en T

een (!)-tensorveld, dat tenminste in iedere punt van K gedefinieerd is. We willen nu een
differentiatie operatie ¥, langs K invoeren zodanig dat ;7" een, op K gedefinieerd, ()-
tensorveld is. - heet de covariante afgeleide langs K.

We beschouwen eerst het geval » = 1, s = 0. De covariante afgeleide van een raakvectorveld
van M langs K definiéren we door (4.2). Als Y-a = 0 oplevert noemen we a pseudoparallel
langs de kromme K. Uit de theorie der gewone lineaire differentiaalvergelijkingen volgt dat
een gegeven raakvector ap aan M aan het begin van de kromme K tot een pseudoparallel
vectorveld kan worden voortgezet. Anders gezegd, ag kan parallel verplaatst worden langs
de kromme K.

Merk op dat geodetische krommen precies die krommen zijn waarvan, met gebruik van de
booglengteparametrizering, de raakvectoren pseudoparallel met betrekking tot de kromme
zijn. Er geldt

vuk_du’f+ kO cici _ g
ds  ds ij wus =4

We beschouwen nu het geval » = 0, s = 1, de covariante afgeleide van een covectorveld (of
van de covariante componenten van een vectorveld) langs een kromme K. Zij ,du” een ge-
geven covectorveld dat tenminste overal op K gedefinieerd is en a"0, X een pseudoparallel
vectorveld langs K. Dan geldt

d da’ df r ) dw 9 v
= rer _ 797" r T _ . el kr r T — T _
az (@) ATT! {jk} TR TR T

- (dt _{jk} dte”>a'
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Als we willen dat bij covariant differentiéren de Leibnizregel geldt, dan moeten we defi-
niéren

dé
\Y% 0 ko { r

du?
E k — E j k WHT, langs K (43)

Er kan rechtstreeks aangetoond worden dat bij kaartwisseling geldt

ng/ = Ak Vv

0,
dt Ko

Op analoge wijze wordt een willekeurig 2-tensorveld ¢ behandeld. Neem bijvoorbeeld r =
0, s = 2 en noteer de componenten van ¢ met ¢;;. Kies twee willekeurige pseudoparallelle
vectorvelden a = a’0; X en b = ¥/ 0;X, langs K en eis weer dat Leibniz geldt, dan

d da’

i\ _ v/ i ij deij
E(SOZJGI)])— dt @zyb]“v‘ dt Pijt + a't? T

_(Gew g L du™ [ | du™ Nk
T mk ([ dt PP \mi | a4t °F '

We moeten dus definiéren

\% ~ deg m ) du! n | duw
A= g Pk [P T G g P (4.4)

Bij kaartwisseling blijkt weer te gelden

\Y% \Y%
— 1]/ :Ak/Al/i .
dt@kl kA dt@kl

Simili modo wordt het geval » = 1, s = 1 aangepakt door te contraheren met een pseudopa-
rallel vectorveld en een dito covectorveld. Dit levert

— == A ity S QLS 45
g =gt {]p} TR I arTadi (4.5)

Bij hogere orde tensoren gaat het net zo, covariant differentiéren langs een geparametrizeer-

de kromme betekent eerst ‘gewoon’ differentiéren en daarna voor elke index een Christof-
felcorrectie toevoegen.

Voor de kromme K kiezen we nu een speciale kromme, namelijk de h-de parameterkromme.
Dus v/ = KJ + 67", met K7 constanten. Blijkbaar geldt t = u" — K". Met 3 = 5%z =V,
vinden we

i _ i i k
Viw' = opw +{hk}w’
Vil = Onlk—1,, t0

hVEk - hVE hk T

Ve = Onpr — {th } Pl — {hsl } Phs>

Vnel® = ahwfk—{hi}wier{th}soikJr{hm}wi :

Viwgi; = 0, enz enz.
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Bij kaartwisseling blijkt (ga na!) bijvoorbeeld
Vit = Al AL AT AF V0l

Covariant differentiéren langs alle parameterkrommen maakt dus van een (’)-tensorveld

een (Sil) -tensorveld op M. Covariant differentiéren wordt meestal in deze laatste betekenis

opgevat.

4.5 De kromtetensor

Voor een voldoend gladde functie f van twee variabelen x en y geldt

o0 f B *f
oxdy Oydr

De tweede covariante afgeleide van een vectorveld is echter niet symmetrisch. Er geldt

Sk SEY ] m k k m
vV, Vot = 8h<VZv> {M}vmv +{hm}w’ -
_ Lk k i kl_Jm k kily m
= 0,0 —}—{ij}@hv + 070y, P b V" + hm o;v"™ +
hm(\ij [

Verwissel hierin de rol van i en 7 en vorm het verschil, dan volgt

N RN AN EYR PN FY

Het linkerlid hierin is het verschil van twee (é) -tensorvelden en is dus een (;) -tensorveld.

Omdat v/ de componenten van een vectorveld zijn, vormt de uitdrukking tussen haken in
het rechterlid de componenten van een (é) -tensorveld.

Definitie 4.5.1 De kromtetensor van Riemann-Christoffel is een (};) -tensorveld, waarvan de compo-
nenten gegeven worden door

O P S AT FA R AL T S

Er gelden de volgende relaties:

(VaVi— ViVp)o* = Kj0f,
(VaVi— ViV w; = —Kpwy,
(ViVi—=ViVi) o = K@l — Kiiior,.
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Op analoge wijze kan men dergelijke relaties afleiden voor andere type tensorvelden.

MERK OP: Zij M een Riemannse variéteit gevormd door een open deel van IR" en beschouw
een kromlijnig codrdinaten systeem {u'} op M als kaart. Indien de {u'} cartesische codrdinaten
zijn, dan zijn alle Christoffelsymbolen gelijk aan nul. Dit betekent dat de componenten van
de kromtetensor ook nul zijn. Vanwege het tensoriéle gedrag van de kromtetensor volgt
direct dat dan ook voor willekeurige cartesische codrdinaten de componenten van de krom-
tetensor gelijk aan nul zijn. Dit zijn juist de compatibiliteitsvergelijkingen uit de elasticiteits-
theorie.

TEN SLOTTE: De covariante componenten van de kromtetensor (Riemann-tensor) worden
gegeven door

chjhi = gka%i, vOor h, i,j, k= 1, 2.
Deze componenten voldoen aan de symmetrie eigenschappen
Kiini = —Kjphi = —Kijin = Kjgin.

Voor een N-dimensionaal oppervlak in IRV*! blijkt verband met het 2e fundamentaalten-
sorveld: Kkjhi = hkhhji — hkihjh-
Als N = 2, dan ligt de Riemanntensor blijkbaar vast door één getal. Er geldt dan

K212 = —Koaj19 = Ko191 = —K1221 = hi1haa — hizhg = det[gqr] det[R)].

De laatste determinantfactor in deze uitdrukking heet de Gauss-kromming van het opper-
vlak. De Gauss-kromming is een product van 2 krommingen en hangt blijkbaar alleen van
de [gi;] af en is dus invariant bij isometrische verbuiging van het oppervlak. De Gauss-
kromming is nul indien het oppervlak isometrisch is met een vlak. De Gauss-kromming van
een cirkelcylinder is dus,blijkbaar, 0.

Door contractie over de componenten i en k£ van de kromtetensor van Riemann-Christoffel
ontstaat een symmetrisch (J)-tensorveld, waarvan de componenten gegeven worden door

Kijn = Kjp;-
Hieruit kan vervolgens een scalar worden afgeleid, gegeven door
K = Kjng'".

Met behulp van deze scalar vormen we het Einstein tensorveld,

1
Ghi = Kni — 5K ghi-
Dit tensorveld hangt slechts af van de componenten van het fundamentaaltensorveld en

speelt een belangrijke rol in de algemene relativiteitstheorie. Het voldoet voorts aan de
eigenschappen

Ghi = Gih en VZ‘GM =0.
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4.6 Opgaven
1. Laat zien dat een pseudoparallel vectorveld langs een geodeet K een constante lengte
heeft.

2. Laat zien dat 2 pseudoparallelle vectorvelden w; en wy langs een geodeet K een con-
stante hoek met elkaar maken.

3. Gana dat de volgende regel van Leibniz geldt.

Vi (©7%j1) = @7V iim + ¥ Ve

S

. Bereken de covariante afgeleiden van de basisvectoren 9; X en duale basisvectoren du’
langs de h-de parameterkromme.

5. Laat zien dat de componenten van de kromtetensor voldoen aan
k k k

6. Laat V een n-dimensionale reéle vectorruimte zijn. Laat voortsa € V en (¢y, ...,¢,) C V
een basis.
Maak een parametrizering IR" — V door v = a + 2’c;.

a) Geef een uitdrukking voor de bijbehorende kaartafbeelding ¢ : V' — IR".

b) Beschouw een tweede parametrizering van hetzelfde type
v=>b+ $Zdl
en noem de bijbehorende kaartafbeelding ¢ : V' — IR".

Geef een uitdrukking voor de verkaartingsafbeeldingen ¢ o ¢~ : IR" — IR" en ¢ o o :
R" — IR".

7. In IR* met cobrdinaten x = (z,y, £, ), beschouwen we het 2-dimensionale oppervlak S
beschreven door

E+n’=1.

Dit oppervlak is een torus en een voor de hand liggende parametrizering is
x = (cosu, sin u, cos v, sin v)
met

0<u<L2r, 0<v<27.

a) Zij T,(S) het raakvlak (= raakruimte) aan S in een willekeurig punt z op S.
Bereken de bij de codrdinaten u, v, behorende basis 0,z, Oy, van T, (.5).
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8
h)

Bereken het fundamentaaltensorveld g;; van S.

Bereken de duale (= reciproke) basis du, dv, bij 0z, 0,z.

(Opmerking: Via g;; wordt T (S) met zijn duale T (S) geidentificeerd).

Bereken de Christoffelsymbolen van S.

Hoe luiden de vergelijkingen voor de geodeten op S? Los deze vergelijkingen op.

Beschouw de kromme K : u=1,0<t < §,v = 3.

Transporteer de raakvector (0,—1,1,0), op t = 0, langs de kromme K.
Bereken de kromtetensor van S.

Wat vindt u verbazingswekkend aan S.

8. In het open bovenhalfvlak S : —oco < z < 0o, y > 0, introduceren we het fundamen-
taaltensorveld

b)

)

1
?(dx@)da:—kdy@dy).

Zij T, (S) het raakvlak (= raakruimte) aan S in een willekeurig punt z € S.

Bereken de lengte van de basisvectoren % =€, a% = e, van T, (.5).

1

Bereken eveneens de lengte van de duale basisvectoren dz = e!, dy = €.

Bereken de lengte van de kromme K : 2 =0, y=t¢, 0<a <t <1
Bereken de Christoffelsymbolen { j ! s } van S.

(Aanwijzing: als antwoorden komen uitsluitend voor 0 en i%).

Geef de vergelijkingen voor de geodeten op S.
Geef voorbeelden van geodeten op S. Daartoe hoeft u de vergelijkingen niet persé
op te lossen. U mag uw antwoord ook beredeneren.

Beschouw in Sdelijn/:x =t,y =1,0 <t < o0.
Transporteer de raakvector (1,0) op ¢t = 0 parallel langs /.

Is ¢ een geodeet?

Ziju(z,y) = vla% + vza% een vectorveld op S.
Bereken V,v’ (= de divergentie) op S.

Opmerking: S is het zogenaamde Poincaréhalfvlak.
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Appendix A

Het algemene tensorbegrip

Op de hier veelgehoorde vraag: “Wat is een tensor nou eigenlijk?” is een voldoende vaag en
tevens voldoende algemeen antwoord het volgende: “Een tensor is een functie 7" van een
aantal vector variabelen die lineair is in elk dezer variabelen afzonderlijk. Voorts hoeft deze
functie niet persé reéelwaardig te zijn, ze mag waarden aannemen in een vectorruimte.

Notatie. Gegeven

e k stuks vectorruimten E1, Es, ..., E.

e Een vectorruimte F'.

Dan noteren we met
L¥(Ey, ..., B F)
de verzameling van alle multilineaire functies
t:E1 X By x..xE,—F
(g, U, -y ) = t(Uy, U, o uy) € F
Opmerking. Multilineair betekent dat voor elke ingang, de j-de bijvoorbeeld, geldt
By, o Uy + B ey uy) = Ot (U, ey Wiy ooy Uy) + BE(Uy, 05, Uy)
voor alle u; € Ej, allev; € Ejenalle o, 8 € IR.

Opmerking. De vectorruimten F;, 1 < j < k, mogen allemaal verschillend zijn en hoeven
niet dezelfde dimensie te hebben.

Opmerking. LF(E, ..., Ey; F) kan op haar beurt tot een vectorruimte gemaakt worden door
invoering van optelling en scalaire vermenigvuldiging volgens

(at + ﬁ7_>(ﬂla 7Qk) - at(glﬂ 791@) + ﬂ7_<@17 7@16)
Hierin zijn t, 7 € L¥(Ey, ..., Ey; F) en o, 8 € R.
Opgave. Als dim E; = n; en dim F' = m, bereken dan dim LF(Ey,...,Ey; F).

Opmerking.
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e L(E; F) = L(E; F) noteert de vectorruimte van lineaire afbeeldingen van F naar F.

e L(F;R) = E*, de duale vectorruimte van F, d.i. de vectorruimte van lineaire functies
op E.

o Alsdim F < codan L(E*;IR) = E** = E.
Opgave. Laat zien dat Lk(El, -+, B F), met dim F' < oo, "eigenlijk’
hetzelfde is als L**1(Ey, - - - , By, F*; IR).

Stelling. Er is een natuurlijk isomorfisme

L(Ek’aLk_l(Ela aEk—laF)) = Lk(Eh’EkaF)

Bewijs. Neem ¢ € L(Ey, L*"1(Ey, ..., E_1; F)) en definieer ¢ € L¥(Ey, ..., Ey; F) door

‘E(gh "'7ﬂk—17@k) = (@(Uk))(ﬂp "'aﬂk—l) :

De toevoeging ¢ — ¢ is een isomorfisme, d.w.z. een bijectieve lineaire afbeelding. (Je vult,
plat gezegd, in ¢ een "vaste’ vector u;, € E in op de k-de positie en je houdt dan een multili-
neaire functie met (k — 1) ingangen over).

Notatie. Als we voor de Ey,--- , E}, respectievelijk r copieén van E* en s copieén van E

nemen, r + s = k, en bovendien F' = IR stellen, dan schrijven we T, (E) in plaats van
r stuks s stuks

— e —— )
L'ts(E*,--- ,E*,E,--- , E; R). De elementen van deze vectorruimte 77 (E) heten (gemeng-
de) (r + s)-tensoren op E, ze heten contravariant van orde r en covariant van orde s.

Definitie. (Tensorproduct).
Gegeven: ¢y € T;}(E), t2 € T32(E).
Dan wordt het tensorproduct ¢; ® to € Trikr2 (E) gedefinieerd door

s51+s2
(tl ®t2)(@1’ 7@7'17@1’... ’er27 gl’ ’£517 yl’ ’g ):

52

t1(py, By, Jzg,) by, Yy ),

52

met @j,gj € E*en T,y € E willekeurig te kiezen.
Opmerking. De productoperatie ® is niet-commutatief, associatief en bilineair.

Opmerking. Wegens de eerder genoemde identificaties hebben we
T(BE)~E, T)(E)=E",
TYE)~ L(E;E*), TH(E)~L(E;E).

Stelling. Als dim £ = n dan heeft T7(E) de structuur van een n’**-dimensionale reéle
vectorruimte. Het stelsel

{e, ® - ®e, @@ @ [1<ip<n, 1<j, <n},

geassocieerd met een basis {¢;} C £, vormt een basis voor 77 (£).
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Bewijs. We moeten laten zien dat genoemd stelsel lineair onafhankelijk is in 77 (E) en tevens
T7(E) opspant.
Veronderstel eens dat

e o @ Qe @ X ® T =
e @ Re, ®eT X Qe =0

vul in deze (r + s)-tensor respectievelijk alle stelsels (&*1, - - -, &*r 1€0yr 5 €y, ),metl <k; <
n, 1 < {y < n, in, dan volgt met (€, e > = & dat alle getallen Oz;l ‘ir gelijk aan nul moeten
zijn. Tenslotte, wat het opspannen betreft 1edere tensor ¢t € T (E) E) kan blijkbaar geschreven
worden als

t:t@ll’... ’élrjgjlj... 7§j5)§i1®"'®§ir®éjl®"'®éjs-

Opmerking. De getallen t“ “ = t(eh, ... &', €, " »¢;,) heten de componenten van de

tensor ¢ m.b.t. de basis {¢; } Deze getallen liggen blijkbaar eenduidig vast.

Voorbeeld. De Kronecker—delta is de tensor § € T}(E) die bij de identieke afbeelding J €
L(FE; E) hoort onder het canonieke isomorfisme T} (E) ~ L(E; E).

D.w.z. Vz € EVp € E*6(p,z) = (D, ).

De componenten zijn (5Z t.o.v. iedere basis.

Voorbeeld. Een inproduct op E kan opgevat worden als een afbeelding
i(z) : T} (E) — Ty (E) volgens (i(z)t)(p) = t(p, z).

Tenslotte bespreken we nog hoe lineaire afbeeldingen van een vectorruimte E naar een vec-
torruimte F' kunnen worden "uitgebreid’ naar lineaire afbeeldingen tussen de vectorruimten
T7(E) en T7(F).

Als P € L(E; F) dan ook, puur notationeel, P € L(T3(E), Ty (F)). De "terugtrekafbeelding’
of ‘pull-back’ P, € L(F*, E*) = L(T?(F), TY(E)) wordt gedefinieerd door
<,P*z7£> = <z7 P£>

metz cF*enxec k.
Soms is het ‘'onhandig” dat P, de verkeerde kant uitwerkt maar daar kan wat aan gedaan
worden als P een isomorfisme is, dus als P! : F — E, bestaat.

Definitie. Laat P : E — F een isomorfisme zijn. Dan wordt P} : T7 (E) — T; (F') gedefini-
eerd door

(P, 09, y,) =

t = (’P*Q17 R "P*(fr,’Pilyl, T 77)71&5)

Opmerking. P{ = (P~!), is een ‘push—forward’, werkt dus dezelfde kant uit als P.

De volgende stelling zegt dat "het optillen van het isomorfisme P naar tensorruimten” alle
gewenste eigenschappen heeft die je er natuurlijk” van verwacht. Chiquer uitgedrukt:
De toevoeging P — P! is een covariante functor.

Stelling. Gegeven: P : £ — F, Q : F' — G zijn isomorfismen.
Dan geldt:
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i) (PoQ)s="PoQs

ii) Als J : E — E de identitieke afbeelding is, dan is J] : T, (E) — T.(E) eveneens de
identieke afbeelding.

iii) P7 : TI(E) — T7(F) is een isomorfisme en (P7)~! = (P~1).

Bewijs. Recht toe recht aan.
Tenslotte, voor indexfetisjisten:

Stelling. Gegeven

e Vectorruimte £ met basis {e;}.
e Vectorruimte F' met basis { ij}
e Isomorfisme P : £ — F.
; ~0
Noteer Pe; = Pgbj en (P‘l)*ék = Q’gi . Dan geldt:
. PIQL = QIPL = 4]
e Voort € T} (E) met componenten t;llys m.b.t. {e;} geldt:
De componenten van Pyt € T, (F'), m.b.t. { ij} worden gegeven door
ki-kr _ pk ke . s pinein
(Pet)eg,” = B - oo B - Qpy - oo Qg - 15177

Opmerking. Ook geldt P‘lij = Qbey.
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Appendix B

De Stokes vergelijkingen in
(orthogonale) kromlijnige coordinaten

B.1 Inleiding

In de theorie van incompressibele visceuze Newtonse vloeistof mechanica spelen de Sto-
kes vergelijkingen een belangrijke rol. Deze Stokes vergelijkingen zijn te schrijven als één
vectorwaardige tweede orde partiéle differentiaalvergelijking,

grad p = nAu, (B.1)

met p de druk, u het snelheidsveld en 1 de dynamische viscositeit. De Stokes vergelijkingen
drukken divergentievrijheid van de spanningstensor uit. Deze spanningstensor, zeg S, is
een (})-tensorveld, die vaak geschreven wordt als

S=—pI+n(Vu+ (Vu?l). (B.2)

Het hierin voorkomende (g) -tensorveld Vu (vooralsnog niet te verwarren met de covari-
ante afgeleide van u) wordt snelheidsgradiéntveld genoemd. Maar, wat is nu eigenlijk de
gradiént van een vectorveld, en evenzo, wat is de divergentie van een (3)-tensorveld ? In
de literatuur wordt vaak nogal slordig omgesprongen met deze differentiatie operaties. In
deze appendix gaan we de puntjes op de i zetten.

B.2 De spanningstensor en Stokesvgl’n in Cartesische codrdinaten

We beschouwen (B.1) en (B.2) op een gebied 2 € IR3. Laat {z'} Cartesische codrdinaten op
Q) zijn. Noteer de componenten van u ten opzichte z° met u’. De Stokes vergelijkingen (B.1)
worden in de codrdinaten z’ gegeven door

§90;p = 1d;™ (B.3)
De componenten van de spanningstensor S ten opzichte van z?, zeg s/, worden gegeven
door

1 = —psii 4 (5“fakuj I 5jk3kui> . (B.4)
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In het vervolg beschouwen we het tweede deel van de spanningstensor, de deviatorische
spanningstensor 7, waarvan de Cartesische componenten gegeven worden door

#i — (y'kakuj n 5ﬂfakui) . (B.5)

De "divergentie’ van dit tensorveld dient over te gaan in het rechterlid van (B.1). Overigens
dient hierbij veronderstelt te worden dat 1 constant is. Er geldt

(Au)! = Aw? = 9;0% o, (B.6)

daar de codrdinaten Cartesisch zijn. Dit brengt ons tot de volgende interpretatie van de
divergentie van (B.5):

10; (6ik8kuj n 5j’<akui> (B.7)

Merk op dat het tweede stuk hieruit wegvalt als gevolg van de incompressibiliteit (div u =
d;u’ = 0), immers

9,67 oput = §7%9,0u’ = 0.

B.3 Despanningstensor en Stokesvgl’n in willekeurige codrdinaten

Beschouw nu willekeurige codrdinaten {z'} op Q. Voor het gemak schrijven we de com-
ponenten van u weer met v’ en die van 7 met t”. Om tensorieel gedrag van de Stokes
vergelijkingen af te dwingen, leidt de uitbreiding van (B.3) naar de willekeurige cotrdinaten
tot

9"9;p = nVig"V ', (B.8)

met g de componenten van het inverse fundamentaaltensorveld. Voorts wordt de uitbrei-
ding van de componenten van de deviatorische spanningstensor naar willekeurige codrdinaten
gegeven door

tij =7 (gikvkuj —+ gjkvkui) . (B9)

We hebben nu voldoende inspiratie opgedaan om de ‘gradiént’ van een vector en de "diver-
gentie’ van een (J)-tensorveld te definiéren.

Definitie B.3.1 Zij a een vectorveld en schrijff a = a'd;. De gradiént van a, notatie La, is een
(g) -tensorveld, gedefinieerd door

La =1"(a)0; ® 0, (B.10)
met

1 (a) = g"*Val. (B.11)
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Definitie B.3.2 Zij B een (7)-tensorveld en schrijf B = b"79; ® 0;. De divergentie van B, notatie
DB, is een vectorveld, gedefinieerd door

DB = & (B)9;, (B.12)
met

d(B) =V, j=1,2,3. (B.13)

In deze tweede definitie is in (B.13) gecontraheerd over de index i. Men zou een tweede
divergentie kunnen definiéren door te contraheren over de index j. Indien B echter symme-
trisch is, doet het er niet toe over welke index gesommeerd wordt.

Met behulp van deze twee definities komen we tot de volgende codrdinaatvrije uitdrukking
voor de deviatorische spanningstensor.

T =n(Lu+ (Lu)h).

Voorts kunnen de Stokes vergelijkingen voor een niet constant viscositeitsveld codrdinaatvrij
geschreven worden als

grad p="D (n (Lu+ (Lu)")).

Merk bovendien op dat we de divergentie en gradiént zodanig uitgebreid hebben dat
Au=7D (Lu),

conform de definitie van de Laplace operator voor een scalarveld ¢,

Ay = div grad ¢.

B.4 De uitgebreide divergentie en gradiént in orthogonale krom-
lijnige codrdinaten

Opmerking vooraf: In dit laatste gedeelte van deze appendix stellen we de Einstein somma-
tie conventie buiten werking.

Laat {7’} een orthogonaal codrdinaten systeem op IR? zijn. Dit betekent dat in ieder punt
X € Q de basis, gevormd door de drie vectoren

ox

%7 L= 17 27 37

een orthogonale basis is van de raakruimte T'x (2). Er bestaan aldus functies h; zodanig dat
de componenten van het fundamentaaltensorveld g;;, gedefinieerd door

C;, =

ng = (Cia C]) ) Za] = 17 27 37
waarbij met (-, -) het Euclidische inproduct bedoeld wordt, voldoen aan

9i; =0, i#j, eng;=hi.
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De functies h; heten schaalfactoren. Definieer voorts in ieder punt X € 2 de drie vectoren

1
dl’ = };Cl
Het stelsel {d;} vormt dan in ieder punt van (2 een orthonormale basis van de raakruimte
T'x (€2) (zie ook hoofdstuk 2).

Alvorens de definities B.3.1 en B.3.2 verder uit te werken voor orthogonale codrdinaten,
drukken we eerst de Christoffelsymbolen uit in de schaalfactoren.

Lemma B.4.1 De Christoffelsymbolen, behorende bij de orthogonale coordinaten x', kunnen bere-
kend worden met behulp van

i i 10h; . .
L =1 . = —— =1,2 B.14
1 hj Oh; . . o
. = ——— =1,2 B.1
{5} = -5 ii-r2aiss (B.15)
{jk} 0, k=123 j Ak A ik (B.16)
Bewijs:
Daar de codrdinaten orthogonaal zijn, geldt voor alle ¢, j en k,
i\ 1 (Ogri , Og9i5  Ogjk
{j k:} T 2n? <8xj Tk T ow ) (8.17)

Indien k = 4, dan volgt

i\ 1 dgu 1 8h} 10h
jif  2n?O0xi  2h? 027 h; Ox

Voorts volgt voor k = j en j # i dat

i\ __ 1 9g; 1 Oh  hon
iil 2h? Ox' - 2h? Ox? o h? Ozt

Tenslotte, volgens (B.17) is (B.16) triviaal.

B.4.1 De uitgebreide gradiént

Zij a een vectorveld en noteer de componenten van a ten opzichte van de basis {c;} met d’,

dus a = Y2 | ac;. De componenten van a ten opzichte van de basis {d,}, die we noteren

met A, worden gegeven door A" =a'h;i=1,2,3. Br geldt immers
a — Zalci = Zazhidi = ZAzdl
i=1 i=1 i=1
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Evenzo kunnen componenten 5/ en B% van een (})- tensorveld B ten opzichte van respec-
tievelijk {c;} en {d;} in elkaar uitgedrukt worden met behulp van de schaalfactoren. Er geldt
immers

3 3
B=)>Y teoc; =Y bInhd; @d,,
ij=1 ij=1

zodat
BY = hihb¥, d,j=1,2,3.

We wensen nu een uitdrukking voor de componenten 14 (a), zie (B.11), in termen van de
componenten A’ en de schaalfactoren. Daartoe werken we eerst de covariante afgeleiden
Via’ uit. Er geldt

) - - — | — — =
Via _6$k+z{kl}a 6mk(hj)+z{k:l}hl

=1
R I FAT
hy OrF W2 ock T &\ ki Wy

zodat

y 1 .1 (1047 AIOW i Al
Gia) — T 7.0 — [ 294 Ao el
Mla) = 5zVie’ = 5 (hj o R 8xi+z{il} hl>

=1

en dus

g hi (1041 ATOh; <~ ( i) Al
Li(a)= 2 | =22 29 J L2
(@) =73, (hjax% h§6x1+z{zl}hl)’

waarbij L/ (a) de componenten van La ten opzichte van de basis {d; ® d;} voorstellen.
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Uitgeschreven:
1 [O0AY  A20h; A30h
Lll _ (= oo -
(a) h1 (8:61 + hg 8.732 + h3 8373) ’
L21(a) — 1 87‘41 — ﬁ%
h2 8{[}2 hl 83:1 ’
L¥(a) = 1 LAI — A;g%
h3 8h3 hl 81‘1 ’
le(a) — 1 67‘42 — il%
hl 81‘1 hg 8562 ’
1 (0A%2  Al'Ohy A3 0hy
L22 - (== e [
(a) h2 <6$2 + hl 81‘1 + h3 a$3> ’
L32(a) — 1 87’42 _ A;?%
hs \ 0z3  hg 022 )’
L13(a) — 1 87‘43 — il%
h1 8.7}1 h3 81‘3 ’
L23(a) — 1 LAS _ ‘ﬁ%
hQ 8:02 h3 8.733 ’
1 /0A3  A'oh A% 0h
L33 _ - 2 A4 Oy A4 Ol )
(a) h3 (8([)3 + hl 81171 + h2 6$2

Dit kan ook geschreven worden als

y 1 (0AT  A'Oh,; . ..
LY(a) = h(ﬁxi _h-axj>’ i # 7, 4,5=12,3, (B.18)
i j
ii 1 [oA A7 Oh; .
' j=lj#i 7

B.4.2 De uitgebreide divergentie

Beschouw een gegeven (7)-tensorveld B met componenten b/ ten opzichte van de basis
{Ci & cj } ,dus

3
B = Z bijci X c;.
ij=1

Noteer voorts de componenten van B ten opzichte van de basis {d; ® d;} met B¥, dan geldt
de relatie

BY = h;ih;b¥, d,j=1,2,3.

De componenten van DB ten opzichte van {d; } noteren we met D?(13), dus D*(B) = d*(B)h;,
i = 1,2,3. We wensen een uitdrukking voor D!(B) in termen van de componenten B en de
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schaalfactoren. Er geldt

£ (3£ (114)

i=1 k=1

zodat

s (4 () £ (A B L) v

i=1

Deze uitdrukking laat zich niet eenvoudig schrijven in termen van de schaalfactoren. Indien
men een expliciete uitdrukking wenst voor de D’(B)’s, dan is het verstandig om eerst de
Christoffelsymbolen te berekenen met behulp van (B.4.1) en vervolgens deze in te vullen in
(B.20). Echter, indien B symmetrisch is, dan is (B.20) om te schrijven naar een eenvoudige
uitdrukking in termen van de componenten B en de schaalfactoren.

Stelling B.4.2 Indien B symmetrisch is, dus b = b en ook BY = B7*, dan geldt

DB = - OhohsB! 1 0hthsB'? 1 Ohth, BN B 0hy  B¥ Ohs
h1h2h3 8371 h1 81’2 h1 81'3 hlhg 8331 h1h3 81’1 ’
DXB) — 1 1 Oh3h3B'  OhihzB* N 1 0mh3B*\  B' 8hy  B* 0hy
N hlhghg h2 6901 81'2 h2 8903 hlhg 61’2 h2h3 61‘27
piE = L (L Ohoh3BY 1 OmhEB®  OmhyB¥\ - BY Ohi  B* Oh,
hl h2h3 hg 8.%'1 hg 8.%'2 a.’L'?’ hl h3 5'373 h2h3 (91'3 ’

Bewijs:
Verificatie. 0

Tensorrekening en differentiaalmeetkunde tue



Appendix C

Speciale relativiteitstheorie volgens
Einstein en Minkowski

I. Speciale relativiteitstheorie volgens Lorentz

Het wereldbeeld van Ptolemaeus (150 v. Chr.) gaat uit van een absoluut begrip van boven en
onder (platte aarde) en van absolute tijd. Bij Galilei en Newton (17e eeuw) zijn tijd en ruimte
nog absoluut en is de zon het middelpunt van de ruimte. De wetten der mechanica, zoals
k = ma, zijn dezelfde voor codrdinatenstelsels die zich ten opzichte van elkaar met een
constante snelheid bewegen, m.a.w. zijn invariant bij Galileitransformaties. Bij beweging
langs de z-as luiden deze Galileitransformaties

=x—vt, '=t.

De vergelijkingen van Maxwell zijn echter niet invariant bij Galileitransformaties (Lorentz,
Poincaré).

De snelheid ¢ ~ 3.10% m/sec van het licht is eindig (Rémer 1675), dezelfde voor alle kleuren,
en constant. Maar wat meet een waarnemer die zich t.o.v. een andere waarnemer beweegt
met een snelheid v? Worden de lichtgolven, net als de geluidsgolven, gedragen door een
absoluut medium, de aether?

Michelson (1881) tracht onze snelheid v ten opzichte van de aether te meten. Is een staaf ¢
gericht volgens v dan is de tijd voor een lichtsignaal heen en weer

o 14 N ¢c 2
T ctv ol —p2)

waarin 3 = 2. Is £ loodrecht op v, dan geldt

20
e

Michelson mat echter geen verscil tussen ¢; en to. Lorentz (1895) verklaarde het negatieve
resultaat van het experiment van Michelson met de Lorentzcontractie:

122 122 2
thc :ZtQ'U +£, t2
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Wanneer een staaf zich ten opzichte van een waarnemer beweegt met een con-
stante snelheid v, gericht volgens v, dan meet die waarnemer een kortere lengte
dan wanneer dezelfde staaf zich ten opzichte van de waarnemer in rust bevindt.

Stel een staaf is in rust t.0.v. een waarnemer ¢/, en in beweging (met een constante snelheid
v en gericht volgens v) t.o.v. een waarnemer O. De hypothese van de Lorentzcontractie zegt:
Als O meet lengte £y, dan meet O lengte ly+/1 — 3.

Een consequentie hiervan is:

Als O meet tijdsinterval Aty, dan meet O tijdsinterval Aty/+/1 — (3. Inderdaad, een lichtflits
die langs de staaf heen en weer loopt duurt Aty = 2{y/c seconden volgens O, en

WI=F f/T=F _20/1-F _ 2% _ At
c—v ctv  c(1-8%) o /1-3 J1-2

seconden volgens O.

Een verdere consequentie is het klokverschil: Gebeurtenissen op verschillende plaatsen, die gelijk-
tijdig zijn voor O, zijn niet gelijktijdig voor O.

Inderdaad, beschouw twee lichtflitsen die uitgaan van het midden M van de staaf, één naar
het ene uiteinde K en één naar het andere uiteinde L. Volgens O’ komen de lichtflitsen beide
ten tijde /p/2c aan, en is er geen tijdverschil. Volgens O echter is er tijdsverschil van

bo/1-p2 Llo/1-5* _ bf
2(c =) 20c+v)  ey/1- 32

gemeten in O seconden.

Tenslotte volgt een afleiding van de Lorentztransformaties, die voor hetzelfde evenement het
verband geven tussen tijd en plaats [t, z] voor de waarnemer O en tijd en plaats [t/, 2’| voor
de waarnemer O'. Daarbij laten wij [t, 2] = [0, 0] corresponderen met [¢’, 2] = [0, 0].

De weg x — vt in het O-stelsel komt overeen met de weg 2z’ in het O'-stelsel. Volgens de
Lorentz—contractie geldt

x—ovt=2a\/1-p32. (C1)

O’ plaatst voor hem gelijklopende klokken op de plaatsen O en 2/, en laat deze klokken na
t'" seconden een lichtflits uitzenden. Op welke tijdstippen neemt O deze lichtflitsen waar?
Het signaal van de klok in 2’ = 0 wordt door O waargenomenna t'//1 — 32 seconden. Het
signaal van de klok in 2z’ wordt door O nog z'3/c\/1 — 3? seconden later waargenomen,
vanwege het klokverschil. Omdat [¢, z] = [0, 0] correspondeert met [¢', 2] = [0,0] geldt

B t '3
Tl R il

Uit de betrekkingen (1) en (2) volgen de Lorentz-transformaties

t (C.2)

x — (Bct ct — Bx
g_w—fBet  ,_ ct-p

e T
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IL. Speciale relativiteitstheorie volgens Einstein en Minkowski

Einstein (1905) formuleerde het principe der speciale relativiteitstheorie:

Waarnemers die zich ten opzichte van elkaar met een constante snelheid bewe-
gen zijn gelijkwaardig. Voor zulke waarnemers zijn de natuurwetten gelijklui-
dend, bij voorbeeld de wet: lichtsnelheid = c. Snelheid t.o.v. de aether is princi-
pieel niet meetbaar.

Een ten tijde ¢t = ¢’ = 0 uit de oorsprong gezonden lichtgolf plant zich voor twee, zich t.o.v.
elkaar met een constante snelheid v bewegende, waarnemers op dezelfde wijze bolvormig
voort met een snelheid c;

02t2 _ :L‘2 _ y2 _ 22 — (Ct/)2 _ (:E/)2 _ (y/)Z _ (21)2

Dit inspireerde Minkowski (1908) tot het volgende wiskundige model.

De Minkowskiruimte M, is een vectorruimte van dimensie 4 over de reéle getallen, voorzien
van een indefiniet inwendig product (a, b). Dit inwendige product is bilineair, en wordt als
volgt gedefinieerd door zijn waarden g,5 = (c,,c3) ten opzichte van een zekere basis ¢, a =
0,1,2,3,:

[90,8] =

oo o
oo~ o
|
oo o
—_ o oo

De vector z = x“c,, heeft de kwadraatlengte
(z,2) = (2°) = (") = () = (")

Vectoren met kwadraatlengte 0 zijn de vectoren op de kegel
(%)% — ()2 = (%) = (c¥)? = 0

Wijj interpreteren als volgt. De Minkowskiruimte is het universum. De basis c,, is een waarne-
mer, die plaats z,y, z en tijd ¢t meet volgens

:cozct, xlzm, x2:y, 2=z,

De vectoren met positieve kwadraatlengte (binnen de kegel) zijn de gebeurtenissen, die met
20 = ¢t > 0de toekomstige, die met 20 = ¢t < 0 de historische. Gebeurtenissen zijn voor
de waarnemer gelijktijdig wanneer zij dezelfde ct-coordinaat hebben. Het verloop van een
gebeurtenis in ¢ heet een wereldlijn en wordt weergegeven door een kromme in My. Een punt
[0,0,0,0] dat t.o.v. de waarnemer in rust is heeft als wereldlijn de ct-as. Een punt [0, 0,0, 0]
dat t.o.v. de waarnemer een constante snelheid v heeft, heeft als wereldlijn = = vt, een rechte
die met de ct-as de hoek ¢ met tany = = v/c maakt. Een lichtsignaal in (0, 0,0, 0) heeft

als wereldlijn een beschrijvende van de kegel

ctz—x2—y2—22:0

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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die daarom de lichtkegel heet.
Wij zoeken nu alle bases c,, waarvoor de componenten van de fundamentaaltensor, en dus
ook de kwadraatlengte der vectoren z, net zo eenvoudig is als hierboven, dus waarvoor

1 voora=(3=0
9o/ = Gop = -1 VOOI‘a:ﬁ: 1,2,3
0 anders.

Anders gezegd, wij zoeken alle waarnemers waarvoor een lichtgolf zich op dezelfde wijze
voortplant als voor de oorspronkelijke waarnemer. Wij beperken ons tot het zoeken van de
gevraagde bases ¢/, waarvoor

Cy =DPC +qcy1, Cr =T+ 8¢y, Cy = Cgy Cy =C3,
De gezochte coéfficiénten p, ¢, r, s moeten nu voldoen aan

2 _?=-1, pr—gqs=0.

g =1
Deze vergelijkingen worden opgelost door
p =coshp, g=sinhy, r=sinhy, s=coshy,

dus

cy = Alc;, met [ AL ]

)

I
1
=
V)

p q | | coshy sinhep
| sinhg coshyp |’

¥ = Agxi, met [ AY ]

[ A ]—1 _ coshey —sinhgp
v ~ | —sinhg  coshy | °

Wanneer wij noemen

sinth:L 0<p<1,

1
S S

dan vinden wij weer de Lorentztransformaties

cosh p =

xo/ o .’L‘O - ﬁwl xll _ —ﬂxo +$1 2/ _ 1‘2 xgl _ xg
Vi- Vi@ ’ /

die het verband aangeven tussen de codrdinaten 2% = ¢t/, =
de covrdinaten z° = ¢t, z! = z, t.o.v. waarnemer O.

Wijj lichten het bovenstaande toe met behulp van een Euclidische tekening. Hierin zijn ¢,
en ¢, getekend als Euclidische loodrechte eenheidsvectoren. Voorts zijn ¢, en ¢;, getekend
volgens

!
"= 4/ t.0.v. waarnemer O’ en

cy = ¢pcoshg + ¢y sinhp, ¢ = ¢ysinhp + ¢; cosh

Volgens de Minkowski metriek zijn zowel ¢, en ¢, als ¢y en ¢;, loodrecht. In de Euclidische
tekening zijn ¢y en ¢, niet loodrecht; hun Euclidische kwadraatlengte is cosh? ¢ + sinh? ¢ >
1, en hun uiteinden liggen op orthogonale hyperbolen wegens cosh? ¢ — sinh? ¢ = 1. De
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Euclidische hoek tussen ¢, en ¢ is, evenals die tussen ¢, en ¢;, gelijk aan arctan j3,

Wij noemen de as door ¢; de z-as, die door ¢, de ct-as, die door ¢, de z’-as, die door ¢y de
ct’-as. Een evenement e wordt gegeven door de codrdinaten [ct, 2] en door de codrdinaten
[ct’, 2'] volgens

e = ctey + ey = ct'cy + ey

a) De wereldlijn van 0" is 2’ = 0, dus = — fct = 0. Voor de snelheid v van O’ t.o.v. O geldt
dus v = (c. De wereldlijn van O is = 0, dus 2’ 4+ B¢t = 0. De snelheid van O t.o.v. O’
isdus —fv = —w.

b) De uiteinden van een lijnstuk ¢y langs de z’-as duiden gebeurtenissen aan die voor O’
gelijktijdig zijn. Voor O zijn die gebeurtenissen echter niet gelijktijdig. Er is een klokver-
schil dat wordt bepaald uit

14

2 =4y, t'=0, dusct:L.
1— 32

c) Er zijn gebeurtenissen 1 en 2 waarvoor geldt t; > ¢y en t} < th.

d) De wereldlijn van een zich t.o.v. O’ in rust bevindend punt [¢',2'] = [0, {y] is een rechte
evenwijdig aan de ct’-as. Snijdt deze rechte met ¢ = 0, dan blijkt de door O waargenomen
lengte te zijn x = /1 — 2. Dit is de Lorentzcontractie.

e) Zij Aty een tijdsinterval in het ('-stelsel (langs de ct’-as). In het O stelsel wordt dit
tijdsinterval waargenomen als Aty/+/1 — 32 (lijn evenwijdig aan de z-as snijden met de
ct-as).

f) In de laatste tekenening worden de Lorentztransformaties nogmaals gedemonstreerd:

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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Wanneer twee Lorentztransformaties na elkaar worden uitgevoerd,
[ct, x] 25 [t 2] 22 [et”, 2],
dan heeft de producttransformatie de matrix

cosh o sinh o cosh¢ sinh ¢ cosh(py + p2) sinh(p1 + ¢2)

sinh o cosh ¢ sinh ¢ cosh ¢ sinh(py + p2) cosh(p1 + ¢2)

Het product is dus weer een Lorentztransformatie. Daarom vormen de Lorentztransforma-
ties een groep. Met behulp van

1 1 VU1 V2
coshpy) = ———, coshps=——-—, B1=—, [Fo=—
ATV R TR c c
leiden wij af dat
1+ 12 1 1
cosh(py + p2) = = = .
\/(1 - ﬁ%)(l - ﬁ%) 14638381 —053 1— B1+82 2
1437 B3+261 82 145152

Voor de bij de producttransformatie behorende 3 en v volgt dus

Bt e v+

143183 YT Truze

c2

s

Dit is de wet volgens welke twee snelheden v; en v, relativistisch moeten worden gesuper-
poneerd. Superpositie van twee snelheden < clevert nooit een snelheid > c op. Bijvoorbeeld
volgt voor

1 1 dat 4
v1—20, v2—2c, av—5c.
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Appendix D

Beknopte schets van de algemene
relativiteitstheorie

De algemene relativiteitstheorie (ART) is “slechts’ een op meetkunde gebaseerde gravitatietheorie
en heeft dus weinig van doen met filosoferen over de "betrekkelijkheid van alle dingen’. We
gaan in op enkele aspecten van Einstein’s theorie.

I. Ruimte-Tijd als manifold

De ruimte-tijd wordt beschouwd als een 4-dimensionaal manifold M (bijvoorbeeld S* x
IR), voorzien van een Pseudo-Riemannse metriek van signatuur (1, -1, -1, —1). Hiermee
bedoelen we dat op een zekere open omgeving van ieder willekeurig punt P € M een
kaart gemaakt kan worden, zodanig dat in het bewuste punt P de componenten van de
fundamentaaltensor gegeven worden door g;; = diag(1,—1,—1,—1). In het algemeen lukt
dit niet op de ’volle open omgeving’ van P. Als dat wel lukt dan is op dat stuk van de
ruimte-tijd de speciale relativiteitstheorie van toepassing. Zie Appendix C.

II. Zwaartekracht als kromming van de Ruimte-Tijd

De componenten g;; van het fundamentaaltensorveld fungeren als "potentialen” voor de
zwaartekracht. Vrijvallende massapunten bewegen zich langs geodeten waarvan de raak-
vector een positieve kwadraatlengte heeft. Noteer de booglengteparametrisering met s. Het
tijdsverloop, gemeten met een meegevoerde klok, wordt gegeven door de eigentijd t = 1s.
Hierin is ¢ de lichtsnelheid.

In elk punt P van een geodeet kan een zodanige orthonormale basis {e, e1,e2,e3} in de
raakruimte 7'’»(M) aan het betreffende punt P worden gekozen dat ey raakt aan de geodeet
en ter plekke geldt g¥/ = diag(1,—1,—1, —1). Zoals gemeld lukt dit in het algemeen niet op
een open omgeving van P. In een lichaam met zekere ruimtelijke uitgebreidheid zal elk ma-
teriepunt ‘graag’ zijn eigen geodeet willen volgen. Omdat in een (stuk van een) ruimte met
niet-vlakke metriek niet ieder materiepunt zijn eigen geodeet kan volgen zal zo'n lichaam
de zogenaamde getijdenkrachten ondervinden.
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III. Newton als grensgeval van de ART
In de ruimte-tijd beschouwen we een kaartomgeving met daarop een metriek, gegeven door

gij = H diag(1,—1,—1,—1) = Hn;;, met H(z%, 21,22, 23) = 1 + i—;f’ Dan

k 1
{m’ } - ﬁ”kl (m5¢0s + 1eidj — 1i00) H

1
= § (55361 + 555)] — T]ijnklag) log H

De vergelijkingen voor de geodeten

5&“+{ o };‘uﬁﬁﬂ:o, a, B,y =0,1,2,3,

By
worden dan, uitgeschreven voor het onderhavige geval,
. 1 .., OoH i d 0o . 20 9‘5161w + .f282¢ + x’383¢
iV = —Emoxl(@H) + o (Hnya'd!) = 202 (1—2(2")2H) — i 2
&= ——a"i)(0;H) — Vi OH = —gai'd (05¢) — 771202 Y, 1<k<3

Veronderstel nu dat ¢ niet of nauwelijks van 2" afhangt, dat || << ¢? en dat voor de

begincondities geldt |#*(0)| = \%%’C(O)] << 1, voor k = 1,2,3. Dit houdt in dat °(0) ~ 1.
Een en ander betekent "kleine” energieén en snelheden. Uit de eerste vergelijking volgt, voor
s binnen een 'niet al te groot’ interval rondom 0, #(s) = 0, dus i%(s) ~ constant ~ 1. Dan
29(s) = 2°(0) + s = 2°(0) + ct De tijdsaanduiding van de meegevoerde klok, die door de
booglente s bepaald wordt, loopt dan practisch gelijk met de tijdsaanduiding behorende bij

de 2°-coordinaat. Met ¢ = 2 luidt de tweede vergelijking

Hnji'al

d2k 9 Y
ar 0w, 1<k<3.

=~ gzt (00)

Zolang |i*| << ¢, geldt voor de korte termijn, in zeer goede benadering,

d2zk
— + 0y =0, k=123
d¢2 + kw ) )

Dit zijn de klassieke Newtonse vergelijkingen voor de beweging van en deeltje in een gra-
vitatiepotentiaal 1. De Newtonse theorie kan dus, mathematisch, als een grensgeval van de
Einsteinse ART worden opgevat.
Opmerking: De physische interpretatie van de keuze g;; = Hdiag(1l, —1,—1,—1) lijkt wat
duister......

IV. De Poissonvergelijking als grensgeval van de Einsteinvergelijking

De gravitatiepotentiaal ¢ in de Newtonse theorie volgt uit de massaverdeling p via de Pois-
sonvergelijking

Ap = Kp.

tue Tensorrekening en differentiaalmeetkunde
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Hierin is de evenredigheidsconstante s een, experimenteel te bepalen, natuurconstante.
In de ART wordt de Poissonvergelijking vervangen door de Einsteinvergelijkingen

Ghi + Aghi = 0T},;.

Hierin is het rechterlid 7" de impuls-energietensor die de massa- en energiedichtheid in de
ruimte-tijd beschrijft. De evenredigheidsconstante 6 ligt vast, en hangt samen met x, door
de eis dat de Poissonvergelijking er als grensgeval uit moet komen. De constante ¢ hangt
dus samen met de klassieke gravitatieconstante. In het linkerlid staat de Einsteintensor G,
die samenhangt met het krommingstensorveld

oo ol L {0 -

van de ruimte-tijd, volgens

1 . .
Ghi = Kpi — §K9hz” met Kp = Kj; en K =Kpg".

ji
Voorts stelt g het fundamentaaltensorveld van de ruimte-tijd voor. De parameter X is de
cosmologische constante die door Einstein werd ingevoerd om te verhinderen dat "zijn” uni-
versum zou expanderen.

Merk op dat het linkerlid van de Einsteinvergelijking een buitengewoon gecompliceerde uit-
drukking is in gp; , Oxgn: en OrOpgn;. Omdat VT = 0 moet ook V;,GM = 0. Dit beperkte de
keuzevrijheid die Einstein had voor het linkerlid van zijn vergelijking in hoge mate. In feite
is bovengenoemde keuze met één vrije parameter )\, de enig mogelijke. Het is niet overdre-
ven te stellen dat de differentiaalmeetkunde van de Italiaanse school, uit het laatste kwart
van de 19e eeuw, de Einsteinvergelijking mede realiseerde.

We gaan nu heel primitief en brutaal doen. Voor onze (kunstmatige) keuze

gij = Hdiag(1l,—1,—1,—1) berekenen we de component Gy van de Einsteintensor. Alle
niet-lineaire termen in ) en haar afgeleiden gooien we eruit weg. Met gebruikmaking van
de Christoffels van de vorige paragraaf berekenen we

k 1
{k j } = 5(5;-“51@ + 5,?(")]- - nkjnklag) log H = 20; log H,

k 1 1
{ } = 5(5582' + ‘%ﬁai - niinklag) log H = (55(91' - 507%77“34)) log H

11
Met de notatie O voor n*0,,0,, de d"Alembertiaan, vinden we

11

8]‘ {kk]} = 26j8j log H Ok { K } = (8@ — %milj) log H

2y

2y
2’ T e

Onder onze veronderstellingen geldt log H = log(1 + Een en ander leidt, bena-

) =

derenderwijs, tot
k k 2 1
Kii = 0; { lm} — O { i } = ?(aiai + §nii5)¢-
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4 4 4
E ,Kzz = *2((91(91 + 0202 + 8383) = S Ay
i=1 ¢ c

De 00-component van de Einsteintensor

1

is, onder de genoemde veronderstellingen, bij benadering
1 2
Goo = §(K00 + K11 4 Koz + K33) = 67A1P
Omdat Ty = ch, luidt, voor niet te wilde v, de 00-component van de Einsteinvergelijking
2 2
C—2Aw =~ Opc”.

Dit IS de Poissonvergelijking! We kunnen nu 0 uitdrukken in de klassieke gravitatieconstan-
te

V. Een exacte oplossing van de Einsteinvergelijking

De Einsteintensor blijkt lineair in 0;,07gm te zijn. De coéfficiénten van deze 2e-orde termen
in het stelsel Einsteinvergelijkingen hangen echter af van 0y g¢, en g¢r,. Het blijkt hier om een
quasi-lineair hyperbolisch stelsel te gaan dat, ook theoretisch, erg moeilijk te behandelen is.
Gelukkig werd er al spoedig een exacte oplossing gevonden: De Schwarzschild oplossing.
Wij zullen hier slechts een bijzonder geval bespreken: Een bolsymmetrische oplossing van
de homogene Einsteinvergelijkingen

1
Gpi = Kp; — ithi =0, op Rx (Bg\{(]})
We proberen en oplossing te vinden van de vorm

g(1,7,0,0) = f(r)dr ® dT — g(r)dr ® dr —r*df ® df — r*sin? 0 dp ® de.

Hierin is 7 = ct. Voorts staan 7, 8, ¢ voor bolcoordinaten voor het ruimtelijke deel ?3\{0}.
Schrijf f(r) = ¢“"), g(r) = ("), In componenten staat er dan

Gij = diag(e“(r), —e“(r), —r2, —r? sin? 9).
Omdat ver weg de Minkowskimetriek geacht wordt te heersen eisen we u(r) — 0O en v(r) —

0 als r — oo. Via { ij } = %gkh (ai_gjh + 05gni — Ohgij) vinden we

I 31 _ 1 I

11f 2% iy 22~ "¢

3 _ 1 — 1 u—wv, 2 -1
{23}—c0t9, {00}—26 u', {12}—r,
{100} =, {313} = —rsin?fe?, {323} = —sinf cosb.
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De overige Christoffels zijn 0.
ANSATZ: Zoek g;; van bovengenoemde vorm die voor r > 0 voldoen aan

e Y R L) s P A A A P o

We vinden dan, na invulling der {jlk }, het volgende stelsel gewone differentiaalvergelij-

kingen
Kij = 0, als i #],
Ko = e (= 3u"+ Lo — 2(u/)? “7) =0,
KH = %u iu’v’—i— ( )2—%’20
Koy = e V(1+4ir( 1/)) —~1=0
Ks3 = sin?fe- (1+ sr(u’ —') )—Sin2c9:()

Uit Koo = 0 en K11 = 0 volgt v’ +v" = 0. Dus u = —v want u(co) = v(oo) = 0. Dit
ingevuld in K9 = 0 en K33 = 0 geeft in beide gevallen 1 + ru/ = e * oftewel f + rf’ =
1. Met de conditie op oo leidt dit tot f(r) = 1 — % en g(r) = (1 — %)_1, met A een
willekeurige integratieconstante. Dus voor een stationair bolsymmetrisch gravitatieveld is

het bijbehorende fundamentaaltensorveld
2A 2A, _
=(1- 7)d7‘® dr — (1 - 7) 'rodr—r2dde df —r?sin?0dy ® de.

Opmerking: Het gaat mis met de gevonden oplossing als » = 24, de "Schwarzschildstraal’.
Dat ligt aan de coordinaatkeuze. De singulariteit wordt opgeheven door over te gaan op
zgn. Kruskal-Szekeres coordinaten. De Schwarzschildoplossing wordt gezien als een model
voor een ZWART GAT als de straal daarvan kleiner is dan de Schwarzschildstraal 2A.

Een massapunt (planeet in het gravitatieveld van de zon bijvoorbeeld) loopt langs een geo-
deet volgens

Bof [t el

ds? jk[ ds ds 99745 ds
Uitgeschreven

P 1 =0,

i — g f17? — fro? = frsin®0g? + s =

@+ 27p+2cot 06 =0,

0 + 27"9 —cosf sinf p? = 0,

fi?— }7’2 — 7202 — 12sin?0 % = 1. (= lengte raakvector)
Aan de 4e vergelijking wordt voldaan door § = constant = 7. De beweging speelt zich dus
af in één plat vlak. De 3e vergelijking zegt dan - (r?¢) = 0. Dus r?(s)¢(s) = constant = B.
De 1e vergelijking zegt %(fv‘-) = 0. Dus f(r(s))7 = constant = a.
Alles invullen in de 2e vergelijking leidt tot

e gn = I+ AR =0
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Hier vullen we in 7% = a? — £ L fenf(r)=1- 24 We blijven zitten met

. A B? 3A

Dit resultaat vergelijken we nu met de klassieke mechanica. Daar wordt de planetenbewe-
ging beschreven door

amM
T2

mit = m(i — r¢?)e, + m(27¢ + rPle, = er,
met a: gravitatieconstante, m: aardmassa, M: zonnemassa. Opsplitsen in componenten
levert

mr?(t)¢(t) = L = mr?(0)(0) = impulsmoment = constant,  (leidt tot ‘perkenwet’)

i ol = L
Vergelijken met ART, zie (*), voor grote r, leert ons dat A = aM, mB = L. Klassiek gespro-
ken is de planetenbaan (als de verstoring door de overige planeten verwaarloosd wordt) een
kegelsnede met de zon als brandpunt. Zie Inleiding Mechanica. De ART levert blijkbaar een
extra term 3‘:{# bij de "Newtonse” potentiaal. Dicht bij de zon leidt dit tot waarneembare
effecten als ”de perihelionverschuiving van Mercurius”. Dit betekent dat de planetenbaan
niet meer zuiver periodiek is. De ‘omloopellips’, als geheel, wentelt langzaam rond zijn
brandpunt (de zon). De wisselwerking met de overige planeten leidt ook al tot perihelion-
verschuiving, maar verklaarde niet het hele waargenomen effect. Naar verluidt verklaart
de ART de discrepantie tussen astronomische observatie en berekeningen die op klassieke
mechanica berusten.
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Kristalroosters en Reciproke Bases.
Piézo-electriciteit.

Kristalroosters en Reciproke Bases

Niet-orthogonale regelmatige kristalroosters in 3D kunnen als volgt worden beschreven met
reciproke bases. Neem de oorsprong 0 ter plekke van een molecuul en neem de basisvecto-
ren {cy, c2, c3} langs belangrijke richtingen. In een regelmatig rooster bevinden de molecu-
len zich in de eindpunten van de vectoren

x=1z'c;, ' gehele getallen.
We introduceren nu het reciproke rooster
y = yjcj . y;j gehele getallen.

Voor een vaste y, dus voor vaste gehelen y1, yo, y3 onderzoeken we (x, y). Wanneer z!, 22, 2*

elk alle gehelen doorlopen, dan doorloopt
zlyr + 2Pys + 2%y3 = (x,y)
een verzameling (2 van gehele getallen waarvoor geldt
Aa€Q, a+be, voorallea,be Q enallegehele .

Zij nu d het kleinste positieve gehele getal in 2, dan bestaat ) precies uit gehele veelvouden
van d. Inderdaad, stel eens dat p het kleinste positieve getal is in {2 dat niet veelvoud is van
d. Schrijf p = gd + r met 0 < r < d, dan zou ook 7 = p — qd € Q2. Tegenspraak!

De getallen y; , y2 , y3 behoren tot Q2 en zijn dus veelvouden van d. Anderzijds is iedere ge-
mene deler van y; , y2 , y3 ook deler van alle getallen van €, dus deler van d. Wij concluderen:

d= GGD(yl y Y2 793)-

Wanneer y; ,y2 ,y3 nu GGD=1 zouden hebben, dan zou z'y; + z%ys + 2%y3 = (x,y) precies
alle gehele getallen doorlopen.
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Voor een vaste y uit het reciproke rooster, waarvoor GGD(y; ,y2 ,y3) = 1, stelt de vergelij-
king

(x,y) =n, metn geheel,

een vlak loodrecht op y voor. De punten x van het kristalrooster liggen dus gelaagd in
vlakken loodrecht op y. De afstand tussen twee naburige vlakken is ﬁ, omdat de projectie

op y van alle in één vlak liggende roosterpunten x gelijk is aan

(x,y) n

|x| cosp = =—.
vl Iyl

De getallen y; , y2 , y3, de zogenaamde Millerindices beschrijven dus het gehele kristalrooster.
Het voordeel van het werken met het reciproke rooster, liever dan met het kristalrooster,
is dat het reciproke rooster te maken heeft met macroscopische vlakken. De rol van het
reciproke rooster is bovendien te zien in zekere Fourierontwikkelingen: De eigenschappen
van een kristal met een periodieke structuur laten zich voorstellen als periodieke functies

f(x+h)=x, voorallex = z'c;, z' geheel, en zekereh = hic;, h' geheel.

Zo'n functie is te schrijven als een Fourierreeks

; 1 2 3
f(x) = § Anhm,nge?mmlx +noz?4ngz’)

ni,n2,n3

Gesommeerd over alle gehele n{,n2,n3. De exponent is door invoering van de vector y =
n;c! te schrijven als

(x,¥) = (a'c; ,njc!) = a'n;0! = a'n;.
Blijkbaar kan de Fourierontwikkeling geschreven worden als

F) = D7 Aly)e o).
y

Hierin wordt gesommeerd over alle y van het reciproke rooster.

Piézo-electriciteit. Seignettezout

Sommige materialen deformeren onder invloed van een electrisch veld en produceren, om-
gekeerd, een potentiaalverschil als ze een deformatie ondergaan. Het kristalelement in een
goedkope platenspeler werkt volgens dit principe. We zullen zien dat dit "Piézo-electrisch
effect’ NIET op kan treden bij isotrope materialen. Dat het bij anisotrope materialen WEL
op kan treden is een fysische meevaller. Wij kijken in eerste instantie naar een materiaal
waarin drie onderling loodrechte assen ("hoofdassen’) zijn aan te wijzen, zodat bij een rota-
tie van 180° om elk dezer assen het materiaal overgaat in een exacte copie van zichzelf. Een
voorbeeld van zo'n materiaal is, naar verluidt, het ‘Seignettezout’. Dit bestaat uit orthorom-
bische kristallen (drie onderling loodrechte assen), die in zichzelf overgaan bij rotatie van
180° rond een as. We gaan nu na welke gevolgen het bestaan van deze symmetrieén heeft
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voor de componenten ay;; van de 3-tensor a die het lineaire verband tussen de deformatie-
tensor ey; en de electrische veldvector E* regelt bij het beschrijven van het verschijnsel der
Piézo-electriciteit:

eni = ani; B anij = a(en, e;, ;).
Op grond van de veronderstelde symmetrie geldt nu
alep, ey, ejr) = a(ep, e;,€;)

wanneer de overgang van de orthonormale basis {e1, e2, e3} op {ey/, ey, es } een rotatie over
7 rond een hoofdas is. Onze bewering is nu dat, ten opzichte van elke basiskeuze LANGS
HOOFDASSEN alleen componenten ay;;, met drie verschillende indices, ongelijk 0 kunnen
zijn. Kies {ey, ez, e3} langs de hoofdassen van het kristal en draai, bijvoorbeeld, 180° om de
z-as. Dan

€y = —€, ey = —€z, €z =e3.
Onze symmetrie-eisen leiden tot
aig1 = a(er, ez, e1) = ayyy = a(—er, —ez, —e1) = —ajai,
a1l = a(elaelael) = a1 = a(_ela —eyq, _el) = —aiii-

Door de indices cyclisch te wisselen zien we dat onze bewering juist is. De enige componen-
ten, mogelijk # 0, zijn

a123 G213 asl2 Aai32 aA231 Aa321 (*)
OPMERKINGEN TUSSENDOOR

e Veronderstel eens even dat het beschouwde materiaal ook nog in zichzelf overgaat onder
de draaiing beschreven door

e|r =eg, ey =e3, ez =e].
Dan zou, hetzelfde type redenering volgend,
a123 = az12 = A3, G132 = G213 = 4321

e We voegen nog een symmetrieveronderstelling toe. Veronderstel dat het beschouwde ma-
teriaal ook nog in zichzelf overgaat bij draaiing over 90° om een van de assen. Zo'n draaiing
wordt beschreven door

€y = €2, ey = —€], ez =es.
Dan zou, hetzelfde type redenering volgend,
@123 = G312 = G231 = —a213 = —0A321 = —0A132-

Er blijft dan slechts de 1-dimensionale ruimte van antisymmetrische 3-tensoren over.

e We voegen nog een laatste symmetrieveronderstelling toe. Veronderstel dat het beschouw-
de materiaal ook nog in zichzelf overgaat bij een spiegeling ten opzichte van de oorsprong,
beschreven door

€y = —€1, ey = —€e3, €3z = —e3.
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Dan zou, hetzelfde type redenering verder volgend,
a123 = 312 = (231 = —a213 = —a321 = —0A132 = 0213 = 4321 = 4132

De enige 3-tensor die invariant is onder willekeurige draaispiegelingen is blijkbaar de 3-
tensor die gelijk 0 is.

Terug naar het "Seignettezout’. Merk eerst op dat aj;; symmetrisch moet zijn in de beide
eerste indices omdat ey; dat is. Samen met (*) vinden we

a123 = 213, @312 = @132, A231 = A321-

De beschrijving van het Piézo-electrisch effect voor een stofje met onderhavige symmetrieén
wordt blijkbaar door 3 parameters vastgelegd. We hebben

1 2 3
e11 =ex =e33 =0, ey =awlk", ez =az2k’, e12 =ai3k".

Het spoor van de deformatietensor e + e22 + e33 = 0. Het betreft dus een vormverandering
zonder volumeverandering. Er is geen samendrukking. Neem nu, in het bijzonder, het
electrisch veld evenwijdig aan de z-as. Dus neem E' = E? = 0 en E® = E, dan

€11 = ez =ezz =e13 =ea3 =0, en ep =ap3k =c.
Voor de deformatie beschreven door u; = x"eij betekent dit
up =cy, Uz =cr, uz= 07

een vierkant in het z0y-vlak wordt gedeformeerd in een ruit. Een electrisch veld langs een
hoofdas geeft "torsie” om die as en vice versa.

Bij Seignettezout, anders dan bijvoorbeeld bij kwarts, kan een electrisch veld langs een wil-
lekeurige as geen zuivere samendrukking langs die as veroorzaken. Immers, neem die as als
x-as, en als dan u; # 0, u2 = uz = 0 dan moet e;; # 0 en de overige e;; = 0 en dit is niet
mogelijk omdat het spoor (bij elke orthonormale basis) gelijk 0 moet zijn. Omgekeerd geeft
een zo samengedrukt Seignettekristal geen electrisch veld, dus geen Piézo-electrisch effect.
Alleen torsie kan een electrisch veld opleveren.

(Met dank aan Dr. A.A.F. van de Ven voor een aantal onmisbare/subtiele opmerkingen be-
treffende de deformatietensor.)
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Enkele tensoren uit de
Continuumsmechanica

I. Rechter Cauchy-Green tensor = Deformatietensor = Rektensor

UITGANGSPUNT:

e Twee vectorruimten: V en W met dim V' < dim W. Beide zijn voorzien van een inproduct.
e Een lineaire afbeelding 7 : V- — W.

Notaties:
JT'
Vo= W (xy)y = <Gxy>,
g | 1 K (u,v),, = <Kuv>,
VE o W <F'WwW,x>, = <wW,Fx>,
f*
GEZOCHT:

e Een lineaire afbeelding C : V' — V, verband houdend met F, en zodanig dat C = 7 als F
een isometrie is.

OPLOSSING: Neem C = G~ F*KF. Inderdaad, voor alle x en 'y in V:

(Cx,y), = (GTIFKFx,y), =< F*KFx,y >,=< KFx,y >, = (FX, Fy),y = (X,¥),-
Het laatste =teken geldt dan en slechts dan als F een isometrie is.

Definitie De Lagrange deformatietensor & = (C — 7).

Deze beschrijft de ‘deformatie” die V' moet ondergaan bij gedwongen inbedding in W via
F. We hebben £ = 0 als F een isometrie is. We schrijven nu C in indexnotatie én in matrix-
notatie. Zij {c;} een basis in V' en {e,} een basis in W. Dan vinden we voor de gemengde
componenten van C

CJ) = gVFEKF) .
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In matrixnotatie
C =G 'FTKF.

Als {c;} en {e, } beide orthonormale bases zijn, dan G = I, K = I, en
C=F"F

Schrijf nu F = J + U met J een isometrie en U willekeurig. Voor de Lagrange deformatie-
tensor uitgedrukt in ¢/ vinden we dan

£= %gfl{j*/cu +UKT +UKU}.

Ten opzichte van orthonormale bases in V' en in W
E= %{JTU +UtJ+UTU}.

Nog specialer: Neem dim V' = dim W en orthonormale bases zo dat Jc; = 6{*c,, dan
E= %{U +UT+UTU}.

Nog specialer: Neem V' = W. Noteer u = Fx — x = Ux, het verplaatsingsveld. De compo-
nenten van I/ kunnen dan geschreven worden, met ‘omlaag halen” van de index

8ui

7
U: = Uij = 7{9.%4‘ :ui,j.

J

Tenslotte

3

1
Eij = §{ui7j + uj; + Z ui’kukﬂ-}.
k=1

II. De Spanningstensor als 3-tensor en als 2-tensor

UITGANGSPUNT:

e Een vectorruimte V' voorzien van een gedrienteerd volume . Dit is een antisymmetrische
(3)-tensor. Zie paragraaf 1.11.

Een lineaire spanningstoestand in V' beschrijven we, in eerste instantie en ook op de meest
‘natuurlijke’ wijze, met een 3-tensor S € T$(V). De kracht die werkt op een georienteerd
parallelogram, opgespannen door de vectoren a en b, wordt dan gegeven door de covector
S(-,a,b) = S(ej,a,b)é’. De arbeid die deze kracht zou verrichten bij verplaatsing langs een
vector r wordt gegeven door het getal < &,r > S(ej,a,b) = S(r,a, b). Merk op dat dan de
kracht op een georienteerde driehoek met zijden a en b gegeven wordt door %S (-,a,b).

BEWERING
Ingeval van krachtenevenwicht is S(-, -, -) antisymmetrisch in de 2e en 3e variabele.
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Inderdaad, voor ieder viervlak, beschreven door de vectoren a, b en ¢, moet op grond van de
gemaakte aanname gelden

0=5(,a,b)+S(,b,c)+S5(-,c,a)+S(-,b—c,a—c) = S(-,a,b)+S(-,b,a)+5(-,c,c) = 0.

Vervang a door —a en trek af. Dan volgt S(-,a,b) = —S(-, b, a).

VOORBEELD Laat R : V' — V een willekeurige lineaire afbeelding zijn. De (g) tensor gegeven
door x,y,z — u(x, Ry, Rz) is een voorbeeld van een spanningstensor.

In de gangbare literatuur wordt de spanningstensor veelal als een lineaire afbeelding of (i)-
tensor beschouwd. De volgende bewering geeft het verband tussen de beschrijving van een
spanningstoestand als 3-tensor en als 2-tensor.

BEWERING
Er bestaat precies één lineaire afbeelding S : V' — V zodat voor alle voor alle x € V en alle
u,v eV geldt

Vx e VVu,veV: u(Sx,u,v)=>5x,u,v)

BEWIJS

o Eerst tonen we aan dat er hoogstens één zo’n S bestaat. Stel eens dat er een tweede bestaat.
Noem die R. Dan zou voor alle x, u, v gelden x((S — R)x, u, v) = 0. Veronderstel dat er een
x € Vismet (S — R)x # 0. Kies vervolgens u,v € V zo dat {(S — R)x, u, v} een onafhan-
kelijk stelsel is. Dan zou p((S — R)x,u,v) # 0. Dit is in tegenspraak met de aanname. Dus
geldt (S — R)x = 0 voor alle x € V. Dus geldt S = R.

e Kies een basis {e;} zodat pi(e1, e2,e3) = 1 en kies voor x achtereenvolgens de basisvecto-
ren. Schrijf Se, = Sﬁeg. De componenten, gegeven door S,L»1 = S(ej, ez, e3), Si2 = S(e;,es3,e1),
SZ-3 = S(ej, e1, e2), definiéren een lineaire afbeelding S die voldoet. Voor de verificatie hier-
van is (gelukkig) de antisymmetrie van S in de laatste 2 variabelen nodig. O

VOORBEELD Als S = pu, met p € IR, genomen wordt dan is blijkbaar S = pZ: De spannings-
toestand is dan een "alzijdige druk’.

VOORBEELD Als de (g) -tensor S zodanig is dat
Vx,y,zeV: Sx,y,z)+ S(y,z,x)+ S(z,x,y) =0,

dan is het spoor van de lineaire afbeelding S gelijk 0. Oftewel, de (hydrostatische) druk p is
gelijk 0. Dat is het geval bij een "zuivere afschuiving’.

VOORBEELD Als de (J)-tensor S zodanig is dat
Vx,yeV: SExxy,x)+5(y,xxy,y) =0,

dan heeft S, ten opzichte van een orthonormale basis, een symmetrische matrix. Dit betekent
dat de som van de momenten op bovengenoemd viervlak gelijk 0 is.

II1. Lineaire Elasticiteitstheorie

Als een materiaal gedeformeerd wordt zal het zich daar, in het algemeen, tegen "verzetten’
door een inwendige spanningstoestand "op te bouwen’. In het kader van de lineaire elasti-
citeitstheorie wordt het verband tussen rektensor en spanningstensor lineair verondersteld:
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De wet van Hooke. De 2-tensoren op V' worden, middels een 4-tensor op V, de Hooke tensor,
lineair afgebeeld op de 2-tensoren op V. In indexnotatie

Shi = Hpiju E'*.

We gaan nu na hoe dit lineaire verband er uit ziet voor isotrope elastische media. In dat
geval moeten de componenten van de Hooke tensor dezelfde zijn ten opzichte van iedere
willekeurige, rechtsdraaiende, orthonormale basis. Onze eerste observatie is dat dan alle
componenten waarin tenminste één der indices precies eenmaal voorkomt, gelijk nul zijn.
Inderdaad, neem bijvoorbeeld e;; = —eq, ey = e3, ey = —e3, danvolgt Hiozs = Hyogy =
H(elx , €97 , €3/ ,63/) = H(—61 ,€2 ,—€3 ,—63) = —H1233. Gevolgh]k is H1233 = 0. Merk op
dat dit voor Hi222 0ok zo had uitgepakt.

Onze tweede observatie is dat de overige componenten ’in groepjes’ gelijk zijn. Inder-
daad, bij de ‘cyclische’” basisovergang e;r = e, ey = e3, ey = e; moet, bijvoorbeeld,
H1122 = H1/1/2/2/ = H(e1/ ,ey1 ,eq ,82/) = H(eg ,e2 ,€e3 ,63) = H2233. En, analoog,
Hy111 = Hagzo = Hszzz en ook Hig12 = Hozgz = Hz131 en ook nog Higey = Hazze = H3iis.
Uit dit type beschouwing volgt dat, als componenten van de Hooke tensor ten opzichte van
een orthonormale basis, ten hoogste 4 verschillende getallen een rol kunnen spelen

Hyjj = o, Hyjij =06, Hijji =1, Hyy=mn, voor ¢#j uit 1,2, 3.

Nu beschouwen we de basiswisseling

e = coste; + sintey, ey = —sinte; + costes.

Uitschrijven van

Hy991 = Hyrgi9r1 = H(coste; +sintey , —sinte; +costes , — sinte) + costes , coste] +sintes)
leidt tot

(sin*t 4+ costt) — 1

—a—p+
s 2sin? ¢ cos? ¢

7+n=0,

voor alle t € IR. Conclusie: ~+ = 0 en 7 = a + (3. Blijkbaar is de vectorruimte van
2-dimensionale isotrope Hooke-tensoren slechts 2-dimensionaal. Ten opzichte van een or-
thonormale basis zijn ze van de vorm

Hpiji = adpidjp + BOn0i.

De willekeurig kiesbare constanten a en 3 hangen samen met de elasticiteitsmodulus en de
glijdingsmodulus. Als £ de rektensor voorstelt, dan volgt voor de spanningstensor S

S =aspoor(§)I+ G E.

Bedenk dat bij het verifiéren van deze relatie dat ten opzichte van orthonormale bases bij een
positief-definiete metriek, de co-, contra-, gemengde componenten van tensoren alle dezelfde
getallen zijn.
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Thermodynamica en
Differentiaalvormen

We geven hier een korte wiskundige interpretatie van het gangbare thermodynamica formu-
larium voor quasistatische veranderingen in homogene systemen. Een standaardverwijzing is

e J. de Boer: Thermodynamica. Hoofstuk 9 in R. Kronig: Leerboek der Natuurkunde. Am-
sterdam 1962.

Er bestaan heel veel thermodynamicaboeken die volstrekt onleesbaar zijn. Wie zich daar-
over wil verkneukelen leze de hilarische inleiding in:

o C. Truesdell: Rational Thermodynamics. Springer Berlin 1984.

Onderstaand relaas is als dat van een cultureel anthropoloog die door het observeren van de
rituelen van een wilde stam en uit terloopse, soms tegenstrijdige, mededelingen een samen-
hangend verhaal probeert te schrijven wat in zijn straatje past. Graag kritiek! (JdG)

I. Beschrijving van "Toestanden’ in de Thermodynamica

Wij beschouwen hier homogene fysische systemen die “energetisch contact” kunnen hebben
met de buitenwereld. Een van die energetische contactmogelijkheden moet "'warmtecontact’
zijn. In deze eerste paragraaf bespreken we alleen energetische contacten die geen warmte-
contacten zijn. Per type energetisch contact zijn, ter beschrijving ervan, twee "variabelen’
nodig, een arbeidskoppel. Een arbeidskoppel bestaat uit een intensiteitsvariabele, die blijft de-
zefde als je naar een deelsysteem kijkt, en een extensiteitsvariabele, die is kleiner naarmate
je naar een kleiner deelsysteem kijkt. Neem bijvoorbeeld een cylinder gevuld met gas en
afgesloten door een zuiger. De druk p is dan een intensiteitsparameter en het volume V'
een extensiteitsparameter. Bij een kleine wijziging van het volume, met AV zeg, is de door
het gas op de buitenwereld verrichte arbeid ongeveer gelijk aan pAV. Andere voorbeelden
van arbeidskoppels zijn, in genoemde volgorde, ‘'mechanisch koppel” en "hoekverdraaing’,
‘chemische potentaal” en "hoeveelheid van zekere stof’, 'magnetisch veld” en ‘magnetisatie’,
"’klemspanning’ en ‘lading’ bij een accu.... De meest vooraanstaande intensiteitsvariabele die
in geen enkel thermodynamisch systeem ontbreekt,is de temperatuur. De hierbij behorende
extensiteitsvariabele zal de entropie blijken te zijn. Die komt pas aan bod in sectie III. In deze

155



156 APPENDIX G. THERMODYNAMICA EN DIFFERENTIAALVORMEN

eerste paragraaf zal, vooralsnog, de temperatuur slechts als een ‘parameter” optreden.

WISKUNDIG UITGANGSPUNT:

De verzameling van alle mogelijke toestanden {w} van een homogeen thermodynamisch
systeem vormen een N + 1-dimensionaal (N =1, 2, 3,---) manifold Q. Op dit manifold 2
zijn, in eerste aanleg, 2N + 1 functies gedefinieerd, te weten: N stuks intensiteitsvariabelen
Xi : Q> R, w— X;(w), 1 <i< N, N stuks extensiteitsvariabelen ¥; : @ — R, w —
Yi(w), 1 <i < N, en de temperatuursfunctie T’ : 2 — R, w— T'(w).

Iedere keuze van N + 1 functies uit deze 2N + 1 functies kan als kaartafbeelding 2 — IRV !
fungeren. Een en ander betekent dat de toestand w vast ligt als je van de 2N + 1 getallen
T,X:1,Y1, - ,Xn,Yner N+ 1voorschrijft. De overgebleven N getallen liggen dan vast.
Aldus worden de overgebleven N variabelen als een functie van de "uitverkoren” N + 1
variabelen opgevat.

OPMERKINGEN:

e Het manifold 2 kan 1-1-correspondentie gebracht worden met een IV + 1-dimensionaal
oppervlak ' in IR?N*1 beschreven door (een deel van) de oplossingsverzameling van de N
vergelijkingen

fl(T7X17"' 7XN7Y17”' 7YN):07
fQ(Tlea"' 7XN)Y1 g T )YN) :07

Deze vergelijkingen worden toestandsvergelijkingen genoemd. De functies 7, ,1 < k < N
zijn op (een open deel van) IR*¥*! gedefiniéerd en worden verondersteld voldoende glad
te zijn. Ook moet elke N x N onderdeterminant van de N x (2N + 1)-matrix van partiéle
afgeleiden # 0 zijn.

e Het is zinnig hier van toestandsvergelijkingen te spreken omdat in principe, volgens de im-
pliciete functiestelling, elke greep van N variabelen als functie van de overige N + 1 (locaal)
kan worden opgelost. Deze IV stuks ‘opgeloste” functies van N + 1 uitverkoren variabelen
zou je toestandsfuncties kunnen noemen. Deze functies bevatten dezelfde informatie als de
toestandsvergelijkingen.

VOORBEELD:

Het ideale gas. Toestandsvergelijking is pV — RT = 0. Hierin is R een constante. In dit geval
is dus N = 1. Het toestandenmanifold (2 is 2-dimensionaal. Het is duidelijk dat elk der
variabelen p , V' ,T heel expliciet als een functie van de overige 2 kan worden geschreven.
Voor niet-ideale gassen zijn deze functies beduidend ingewikkelder. Het van der Waals gus,
bijvoorbeeld, heeft toestandsvergelijking (p + %) (V —nb) — nRT = 0. Hierin geeft n het
aantal ’kilomolen” aan en zijn a en b constanten.

II. De 1e Hoofdwet

Bij elke toestand w van ons thermodynamisch systeem hoort een bepaalde energie U.
De functie U : Q@ — IR : w +— U(w) heet, op z'n fysisch, calorische toestandsvergelijking. Deze
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functie kan, na keuze van een atlas voor {2, als een functie van de N + 1 uitverkoren varia-
belen worden opgevat. In de volgende paragraaf zal blijken dat we voor de functie U niet
zomaar wat kunnen kiezen. De ons door de natuur opgelegde beperkingen zullen aldaar
blijken.

OPMERKING:

¢ Naast de al ingevoerde kaartvariabelen kan ook U als een der (locale) kaartvariabelen ge-
bruikt worden.

De eerste hoofdwet zegt dat de totale toegevoegde 'warmte” aan het systeem gelijk is aan
de som van 'de toename van de energie U’ en de "verrichte arbeid’. Stel dat elk der extensi-
teitsvariabelen (een klein beetje) verandert met, zeg, AY; en dat de energie van het systeem
verandert met AU, dan geldt voor de toegevoerde warmte A() ongeveer

AQ = AU + X;AY; + - XyAYy.

WISKUNDIG UITGANGSPUNT:

De balans tussen aan het systeem netto toegevoegde warmte, netto door het systeem op
de buitenwereld verrichte arbeid en netto toename van de energie van het systeem wordt
beschreven door de differentiaalvorm (= 1-vorm = covectorveld = covariant vectorveld)

© op het manifold (2, met

©=dU + X1dY; + -+ Xy dYn.

Dit wil zeggen dat bij een proces, beschreven door een geparametriseerde kromme K : [0, 1] —
Q : s — K(s) = w(s), de netto aan het systeem toegevoegde warmte () gegeven wordt door

Q = [ {dU+X1dYi+ -+ XndYy)} =
= fol{dU((;ds(S))+X1(W(S))W+...+XN(M( dYN }d _

= U(wn) — Ulwn) + [ { X (wo(s)) TALED XN(w(s))%

ds ds } ds.

OPMERKINGEN:

¢ De differentiaalvorm O kan in het algemeen niet geschreven worden als de “gradient’, of
liever als de uitwendige afgeleide, van een functie op 2. Dus © = dG, met G : Q — IR lukt
niet. Nog anders gezegd: © is NIET een "conservatief’ covectorveld. In de fysische literatuur
wordt dit benadrukt door de d-notatie te bezigen:

dQ = dU + X1 dY1 +--- + Xy dYn.

Het heet dan dat dQ) weliswaar ‘infinitesimaal’, doch geen “totale differentiaal’ is.

e Blijkbaar speelt bij de formulering van de 1e Hoofdwet het concept temperatuur geen enkele
rol.
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II1. De 2e Hoofdwet

De tweede hoofdwet van de thermodynamica stelt dat warmte niet ‘vanzelf’ van een gebied
met lage temperatur naar een gebied met hoge temperatuur stroomt. Zie [Kronig] voor al-
ternatieve formuleringen.

WISKUNDIG UITGANGSPUNT:

Warmte uitwisseling van een thermodynamisch systeem met zijn omgeving wordt beschre-
ven met de intensiteitsvariabele 7" (de temperatuur) en de, nieuw in te voeren, extensiteits-
variabele S (de entropie). Dus er bestaat een functie S : @ — R : w — S(w), zodat

0=Tds (=4dQ).

OPMERKINGEN:

eO0k S : 2 — IR : w— S(w)iseen functie op Q2 die als component van een kaartafbeelding
kan fungeren.

¢ De formulering van le en 2e hoofdwet gecombineerd luidt

TdS = dU + X;7dY; + -+ Xy dYnw.

1
e Het covectorveld T [dU +X7dY7 4+ -+ XN dYN} is conservatief. Onder de stilzwijgende

veronderstelling dat 2 enkelvoudig samenhangend is, is dit hetzelfde als de voorwaarde
1
dA Z[dU + Xy dYy + -+ 4 Xy dYy] = 0.

Bij eenmaal gekozen toestandsvergelijkingen betekent het 0 zijn van deze uitwendige afge-
leide dat de energiefunctie U niet willekeurig gekozen kan worden.

VOORBEELD:
Neem N = 1. Neem voor de kaartvariabelen VenT. We vinden
10U 1 ou .
We stellen de uitwendige afgelelde hlervan 0. Dan komt er
1 0*U 1 oU 1 0*U 1 dp
=— dV A dT — dT'A dV + = dT'AN dV + (=—= — =) dT A dV.
T oVoT 28V " Tarav + (757~ 79
L 10U 10p ou  _0p
Hieruit volgt ( 2oy + T ﬁ) dT' A dV = 0. Dus v Ta—T —p.

. RT
Dit is de identiteit van Helmholtz. Beschouw nu het ideale gas, dan p = N8 met R= constant.

Dan blijkt ou = 0. Blijkbaar mag, bij een ideaal gas, U alleen een functie van 7’ zijn.

Als U een lineaire functie van 7" verondersteld wordt, spreekt men wel van een perfect gas.
Vaak is dit op zekere grote temperatuurintervallen geen slechte benadering omdat de quan-
tummechanica dicteert dat energieopslagmogelijkheden in rotaties en vibraties van mole-
culen “abrupt” worden aangesproken. Met U = C7T en pV = RT vinden we uit (*) dat
dS = dIn (T°VE). Dit bepaalt de entropiefunctie op een constante na. Die constante kun-
nen we wegwerken door de entropie bij een referentievolume Vj en referentietemperatuur
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Tp de entropie gelijk O te stellen. Bijkomend voordeel is dat we de logarithme van een "di-
mensieloze” grootheid kunnen nemen. Er komt

C
S(V,T) = RIn [(“/;)(;))R]

In de literatuur wordt C vaak genoteerd als Cy en heet "soortelijke warmte bij constant vo-
lume’.

We gaan het nu, voor het geval N = 1, nog even hebben over het ‘Carnot rendement’ bij een
kringproces. Dit is de verhouding tussen toegevoegde warmte en verrichte arbeid. Uit de 2e
hoofdwet zal blijken te volgen dat bij omzetten van warmte in mechanische energie niet alle
warmte ten nutte gemaakt kan worden. "Het koelwater eist zijn deel op’.

Neem N = 1 en beschouw een kringproces beschreven door K : [0,1] — ©Q : s —
K(s) = w(s), met K(0) = K(1) en met K voldoende glad en zonder zelfdoorsnijdingen.
Dan [, TdS = [;{dU + pdV} = [, pdV. De laatste integraal geeft de (door het gas in de
cylinder) verrichte arbeid. De eerste integraal geeft de netto toegevoegde warmte

(= aangevoerde warmte minus afgevoerde warmte). De eerste integraal gaan we beschou-
wen op de kaart gegeven door de functies S en T'. Physici noemen die kaart "S7T-diagram’.
Het doorlopen proces wordt dan beschreven door de kromme s — ( S(s),T'(s) ) op deze
kaart. Om niet in ingewikkelde topologische beschouwingen verzeild te raken veronderstel-
len we, puur uit luiheid, dat de kromme K bestaat uit twee stukken grafiek S — Tonder(S )
enS — Tboven(s ) en, eventueel, een of twee verticale lijnstukken. Breng in het ST-vlak een
rechthoek met hoekpunten (S ,71), (S2,T1), (S2,72), (S1,7T2) aan die, zo krap mogelijk,
om de kromme past. Leg de omloopszin vast door aan te nemen dat op of nabij de plek(ken)
waar K, ter hoogte 75, de rechthoekszijde beroert, geldt %‘g > 0. De laatstgenoemde inte-
gralen zijn dan gelijk aan de oppervlakte ingesloten door K. Voor onze eenvoudige kromme
kan deze oppervlakte geschreven worden als

Sa
/ pdV = {Tvoven (%) = Tonder (%)} 45
K 51
Het Carnot rendement van dit proces is dan

S
JxkpdV 1— 51 {Tonder(9)} dS <1 Ty(S2 — 51) _1_ £

S - S <1- — .
512 {Tboven<s)} ds 512 {Tboven(S)} ds T5(S2 — S1) T

Het zijn dus de uiterste temperaturen die het maximaal mogelijke rendement bepalen. Het
gelijkteken (maximaal rendement) wordt bereikt door voor de kromme K de rechthoek te
kiezen.

OPMERKINGEN:

e Het maximaal haalbare rendement hangt blijkbaar op geen enkele manier van de materi-
aaleigenschappen af.

e Als we dit proces in omgekeerde richting laten verlopen dan wordt aan het lage tem-
peratuurgebied warmte onttrokken en wordt bij het hogere temperatuurgebied warmte af-
gevoerd. Dit lukt blijkbaar alleen door mechanische arbeid te verrichten die dan in warmte
wordt omgezet en samen met de beneden onttrokken warmte boven wordt afgevoerd. Koel-
kast! In het geval van het rechthoekige kringproces berekenen we hoeveel arbeid er moet
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worden geleverd om warmte omhoog te ‘pompen’”:

S
prdV - 512 {TbOVGH(S)} ds i T, - Ty — T,
S: S = )
512 {Tonder(s)} dS S12 {Tonder(s)} dS Tl Tl

IV. Karakteristieke functies en Thermodynamische potentialen

We zullen laten zien dat de collectie van toestandsfuncties aan zekere (zware) eisen moeten
voldoen om in een homogeen thermodynamisch systeem als zodanig te kunnen fungeren.
Uiteindelijk zal blijken dat het hele systeem kan worden beschreven met (de afgeleiden van)
één enkele functie van, geschikt gekozen, variabelen. Functies waarvoor dit lukt heten ka-
rakteristieke functies, eigenlijk liever karakteriserende functies.

WISKUNDIGE UITGANGSPUNTEN:

e () is enkelvoudig samenhangend.
o ledere geordende keuze van N + 1 stuks functies uit de 2V + 2 stuks toestandsfuncties

T: Q- R, w—T(w),
S: Q- R, w— Sw),
Xi t Q= R, wr— X;(w), 1 <i<N,
Yi: Q- R, w—Y(w),1<i<N,

kan fungeren als een kaartafbeelding QO — IRN*!. (Eventueel op een open deel van (2.) De
toestand van het systeem ligt dan vast door de N + 1 uitverkoren grootheden getalwaarden
te geven. Dat wil zeggen: een punt aanwijzen in het diagram van uitverkoren variabelen.
'Diagram’ wil zeggen: Copie van IR+ met de namen van de uitverkoren variabelen langs
de assen.

e De voorafgaande veronderstelling betekent, ondermeer, dat ter plekke w € Q elke geor-
dende keuze van IV + 1 stuks uit de covectoren

dT (w), dS(w), dXi(w), -, dXn(w), dYi(w), -, d¥YN(w),

een basis vormt voor de coraakruimte ter plekke w.

¢ De aard van het systeem ligt vast door de overgebleven NV + 1 variabelen te beschrijven als
functies van de uitverkoren N + 1 variabelen, de "toestandsfuncties’. Door de "verkaartings-
afbeelding’ dus.

De volgende stelling legt voorwaarden op aan de verkaartingsafbeelding.
STELLING

Het stelsel van 2N +2 functies (7, S), (X1,Y1), -+, (Xn,Yn) op Qis precies dan compatibel
met de le en 2e hoofdwet als geldt

dI'ANdS — dX;AdY; —---— dXy A dYy = 0. (T)
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BEWIJS
We laten zien dat (f) equivalent is met de combinatie van le en 2e hoofdwet.
e Enerzijds volgt uit

dU =TdS - X;dY; —--- — Xy dYnp.

de relatie () door het nemen van de uitwendige afgeleide dA.
e Anderzijds kan (f) geschreven worden als

dA(TdS — X1dY] — -+ — Xy dYy) = 0.

De 1-vorm tussen ( - ) is blijkbaar gesloten. Dus ook exact omdat 2 enkelvoudig samen-
hangend verondersteld is. Er bestaat dan een "potentiaal’ U, op een additieve constante na
bepaald, zodanig dat (- ) = dU. Je kunt U zelfs construeren via de integraal

dS(w(s))

ds

_Xl(w(s))cmg’;(s))—- = Xn(w(s))

dYn (w

1
Uw)—U(w) = /0 {T(w(s)) - (5)) }ds.

De integraal heeft voor elke verbindingskromme tussen het vaste punt wy en het punt w
dezelfde waarde.
g

VOORBEELDEN:

e Neem N = 1. De 4 toestandsfuncties op 2 noteren we met 7', S, p, V. Stel dat we,
ter beschrijving van een thermodynamisch systeem, 7" en S beide als functie van p en V'
willen geven. De identiteit (}) geeft dan de voorwaarden aan waar deze functies aan moeten
voldoen. Uitgeschreven: d7'A dS = dp A dV wordt

oT oS

or oS

Hieruit volgt de voorwaarde

oros oros

Ip oV OV ap
Als je een van de functies, bijvoorbeeld (p; V') — T'(p, V'), willekeurig kiest, dan houd je een
le orde partiéle differentiaalvergelijking over waar de andere functie aan moet voldoen.

De inventarisatie wordt wat eenvoudiger als je twee onafhankelijke variabelen kiest die
NIET samen een ‘warmtekoppel” of “arbeidskoppel” vormen. Dan kun je met "potentialen’
werken. De volgende voorbeelden gaan daar over.

e ENERGIE. Als je U, de energie’, als functie van S en V weet, dan kunnen 7" en p, als

functie van S en V' gevonden worden uit de relatie dU = T'dS — pdV. Immers, dan is

TS, V)= gg(é’, V)enp(S,V) = —gg(S, V). Dus U als functie van S en V fungeert als een

soort potentiaal voor de verkaartingsafbeelding van het SV-diagram naar het pT-diagram.

% S
Aldus volgen, bijvoorbeeld, uit U(S,V) = CTj (VO) C exp Fol met C, R, Ty ,Vj constanten,
de toestandsvergelijkingen pV' — RT = 0 en U = C'T voor het perfecte gas.
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e VRIJE ENERGIE. Stel dat je I = U — T'S, de ’vrije energie’, als functie van 7" en V
weet, dan kunnen S en p, als functie van 7" en V' gevonden worden uit de relatie dF =
TdS — pdV — d(TS) = TdS — pdV — TdS — SAdT = —SdT — pdV. Immers, dan is
OF

S(T,V) = —8—T(T, V)enp(S,V) = _W(T’ V). Dus F als functie van T en V bevat alle
informatie over het systeem en fungeert als een soort potentiaal voor de verkaartingsafbeel-
ding van het T'V-diagram naar het Sp-diagram. Het concept vrije energie is nuttig als je,
bijvoorbeeld, tijdens een thermodynamisch proces de temperatuur constant houdt. De ver-
richte arbeid is dan gelijk an de vermindering van de vrije energie.

e ENTHALPIE. Stel dat je H = U + pV, de ’enthalpie’, als functie van S en p weet, dan
kunnen T"en V, als functie van S en p gevonden worden uit de relatie dH = 7'dS —pdV +

H
d(pV) =TdS — pdV +pdV + Vdp = T dS + V dp. Immers, dan is T'(S,p) = g—S(S,p) en
V(S,p) = %H(S, p). Dus de enthalpie H als functie van S en p bevat alle informatie over
p
het systeem en fungeert als een soort potentiaal voor de verkaartingsafbeelding van het Sp-
diagram naar het 7'V -diagram.

e VRIJE ENTHALPIE. Stel dat je G = U — T'S + pV, de "vrije enthalpie’, als functie van
T en p weet, dan kunnen S en V, als functie van 7" en p gevonden worden uit de relatie

dG =TdS — pdV — (TS) + d(pV) = =S dT + V dp. Immers, dan is S(T,p) = —(‘;?(T,p)
enV(T,p) = %(T, p). Dus de ook vrije enthalpie G als functie van 7" en p bevat alle infor-

0

matie over het gysteem en fungeert als een soort potentiaal voor de verkaartingsafbeelding
van het T'p-diagram naar het SV-diagram.

e Elk van de vier functies (S;V) — U(S,V), (T;V) — F(T,V), (S;p) — H(S,p), (T,p) —
G(T,p) karakteriseert het beschouwde thermodynamische systeem volledig. Ze heten dan
ook karakteristieke functies. De keuze die je in voorkomende gevallen maakt hangt af van het
beschouwde probleem. Merk op dat bij de keuze van de onafhankelijke variabelen er steeds
één toestandsvariabele uit het ‘warmtekoppel” (S,T') optreedt en ook één uit het "arbeids-

koppel’ (p, V).

STELLING (Thermodynamische potentialen)

Uitgangspunt: Een set van N+1 "uitverkoren’ variabelen uit (7, S), (X1,Y1), -+, (Xn,Yn),
zodanig dat Z; = X; 6f Z; = Y;, voor 0 < ¢ < N. Hier is, voor notationeel gemak, Xo = T
en Yy = —S gesteld. (De keuze voor X; of ¥; mag dus per ¢ verschillen!) Bij zo'n keuze
definiéren we de 'Kroneckervector” § door § = (dp, d1,---,0n), met 6; = 0, als Z; = Y en
6j = 1, als Zj = Xj.

Bij een rijtje van 0-en en 1-en § hoort aldus de variabelenkeuze Z; = 0, X; + (1 — §;)Yj.
Het volgende geldt:

(a) Een thermodynamisch systeem wordt volledig gekarakteriseerd door één voldoend glad-
de functie van een set van N + 1 variabelen van voornoemd type:

(Zo; Z1y-++32ZNn) v~  Ps(Zo, Z1,--- , ZN).

Zo'n functie heet thermodynamische potentiaal.
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oP,

(b) In het geval Z; = Y; geldt X;(Zo, - , Zn) = _T;(ZO’ L ZN).
dP;

In het geval Z; = X; geldt Yy(Zo, -+, Zy) = +aZ§(ZO, L ZN).

(c) Bij gegeven Kroneckervector § wordt de thermodynamische potentiaal , op een con-
stante na, gegeven door

N
Ps=U+ Z 00 XYy opgevat als functie van 7y , Z; ,..., Zy.
=0

Een thermodynamisch systeem kan dus in principe op 2V *! verschillende manieren met een
potentiaal beschreven worden.

BEWIJSSCHETS

Als § = 0 voldoet Py = U aan alle eisen. Zie daartoe het bewijs van de vorige stelling. Als
d=(1,0,...,0) dan voldoet P o, o) = U + XoYy, opgevat als functie van (Xo , Y1 ,...,Yn)

aan alle eisen: Er geldt dan dF ... o) = YodXo— X1dY; —-- = XydYyenYy, X1 ,..., XN
kunnen gevonden worden door partiéle afgeleiden van F(; ¢y te nemen naar, respectieve-
lijk, Xo,Y1,...,Yyn. Langs deze weg kunnen we alle 2V+! mogelijke potentialen bereiken

door (een aantal) termen XY}, bij U op te tellen en het resultaat als functie van de bijpassen-
de variabelen te beschouwen.

SLOTOPMERKING

Een thermodynamisch systeem kan blijkbaar worden opgevat als een speciaal N +1-dimensionaal
oppervlak in IR?N+2,
In de differentiaalmeetkundeliteratuur heet zo'n speciaal oppervlak Lagrangeopperviak.
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Appendix H

Electromagnetisme en
Differentiaalvormen

I. Electrostatica

In de electrostatica spelen de vectorvelden E, het electrische veld, de diélectrische verschui-
ving D = ¢9E, en het scalarveld ¢, de ladingsdichtheid, een rol. Hierbij is £y de permittiviteit
in vacuiim, die we voor het gemak gelijk aan 1 veronderstellen. De klassieke wetten luiden

rot E=0, divD =gq. (H.1)

Merk op dat in de natuurkundeboeken E uitsluitend in lijnintegralen optreedt en nooit in
oppervlakteintegralen. Met D is dit precies andersom! Beschouw nu IR3 met cartesische
coordinaten z, y en z, het gewone inproduct, de gebruikelijke volumevorm en de hierbij
behorende Hodge afbeelding *. We voeren de volgende differentiaalvormen in:

£ = Eydx+ Eydy+ E.dz,
D = *#£=E,dyN dz+ E,dz A dz + E.dx A dy,
Q = qgdxAdyA dz.

De klassieke wetten (H.1) kunnen dan geschreven worden in de vorm

A€ =0, d+&=0. (H.2)

II. Magnetostatica
In de magnetostatica spelen de vectorvelden H, het magnetische veld, de magnetische in-

ductie B = poH, en j, de stroomdichtheid, een rol. Hierbij is y de permeabiliteit in vacuiim,
die we voor het gemak gelijk aan 1 veronderstellen. De klassieke wetten luiden

rot H=j, divB =0. (H.3)
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Merk op dat in de natuurkundeboeken H uitsluitend in lijnintegralen optreedt en nooit in
oppervlakteintegralen. Met B is dit precies andersom!
We voeren de volgende differentiaalvormen in:

H = Bdr+ Bydy+ B.dz,
B = sH=DB,dyA dz+ Bydz A do + B.dx A dy,
J = JadyAdz+jy,dzAdz+j.dx A dy.

De klassieke wetten (H.3) kunnen dan geschreven worden in de vorm

dH =7, d*H =0. (H.4)

III. Unificatie van electrostatica en magnetostatica

We voeren een 0-de codrdinaat ¢ in. Men mag zich deze voorstellen als een tijdscodrdinaat.
Hiermee vormen we IR*, met codrdinaten ¢, z, y en z. In het vervolg zal d de d-operator in
IR* voorstellen. We voeren de volgende differentiaalvormen in:

= O—-JANdt,
EN At + B,
= —HAdt+D.

S
f
g

De wetten (H.2) en (H.4) kunnen nu in één geformuleerd worden als
dF =0, dG =S. (H.5)

We hebben dus op boekhoudkundige wijze de wetten uit de electrostatica en magnetostatica
samengevoegd.

IV.De Maxwell vergelijkingen voor tijdsafhankelijke E-M-velden

Definieer op IR* het Lorentz inproduct en de daarmee corresponderende volume vorm (zie
paragraaf 1.12). De hierbij behorende Hodge afbeelding noteren we met 4. Het miraculeuze
feit doet zich voor dat

G =4 F. (H.6)
Ga dit na! We kunnen de vergelijkingen (H.5) met behulp van dit resultaat schrijven als
dF =0, dx F=S8. (H.7)

Dit zijn de volledige tijdsafthankelijke Maxwell vergelijkingen, die we ook kunnen schrijven
als

AEA dt+ dB =0, —dH A dt + dD = S. (H.8)
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Merk op dat dS = 0 en dat dit overeenkomt met de behoudswet

04

5 Tdivi=0. (H.9)

De Maxwell vergelijkingen in de vorm (H.5), of in de equivalente vormen (H.8) en (H.7) zijn

codrdinaat onathankelijk en gelden aldus in alle denkbare kromlijnige codrdinaten systemen
op IR*, of op een open deelverzameling daarvan.

V. Enkele andere gedaanten van de Maxwell vergelijkingen

We gebruiken weer de coordinaten ¢,  y en z met het Lorentz inproduct. Men noemt deze
coordinaten in dit geval ook wel Lorentz codrdinaten. De componenten van het fundamen-
taaltensorveld worden gegeven door

[97] = [gw] = diag(1, -1, -1, -1).

Er geldt
F = —-E;dtNdrx—-E,dtANdy—E.dt AN dz+ B,dy A dz — Bydx A dz + B, dz A dy,
G = BydtANde+BydtANdy+ B,dt A dz+ Eydy A dz — Eydx A dz + E. dz A dy,
S = qdzANdyANdz—j,dtAdyA dz+jydt A deAdz—j.dtA doe A dy.

Door de Maxwell vergelijking dF = 0 uit te schrijven worden de klassieke vergelijkingen

B
rotE—i—aat =0, divB=0
terug gevonden. Voorts komt de Maxwell vergelijking dG = S overeen met de klassieke
vergelijkingen
E
rotB—aa—t =j, divE =gq.

Verder komt de continuiteitsvergelijking (H.9) overeen met dS = 0, zoals reeds eerder op-
gemerkt.

2

We noteren de Lorentz codrdinaten nu als 2° = ¢, 2! = z, 22 = y en 2® = 2. Schrijf F =

Fy dz* @ dxl, g =Gy dz* ® dz! en xS = S, dxk, met

0 -E, -E, —E, 0O B, B, B,
E. 0 B. -B, | =B, 0 E. -BE,
[P E, -B, 0 B, (Gl = -B, -E, 0 E,
E. B, —-B, 0 -B. E, —E. 0

en
[Sk] = <q7 _j$7 _jyv _]z> .
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Van de matrices [Fy;] en [G;] en de rij [Sy] halen we de indices omhoog.

0 E, E, E,
i 1 -E 0 B. -B
kl| _ ki limp | — T z Y
[F] [9 g F”} ~E, -B. 0 B, |’
-E. B, -B, 0
0 -B, -By —-B,
1 B 0 E. -E
kK| — | ki ey | — T z Y kl — v, 5 5 +\T
[G } |:g g Gm] By —E. 0 E, en |:S:| (Qa]xa]y7]z) .
B. E, —-E, 0
De klassieke Maxwell vergelijkingen kunnen nu, nog steeds in Lorentz codrdinaten, geschre-
ven worden als

0;FM = Sk ;G =0, (H.10)

welke in willekeurige kromlijnige codrdinaten tensorieel geschreven moeten worden, dus
als

V;FM = 8k v,GH =0, (H.11)

Merk tenslotte op dat de Maxwell vergelijkingen, geschreven in de vorm met behulp van
differentiaalvormen, ook voor willekeurige kromlijnige codrdinaten uitgeschreven kunnen
worden.
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