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HOOFDSTUK O. INLEIDING

PRODUKTIES

Het college Toegepaste logica II is geen vervolg op het college Toegepaste
logica I. Weliswaar werdt op bescheiden schaal van resultaten uit Toegepaste
logica I gebruik gemaakt, maar dat hoeft geen beletsel te zijn om het col-
lege zonder kennis van Toegepaste logica T te volgen. Het college is ook
minder 'fundamenteel' dan Toegepaste logica I: er zal met minder schroom

van resultaten uit de gangbare wiskunde gebruik worden gemaakt.

We beginnen met een beknopte bespreking van produkties in de zin van E. Post.
Stel 8 een eindige verzameling; de elementen van S heten symbolen, We vormen
eindige rijen van elementen van S, die we symboolrijen noemen, Hierbij is
ook de lege rij inbegrepen, die we met A aanduiden. De symboolrijen inclusief
A vormen de verzameling S* (exclusief A: S'). Op 8* is een binaire operatie
gedefinieerd, die aan symboolrijen u en v de symboolrij toevoegt, die ont-
staat door v achter u te schrijven; we duiden die symboolrij met uv aan en
noemen de operatie concatenatie., Het is duidelijk dat concatenatie associa-
tief is; dit drukken we uit door te zeggen dat st en s8¥ semigroepen zijn.
Verder is A een neutrasl element (Au = ul = u); daarom heet S* een monoide.
Soms worden de elementen van S letters en de elementen van S* woorden ge-
noemd; voor sommige toepassingen is dit echter onpraktisch. Zo stellen in

de theorie van natuurlijke talen de elementen van S soms woorden en de ele-—

»* .
menten van S° zinnen voor.

. * - - =
Een produktie wordt vastgelegd door 6 elementen van S : g,h,k,g,h,k vast

gekozen. Blj deze produktie horen produktieregels:

gPhQk - gPhQk, waarin P € 5¥, ¢ € s* variabel.




Speciale gevallen: g = k = é =k = A; dan is de produktie semi-Thue; de

regel is dan PhQ - PhQ; h = k = é = h = A; dan is de produktie normaal ; de

regel heeft dan de gedaante gP —» Pk.

Om een combinagtorisch systeem te verkrijgen kiezen we een T © S en verder

één vaste symboolrij, die we axioma noemen, benevens een.eindige verzameling

produkties. Een afleiding in dit systeem is een rij XO,...,Xm van elementen
%

van S5 zo, dat X

het axioma is en X, = Xi+ voor i € {0,...,m-1} een pro-

0 1

duktieregel is behorende bi) een der produkties van het systeem. Een element

*
X van 5 heet afleidbaar in het systeem , als er een afleiding X 2.

0
in het systeem bestaat zo, dat Xm = ¥X. De taal van het systeem is de verza-

meling {X € T*|X afleidbaar} .

De symboolrijen in de taal bevatten uitsluitend symbolen in T; daarcm heten
de elementen van T eindsxmbolen (Engels: terminal symbols). De elementen van
S\T heten hulpsymbolen (Engels: non-terminal symbols). Als alle produkties
in een combinatorisch systeem semi-Thue (resp. normaal) zijn, dan noemen

we het systeem zelf ook semi-Thue (resp. normasal},

Een eenvoudig voorbeeld van een semi-Thue systeem is het volgende:

S8 = {A,a,b}, T = {a,b}; produktieregels PAQ - PaAbQ en PAQ - PQ; axioma A.
Voorbeeld van een afleiding: A,aAb, aalAbb, aaalbbb, aaabbb.

De taal van het systeem 1s {anbn|n € I }; hierin stelt u e symboolrij voor

. . 0 n+l_ n
die ontstaat door u n maal met zichzelf te concateneren: u = A, u =1u u.

Een van de vragen die men zich kan stellen is, bij gegeven T, welke deelver-
zamelingen van T als taal bij een combinaterisch systeem kunnen worden ver-
kregen. Let wel dat daarbij de keuze van S\T nog vrij is; men mag net zo

veel hulpsymbolen toevoegen als men zelf wil, Post heeft aangetoond dat



iedere taal van een combinatorisch systeem ook te krijgen is als de taal
van eeh normaal combinatorisch systeem. Verder heeft Post combinatorische
systemen gebruikt voor een formele behandeling van het begrip beslishaar—
heid; in het college Toegepaste logica I zijn dearvoor andere hulpmiddelen

gebezigd. Daarop gasn we hier niet verder in.

Fen beroemd voorbeeld van een combinatorisch systeem is door Post geintro-
duceerd en wordt in het Engels tag system genoemd. Kies S = T = {0,1}. Een

rij wordt nu als volgt gewijeigd:

als met O begint: voorste drie schrappen en achteraan 60 toevoegen,

als met 1 begint: voorste drie schrappen en achterasn 1101 toevoegen.

Als de rij minder dan drie symbolen bevat, stopt het proces. Dit voorschrift

kan worden beschreven met de volgende acht produktieregels:

OCOP - POC 100P -» P1101
001P - POO 101P - P1101
010FP -» POO 110P -» P1101
0112 = POO 111P =+ P1101

De keuze van het axioma is vrij. Enkele voorbeelden van afleidingen:

1010, 01101, 0100, 000, 00; hierna stopt het.

1101, 11101, 011101, 16100, 001101, 10100; hier wordt na drie en na vijf
stappen dezelfde rij verkregen. Dit heeft als gevolg dat na drie stappen

het proces periodiek wordt met periode 2: de 6° is gelijk aan de he, Te

aan de 5% enz.

Een ingewikkelder geval van hetzelfde verschijnsel krijgen we als we starten
met 10010. Dan komt er na de 16° en na de 22° stap dezelfde rij, namelijk

01101110111010C. . Na de 16° stap is het proces periodiek met periode 6., De
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vraag kan worden gesteld of iedere rij tot een stoppend, dan wel periodiek

proces leidt; het antwoord op deze vraag is onbekena.

GRAMMATICA'S

Een speciaal geval van een combinatorisch systeem 1s een grammatica.

Definitie grammatica

Ben 4-tupel G =<I,I_,Z,R>heet een grammatica, als geldt:

Tf
I is een eindige verzameling,
I,.c I,

7€ I\IT,

. . . . * %
R is een eindige verzameling paren (u,v), waarvoor u € I , v € 1",

Deze definitie van grammatica is afkemstig van ¥. Chomsky. De elementen van
I heten symbolen, die van Ip eindsymbolen, die van I\IT hulpsymbolen; we
schrijven vaak I.:= I\IT'

De elementen van R worden produkties of herschrijfregels genoemd. Van de

regel {u,v) heet u het linkerlid, v het rechterlid., Z heet het startsymbool.
We maken de afspraak in de theorie van de grammatica's voor de eindsymbolen
Griekse letters en voor de hulpsymbolen Latijnse hoofdletters te gebruiken.
Symboolrijen geven we aan met Latijnse kleine letters. Ulteraard kunnen in
voorbeelden en toepassingen andere keuzen, bijvoorbeeld veor eindsymbolen

worden gedaan.
* .. . *
Msp€el,qc€ I*, dan schrijven we p g-q als er r, s, u, v, alle 1n I
*

bestean zo, dat p = rus, q = rvs, (u,v) € R, We schrijven p gfq als

er een eindige rij py,...,p, bestaat zo, dat py = p, p

n o 3P T Py

* 3
voor 1 € {0,...,n~1}. Men zegt wel dat de relatie z op 1% de reflexief-

transitieve afsluiting is van de relatie 2. Let wel dat het in de definitie



* #
van = toegestaan is dat n = O0: p = p geldt voor alle p € 1* . Als het
G &

duidelijk is op welke grammatica de relaties betrekking hebben laat men de

* *
G 1n de notatie wel weg: = en = in plaats van 3 en E .

We noemen de hierboven gegeven rij Ppse+esP, ceR afleiding van q uit p in G.

Definitie taal gegenereerd door grammatica

Stel ¢ =<:I,IT,Z,R3> een grammatica. De taal L(G), gegenereerd door G wordt

gedefinieerd dcor

L{G):= {x € IT|Z =x} .

Ben afleiding van x uit Z wordt wel kortweg een afleiding van x genocemd,

Alvorens voorbeelden ie geven behandelen we enkele begrippen met betrekking
ot symboolrijer. Definities en bewijzen betreffende symboolrijen kunnen

vaak gevoerd worden met recurrentie langs de opbouw van symboolrijen: we be-

handelen Aenvoor een symboolrij x en een symbool £ gaan we ult van x en

stappen over op x£. Zo kunnen we de gespiegelde xT van een symboolrij x

definifiren door Al:= A en (xE)T:= ExT en de lengte £(x) van een symboolrij
door £(A}:= 0 en £{xE):= £(x) + 1, Er geldt dan: (xy)T = yTxT, (XT)T = x,

e = £, Bxy) = L(x) + £ly), L(E) = 1, £(xT) = &(x).

Voorbeeld 1. In= {a,B}, Ty = {2}, R = {(Z,028), (Z,A)}.
Dan is L(G) = {aan[n € N}. (Evenals in het college Toegepaste logica I

wordt in dit college het getal nul tot de natuurlijke getallen gerekend.)

Voorbeeld 2. Iy = {a,B], IN = {Z}, R = {(Z,aZ¢), (Z,8ZB), (Z,A)} .

. T .
Dan is L(C)} = {xx"|x € I;}. Men noemt een symboolrij, waarvoor geldt

X = x, wel een palindroom. Nu bestaat L(G) precies uit de palindromen van



even lengte, want voor y € I; geldt namelijk:
T ' T
vy =yen &y) even » 3___xly = xx" 1.
xEIT

Voorbeeld 3. Ip = {a,8B}, 1N = {Z,A},
R = {(2,AZ),{A,0AB),{A,a),(2Z,A)}. Voorbeeld van een afleiding:

Z2,A%, AAZ, AAAZ, AcABAZ, coABAZ, accBAZ, aocBaZ, ccoBa .

Opgave 1. Bepaal de taal die gegenercerd wordt door de grammatica van

Voorbeeld 3.

Opgave 2. Construeer een grammatica, die de palindromen van oneven lengte

genereert,

De hierboven gedefinieerde grammatica's, die door Chomsky phrase~structure
grammars zijn gencemd, zijn zeer algemeen en zelfs voor vele doeleinden te
algemeen. Men legt dasrom aan de grammatica's beperkingen op; deze hebben
vaak betrekking op de gedaante van de herschrijfregels. Chomsky heeft be-
paalde beperkingen typen genocemd en deze met de nummers G, 1, 2, 3 aangeduid;
deze aanduidingen zijn gangbaar geworden. Type 0 is het algemene geval zon-

der beperkingen.

Wij geven nu een overzicht van een aantal beperkingen en hun consequenties,
voorlopig zonder bewijzen. We nemen daarbi]j asan, dat de verzameling Iy van
eindsymbolen vast gekozen is. Het feit dat hierop volgende definities wvan

de keuze van IT afhangen, brengen we niet in de notatie tot uitdrukking.

%

Een deelverzameling van IT

noemen we een tgal, Talen worden met hoofdletters
aangeduid. Een verzameling van talen (ook wel klasse van talen genoemd)
duiden we aan met een schrijfhoofdletter. Zo zal LO de klasse zijn van de

talen, waarvoor een grammatica bestaat die hem genereert: de talen van type 0.
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\
Als B een beperking voor grammatica's voorstelt, dan is LB de klasse van de
talen, die gegenereerd kunnen worden door een grammatica, die aan de beper-

king B voldoet. Bijzondere klassen van talen zijn R, de klasse der recur-

sieve talen en RE, de klasse der recursief-opsombare talen. Intultief be-

tekent L € R, dat er een effectieve methode bestaat om voor iedere x € I;
ult te maken of x € L dan wel x ¢ L. Evenzo betekent L € RE, dat er een ef-
fectieve methode bestaat om een (eventueel oneindige) lijst te maken, waar

precies de elementen van L in staan, Voor formele definities van R en RE

verwijzen we naar Toegepaste logica I.

De algemeenheid ven de definitie van grammstica blijkt uit het feit dat

LO = RE. We beginnen nu met de beperking S: alle regels hebben de gedaante
(rAs,rgs), & € IN en r,q,s alle in I*, Trivieal is dat LS < LO; er geldt
echter LS = LO. Deze beperking helpt dus nog niet veel. |

Een geheel andere beperking is ND: alle regels hebben de gedaante {u,v)

met £(u) € £{v). Nu geldt LND < R. Dit levert wel een wezenlijke beperking.
Bekend 1s namelijk R g RE, dus LND % LO (ND staat voor: non-decreasing).
Leggen we de beperkingen S en ND beide op, dan ontstaaet CSO: alle regels
hebben de gedaante (ras, rgs),A € IN’ q € I+, r € I*, s € 1%, Triviaal is
LCSO < LND; er geldt echter LCSO = LND' Verder is triviaal dat als L € LND’
dan A € L. Dit is vervelend, omdat we ook talen wensen te beschouwen, die
wel de lege symboolrij bevatten. Een kleine modificatie bewerkstelligt dit
en leidt tot een belangrijke klasse. We beschouwen de beperking CS of type
1 (contekstgevoelig; Engels: context—sensitive) .: aan regels die alle van
de gedaante {rAs, rqgs), A € IN, q € I+, re I*, s €I zljn, kan eventueel

rog worden toegevoegd de regel (Z,A); als deze laatste regel voorkomt wordt

ook nog geéist, dat in alle regels (u,v) het symbool Z niet in v voorkomt.
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De bijbehorende klasse van talen heet L1 {talen van type 1 of contekstge-
voelige talen). Trivisal is LCS ? Li’(# volgt uwit {A} € L1). Er geldt
0]
echter ook L1 g R, dus ook L1 ? LO.
De volgende beperking is CF of type 2 {contekstvri]); Engels: context-free):
. .
alle regels hebben de gedaante (A,q), A € Iy a € I . De bijbehorende

klasse van talen heet Lef(talen van type 2 of contekstvrije talen). Triviaal

is L2 c LO. Er geldt echter ook L2 ? L1.

De laatste beperking die we hier bespreken, is type 3 of rechtslineair:

alle regels zijn van de gedasnte (A,qB) of (A,q), waarin A € IN, B € IN’
g € I; . De bijbehorende klasse van talen heet L3 (talen van type 3).

Triviaal is L3 c L2; er geldt zelfs L3 ? L2.

De hierboven gedane beweringen zullen in dit college niet allen worden
bewezen. We ontlenen R g RE aan Toegepaste logica I. De volgende tabel

geeft aan wat in het vervolg wel en niet zal worden esangetoond.

bewijs van geen bevijs van
LND cR LO = RE

L1 cR LS ) L0

N "csO ® b

L3 # L2 L1_# R

Voor de klassen die bij de typen van Chomsky horen {de zogensamde hiérarchie

van Chomsky) geldt:

L3 g L2§L1§LO .



HOOFDSTUK 1. REGULIERE TALEN

EINDIGE AUTOMATEN

We Despreken nu een heel andere methode om talen te verkrijgen dan de in

Hoofdstuk O besproken grammatica's,

Definitie eindige automaat

Een S-tupel A =<S,I,6,50,F>heet eindige automaat als geldt:

S is een eindige verzameling (elementen van S heten toestanden), .-

I is een niet-lege éindige ﬁerzaméling (elementen ven I'heten'$§mﬁbien),
6 is een afbeelding SxI - 8,

59 € 5 (begintoestand),

F c & (elementen van F heten toegelaten toestanden).,

De afbeelding & wordt wel overgangsfunctie genoemd (Bngels: transition

function of next state function).

. ) . * .
We breiden ¢ uit tot een afbeelding §': SxI = S en wel met recurrentie

langs de opbouw van de elementen van I'. Stel x eI* ce I, s €83, dan
g >

§'(s,A):= s,

6'(s,x8):= (8 (a,x),8) .

Deze functie correspondeert met het beeld dat de automaat een doos is, die
zich in een toestand s bevindt enbij invoervan een;symbool £ overgaat in
toestand ¢(s,£). Ben symboolrij wordt symbool voor symbool van links naar
rechts ingevoerd; §' beschrijft het effect op de toestand bij invoer van

de symboolrij.
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Pat §' inderdaad een voortzetting van & is volgt uit
§'(s5,E) = 6'(s,AE) = 6(8'(s,A),E) = &(s,E).
We laten voortasn het accent weg en schrijven voor &' ook 6,

Definitie taal geaccepteerd door eindige automaat

Stel A = <S,I,6,sO,F:>een eindige automaat. De taal L{A), geaccepteerd door

A wordt gedefinieerd door
L(A):= {x € I"[6(sy,x) € F}.

Bij het vergelijken van talen die door een grammatica gegenereerd zijn met
talen, die door een automsat geaccepteerd zijn, dient men te bedenken dat

de symboolverzameling in het ene geval IT en in het andere geval I heet,

Voor de functie § geldt een concatenatieformule:

als x € I*, y € I*, s € S, dan &§(s,xy) = &6(8(s,x),¥).
Dit bewijst men met recurrentie naar de opbouw van y:
8(s,xA) = 8{(s,x) = 6(8(s,x),A) ,
8(s,xyn) = §(8(s,xy),n) = 8{8(8(s,x),y),n) = 8(8{s,x),yn) .

Definitie reguliere taal

Stel I een verzameling symbolen. Fen deelverzameling L van I* heet een re-
guliere teal als er een eindige automaat A met I als verzameling symbolen

bestaat zo, dat L = L(A).

N — 0y b e R
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§3. STELLING VAN MYHILL-NERODE

We maken in het vervolg gebruik van equivalentierelaties. Bij een equiva-
lentierelatie r op een verzameling R hoort een partitie, waarvan de elemen-
ten de equivalentieklassen van r zijn., Deze partitie noteren we R/r; als

x € R, dan noteren wg de equivalentieklasse die x bevat als [x3r of kort-
weg [x]. Het aantal equivalentieklassen noemen we de index van de egquivalen-

tierelatie: index{(r) = #R/r.

Als R een semigroep is dan is een congruentierelatie = op R een equivalen-~

tierelatie op R waarvoor bovendien geldt:

als x € R, y € R, 2z € R, uER, x = ¥y 2 = u, dan xz = yu.

Een iets zwakker begrip is een rechtsinverisnte {resp. linksinvariante)

equilvalentierelatie;
als x €ER, y € R, 2 € R, x = y, dan xz = yz (resp. zx = zy).

Een equivalentierelatie die zowel rechtsinvariant als linksinveriant is,
is een congruentierelatie: als x = yenz=udan X2 ® y2 en yz = yu, dus

Xz 5 ylU.

We passen dit nu toe op talen. Stel 'I een eindige verzameling en [ © ¥,

We definiéren een relstie e op I* door voor x € I% en y € ¥ te stellen:

¥e yio v {xz € Lewyz € L],

ZET*

Het is triviaal dat e een rechtsinvariante equivalentierelatie is. Verder
geldt: als x € L en xe ¥, dan y € L. Immers, uit x € L volgt xA = x € L;

uit xery volgt dan y = yA € L,
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Anders geformuléerd: als x € L, dan [x]e < L, dat wil zeggen dat L ver-
. : L
eniging is ven equivalentieklassen. Nog anders geformuleerd: een equiva-

lentieklasse ligt geheel in L of heeft een lege doorsnede met L.

Stelling 3.1 (Myhill-Nerode) Stel I eindige verzameling, L < I*. Dan

geldt:

L is regulier @ index(eL) is eindig.

Bewijs: ©Stel L regulier. Dan is er een eindige automsat A =~(S,I,5,SO,F>

zo, dat L = L{A). Stel x € ¥, y € I*, dan geldt: als 6(so,x) = G(SO,y),
dan Xer¥. Immers, als z € I*, xz € L, dan G(SO,xz) € F, maar
6(so,xz) = 6(6(so,x),z) = G(S(SO,y),z) = S(SO,yz), dus S(SO,yz) € F, dus
vz € L., Omgekeerd voligt op.anéloge wijze uit yz € L, dat xz € L. Dus
Xe y- We defini&ren nu 8':= {s € SIHXEI*[S(SO,X) = s]1} (de elementeﬁ van
S' worden wel bereikbare toestanden genoemd).
De afbeelding @ S' - I*/eL, wordt gedefinieerd door

Pls):= Ex]eL , als 5 € 8' en 6(50,x) = s.
Dit is een fatsoenlijke definitie. Omdat s € S', bestaat er namelijk een
x €I zo, dat G(SO,x) = 5 en als 5 = é(so,x) = 6(so,y), dan xe y en dus
[x]eL = [y]eL. De afbeelding @ is echter ook surjectief want als x € ¥,
dan w(a(so,x)) = [x]eL. Omdat S' eindig is, volgt daaruit dat I*/eL en dus
index(eL) eindig is.,
Stel nu omgekeerd dat index (eL) eindig is. We defini&ren een eindige

automaat A =‘<SO,I,6

0 F_> . We kiezen 8. := I*/eL; dit is een eindige

0*%00*"0 0

verzameling. Als K € S. en £ € I, dan definiBren ve GO(K,g) door een x € K

Q
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te kiezen en SO(K,g) = [xg]e te stellen. We moeten aantonen dat dit onaf-
L
hankelijk is van de keuze van x in K. Stel ¥y € K, dan xery, dus erLyE

(rechtsinvariant), dus {x£] = [y&] . We defini&ren s_.:= [A] en
eL eL 00 eL
Fyi= {K € SO|K N L # ¢l . Dit levert dus een eindige automast. We bewijzen

* —
nu eerst voor x. € I, dat 6O(soo,x) = [x]eL.

We doen dat door recurrentie naar de opbouw van x. Nu is ég(s AY =

0G°?

=soo=[A]eL. Stel Go(soo,x) = [x]eL, dan

GO(SOO,XE) = 60(60(50033{)35) = 60(’:'—‘{]6 3€) = [xE]e .

L L
Nu tonen we aan dat L = L(A,). Stel x € L, dan [x] N L # @, dus & (s yX) =
0 eL 0'00
= [x]eL € Fys dus x € L(AO). Stel nu x € L(AO), dan [x]eL = 5(soo,x) € Fos
dus [x]e NL# @, dus [x]e < L,dus x € L. Hieruit volgt dat L regulier
L L
is. |

Uit het bewijs van Stelling 3.1 valt nog wat meer te halen. Als L een regu-
liere taal is en A een eindige automaat, die L accepteert, dan levert het
eerste deel van het bewijs, dat #S 2 #S' 2 #I*/eL = index(eL). Het tweede
deel van het bewijs levert het bestaan van een eindige automaat, die L accep~
teert, met een aantal toestanden = index(eL). Conclusie: index(eL) is het
minimum van de aantallen toestanden van L accepterende eindige automsten,

We kunnen echter ook nog afleiden dat er 'op isoﬁorfie na' slechts één L

accepterende eindige automaat bestaat met dat minimale aantal toestanden.

Daartoe moeten we isomorfie van eindige automaten definifren,

Definitie isomorfe eindige automaten

Stel A= <S1’I’51’S1O’FT 2 en A, =<82,I,62,520,F2>e1nd1ge automaten.

Ly
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Dan heet A1 isomor?f A2 als er een bijectie @: S1 -+ S2 bestast zo, dat geldt:

stS1 Veer [0(8,(s,8)) = 6 (0(s),e)] , ®(s,.) = S50

en {9(s)]|s € F,} = F,.

Uiteraard is isomorfie een equivalentierelatie. Als nu L een reguliere taal
is en A een eindige automaat waarvoor L = L(A), en het aantal toestanden
van A is index(eL), dan volgt uit het eerste deel van het bewijs van Stel-
ling 3.1 dat index(eL) = §##8 2 #g' 2 index(eL). Daaruit volgt dat S' = S en
dat de in dat bewijs gedefinieerde ¢ een bijectie S - I*/eL = SO is. Deze

brengt nu een isomorfie van A en Ay tot stand. Stel namelijk s € 5 en £ € I.

Omdat S' = S is er een x € I* zo, dat s = 6§

it

so,x) en @(8(s,£))

= ¢(5(5(SO,X),§)) = ¢(5(SO,XE)) = EXE]e = 5O(EX]e £} = so(w(s),g). Verder

L L’
@(SO} = @(5(SO,A)) = [A]eL = Spp° Stel s € F, s = é(so,x), dan x E L en
@p(s) = [x]eL € Fy; omgekeerd stel X € F,, dan K NL#@, dus er is een
XxEKNLenK= [x]e = Q(G(so,x)) en G(SO,x) € F., Daarmee is de isomorfie

L
asangetoond. Dit levert de volgende stelling.

Stelling 3.2. Stel L een reguliere taal, A1 en A_ eindige sutomaten zo, dat

2

L = L(A1) = L(Ag) en van A, en A is het aantal toestanden = index(eL). Dan

2

zijn A, en Ay isomorf.

Opmerking. Myhill werkte in plaats van met de relatie e. met fL gedefinieerd

L

door

foy:¢$Vz€I* VwEI* {zxw € L & zyw € L],

Algebraisch is deze relatie mooier dan e s omdsat het een congruentierelatie

is. Verder geldt een analoge stelling , omdat
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index(fL) eindig & index(eL) eindig.

Het mooie verband tussen index (eL) en het aantal toestanden van een accep—
terénde eindige automaat heeft.geen tegenhanger bij fL.
We geven nu enkele voorbeelden van talen, waarvan we de regulariteit met
behulp van de stelling van Myhill-Nerode onderzoeken. We merken eerst op
dat als L een taal is, de verzameling {x € I [VWEI* [xw € L]} een equivalen-
tieklasse bij e, is. Kies nu a € I*, £(a) = L en L = {a}, De £ +1 begin-
stukken van a vormen elk een klasse met één element; alle andere woorden
vormen ook een klasse. Dus index(eL) = £+2 en L is regulier. Om een auto—
maat voor L te maken, schrijven we a in letters uit: a = EO"'££—1 en
kiezen S:= {0,,..,8+1},
J*¥1 als § = €,
8(J,8) = D} voor § € {0,..0,8-1) , 6(L,E) = 8(£+1,E) = L+
£+1 als £ # gj

voor alle £ € I, Tenslotte s, = 0, F = {£},

Een speciaal geval is a= A, £ = 0, L = {A}. Dan is 8 = {O,ﬁ}, 8(j,E) = 1

voor j € 5, § €1, Sy =0, F = {0},

Voor een eindige taal L geldt index(eL) €1+ } (&a) + 1); alle eindige

a€L

talen zijn regulier. Een speciaal geval is L = @, met index e = 1 en auto-

maat met S = {0}, 6(0,E) = 0 voor £ € I, F = ¢,
Stel nu I = {eo,B}, L = {am8n| m € N,n € N}, Deze taal heeft de eigenschap
dat, als x € L, ook ieder beginstuk van x in L zit. Daaruit volgt:
V@EI* (xv € L] » x ¢ L , Het complement van L is Qus een equivalentieklasse.
Als x = o, dan V_ % (xw € Lo w €L), Als x = o™8"” met n > 1, dan

k
v * [xw € L & akenth = g7]117.

Wk

Dus index(eL) = 3; L is regulier, Voor een automasat kiezen we S = {0,1,2}.

L o
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§{0,a)

!
o

0| 8(1,a) = §(2,a)

1
N

1l

tl

|
o

§(0,8) = 1| 6(1,8) = 1| 8(2,8) =

§
%

Stel nu 1 = {a,8}, L = {a"8" | n € W} . Nu geldt voor k € N, L € W, k # £,
dat akeLdEnietgeldt, immers akBk €L, aaﬁk ¢ L. Hieruit volgt index(eL) = o,
L is niet regulier. Op analoge wijze toont men san, dat {anBan, n € N}

niet regulier is. We zullen later aantonen (Stelling 5,2), dat een taal
regulier is den en slechts dan als hij van type 3 is. De zojuist behandelde
niet-reguliere talen zijn echter wel talen van type 2 op grond van de vol-
gende grammatica's: Ip = {o,B), I, = {z}, R = {(z2,aZ8),(Z,A)} , resp.

R = {(Z,aZa),(2,8)). Het bovenstaande levert dus een bijdrage tot de be-

wering L3 # L.

OPERATIES OP TALEN. REGULIERE EXPRESSIES

Als de symboolverzameling I gegeven is, zijn talen deelverzamelingen

van I¥. Op talen kunnen de gebruikelijke verzamelingstheoretische operaties
worden toegepast zoals -vereniging, doorsnede en complement. We kunnen
echter ook concatenatie van talen definifren als volgt: als L& I, M ¢ I*,

dan

IM:= {xy |x € L, y € M} .

Deze concatenatie definieert dus een binaire operatie op P(I*), die associa-
tief is. Br is verder een neutraal element, namelijk {A} : {A}L = L{A} =1L
voor alle L € P(I*), Op grond hiervan is P(I*) een monoide. Naast het neu-
trale element is er ook een nulelement, namelijk @ : @#L = L$ = @ voor alle
L € P(1*). Zoals in iedere monofde kunnen we nu machten van talen definidren,

1 2

"1 . tML. Inderdasd is den L' = L, L° =LL.

L™ voor alle n € W door L0:= {A}, T
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*
HNog een operatie op talen is de overgang van L naar L*; stel L € P(I ),

L*

1= {xo...xn_1 n € N, VjE{O,...,n—1} [xj € L]}, Het gebruik van de ster
moet gerechtvaardigd worden; we haddern namelijk al eens een ster gebruikt
voor de overgeng van een symboolverzameling I naar de verzameling van alle
symboolrijen I¥, Nu is I < I*,zodatbovenstaande gefinitie ook op I toepas-—
selijk is; het is echter duideli jk dat het resultast dan de verzameling van

alle symboolrijen is en beide opvattingen van de ster tot hetzelfde resul-

taat voeren en verwarring dus niet te vrezen is.

] o
Het is duidelijk dat L* = U L"; we defini®ren L' = U 1P, Er gelat A € L*
n=0 n=1 )
+ . ..
en L¥ = I U {A}. Het is echter mogelijk, dat A € L en dan gelat LY = 7.

Algemener - gefidt

L' erAELemyV SER=R ML

jEW

[ug)
1]

¢*

{ay, 1" = {x € ¥ | &{x) = n} .

Dit alles tonen we niet aan. De steroperatie wordt ock wel Kleene~-ster ge-

noemd,

Stelling 4.1. Stel I symboolverzameling, L < I*, M « 1¥. Dan geldt
als L en M regulier, dan L U M, L N M en LM regulier;
als L regulier, dan I"\L en L¥ regulier,

Bewijs: Stel de eindige automaten AL = <SL,I,5 FL> zo, dat L = L{AL)

L*%10°
en Ay = <SM’I’6M’SMO’FM> zo, dat M = L(AM). We defini¥ren nu

A, = <S,‘,I,61,S1O,F1> door &, 1= SLxSM,ST((s,t),E):r- (6L(s,a),6M{t,5)) voor
s € SL’ t € Sy» & € I3 10 = (SLO,SMO); F,i= {(s,t)]|s € FL of t € FM}. Met

. # .
recurrentie naar de opbouw van x € I° bewijst men dat

51(510’x) = (6L(sLo,x),6M(sMO,x)) R
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en dasruit volgt 61(5 ) EF @8 {5 _,x) € FL of § (

10°% L'°LO M Mo
of x € Mew x € L UM, dus L(A1) =LUM,

»x) € Fy @ x €L

Een automaat A2 voor L N M, krijgt men door in A1 de F1 te vervangen door
Fg‘= {(s,t} s € FL en t € FM} . Een automaat AB voor I™\L krijgt men door
in AL de FL te vervangen door F3:= SL\FL' We defini&ren nu een eindige
automaat A) door 8) := SLKP(SM). Voor s € SL’ Ve SM, £ € I stellen we

8,((s,V),8):= (GL(S,E),{ém(t,i) |t € v} U e),

waarin
oo {SMO}, als GL(S,E) €F ,
¢ als GL(S,E) ¢ Fo
. (SLO’{SMD})’ als s, 0 €F
Lo*
(SLO’ Q) s als SLO e FL .

F:= {(s,V) € slfP(SM)1 vOF, # o).

Met recurrentie naar de opbouw van x € ™ bewijst men dat Gh(sho,x) =

=®LisL0,xL{6M(sMO,w)I wei* a3 [yw = x]1}). Hieruit velgt

yEL
6h(sh0’x) €F, @3 -« 3y€L {yw=xna GM(SMO,W) € FM} ® 3y SyeL fyw = x]
e x € LM, dus L(Ah) = LM, We defini&ren nu een eindige automaat A5 door

SS:= P(SL). Voor Vc 8

pen £ €l stellen we GS(V,Q):= b U ¢, waarin

b= {6L(s,£) | s € v} ,
e {SLO} als b N FL # @,
) als b N FL = g,
550" {spgls Fg = (VE p(sL)\ vVnFE #8).

. % ..
Met recurrentie naar de opbouw van x € I bewijst men, dat

* _ .
65(550,x) = {GL(SLO,W)| w €I A auEL* {uw = x]}, en dearuit volgt
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65(350,x) € F5 ® awEI* auEL* [uw = x A GL(sLo,w) € FL] “'HWEL ﬂuEL*[uw = x]
* + + + . * +
#x €ELL »x €L, dus L(A5) =L, dus L regulier, Omdat L” =L U {A},

is ook L¥ regulier, B

We zullen aantonen dat alle reguliere talen te verkrijgen zijn uitgaande

van eindige talen door herhaaldelijke toepassing van vereniging, concatena-
tie en steroperatie. Daarbij zijn echter niet alle eindige talen nodig, om-
dat sommige eindige talen uit andere eindige talen verkrijgbaar 2ijn met
behulp van genoemde operaties. Allereerst is een niet-lege eindige verza-
meling vereniging van singletons (verzamelingen met één element):
{ao,...,an_1}= {ao} u...Uu {an_1}.Verder is een singleton van een niet-leeg
woord concatenatie van singletons van éénletterwoorden: -

{Egenty b = Lg) e {Ey_,}. Bedenkt men ook nog dat {A} = Q*, dan ziet

men dat we kunnen volstaan met @ en {£} voor alle £ € I.

Definitie Rec

Rec is de kleinste onder de verzamelingen F van talen, die voldoen san:
@ €eF
{€} € Fvocr alle £ € I,
als LE Fen ME F, dan L UME Fen LM € F,

als L € F, dan L* € F,

Met het woord kleinste is bedoeld dat voor alle F, die aan bovenstsande

elsen voldoen, geldt Rec © F en dat Rec zelf ook san die eisen voldoet,

We tonen eerst aan dat Rec bestaat. Dit kan op twee manieren.

1. Er bestaan verzamelingen van talen, die aan de eisen voor F voldoen,

bijvoorbeeld P(I¥), de verzameling van alle talen. Verder is het wo,

dat de doorsnede van een collectie van F's, die alle aan de eisen vol-
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doen, ook san de eisen voldoet. We vinden nu Rec als de doorsnede van
alle F's die aan de eisen voldoen.

2. Neem de verzameling van alle talen, die ontstaasn door een eindig, maar
onbegrensd santal malen operaties (L,M)#+ L UM, (L,M) P IM en L HkL*
toe te passen, uitgsande van de talen @ en {E} voor £ € I. Dat levert
een verzameling talen, die zan de eisen voldoet en kennelijk ook de

kleinste.

Stelling 4.2. Rec = verzameling der reguliere talen,

Bewijs: Op grond van de resultaten van §3 en Stelling 4.1 is de verzameling
der reguliere talen een verzameling die aan de eisen voor F in de definitie
van Rec voldoet, dus Rec < verzameling der reguliere talen. Stel nu L een
reguliere taal en A = <S,I,6,sO,F> een eindige automaat zo, dat L = L(A).

We nummeren de elementen van S: stel #5S = n en S = {SO,...,Sn }; ock hier

=1

is 5, de begintoestand. We defini8ren nu talen L(i,j,k) voor {i,jlc{0,...,n-1}

en X € {0,...,n}, als volgt

[N #*
L{i,j,k):= {x €I ]é(si,x) =55 A Vy +Hye = x:\é(si,y) =

EI"’VZEI

I

siao.?.(k]} .

We bewijzen dat alle L(i,j,k) € Rec en wel met volledige inductie naar k.

Als x € L{i,j,0), dan £(x) € 1, dus L(i,j,0) eindig, dus L{i,j,0) € Rec.

Stel nu de bewering juist voor zekere k < n. Er geldt
L(i,j,k+1) = L{i,j,k) U L{i,k,k)(Lik,k,k))*L{k,i,k).

Dat ieder element van het rechterlid ook element is van het linkerlid, is

duidelijk. Een element x van het linkerlid voeren we door de automsat A
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beginnend in toestand S+ Het eindigt dan in toestand sj. Als alle toestan-

den nummers <k hebben dan x € L(i,j,k). Zijn er tussentoestanden met nummer

k, dan verknippen we het woord tot een concatenatie van woorden bij iedere

plaats waar een toestand met nummer k optreedt, Het voorste woord in deze conca—

tenatie zit in L(i,k,k}, het achterste 1in Lik,2,k) en eventuele tussenge-

legen woorden in L(k,k,k). Dus x € rechterlid. Volgens inductieveronderstel-

ling zijn alle talen in het rechterlid elementen van Rec, dus ook

L{i,j,k+1) € Rec, Nu is L{i,j,n) = {x € I*IG(si,x) = Sj} en dus

L= U L(0,j,n). Daaruit volgt L € Rec. ]
sj€F

In Stelling 4.2 wordt een zogenaamde recurrente karakterisering van de re-

guliere talen tot stand gebracht. Op grond daarvan kan men van een eigen—

‘schap van talen aantonen dat zij voor alle reguliere talen geldt, door aan

te tonen dat @ en {£} voor alle £ € I de eigenschap hebben benevens dat als

L en M de eigenschap hebben, dit ook geldt woor L U M, 1M en L*. Een voor-

beeld hiervan levert de gespiegelde LT van een taal L, gedefinieerd door

1l:< {lex € L} .

Stelling 4.3, Als de taal L regulier is, dan is LT regulier.
‘Menkanditbewijzendoorhetbovenstaandetoeytepassen(n;deeigenschap
IIT‘ . n

L7 is regulier”,

Opgave., Voer dit uit.
Als men een reguliere taal cpbouwt met een recurrent Proces, dan kan men
dit proces weergeven met een expressie, die uitdrukt welke operaties suc-

. . . * *

cessievelijk zijn toegepast. Zo is {amannlEIN,11€Iﬂ} = {a} {B} . We laten

nu de accolades weg en komen zo tot reguliere expressies.
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Definitie reguliere expressie

Stel I een verzameling aymbolen, I 0 {(,),# U,x} = @.

Ms o € I, dan is o een reguliere expressie;

# is een reguliere expressie;

als E en F reguliere expressies zijn, dan zijn (B U F) en (EF) reguliere
expressies;

als E een reguliere expressie is, dan is E% een reguliere expressie;

alleen hetgeen op grond ven bovenstaande voorschriften is gevormd, is een
reguliere expressie,

Voorbeelden van reguliere expressies zijn @, @%, (o U R), ((a U B)(B U y))x .
We definiren nu de taal L(E) van een reguliere expressie E door recurrentie

langs de opbouw van E.

Definitie tasal van een reguliere expressie

L(#):= ¢;

als a € I, dan L{a):= {a};

als E en F reguliere expressies zijn, dan L((E U F)):= L(E) U L(F) en
L{(EF)):= L(E)L(F);

*
als E een reguliere expressie is, dan L(Ex) = (L(E)) .

*
Stelling L.L, (Kleene). Stel I symboolverzameling,l € I . Dan geldt:

L is regulier ® er bestaat een reguliere expressie zo, dat L = L(E).
Dit volgt direct uit Stelling k4.2,

Bij verschillende reguliere expressies kan dezelfde taal behoren; noem

deze equivalent: E = F: @ L(E) = L(F),
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Enkele voorbeelden van equivalente reguliere expressies:

(ac UB)* = (o % BX)x
(o U8}k = ((ax B x)xax) ,
(o % g)x = (& xU ({aUB)XB)) .

§5. TALEN VAN TYPE 3

Een grammatica is van type 3 als alle regels van de gedaante (A,qB) of (A,q)
zijn met A € IN’ B € IN’ q € I; . Voor afleidingen vij een grammatica van
type 3 geldt het volgende:

Als p : r, dan is het aantal voorkomens vaf hulpsymbolen in r € het aantal
voorkomens van hulpsymbolen in p.

#* * *
Als Z=» r, dan r € IT of r = sB met 5 € Ips B 3 IN'

* *
Als Z=r, r &€ IT’ dan bestaat een afleiding uwit een aantal malen toepas-
sing van een regel van de gedasnte (A,yB) (dit asntal kan nul zijn), ge-~

volgd door €én toepassing van een regel van de gedaante (4,q).

We willen nu aantonen dat we ons kunnen beperken tot het geval dat voor

alle regels var de gedaante (A,gqB) geldt R{g) = 1 en voor alle regels van

de gedeante (A,q) geldt £{q) = 0, zonder dat daardoor de klasse der gege-
nereerde talen wordt verkleind. We zullen zulke regels tijdelijk "toegelaten"
regels noemen: (A,aB) of (A,A) met A € IN’ B E IN, a € IT. De overige regels
noemen we "verboden": (A,qB) met £(a) 2 2, (A,q) met £(g) > 1, (A,B).

Stelling 5.1. Bij ledere grammatica G van type 3 bestsat een grammatica '
van type 3 zo, dat L(G') = L(G) en alle regels van G' de gedsante (A,aB)

of (A,A) hebben met A € Ig» BE Iy, a €1,
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Bewijs: We onderscheiden twee gevallen.

1.

Alle verboden regels van G zijn van de gedaante (A,B). We passen dan
volledige inductie toe nasr het aantal hulpsymbolen, die in rechterleden
van verboden regels voorkomen.Als dit aantal nul is, dan zijn er geen verbo-
den regels en kiezenwe G' = G. Als het santsal >0 is kiezen we een hulpsym-
bool C, dat in een rechterlid van een verboden regel voorkomt. We constru—
eren een grammatica G", die alleen in.de verzameling regels van G ver-—
schilt, Deze verzameling regels krijgen we door wijziging van de verza—
meling regels van G en wel dcor voor iedere regel van de gedaante (P,C)
in G deze regel weg te laten en voor iedere regel van de gedaante (C,r)
met r # C in G een overeenkomstige regel (P,r) toe te voegen. Het is
duidelijk dat ook in G" alle verboden regels van de gedaante {A,B) zijn
en dat het aantal hulpsymbolen, die in rechterleden van verboden regels
voorkomen &&n minder is dan bij G. Op grond van de inductieveronderstel-
ling is er een grammatice G' met uitsluitend toegelaten regels zo, dat

L{G') = L{G"), We tonen aan dat L(G") = L(G). Stel eerst x € L{G") en
beschouw een afleiding van x behorend bij G". Als bij een stap van die
afleiding een regel is toegepast, die geen regel van G is, dan is dat

een regel van de gedaante (P,r) als hierboven ingevperd en de afleidings-—
stap is uP, ur. Bij G kan dit door twee afleidingsstappen worden ver-—
vangen: uP, uC, ur. Zo kan de afleiding omgezet worden in een afleiding
bij G, zodat x € L(G). Gean we omgekeerd uit van x € L(G) met een aflei-
ding bij G, den mogen we aannemen dat bij de afleiding geen regels van |
de gedaante (A,A) zijn.toegepast, omdat zo'n toepassing de symboolrij
niet verandert en de bijbehorende stap dus overgeslagen kan worden.Een
toepassing-fan een regel die nief in GJ";5;;;;5;?’;;£;uig;"gg;"fgééi o
{(P,C) en de afleidingsstap is uP, uC. De volgende afleidingsstap

levert dan ur, met toepassing van een regel (C,r) met r # C.
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In G" kunnen deze twee stappen tot één samengetrokken worden:

uP, ur met toepassing van de regel {P,r). Zo wordt de afleiding omgezet
in een afleiding bij G", zodat x € L(G"). Daarmee is L(G") = L(G) aan-
getoond en dus ook L{G') = L(G),

In G komt een verboden regel voor die niet van de gedaante (A,B) is.

We passen nu volledige inductie toe naar het smantal verboden regels.We
beschouwen eerst het geval dat er een regel is van de gedasante (A,gB)

met L(q) 2 2. Kies er zo een: (AE. ... EQ—TB) met £ 2 2, ¢

0 O""’E£—1
alle in IT' We definiéren nu een grammetica G". De verzameling hulpsym-
bolen bestaat uit de hulpsymbolen van G met daaraan toegevoegd £-1 nieuwe
hulpsymbolen XO""’XE-Q' De verzameling regels ontstaat uit de verzame-

ling regels van G door de regel (A,EO ces ££_1B) weg te laten en de vol-

gende regels toe te voegen:
(A,EOXO) ]

ot gty
(%, .8y B) -

11 ) voor j € {0,...;£-3},

Het is duidelijk dat in“é"rhet aantal verboden regels é&n minder is dan in
G, zodat op grond van de inductievenonderstelling of op grond van geval 1
een grammatica G' met uitsluitend toegelaten regels bestaat zo, dat

L{G'") = L(G"), We tonen aan dat L(G") = L(Q). Stel eerst x € L{G) en be-
schouw een afleiding van x bij G. Een toepassing van‘de regel

(A,EO . ££_1B) kan pij G" door I stappen vervangen worden die successie-
velijk de bij deze regel bBehorende £ regels gebruiken. Daaruit volgt dat

x € L(G"). Omgekeerd stel x € L{G") met een afleiding bij G". Toepassing

van regels van & kan nooit &€n van de nieuwe hulpsymbolen opleveren. Als
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in de afleiding regels worden toegepast die niet in G voorkomen, dan
moet dit de eerste maal dat dit gebeurt de regel (A,EDXO) zijn. Er is
slechts é€n regel die XO in het linkerlid heeft enz. Zo voortgaande

ziet men, dat het bovenstaande rijtje regels in volgorde achter elkaar
moet worden toegepast. In G kunnen deze £ stappen vervengen worden

door de ene stap met toepassing van (A,EO...EE_1B). Door herhaalde
toepassing vinden we een afleiding bij G en dus x € L(G). Daarmee is
L{G") = L(G) sangetoond en dus ook L(G') = L(G).

Het geval dat we een verboden regel hebben van de gedaante (A’£O°"€£~1)
met £ 2 1 wordt op analoge wijze behandeld met £ nieuwe hulpsymbolen

XO""’XE—l en ter vervanging van de regel (A,f ££_1) de regels

OIII
(A,EOXO) ,
(xj,gj+1xj+1) voor j € {0,...,2-2} ,
(X£‘1!A) .
We werken dit niet verder uit. E

Als een grammatica G van type 3 uitsluitend tcegelaten regels heeft, dan
bestaat een afleiding van een woord x € L(G) uit £(x) + 1 stappen. Na

*
k stappen (k € £(x)) is een woord verkregen van de gedaante uA met u € IT’

f£(u) =k, A € I, en w is een beginstuk van x.

Stelling 5.2. L3 = verzameling der reguliere talen.

Bewijs: ©Stel L € L3. Op grond van Stelling 5.1 bestaat er dan een gram-
matica G van type 3 zo, dat L = L(G) en alle regels van G zijn van de ge-

daante (A,oB) of (A,A) met A€ 1 _, B € Tge @ € Ip. We definiéren een eindige

N’

automaat A = <S,IT,6,50,F> door S:= P(IN)’ §(V,E): ((C,EB) €R1}

{B € INIBCEV

voor VE€ S, £ € IT’ 5q%= {Z}, F:= {V € S|ECEV[(C,A) € R]}. Met recurrentie
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* *
langs de opbouw van x € I bewijst men dat d(so,x) = {B € IN|Z E xB} en

* *
daaruit volgt G(SO,x) € Fa3 [Z-z XB A (B,Az ER]e Z:E x, dus

BEIN
Stel nu omgekeerd L regulier, Er bestast dan een eindige automaat

*
A =<8,I,8, sO,E> zo, dat L = L(A). We mogen veronderstellen dat SN I = ¢;

anders vervangen we S door een andere verzameling met eanpassing van 6§, 5,

en F. We definiéren nu een grammstica G als volgt: I _:= 8, I,:= I, Z:5 s

N T 0
R:= {(s5,£8(5,£))|s € 5,E € IT} U {(s,A)|s € F}. Het is duidelijk dat G een
grammatica van type 3 is. Verder geldt voor s € S5, x € I; dat
(8{s,x),E6{s,xE)) €R. Stel nu x.= go...E£_1€lAA),hdan levert Xj::

= 50"'5j-15(50’50"'55~1) voor j € {0,.{.,£}€ﬂ1X£+1:=EO...€2_1 een afleiding
XO""’X£+1 van x bij G. Stel nu omgekeerd XO""’XE+1 een afleiding bij G
van EO"'EE—1’ dan geldt Xj = EO...Ej_16(so,EO...£j_1) voor J € {0,...,L}

en G(SO’€O°"EE—1) €F, 1

Ssmenvattend kunnen we stellen dat de Stellingen 3.1, 4.2, 4.4 en 5.2 ons

in totaal vijf verschillende karakteriseringen van reguliere talen hebben
opgeleverd (inclusief de alg definitie gekozen karakterisering). Het voor-
deel is, dat we in elk voorkomend geval kunnen kiezen welke karakterisering
ons het beste uitkomt, Dat het complement van een reguliere taal regulier

is volgt gemekkelijk uit de definitie of uit Stelling 3.1 (index(eL) =

= index(eI*\L)). Dat de gespiegelde van een reguliere taal regulier is wvolgt

gemakkelijk uit Stelling 4.2 of L. (zie ook Stelling 4.3). Dat een reguliere

taal contekstvrij is volgt direct uit Stelling 5.2.

Men kan ook een grammatica spiegelen: een grammatica G veranderen in een gram-—
matica G' door iedere regel (p,q) te vervangen door (pT,qT). Het is duide-

1ijk dat L{g'") = (L(G))T. Doet men dit met een grammatica van type 3 dan
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ontstast een grammética, waarven de regels van de gedaante (A,Bq) of (4,q)
met A € TN’ B € IN’ q € I; zijn; een dergelijke grammatica wordt linksline-
air genoemd. Omdat grammatica's van type 3 reguliere talen opleveren en
gespiegelden van reguliere talen weer regulier zijn leveren linkslineaire
grammatica's ook reguliere talen op. Stopt men echter rechtslineaire en
linkslinemire regels in één grammatica, dan hoeft dit niet meer het geval
te zijn. Zo genereert de gremmatica met Iy = {Z,A},IT = {a,B}, R =

={(2,08),(A,28),(Z,A)} de taal {oa"8"|n € W}, die niet regulier is.

Het is duidelijk dat de gespiegelde van een contekstvrije grammatica con-

tekstvri] is. Dit levert de volgende stelling.

. .. . . T - -
Stelling 5,3. Als L een contekstvrije taal is, dan 1s L~ een contekstvrije

taal.
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HOOFDSTUK 2. CONTEKSTVRIJE TALEN %

INLEIDING

In §1 is vastgesteld wat een contekstvrije grammatica is: alle regels zijn
van de gedaante (A,q) met A € IN’ g € I*, Bij een afleidingsstap wordt een
hulpsymbool A vervangen door q, ongeacht de rest van de symboolrij waarin
deze A voorkomt; dit verklaart de term "contekstvrij". Dit contekstvrije
karakter maakt het mogelijk om een afleiding op een andere wijze te be-
schouwen. We leiden dat in met een voorbeeld van een afleiding, waarin we
de optredende symboolrijen onder elkaar schrijven en met streepjes aangeven,

heoe de regels worden toegepast,

Toegepaste regel:

Z.

NG (Z,BAB)

B AB

RS (A,yad)

B vy aAB

£|3 - T\\]3 (4,00)
a o o .

TN (5, 8¢a)

B yaaapCuao

RN (C,v)

B vyacooBya

/Z\
B //{\ %§>\ Aan deze boom is wel te zien welke regels zijn
Yo ABCuo toegepast en hoe de regels zijn toegepast, maar

niet in velke volgorde. Deze boom kan dan ook bij

een andere efleiding horen, bijvoorbeeld:
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Toegepaste regel:

AN (z,84B)

A B,

(B,8
%Q?\Eiifz\\\a B,BCo)
NN ST (hoved

[ N R (¢,¥)
A

NS

Het eindresultast is hetzelfde, maar de symboolrijen die in de tussenstappen

T — "_‘N

!
¥
|
Y

optreden, zien er heel anders uit. We wensen nu deze twee afleidingen als
niet essentieel verschillend te beschouwen. Dit betekent, dat we de hierboven
afgebeelde ingekorte.boom als datgene opvatten, waarin alle essentiéle
informatie betreffende de afleiding is weergegeven. Onder meer volgt daar-—
uit ook het afgeleide woord Byacafya . We willen een dergelijke afleidings-—
boom nu ook formeel beschrijven. Voordat we dit doen willen we nog op een
verschijnsel wijzen, Hierboven hebben we gezien, dat bij verschillende af-
leidingen dezelfde afleidingsboom ken behoren. Het is echter ook mogelijk

dat bij verschillende afleidingsbomen dezelfde afleiding hoort. In een af-

leidingsstap Xj = Xj+ wordt een afleidingsregel toegepast: Xj = riAs,

1

X = rqs, (A,q) een regel. De vraag is of het mogelijk is om in Xj op een

g+

andere plaats een regel toe te passen zo, dat dezelfde Xj+ wordt verkregen.

1
Als voorbeeld nemen we een regel (A,A} en een overgang vikg =ra® s,
Als k¥ > 1, is niet vast te stellen op welke A de regel is toegepast. Een
ander voorbeeld krijgen we als we beschikken over regels (A,AaB) en
(B,BaB). Nu gaat rAaBs met de eerste regel over in rAaBaBs, maar met de
tweede regel eveneens. Aan deze voorbeelden zien we, dat bij gegeven af-

leiding de plaats, waar de regel bij een stap wordt toegepast, niet hoeft

vast te liggen; bij zulk een afleiding behoren verschillende afleidingsbomen,
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Het is mogelijk om aan de regels beperkingen op te leggen, waardoor boven-—
genoemd verschijnsel onmogelijk wordt gemaakt, Als voor een regel {a,q)
geldt g # A en het vocorste en het achterste symbool van g zijn # A, dan

ligt bij toepassing van deze regel de plaats waar een regel wordt toegepast
vast. Immers, stel rAs = rqs en hetzelfde effect kan worden verkregen door
toepassing van een regel op een andere plasts. Als die plaats in r valt,
blijft het gedeelte rechts van die plaats onveranderd in strijd met het feit
dat het achterste symbool van ¢ # A is. Analoog als de plaats in s valt.
Voor de beoogde toepassingen is het echter niet gewenst om de genoemde beper-

king op te leggen. Men noemt regels van de gedaante (A,Ar) linksrecursief

en regels van de gedmante (A,rA) rechtsrecursief; dergelijke regels en ook

regels met leeg rechterlid komen in toepassingen veel voor.

Men kan echter het verschijnsel ook bestrijden door het begrip afleiding
te verfijnen en in de afleiding zelf aan te geven, waar de regel wordt toe-
gepast. Dit leidt tot een gespecificeerde afleiding. Ter inleiding schrij-
ven we een afleiding als volgt:

R T R L R N S TR AL NP R

= w r v, met toepassing ven de regels (Z,ro), (A1r1),...,(Ak,rk). Om de

eerste stap geen uitzonderingspositie te geven voeren we nog in AO = 7,
% ,
Uy = L = A, Verder geldt ukrkvk € IT . D1t leidt nu tot de volgende formele

definitie.

Definitie gespecificeerde afleiding

Stel een contekstvrije grammatica ¢ = <I,IT,Z,R> . Een gespecificeerde af-

*
leiding bij & bestaat uit k € W, Unseee sl s Vgrt eV alle € I

g
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(Ao,r Yseensf ,rk), alle € R,

0
*®
AO = Z, Uy = Vg T A, W Ty Vie € IT .

u,r.v, = voor j € {0,...,k-1} .,

5T3%5 T VeV
Bij een gespecificeerde afleiding behoort een afleiding XO""’Xk+1’ waarin
Xy = Z, Xj+1 = ujrjvj voor J € {0,...,k} . Het woord w r, v, heet het afge-
leide woord van de gespecificeerde afleiding.
We kunnen bi] een afleiding de keuze van het te vervangen hulpsymbool vast-

leggen door de afsprask steeds het meest linksstaande hulpsymbool te kiezen.

De gespecificeerde afleiding wordt dan linkspreferent genoemd; aan de eisen

*
voor een gespecificeerde afleiding wordt dan toegevoegd: Uyse o e sty alle € IT.
We verwachten dan een bijectieve betrekking tussen linkspreferente gespeci-
ficeerde afleidingen en afleidingsbomen. De laatste gaan we nu definiéren.

Een boom is een specisal geval van een graaf en bestaat uit knopen en takken.

In ons geval is er een knoop, waar de afleiding begint, die we de wortel

van de boom kunnen ncemen. Bij iedere knoop hocrt een symbool, maar hetzelfde
symbool kan meermalen voorkomen. We kunnen de symbolen dus niet als namen
voor de knopen gebruiken; de knopen zijn echter wel gemerkt (Engels: labeled)
met symbolen. Uitgaande van de wortel zijn de knopen te verdelen in horizon-
tale lagen, waarin ook een volgorde van links naar rechts is vastgelegd.

Dit benchrijven we door de knopen te coderen met rijen natuurlijke getallen,
waarbij de met een knoop met code r verbonden volgende knopen als code krij-
gen r gevolgd door 0O,1,... . De wortel geven we de lege rij A, Let wel dat
deze codering ook de takken van de boom vastlegt. Voor de formele beschrij-

* - .
ving noemen we I de verzameling van de eindige rijen natuurlijke getallen
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7 A

ooz/ ote 20
10 11 _
| 4
200 201 202
inclusief de lege rij A. We schrijven zulke rijen met een komma als schei-
dingssymbool, bijvoorbeeld 2,6,13,4, Ook voor de concatenatie ven zulke
rijen gebruiken we een komma: als r en s zulke rijen zijn, dan is r,s de
concatenatie van beide. Voor een afleidingsboom is er nog een functie f
nodig, dle vastlegt welke symbolen aan de knopen werden gehecht; tenslotte
moet de vertakking bij iedere knoop corresponderen met de toepassing van
regels uit de grammatica en moet de boom een uit eindsymbolen bestsand

woord opleveren.

Allereerst definiérenwe nog twee afbeeldingen. Als B een eindige deelver-

* * *
rameling van W is defini&ren we DB : N - P(N) en Vg N - N door

M .
voor + € W te stellen DB(t):= {n € I |t,n € B} en v_(t):= #DB(t).

B

Definitie afleidingsboom

Stel een contekstvrije grammatica G = <I,IT,Z,R> . Dan heet T =<B,f> met

%
BE<c N en f : B - I een afleidingsboom als geldt:

1. B eindig, B# ¢ ,
*
2. alst€]N,nE]Nent,nEB,de.ntEB,

3. als t € B, dan DB(t) ={n € N|n < vB(t)} ,

5. als t € B, f(t) € I_, dan vB(t) =0,

T!

6. ais t € B, f(t) € I, dan (f(t),f(t,O)...f(t,vB(t) - 1)) € R.

N’
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We maken enkele opmerkingen over deze definitie. Als t € ]N*, s € ]N* en
t,s € B, dan t € B. Dit vblgt met recurrentie langs de opbouw van s uit
voorwaarde 2. We noemen t een antecedent van t,s, mits s # A, Omdat B # @,
geldt dus ook A € B; dit zorgt er voor dat f(A) in b. gedefinieerd is.
Voorwaarde 3. garandeert dat de in 6. voorkomende toepassingen van f gede-
finieerd zijn. Als t € B en u een antecedent van t, dan f(u) € IN. Immers,
er is een 8 # A zo, dat t = u,s, dus er is een j € N zo, dat u,] een ante-
cedent ven t of t is. In ieder geval is u,j € B en u € B; nu levert voor-

waarde 5., dat f{u) € I_. Het is toegestaan, dat als f(t) € I, de vB(t) = 0,

N
in dat geval onstaat er in 6. een regel met een leeg rechterlid: {(f(t),A)}.
Soms geeft men een wat zwakkere definitie, waarbij men niet de eis stelt

dat de knopen, die met een gegeven knoop door een dalende tak zijn verbon-
den, opeenvolgende nummers krijgen: men laat daarin lacunes toe. Dit bete-~
kent, dat voorwaarde 3,vervalt, maar dit leidt ertoue dat voorwaarde 6.
anders geformuleerd moet worden. Daartoe hebben we de behoefte aan een rang-

schikkingsfunctie, die we ook voor andere doeleinden kunnen gebruiken. We

nemen daarbij als bekend asn, dat men een eindige totaal geordende verzame-
ling zo kan nummeren, dat de ordening van de nummers correspondeert met de
ordening in de verzameling. Formeel: als <D,< > een eindige totaal geordende
verzameling is, dan bestaat er één en slechts één bijectie

rD:{nGJN| n<#D} » D zo, dat als k € N, L € W, k < £ < #D, dan

rD(k) < rD(E). In het bijzonder geldt dit als D < N, D eindig. De afbeel-
ding ry hangt behalve van de verzameling D ook van de ordening van D af.

We vervangen 6. nu door

6'. als t € B, f(t) € I dan(f(t),f(t,rDB(t)(O))...f(t,rDB(t)(vB(t) - 1)) €R.
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Als we in de definitie van afleidingsboom de zes voorwearden vervangen door
1.,2.,h.,5.,6". dan spreken we van een quasi-afleidingsboom. Het is mogelijk
om een quasi-afleidingsboom om te zetten in een afleidingsboom; daarbi]

verandert het straks te definidren afgeleide woord niet, Dit gean we niet na.

* # *
In W wvoeren we de bekende lexicografische ordening in. Voor r € W .5 €W

geldt r < s dan en slechts dan als:

atGJN* auEJN* avE]N* aiEJN ajEJN [r=t,i,uens =1%,j,venic<j]
of

atEIN* [t # Aens=r1r,t] .

*
Dit is een totale ordening van IN . Om het afgeleide woord van een afleidings-

boom te vinden, nemen we de verzameling E:= {t € B|f(t) € IT} en vormen een
woord door de labels van de knopen in E achter elkaar te zetten corresponde~
rend met de lexicografische volgorde van de elementen van E:

f(rE(O))...f(rE(#E ~ 1)) . Het zal blijken, dat dit woord in L{G) zit.

AFLEIDINGEN EN AFLEIDINGSBOMEN

We leggen nu een verband tussen afleidingsbomen en gespecificeerde afleidingen.
We beschrijven daartoe twee constructies. Constructie I maakt bij een gege-
ven afleidingsboom een linkspreferente gespecificeerde afleiding, waarbij
hetzelfde afgeleide woord behoort. Constructie II maskt bij een gegeven
gespecificeerde afleiding een afleidingsboom, waarbij hetzelfde afgeleide
woord behoort. We tonen echter ook nog aan, dat de twee constructies in
zekere zin elkaars inverse zijn. Passen we op een afleidingsboom construc-
tie I toe en op de daaruit verkregen afleiding constructie I, dan krijgen

we de gegeven afleidingsboom terug. Gaan we uit van een linkspreferente
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gespecificeerde afleiding, passen we daarcp constructie II toe en op het

resultaat daarvan constructie I dan komt er de gegeven afleiding uit.

Het uit te veoeren programma kan worden weergegeven in het volgende schema.

constructie I
afleidingsboom » linkspref. gespec.afl.(zelfde afge-
leide woord)

constructie II

gespec,afl, + afleidingsboom (zelfde afgel.woord)
I JIT
afl. boom —— gespec.afl. — afl, boom (zelfde afl. bhoom)
I II
linkspref.gespec.afl. — afl.boom —— gespec.afl, {zelfde gespec.
afleiding)

Als dit voltooid is, is het onverschillig of men met een afleiding dan wel
met een afleidingsboom werkt, omdat men desgewenst van de ene op de andere

kan overstappen. De keuze geschiedt op pragmatische gronden.

We gaan nu constructie I beschrijven. Er 1s dan een afleidingsboom gegeven

en we moeten komen tot een gespecificeerde afleiding u . De letters,

grere
die in die woorden voorkomen, worden verkregen door de labels te nemen van
knopen uit B. Als tussenstap voeren we daerom rijen knopen U.s... 1in, dat
zijn in feite elementen van tm*)* . Om verwarring te voorkomen gebruiken
we bij de laatste rijvorming de puntkomma als scheidingssymbool.
Voorbeeld: 0,2,131,033,1,2;1;032,3. Wat tussen de_puntkomma's staat zijn
elementen van m* ; deze zullen we in het vervolg in oneigenlijke zin ook
letters noemen. Ook de concatenatie in CN*)* vordt met puntkomma aange-
duid. Er is nog een moeilijkheid met het lege woord. 1nA]N* zit het lege

* % .
woord A dat dus als letter in een rij uit (N } kan worden gebruikt, zo-

als trouwens in het gegeven voorbeeld ook gebeurd is. Daarnaast is er ech-
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*® %
ter ook het lege woord in (M } ; ter onderscheiding zullen we dat met A

aanduiden.

Laat nu een afleidingsboom <B,f> en dus ook een contekstvrije grammatica

f

gegeven zijn. Definieer n.: vE(h), dan 1 €N enr_:= O;...;no-1, dan

0

(=3

— * e —
T € B . Verder A0:= A, Ugi= A, vozzvﬁ. We gaan nu een inductief proces

toepassen, waarvan we de inductiestap beschrijven. Stel j € W, j > 0 en

*
uj_1, rj_1, vj—?’ Aj—1’ nj_1 verkregen zo, dat uj_1, rj_ﬂ, Vj—1 €B.,
Ay € B, f(Aj_1) €1, g = vB(Aj~1) en voor alle letters t in Ui

geldt f(t) € Ip. Merk op, dat dit bij het begin van het proces voor j = 1

J- T

dan stellen we k:= j-1 en breken het proces af. Zo niet, laat dan EE de

geldig is. Als voor alle letters t in u. 13 Tyoqs vj_1 geldt, dat f(t) € I

meest linkse letter t in Ui 43 Ts 030V zijn, waarvoor f{t) € I_ en maak

J J J=1 N
de concatenatie u. .3 r., .; v. = Gf} Ej} v.. Dit definieert u. en V..
=17 73=17 5-1 597 J J
Verder definifren we nj:= VB(Kg) en ;EE= KE,O;...;ET}nj—1. Dit alles wol-

doet aan de voorwamarden van de inductiestap met j vervangen door Jj+1.

Bij een inductiestap kan het proces afbreken of doorgaan. We willen aantonen
dat het proces na eindig veel stappen afbreekt. We doen dit door te laten
zien dat steeds "nieuwe" knopen van de boom worden gebruikt. In het bij-
zonder blijken de K; verschillend te zijn. Om dit te bereiken hebben we
enkele hulpstellingen nodig, die zelf weer met inductie worden aangetoond.
We zullen deze hulpstellingen echter later nogmaals willen gebruiken en
maken ze daarom los van de constructie, waar we nu mee bezig zijn. We formu-
leren eerst een asantal voorwaasrden voor de drie hulpstellingen gezamenlijk;
deze voorwaarden zijn bij de nu in het geding zijnde constructie vervuld.

Deze voorwaarden luiden:
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J doorloopt M of de natuvurlijke getallen <k;

_— o — _ * %
n, €E N, A. €EN .enu, en v, &lle € (I ;
i * 4 * 7 J i () s

AO=A’{;(;=O='A"
rj = Aj,O; cee 3 K;, n.-1 ;
voor j # O: Us_q3 Tyq3 Vig = uj;AJQ Vj .

Hulpstelling T.1. In Eg; ;3; ;; zijn de letters lexicografisch opklimmend
geordend; geen der letters in de rij is antecedent van een letter in die
rij.

Bewijs: Volledige inductie naar j; j = 0 is triviaal. Stel nu jJ > 0 en

de bewering juist veor j=1. Er geldt nu

U,y T3 V, = Usj A:50300u3 Aoy n,=13 v,
(*) JS JS J J’ J’ » > J’ J ]
U,3 ALs V. = U, 3T, 3 V. . .
3’37 =17 "§-1t g1
De inductiestap i1s nu eenvoudiguit te voeren, |

In de volgende hulpstellingen zijn er i en j, die beide aan de hierboven

geformuleerde voorwaarden voor j voldoen.

Hulpstelling 7.2. E; en alle antecedenten van K; komen niet als letter voor

in E;} ;;; ;; voor glle j 2 i. Als i # O dan kemt E; als letter voor in

u

=17 Tie1d Vi
Bewijs: De tweede bewering is triviael, De eerste bewering bewijzen we met

volledige inductie naar j. Voor j = 1 gaan we uit van

53 Ty Vs = ws A,Op..05 A, ni-1y v, Als ng > 0 dan volgt de bewering

direct uit hulpstelling 7.1. Als echter n. = 0, dan is ;;‘=_£. Als nu i » 0,

dan volgt de bewering uit ET; K;; Y. = u en hulpstelling 7.1.

i i $=1* Ti-13 Viog
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Als echter 1 = 0, dan u. = ;; = A en de bewering is triviaal. We stellen
nu j > 1 en nemen asn dat de bewering voor J=1 geldig is. De inductiestap
is nu eenvoudig uit te voeren met de in het bewijs van hulpstelling 7.1

opgeschreven formules (=), [ ]

Hulpstelling T.3. Als i # j, dan E; # EE.

Bewijs: Stel i < j, dan levert hulpstelling 7.2:

K;-komt niet als letter voor in us_ 43 Tiq3 Vs

J-1*
A komt wel als letter voor in V. ,3 . 3 V. L.
J J=17 T §=17 g
Dus A. # A.. . | |
1 J

We keren terug tot het constructieproces. Uit hulpstelling 7.3, uit het

feit dat alle KE knopen van B zijn en B eindig is, volgt dat het proces af~

breekt en ons oplevert een X € N en uo,...,uk,vo,...,;;; ;;,...,rk,

AO,...,Ak. We krijgen nu de overeenkomstige u zonder overstreping

02
door letter voor letter de afbeelding f toe te passen, Dat dit een links—
preferente gespecificeerde afleiding oplevert is eenvoudig na te gaan. We
moeten nog santonen dat W TV het.afgeleide woord van de afleidingsboom
is. In G;} ;;} ;;'zijn de letters lexicografisch geordend (hulpstelling 7.1)
en hun lebels z2ijn eindsymbolen op grond van de constructie. We zijn klaar,

als we aantonen, dat als t € B, f(t) € I_, dan komt t als letter voor

III!

in Wes Ty Ve Dit volgt uit hulpstelling 7.4, die wel afhangt van de be~

schreven constructie,

Hulpstelling 7.4, Stel t € B, t ¢ {E;Z...,E;}. Als j € N, j € k, dan komt

t of een antecedent van t als letter voor in ui; rj; vj.
L3
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T,

Bewijs: We pgssen volledige inductie naar j toe; eerst j = 0. Omdat

t # KB_= A,_fis er een h € B zo, dat h antecedent van t of t is. Omdat

t € B, geldt h € B, 1 < v (A), dus h komt als letter voor in Ty =u ;7 ;v,.

Stel nu j > 0 en de bewering juist voor j-1. Wé'gebruiken weer de formules

]

(*) uit het bewijs van-hulpstelling T7.1. Als t of een antecedent van t als
letter in ;Elof ;; zit zijn we klaar.lAls dat eéhter niet zo is, volgt uit
t# K; en de inductieveronderstelling dat Eg een antecedent is van t.

Dan is er #en 1 € W zo, dat A_J.,i een antecedent van t of t is. Maar dan geldt

K:,i EER, aug i< vB(E;j = nj, dus K;,i komt als letter voor in ;E-en dus

ULy T v, |
J u 2

Uit bulpetelling 7.4 volgt, dat als t € B en f{t) € t of een antece-

IT,

denu van : Lis letter voorkomt in u]; L3 Vs mger voor een antecedent s
i I

van 4 ogeldt F{s) € I, hetgeen nist geldt voor de letters, die in W T Yy
i

fv o Romen. Het iF due t zelf die dearin voorkomt. Hiermee is constructie I

.. Vocr Tater gebruxk tonen we nog aan dat A ,...,Ak

vy

oL san goet elind oLres

SR LopBN Van B o osufvoren, waar een hulpsymoool bijhoort,
culpetelling (.5, 322l ¢ £ B, Jan geld?

b e

; < . = :
I Y noa = 4
s T i ;

A a6 I

vewlas. & Lo wriviael. Stel pu £l < S VjFEJFJ Sk=t# EE]. Nu

cevert tml selling .., dat L of een anvtecedest van b oals letter voorkomt
IR v. it .o echter Sn oatrijd met L) £ 1, en fls) € I, voor alle
i i

antec-denten 5 van o . . ]
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We gaan nu constructie II beschrijven. Daartoe willen we definiBren wat de
.e . . . * . * ¥
J  letter in een woord is, zowel voor de woorden in I als die in (N ) met
betrekking tot ; als scheidingssymbool,

*
Stel 5 een verzameling symbolen; we definidren sj(x) voor x € 8, j€ IN,
J < B{x) door recurrentie langs de opbouw van x:

*
Stel x € 5, £ € S, dan definiéren we

si(x) als § < 2(x) |

s.(xE):= J
J £ als 3 = £(x).

Let wel dat voor A niets gedefinieerd hoeft te worden; sO(E) =£, SO(En) = £,

51(Eﬂ) = 1, enz.

Bij constructie II is een gespecificeerde afleiding gegeven, die niet links-
preferent hoeft te zijn. Het doel is het definiBren van een afleidingsboomn.

Als tussenstap gaan we weer overstreepten “u.,... invaeren, dat zijn

* *

elementen van (IN } van dezelfde lengte als de overeenkomstige Ugsrer o

bDit gaat als volgt.

Boi= A, u = A, voi= A, T

0 0 o 0iT 0;...;£(ro) -1,

We doen een inductiestap. Stel j € W, 0 < j €k en Aj—1’ uj_1, vj;1, rj_1

reeds gedefinieerd en van de goede lengte. Er geldt u. .r. .v. = uA.v..
J=1 -1 51 J73d

Omdat de lengtes bij de index j-1 goed zijn, kunnen we stellen

v. = u.; A.; v. en dagrmee Ef-en KT en v. van goede lengte
J-1 R R J J 1 & gt

defini&ren. Daarna definiren we rsi= EE,O;...;K;,R(rj) - 1. Dasrmee zijn

Yje1d Tioq3
de overstreepten gedefinieerd. De definitie garandeert, dat ze voldoen aan
de voorwaarden van hulpstellingenT.1, 7.2 en 7.3 met n; = ﬂ(rj) dus ook aan

die hulpstellingen zelf. In het bijzonder zijn de EE,...,E;_verschillend.
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We gaan nu de boom <B,f> defini&ren. In B nemen we op A en alle letters,

die in ;g,...,;; voorkomen. Dan geldt dat alle letters die in Gg,...,ﬁ;,

vo,...,;; voorkomen in B zitten en dat 0°*

..,E; in B zitten. Dit is een-
voudig met volledige inductie in te zien. De letters die in verschillende
;E voorkomen zijn echter verschillend, en verschillend van A. Immers, stel

dat t voorkomt in r; enu in ;g, dan zijn er h€ W en m € W zo, dat

t = Kz,h en u = ig,m. In ieder geval is dan t # A en t = u leidt tot K;3=E;
en dus tot i = j. Op grond hiervan en van het feit dat een letter ten
hoogste één meal in ;3 voorkomt, is de volgende definitie van I gerecht-

vaardigd.

f{A):= 2 .

f(si(;g)) = Si(rj) voor i < E(rj), jsk

Dan geldt echter ock

f(si(uj)) = Si(uj) voor i < E(uj)
f(si(;;)) = Si(vj) voor i < E(VJ) voor J Sk .
f(Aj) = Aj

Dit bewijst men met volledige inductie naar j. Daarbi] levert j = 0 alleen
f(];) = f(A) = 2 = A_. Stel nu j > O en de bewering waar vooOr j=t1. Dan is

0
f(si(Gggifi;T) = f(s.(u._1;r. ) = s.( } = s.(u.A.vj).

33 %=1 3-8 V- i %-1T3-1g=17 T T
Op grond van de goede lengtes geldt dan ook f(si(ag)) = Si(uj)’ f(Aj) = Aj

en f(si(vg)) = Si(vj) .

We tonen nu aan dat <B,f> een afleidingsboom is. Voorwaarden 1. en b, zijn
* - -
trivieal. Stelnut € N , n € I en t,n € B, dan 1s t,n # A, dus is er

een j € N zo, dat t,n als letter voorkomt in ;; . Daaruit volgt direct
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1

dat t = EE en n < E(rj). Hieruit volgen voorwaarden 2., 3. en 5, Verder
volgt eruit dat VB(K;} = R(rj). We tonen nu aan dat als t € B en f(t) € Iy
er een j € N bestaat zo, dat t = KE} Als namelijk t = A, dan t = Eg. Als

echter t # A, den bestaat er een h € W, 1 € h € k, zo, dat t als letter

veoorkomt in uh_1; .13 Vg €D niet als letter voorkomt in W Ty vy R

—_———— :

Dit is zo, omdat, wegens f{t) € IN’ t niet als letter voorkemt in LEEEL R :

en wel in &én der rj. Omdat W43 Tk Vye1 T Y3 Ah; vy volgt hieruit

dat t = TA;

Stel nu t € B, f£(t) € IN en kies J =zo, dat t = EE: ban geldt , '

(£{),£(t,0). . £(t,v(t) = 1)) = (f(KE),f(sO(?E))...f(sz(rj)_l(rj))) =

(Aj,sO(rj)...sz(rj)_1(rj)) = (AJ. ,rJ.) ER.

Daarmee is ook voorwaarde 6, aangetoond. Dus <B,f> is een afleidingsboom.
We moeten nu nog aantonen dat het afgeleide woord hetzelfde is. Bij de ge-

specificeerde afleiding is het Uy TV e Beschouw G;; ;;; ;;. Hierin zijn de

letters lexicografisch geordend (hulpstelling 7.1); het zijn knopen van de

bcom en f voert ze over in de overeenkomstige letters van ur hetgeen

k'K
elementen van IT zijn. Het enige dat we nog moeten aantonen is, dat iedere

)

t € B waarvoor f{t) € IT’ als letter in G;} ;;; Vi voorkomt. Voor zulk een

t geldt t # A, dus er is een h € N zo, dat t als letter in ;;:voorkomt.

Dan komt t ook als letier voor in uj; r.; v. voor alle JEN met h € j < k.

Dit bewijzen we met volledige inductie naar j. Voor j = h klopt het., Stel

h < j €k en de bewering waar voor j-1, Nu is uj_]; rj_1; vJ._1 = uj; Aj; Vj' T

Wegens f(t) € IT ig t # Kg. Op grond ven de inductievercnderstelling komt

t als letter voor in E;; ;E en dus in E;; ;;; ;;. Het geval dat J = k is

levert de gewenste bewering. Hiermee is constructie II voltooid.
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Nu moeten we bi] boom 3 afleiding Hboom laten zien dat de bomen hetzelfde
zijn. We krijgen notatieproblemen: bij beide constructies ontstaan over-
streepten en in 11 ontstaat een nieuwe boom. We lossen dit op deor bij IX
accenten te gebruiken: we noemen de overstreepten Eg,... en de nieuve

boom <B',f'>. We bewijzen eerst dat de overstreepten bij beide constructies

hetzelfde zijn:'ué = E; » €nz, Dat k' = k is triviaal. ?; = 0;...;n0—1 en
= _‘-: . . - -;r=— _'-z =_—
l(ro) n, en dan rj O,...,ﬂ(ro) 1, dus ry = r,. Verder ul = A =u.,
-T: =*—"—= :th- 1 1 1 £ I =
AO A AO’ 0 A Vo Nu de inductiestap. Stel 0 < j € k en uj_1 uj-1’
1 = T = v - . 5 e A ey = . . =
-1 vj_1, rj_1 rj—i’ Aj—1 Aj—?’ dan 1s uj’Aj’vj 1.13_1,rj__1,v'j_.I
q, L 'ir. L tsv. P =u,'3A.'3v.', maar L{u.) = L{u.) = £(u."), dus
=1 7751 7 IR T B ( a) J i
' =u, ,A.'=A,,v.'=v.enr, = A, 0'...;KT n.-1 = A."' 0;.--;3:“ Lr.)~1=
J 3’ 3’ J J J’ 373 Jd’ J T
=7r.'.
J

Omdat de overstreepten hetzelfde zijn kunnen we het eerste deel van contruc-
tie I uitvoeren en op het resultaat daarvan het tweede deel van constructie II.
Triviaal is dan dat B' © B en dat voor t € B' geldt dat £'{(t) = £(t}. We
behoeven dus alleen nog B © B' te bewijzen, Daartoe is voldoende dat iedere

"t € B als letter in &én der overstreepten voorkomt. Als f(t) € Iy is dat

bij constructie I sangetoond en als f(t) € IN volgt het uit hulpstelling 7.5.

Nu moeten we nog laten zien dat bi)j linkspref.afl. I boon 3 afl. de gespeci-

ficeerde afleidingen hetzelfde zijn. Notatieverwarring voorkomen we nu

door bij constructie I zowel de overstreepten als de gevonden afleiding

———

van accenten te voorzien: uo‘,... en uo!,... . Ook hier tonen we eerst aan

dat de overstreepten hetzelfde zijn. Bij constructie II is aangetoond dat

(AU) = E(ro), dus r.' = O;...;E(ro)—1 =T..Verder u_' = A = u_

VB(A) = v 0 0 0 = 0°

B
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———— r—— ——

'vo' = A= Vi O'=A = Aye Als k =0 danr € IT' Dan geldt voor alle letters

t in o dat f(t) € Ips dus k' = 0, We bewijzen met volledige inductie naar j
datals 0K j<k . dan j<k'enu.' =1u,, v,' =v., A =A., T. =71, en als
dJd d J J dJd 3’

J =k, dan k' = k, Voor j = O klopt dit. Stel nu 0 < J € k en de bewering

r. .v. =w.Av,enu. ;1. .5 V. = ET- KT; v,
=17§=1"j—1 33 J=17 7 j=1* i1 R R

met overeenkomstige lengtes, De gespecificeerde afleiding is linkspreferent

waar voor j—1. Nu is uj

verondersteld en dus geldt voor alle letters t in EE, dat f(t) € IT en ver-

A.) = A, €T s u, 3 r. 3 v. . =1, 'ir. tiv. .'. it
der f(AJ) AJ € Ig. Verder is Ui rJ_1, Vi T Uiy NP N Daarui
volgt nu dat u.' = w;., Aj‘ I;} j' = V.. Verder is bij comstructie II
aangetoond dat v ( ) £(r ), dus vB(AJ') = ﬂ(r.) en dus rj' =

=Afgn“.w5,uj)1 =1 “.”Aih-)1—%.TwmmlsJ<k‘.Méj=kﬂm

u,r.v. € 1% , dat wil zeggen dst voor a&lle letters t in u.';r.';v.' =
JJd 3 T J 737

uj;;;};gwgeldt £{t) € Ip waaruit volgt dat k' = j = k.

Nu we aangetoond hebben dat de overstreepten hetzelfde 2ijn, kunnen we het
eerste deel van constructie II uitvoeren en op het resultaat het tweede
deel van constructie 1. Dit levert dezelfde afleiding cp. Allerecerst is
k' = k; verder £(u,') = £(u.') = £(u.) = 2(u,) en s.(u.') = £(s.(w.7)) =

; 5 (w,7) = & ) en s; (ugt) = £(s; (W)1))

J J

= fls.(u.)) = s, (u.) voor i < £(u.) Qus u." = u, . Bij v., r. en A. gaat
( 1( J)) 1( 30 vo ( 3 ; j J 50 T g

het analcog.

Hiermee is het programme dat wederzijdse omzetting van afleidingsbomen en
gesgecificeerde afleidingen beoogde, voltooid, We gasn dit nu gebruiken bij
een uitsnijding uit een afleidingsboom. Stel in een afleidingsboom een
knoop u en beschouw alle knopen in de boom, die u ale antecedent hebben

of u zijn. Als f(u) € Ip 1s dat alleer u en dus niet interessant, We beper-

ken ons daarom tot het geval dat f{u) = 4 € IN’ De verzameling bestaat dan
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uit knopen , die als rij getallen u als beginstuk hebben. Knippen we er

die u aan de voorkant af, dan krijgen we iets dat op een afleidingsboom

lijkt, mear waarvan de wortel A als label heeft.

Formeel definigren we bij een grammatica G en een hulpsymbool A een A~boom als een

afleidingsboom behorende bij de grammatica, die uit G ontstaat door het

startsymbool door A te vervengen. Gaan we nu uit van een afleidingsboom

<B,f> bij G, u € B en f{u) = A € I dan definigren ve B':= {tEIN*[u,tEB}

en £'{t):= f{u,t) voor t € B'., Het is eenvondig in te zien, dat <B',f'>

een A-boom bij G is. Verder geldt voor het afgeleide woord x van deze boom,

det A = k; We zullen laten zien dat het bij <B,f> behorende afgeleide woord
G

de gedaante yxz heeft., Daarbij gebruiken we de volgende eigenschap var lexi-

% * *
cografische ordening, Stel n € W ,t € N , s € W , dan geldt:
als u € 5 en u geen antecedent van s, dan u,t < s,

De verzameling knopen van B, waarbij een eindsymbeoel hoort, verdelen we op
de volgende wijze in drie klassen:

1. Qe knopen, die lexicografisch aan u voorafgaan;

2. de knopen, die u als antecedent hebben;

3. de knopen, die lexicografisch op u volgen, maar u niet als antecedent

hebben.

Lexicografisch gaan de knopen in 1, vooraf aan die in 2, en die in 2.
asn die in 3. Als er respectievelijk de woorden y, x en z bij horen, dan

is het afgeleide woord yxz en x het afgeleide woord van de A-boom <B',f'>,

Veronderstel nu dat we nog een A-boom <B",f'"> bij G hebben met afgeleid
woord x' en dezelfde A als tevoren. We kunnen nu boomchirurgie bedrijven

en de A-boom <B',f'> uitsnijden en vervolgens vervengen door de A-boom

<B",f">. Dit levert weer een afleidingsboom op met afgeleid woord
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yx'z. Formeel betekent dit de volgende definitie:
*
B":= (B\{u,t|t € W }) U {u,t|t € B"} ,

Let wel dat de twee verzamelingen in het rechterlid disjunct zijn, Dit recht-

vaardigt de volgende definitie van £™ : B" - I

™ {s):= £ls) als s € B\{u,t|t € mﬁ Y

™ (u,t):= £"(t) als t € B" ,

Het is gemakkelijk te bewijzen dat <B™ ,f"'> een afleidingsboom is met af-

geleid woord yx'szs .

OPERATIES OP TALEN. POMPSTELLING

# *
Stelling 8.1, sStel IT verzameling symbolen, L I_ , M < IT . Dan geldt:

als L en M contekstvrij, den L U M en LM contekstvrij ,

*
als L contekstvrij, dan L contekstvrij.

Bewijs: Stel de contekstvrije grammatica's ¢. = <I_T ,Z R.> zo, dat

0o 0O ¢
- = > = -
L L(GO) en G, <I1,IT,Z1,R1 20, dat M L(G1)
Voor ION = IO\IT en I1N = 11\IT mogen we zonder beperking van de algemeen—

heid veronderstellen dat ION n I1N = ¢, Als dat namelijk niet zo is ver-
vangen we de hulpsymbolen bij G1 door andere met overeenkomstige aanpassing
van Z1 en R1 en zc, dat de gegenereerde taal niel verandert. We kiezen nu

een nieuw hulpsymbool, dat we Z noemen. We definidren nu de grammatica G3 =

= <13N U IT,IT,Z3,R3> door I3N:= ION U I1N u{z} ., z3;= 7,

Ry:= By UR U {(Z,ZO),(Z,Z1)}. Dan is G, een contekstvrije grammatica;
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we tonen san dat L(G Yy =L UM

*
Stel x € L UM, Als x € L dan Z 3 x, dus 7 = 2 ZO 2 X Als x € L,
3 3
*

dan x € M, dus Z E- x, dus Z E 17 % In beide gevallen geldt x € L(GB)'
Hieruit volgt L U M < L(G3)

Stel omgekeerd x € L(GB)' De eerste stap in een afleiding van x is Z -»zo
*
of Z = Z1. In het eerste geval geldt ZO T % Voor een afleiding

3

= XgresesX =x van xuit Z;geldt nudat vooralle JE {0, 0esk-1} in Xj

Zo X

uitsluitend hulpsymbolen uit ION voorkomen en bij de afleiding Xi = Xi+1

een regel uit R, wordt toegepast. Dit bewijst men eenvoudig met inductie

0
*

naar J; hierbij wordt Ion n Iix = % gebruikt. Hieruit volgt Z, % % en
0

dus x € L(GO) © L UM. In gevel de afleiding met 2 = Z, begint vinden we
op analoge wijze x € L(G1) c L U M, Daarmee is ook L(G3) c L UM aangetoond.
Dus L(G3) =LUMenLUMis contekstvrij. We defini&ren nu de grammatica

Gy = <Ih UI

T’IT’Zh’Rh> door I, 1= I U T . u{zl}, Zy:= 2,

Ry := R, UR, V {(z,2 Z, )}. Dan is G, een contekstvrije grammatica; we tonen

aan dat L(Gh) = LM.

# *
Stel x € LM, Dan zijn ery €L, 2z €M z0, dat x = yz, Dan Z0 T Yen Z, 3z
0 1
*
en dus Z O 12 y Z1 2yz =X, dus x € L(Gh)' Hieruit .volgt IM < L(Gh)‘

Stel omgekeerd x € L(Gh)‘ Omdat(Z,ZOZ1) de enige regel bij G is met 2 in
het linkerlid. ziet de bovenkant van een afleidingsboom voor x bij G), er als

volgt uit:

A met £(A) = 2, £{0) = 2., £(1)

N

= %.. De uitsnijding

o? 1

van 0 levert een Zo—boom met afgeleid woord y en de

0 1

uitsnijding bij 1 levert een Z1-boom met afgeleid

woord z en x = yz. Met inductie naar de lengte van de getalrij bewijst men

nu gemakkelijk dat in een Zo—boom aan iedere knoop een element van IO als
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label is toegevoegd en als bij die knoop een hulpsymbool hoort, daar een
regel uit RO is toegepast. Daaruit volgt dat een Zo—boom bij Gh een aflel-
dingsboom bij G, is. Daaruit volgt y € L(GO) = L. Op analoge wijze toont
men aan dat z € M en dus x = yz € LM, Daarmee is L(Gh) < LM aangetoond,

Dus L(Gh) = LM en LM is contekstvrij. We definiZren nu de grammatica

G. =<I g Uit ZS,R > door I Z,

5 "oy U IpaIpeZsyRs su'T 517
R5:= LN U {(Z,ZZO),(Z,A)}. Dan is G5 een contekstvrije grammatica; we tonen

IyYizhe

* *®
aan dat L{GS) =L, Stel x€ L, Dan is er een n € W, Ygsrees¥,_q» 8lle €L 5

4

¥* *
zo, dat % = YooV 10 dus ZO Eb yo,...,ZO ab Y q° Als n = 0, dan x = A,

maar Z = A, dus x € L(GB). Als n 2 1, dan | i
> n n * n-1 ¥ * _ ¢
7 35 Zly, 35 "'*55 22, 35 Zq 35 YoZo Eé cee Eé Ygre+¥yq = % dus x € L(GS)'
Hieruit volgt L < L{GB)' Stel nu omgekeerd x € L(GS). Dan is er een aflei-
dingsboom bij G5 met afgeleid woord x. We bewijzen x € L* met volledige in-
ductie naar het aantal knopen in de afleidingsboom. Voor de regel die bij
de wortel van de boom wordt toegepast zijn er twee mogelijkheden. Als dit
(Z,A) is dan is x = A € L*. Als het echter (Z,ZZO) is, dan ziet de bovenkant
van de boom er als veolgt ult:
Ao met £(A) = £{0) = Z en £(1) = Zgy De uitsnijding
().{//4\\?; bij O is een Z-boom met afgeleid woord y, maar
een Z-boom is een afleidingsboom. Deze heeft min-
der knopen dan de gegeven bocm; op grond van de inductieveronderstelling
is y € L*. De uitsnijding bij 1 is een Zo-boom met afgeleid woord z. Op
analoge wijze als in het vorige geval bewijst men, dat deze Zo—boom een

* *
afledingsboom bij GO is en dus z € L(GO) =L, Dus x = yz €EL L <L . Daar-

* 5 *
mee ig L(GS) < L aangetoond. Dus L(G5) =L en L 1is contekstvrij, |
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Vergelijken we Stelling 8.1 met Stelling 4.1 dan zien we dat nu L N M en

#*

IT\L ontbreken, Deze behoeven bij contekstvrije talen I en M ook niet con-
tekstvrij te zijn. Neem bijvoorbeeld

Li= {a'BY" n € N, m€ N} ,

M:= {amBnYnln €E N, m€ N},

dan zijn deze contekstvrij, want I, = {aanln €N }{Y}* en M = {a}*{BnYnln € I},
Verder L N M = {o" 8™y |n € W 1.

Binnenkort zullen we aantonen dat deze taal niet contekstvri] is. Nemen we

dit even als waar aan, dan volgt daaruit ook dat niet van ledere taal het
complement contekstvri)j is. Zou dit namelijk wel zo zijn, dan levert de ver-

zamelingstheoretischer gelijkheid
n NI N
LNM=IN(IND) U (I\M)

toegepast op bovengenoemde talen L en M op, dat het linkerlid niet en het
rechterlid wel contekstvrij is, hetgeen tot een contradictie leidt. Dit levert
nog geen expliciet voorbeeld van een contekstvrije taal met een niet-contekst-
vrij complement. In het rechterlid wordt namelijk drie keer een complement
genomen en het is niet duidelijk bij welke complementering het mis gaat.

De volgende stelling bewijzen we niet.

* *
Stelling 8.2. Stel IT verzameling symbolen, Lc I, M < IT' Als L contekst-

vrij en M regulier is, dan is L N M contekstvrij.

Uit Stelling 8.2 volgt dat als men aan een contekstvrije taal eindig veel woorden
toevoegt of er eindig veel elementen uit weglaat, er weer een contekstvrije
taal ontstaat, Toevoegen aan een contekstvrije taal L betekent vorming van

L UE met E eindig, masr een eindige taal is regulier en dus contekstvrij,
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%

dus L U E is contekstvrij. Weglaten betekent de vorming van L N (IT\E) met
% %

E eindig, maar omdat E regulier is, is IT\E ook regulier, en dus L N (IT\E)

contekstvrij,

We leiden nu een eigenschap van contekstvrije talen af, die ons in staat

zal stellen ven bepaalde talen aan te tonen, dat ze niet contekstvrij zijn.
Stel G = <I,IT,Z,R> een contekstvrije grammatica en stel n:= #IN, m:= maxi-
mum van de lengtes van de rechterleden van de regels in R. Voor een aflei-
dingsboom bij G geldt dan, dat alle getallen, die in een knoop van de boom
voorkomen < m zijn. Verder noemen we bij een afleidingsboom het maximum van

de lengtes van de knopen de hoogte van de afleidingsboom.

Hulpstelling 8.3. Als een afleidingsboom bij G met hoogte h een afgeleid

woord w heeft, dan £(w) < .

Bewijs: We behandelen eerst m = 0; dan zijn alle rechterleden van regels
leeg, w = A, L{w)} = 0 < ot (ook geldt h = Q). Stel nu verder m 2 1. Stel

W = de verzameling van alle rijen natuurlijke getallen < m met rijlengte h,
Dan #W = mh. Definieer nu een afbeelding ¢: W - B als volgt: als r € W,den
is ¢(r) het langste beginstuk ven r of r, dat in B zit. Deze definitie

is gerechtvaardigd omdet A € B. We tonen nu aan, dat iedere t € B met

flt) € Iy in het beeld van ¢ voorkomt. De lengte van zo'n tis € h; defini-

eer v = 1,0,.,.,0 zo, dat L(r) = h, dan geldt r € W (hier wordt m 2 1 ge-

bruikt) en ®(r) = t, want t € B en jeder langer beginstuk van r of r, dat
in B ligt zou t als antecedent hebben, hetgeen niet kan omdat £f(t) € IT'
Dus E € @(W) en L{w) = #E < #p(W) < #W = mh. |

Stel nu w € L(G), &{w) > n’. Dan is er een afleidingsboom bij G met afge~

leid woord w en dus ook zo'n boom met een minimaal eantal knopen; noem
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deze boom <B,f>. Laat h de hoogte van die boom zijn, dan volgt uit hulp-
stelling 8.3, dat n < h. Kies nu t € B zo, dat £{t} = h., De antecedenten
van t geven h knopen van B waarbij een hulpsymbool behocort. Wegens h > n
zijn er bij die knopen twee verschillende, waarbij hetzelfde hulpsymbool

A behoort., Van deze twee is er &&n antecedent van de andere,

Hierbi]} horen twee uitsnijdingen, die een A-
boom opleveren, Laat de onderste afgeleid
woord y hebben, dan heeft het afgeleide woord

van de bovenste de gedaante uyv en w = xXuyvez.

We kunnen nu ook proberen de knopen waar A
bijhoort zo laag mogelijk in de boom te kie-
zen, We nemen dan in de verzameling antecedenten van t de n+1 onmiddel—
lijke voorgangers van t en daaruit twee knopen, waarblj eenzelfde hulpsym-
bool A behoort. Dan is de hoogte van de uitsnijding bij zo'n kncop £ n+1,
Uit hulpstelling 8.3 wvolgt dan dat L{uyv) € T

We gaan nu boomchirurgie bedrijven en snijden de grote A-boom eruit en ver-
vangen deze door de kleine A-boom. Dit levert een afleidingsboom met afge-—
leid woord xyz, dus xyz € L(G). Nu geldt uv # A. Zou namelijk uv = A 2ijn,
dan u = v = A, dus v = xuyvz = xyz. De zojuist geconstrueerde boom zou dan
w als afgeleid woord hebben en minder knopen hebben dan de gegeven boom in
strijd met de minimale keuze. We kunnen nu echter ook uit de gegeven boom
de kleine A-boom uitsnijden en deze door de grote A~boom vervangen. Dit
levert een afleidingsboom met afgeleid woord xuuyvvz = xugyvgz € L(G). Dit
proces kan herhaald worden. Er geldt: als k € N, dan is er een afleidings-
boom bij G met afgeleid woord xukyvkz en deze bevat een uitsnijding, die
een A-boom is, die de in genoemde concatenatie voorkomende y als afgeleid

woord heeft., Dit ziet men in met volledige inductie naar k. Het geval dat



k = 0 is al behandeld. Stel de bewering waar voor K. Snijd de A-boom, die

¥y oplevert, uit en vervang deze door de A-boom die uyv levert. Dan ontstaat
Cqe . k+1  k+1 . .

een afleidingsboom met afgeleid woord xu yv Zz. Hiermee is de volgende

stelling bewezen,

Stelling 8.k, Stel(i=<I,IT,Z,R> een contekstvrije grammatica, n = #IN,

m = maximum van de lengtes van de rechterleden van de elementen van R,

#
w € L{G), &(w) > m". Den bestaan er X,¥,2,1,v,alle € I, zo, dat

w = xuyvz, uv # A, Lluyv) € M

{xukyvkz|k €E N} < n(g)-

Omdat ﬁ(xukyvkz) een stijgende functie ven k is, is {xukyvkz[k € WY een
oneindige verzameling. Hieruit volgt, dat als L{G) eindig is en w € L(G),

dan L(w) € n®.

We kunnen uit Stelling 8.4, die betrekking heeft op een contekstvrije gram-
matica, direct een stelling maken, die betrekking heeft op een contekstvrije
taal en waarin niet expliciet sprake is van-een:grammatica. Deze stelling is in

de literatuur als pompstelling (Engels: pumping lemma) bekend.

Stelling 8.5 (pompstelling), Als L een contekstvrije taal is over een

verzameling symbolen IT’ dan bestaat er een p € W zo, dat voor iedere w € L

*
met L(w) > p geldt, dat er x,y,z,u,v,alle € IT bestaan zo, dat

w = xuyvz, uv # A, £(uyv) € p,

{xukyvkz[k €EN}cL,

P Ko AR R

i g e e L R
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Bewijs: Kies een contekstvrije grammatica G met L = L(G) en definieer n

en m als in Stelling 8.4%. Kies nu p:= w7 en pas Stelling 8.4 toe. |

We gebruiken de pompstelling om aan te tonen, dat de taal {uanyn]n € I}
niet contekstvrij is. Noem deze taal L en veronderstel dat L contekst-
vrij is. Kies bij L een p € N als in de pompstelling en n >-%;>, dan
unﬂnyn € L en £(an8nyn) > p. De pompstelling levert nu x, y, 2z, u, v

zo, dat uv # A en {xukyvkzlk € N} L. Als nu u twee van de letters
a,B,y bevat, dan bevat u2 = uu die twee letters in de verkeerde volg-
orde in strijd met xuzyvez € L. Dus u bevat ten hoogste &én van de letters
a¢,B,y. Voor v geldt op ansloge wijze hetzelfde. Er is dus &&n der letters
a,B,Y {(noem deze 8}, die noch in u, noch in v voorkomt. Laat i het aantal
malen zijn, dat & in xyz voorkomt, dan is dat ook het aantal malen dat § in

Xuyvz en in xuzyvzz voorkomt. Dasruit en uit xuyvz € L; xugyvez € L volgt

i(xueyvez), maar dit is in strijd met L{xuyvz) <

dan L(xuyvz) = 3i
< 2(xu2yv2z). Dus L is niet contekstvrij. Op te merken is, dat er een contekst-

gevoelige grammatice bestaat, die L genereert, Daaruit volgt dat L2 ¥ L1.

*
Een ander voorbeeld krijgen we als we de taal {wyw|w € {a,B} } beschouwen,
Met behulp ven de pompstelling kan bewezen worden dat deze taal niet con-
tekstvri] is, hetgeen we hier niet uitvoeren. Men kan ook aantonen dat het

complement van deze taal wel contekstvrij is.

BESLISBAARHEID. AMBIGUITEIT

In dit college zullen wij de beslisbaarheid van een taal slechts op intui-
tieve wijze behandelen. In §1 is al opgemerkt, dat het begrip beslisbaar

of recursief in het college Toegepaste logica I formeel wordt behandeld. Wij
*

beperken ons tot de vaststelling, dat we een taal L{L c IT

) beslishaar
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noemen als er een effectieve procedure bestaat, die voor iedere x € I;
uitmaakt of x € L dan wel x € L. Voor toepassingen is het van velang, dat
een taal beslisbaar is. Van een programmeertaal verlangen we, dat het veri-
fieerbaar is of een gegeven tekst syntactisch correct is, dat wil zeggen

in overeenstemming met de grammaticale voorschriften. In de praktijk eisen

we echter vaak meer, namelijk dat van een correcte tekst ook de gremmaticale

e e LY

structuur kan worden vastgesteld. Dit laatste correspondeert met een aflei-

dingsboom bij de grammatica.

We noemén een grammatica G beslisbaar als er een effectieve procedure be-

staat, die voor iedere x € I; oplevert: hetzij x € L(G), hetzij een afleiding :E
van x bij G. Ingeval G contekstvrij is kan de afleiding door een afleidings~

boom worden vervangen, omdat afleidingen en afleidingsbomen wederzijds op

effectieve wijze in elkaar kunnen worden omgezet,

Het doel van de nu volgende beschouwingen is om asan te tonen dat een con-
tekstvrije grammatica beslisbear is. We gaan daarbij uit van de vaststelling
dat een niet-dalende grammatica beslisbaar is; dit betekent datvoor alle
regels (u,v) van de grammatica geldt £(u) € £(v). Voor een afleidiﬁg

= = %=
Z XO,X1,...,Xk x geldt dan E(Xj) < E(Xj+

1) voor j € {0,...,k-1}. Bij
een gegeven grammatica is effectief vast te stellen of een rij elementen
van I* wel of niet afleiding van een woord x is. Bovendien kan een aflei-
ding van x vervangen worden door een afleiding zonder herhalingen, omdat
men bij een herhaling eenvoudig een deel van de afleiding weg kan laten.
Men kan nu effectief een 1ijst maken van alle rijen woorden zonder herha- - ¥

lingen en met niet—dalende lengtes, die beginnen met % en eindigen met het

gegeven woord x. Van elk van die rijen kan effectief worden vastgesteld
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of het wel of niet een afleiding is. Op deze wijze wordt effectief vastge-
steld of x een afleiding.bezit en wordt als dat zo is cok effectief een
afleiding gevonden. Duarmee is de beslisbasrheid van een niet-dalende grem-

matica aangetoond.

Een contekstvrije grammatica hoeft niet niet-dalend te zijn; de storende
regels zijn die van de gedaante (A,A). Als zulke regels niet voorkomen, is
het lege woord niet afleidbaar. Voor de afleidbaarheid van A is slechts de
regel (Z,A) nodig. Om bi] sanwezigheid van deze regel bovenstaande beslis-
baarheidsredenering te kunnen handhaven, zouden we wensen dat deze regel
alleen in de eerste stap van de afleiding kan worden toegepast., Dit kan be-
reikt worden door aan een grammatica Gde volgende twee voorwaarden op te leggen:
1. Het startsymbool Z komt niet voor in de rechterleden van de regels;

2. 8lle regels, behalve eventueel (Z,A}, zijn niet-dalend.

Een kleine modificatie van bovenstaande redenering leert, dat een grammatica
die man deze voorwaarden voldoet, beslisbaar is, In het bijzonder zijn
grammatica's van type 1 beslisbaar: L1 c R, Bij contekstvrije grammatica's

komt voorwaarde 2., neer op: als {(A,A) € R, dan A = Z,

Onze methode is nu, dat we een gegeven contekstvrije grammatica Gy (de "oude"
grammatica) vervangen door een contekstvrije grammatica G, (de "nieuwe"
grammatica); de bedoeling daarbij is dat de beslisbaarheid van Gn gemakkelijker
is vast te stellen dan die van GO. Dit helpt alleen als ook uit de beslis-

baarheid van Gn die van G, volgt, Om dit laatste te bewerkstelligen leggen

0

we de volgende drie voorwasrden op aan de constructie van Gn uit GO:
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I. Als GO gegeven is, is de definitie van Gn {hulpsymbolen, startsymbool,
regels) effectief uitvoerbaar;
IT. Lle)) = L(G,);

ITI.iedere afleiding(sboom} bij Gn kan effectief worden omgezet in een

afleiding({sboom) bij G0 met hetzelfde afgeleide woord.

Stel namelijk dat I, II, IIT vervuld zijn en Gn beslisbaar is. We Kunnen
bij gegeven GO de Gn maken op grond van I, Stel x € I;. De beslisbaarheid
van G levert hetzij x € L(Gn), maar dan geldt wegens II ook x & L(GO),
hetzij een afleiding van x bij Gn’ die op grond van III in een afleiding

van x bij G, ken worden omgezet.

o
We maken nu eerst voorwaarde 1, in orde. Voor de definitie van Gn voegen

we aan de hulpsymbolen van GO één nieuw hulpsymbool Z' toe, dat tevens start-
symbool van Gn is. De regels van Gn z1ijn de regelé van GO met dasraen toe-
gevoegd (2',7). Het is gemakkelijk in te zien dat Gn een contekstvrije gram-
matica is, die aan voorwaarde {. voldoet; bovendien is bij de constructie

voldaan aan I, IT, IIT,

We gaan nu een nieuwe grammatice definiBren die aan voorwaarde 2. voldoet
en wel zo, dat als de oude grammatica aan voorwaarde 1. voldoet, dit ook
geldt voor de nieuwe grammatica. Uiteraard moeten ook I, IT en IIT vervuld
zijn.

Een contekstvrije grammatica GO = <I,IT,Z,R> is gegeven, Definieer

U:= {A € INIA %b A}, De grammatica G heeft dezelfde hulpsymbolen en het-

zelfde startsymbool als GO. De verzameling regels van Gn wordt, uitgaande

van R, door de volgende voorschriften bepaald,

M
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Leat alle (A,\) met A # Z weg. Als Z € U, voeg (zonodig) (Z,A) toe, Voor"
iedere (A,q) € R met q # A doen we het volgende,

Stel dat op m plaatsen in q een element van U staat., Als q € U*, dan mask
alle 2" woorden r, die uit q ontstaan door in een willekeurige deelver-—
zameling van de m plaatsen, waar elementen van U stean, deze elementen weg
te laten en neem alle 2" regels (A,r) in de verzameling regels van G, op.
Als q € U* dan nemen vwe op analoge wijze de 21 woorden met uitzondering
van het lege woord en daarvoor de regels (A,r).In beide gevallen is de
regel (A,q) er zelf bij en hebben alle zo verkregen regels een niet-leeg
rechterlid. We behandelen een voorbeeld. Stel (A,AaBAC) € Rmet A €U,
BEU, C&U, aé€ IT. Nu is m = 3; we krijgen de 8 regels: (A,AaBAC),

{A,eBAC), (A,AaAC), (A,AaBC), (A4,0AC), (A,aBC), (A,AxC), (4,aC).

Een ander voorbeeld is (A,ABA) € R, met A € U, B € U, Weer is m = 3; er
komen nu 7 regels: (A,ABA}, (A,BA), (A,AA}, (A,AB), (A,A), (A,B), (A,A).
We merken nog op dat er onder de verkregen regels gelijke kunnen zijn en
dat het irrelevant is of het linkerlid van de regel al dan niet een element

van U is,

Hiermee is de definitie van G, gegeven. Het is duidelijk, dat G, contekst-
vrij is en aan de voorwaarde 2. voldoet. Eveneens duidelijk is dat als

GO aan voorwaarde 1. voldoet dit ook voor Gn geldt. Wat voorwaarde I betreft,
is het enige probleem om vast te stellen, dat U beslisbaar is: voor iedere

A€ IN uitmaken of A € U dan wel A € U. Hiertoe stellen we het volgende vast:

A € U® er bestaat een A-boom bij G, met £(t) € 1, voor alle knopen t &

& er bestaat een A-boom bij G. met f{t) € I, voor alle knopen t en een

0

minimaal aantal knopen.
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Voor een boom van de laatste éoort geldt dat de hoogte €n (santal hulp-
symbolen). Het opschrijven van alle A-bomen van hoogte <n bij een gegeven
grammatica is effectief uitvoerbaar; men kan dan ook effectief vaststellen
of daar een boom bij is, waar het lege woord als afgeleid woord bijhoort.
Daarmee is vastgesteld of A € U, Voor het vervolg merken we nog op, dat als
A € U, er tevens effectief een afleiding van A uit A is gevonden. Daarmee
is I asangetoond.

We behandelen nu II en III tezamen, Stel eerst x € L(Gn). Dan is er een
afleiding van x bij Gh' Beschouw een afleidingsstap, wearbij een regel is
toegepast, die geen regel bij G0 is. Dat kan (Z,A) zijn, mear dan is Z € U
en kan de ene stap vervangen worden dcor een afleiding Z E A, De regel

kan echter ook geweest zijn (A ,r), wearbij r ontstaan is u1t q door een
aantal weglatingen van elementen van U en (A,q) € BR. In de oude grammatics,
rassen we nu eerst (A,q) toe, gevolgd door een afleiding X %- A voor elke
weggelaten X; dit resulteert sémen in het effect van de toepassing van de
regel {A,r). Op deze wijze kan de afleiding omgezet worden in een afleiding
van x bij Gys deze ocmzetting is bovendien effectief uitvoerbaar en levert - ‘;
x € L(GO). We hebben daarmee ITI al aangetoond. Voor het bewijs van

L(GO) c L(Gn} lassen we nog een intermediaire grammatica G, in, die dezelfde
hulpsymbolen en startsymbool heeft als GO en Gn' De regels zijn de regels
van G met daaraan toegevoegd alle (A,A) met A € U en A # Z. Dan zijn ook

alle regels van GO regels van Gi' ledere afleidingsboom bi.j G0 is dus ook

afleidingsboom bij Gi en iedere afleidingsboom bij Gn is ook afleidings-
boom bij G.. In een afleidingsboom bij G. noemen we een knoop t "verboden",
als f(t) € IN en de afleidingsregel die bij t wordt toegepast niet in

Gn zit. Het is effectief vast te stellen of een knoop al dan niet verbo-

den is. We beweren nu dat iedere afleidingsboom bij Gi effectief kan
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worden omgezet in een afleidingsboom bij Gn met hetzelfde afgeleide woord.

Van deze bewering geven we slechts een schets van een bewijs. We passen vol-

ledige inductie toe naar het aantal knopen van de afleidingsboom, We onder-

scheiden twee gevallen:

1.

De boom heeft geen verboden knopen. Dan is de boom zelf gl een afleidings-
boom-bij Gn en zijn we klaar,

De boom heeft verboden knopen. Kies zo'n knoop t; dit is effectief uit-
voerbaar. Stel £(t) = A4, dan A # Z. Hieruit volgt, dat t niet de wortel
van de boom is en dus t een onmiddellijke
voorganger U heeft. Omdat t een verboden

knoop is zijn er geen knopen in de boom, die

t als antecedent. hebben., We proberen nu een
nieuwe boom te maken door de knoop t eenvou-
dig weg te laten. Dit hoeft echter geen afleidingsboom op te leveren, omdat
er een lacune valt:. de knopen onder u "rechts" van t krijgen een verkeerde
code en eveneens alle knopen die deze knopen als antecedent hebben, Er ont-
staat wat we in §6 een quasi-afleidingsboom hebben genoemd; de codering
daarvan kan worden gewijzigd zo, dat deze aan de eisen van een afleidings-
boom voldoet. We gaan dat niet na. We moeten echter nog controleren of het
ook met de toepassing ven de regels in orde is. De enige knoop waarvoor
det niet vanzelf spreekt is de knoop u. Bij deze knoop was in de gegeven
boom een regel met niet-leeg rechterlid toegepast, die dus een regel van
Gn was; verder A € U, Laten we nu uit het rechteriid van die regel dit
voorkomen van A ook nog weg, dan krijgen we weer een regel van Gn en dus
van Gi en die wordt in de nieuwe boom toegepast. Een uitzondering hierop

krijgen we als de weglating van die A tot een leeg rechterlid zou leiden.
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u De situstie is dan zo, dat er vanuit u slechts &&n tak namar bene-
den gaat en wel die naar t. In dat geval heeft de toegepaste
regel de gedasnte (B,A) en is ontstaan uit een regel (B,gAs) € R
met g € U*, s € U*. Aangezien ook A € U, geldt dan ook B € U, Maar dan is
{B,A} een regel wvan G, want als B = Z, is (B,A)} regel van G wegens 7 € U,
en als B # Z, dan is ook {B,A) regel van Gi' Ook in dit geval is het dus
in orde voor de knoop u., De nieuwe boom levert een afleidingsboom bij Gi
met hetzelfde afgeleide woord en heeft één knoop minder., Volgens de inductie-
veronderstelling is deze boom effectief om te zetten in een afleidingsboom

bij Gn met hetzelfde afgeleide woord. Dit voltooit het inductiebewijs.

Neemt men nu een x € L(GO), dan bestaat er een afleidingsboom bij G, met

afgeleid woord x. Deze is ook afleidingsboom bij G, en dus om te zetiten
in een afleidingsboom bij Gn met afgeleid woord x, Dus x € L(Gn). Dit levert
L(GO) < L(Gn) en dearmee is II aangetoond.

We hebben nog extra aangetoond dat een afleiding bij G0 effectief kan wor-
den omgezet in een afleiding bij Gn met hetzelfde afgeleide woord. Alles

samen geeft dit de volgende stelling:

Stelling 9.1. Een contekstvrije grammatica is beslisbaar.

‘In de notatie van §3 is dit te schrijven als L2 = R. We,hebﬁen trpuwens ook
bewezen dat L2 c L1.

We noemen nog een aantal onbeslisbaarheidsresultaten, veelal zonder bewijs,
Het is onbeslisbaar of de talen gegenereerd door twee contekstvrije gram—
matica's asan elkaar gelijk zijn. Dit moet als volgt worden opgevat. Men

kan zonder moeite paren grammatica's meken, waarvan men vast kan stellen

dat ze niet dezelfde talen genereren, Wat echter onmogelijk is, iz het maken
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van een effectieve procedure, waar men twee willekeurige contekstvrije
grammatica's kan instoppen en die als antwoord levert of de bijbehorende
talen al dan niet gelijk zijn. Eveneens onbeslisbaar is of de taal van
een contekstvrije grammatica deelverzameling is van de taal van een

andere contekstvrije grammatica,

Wel . beslisbaar is of de taal van een contekstvrije grammatica leeg is en
ook of deze eindig is. We geven een schets van het bewijs van deze bewe-

ringen. Uitersasard geldt:

L{G) # @ & er bestaat een afleidingsboom bij G ® er bestaat een af-

leidingsboom bij G met een minimaal aantal knopen.

Voor zo'n boom geldt echter weer, dat de hoogte Saantal hulpsymbolen,

Of zulk een afleidingsboom bestaat kan effectief worden vastgesteld. Voor
de eindigheid bedenken we, dat we bij het bewijs van Stelling 8.4 bij een
contekstvrije grammatica G effectief een getal p hebben gevonden zo, det
als er een w € L(G) bestaat met £{w} > p, dan L{G) oneindig. We kunnen nu
ock bij een gegeven contekstvrije grammatica G en een getal p effectief
een contekstvrije grammatica maken die de taal L(G) N {x € I;!E(x) > p}

genereert. De beslisbaarheid dat L(G) eindig is volgt dan uit
»*
L(G} eindig & L(G) N {x € IT|E(x) >pl=¢.

Het is onbeslisbaar of een contekstvrije grammatica een reguliere taal
genereert. Het is ook onbeslisbaar of het complement van een door een
contekstvrije grammatica gegenereerde taal leeg is, of eindig is, of
contekstvri] is. Onbeslisbaar is ook of de doorsnede van de door twee con-—

tekstvrije grammatica's gegenereerde talen leeg is, of contekstvrij is.
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Voor 3—-type talen is veel méer beslisbaar, Een 3-type grammatica als gene-
rator en een eindige automeat als acceptor van een zelfde taal zijn effec-
tief in elkaar om te Zetten; Verder ken men voor door eindige autometen
geaccepteerde talen ook effectief automaten maken voor vereniging, door-
snede en complement ven talen. Dit zelfde geldt dus ook voor 3~type
grammatica's, Bedenk verder, dat L = M e (L N (I;\M)) U (Mn (I;\L)) = ¢,
Als 3-type grammatica’s voor L en M gegeven zijn, dan is effectief een
3-type grammatica voor (L N (I;\M)) U (Mn (I;\L)) te maken en is het dus
beslisbaar of deze taal leeg is. Het is dus ook beslisbaar of I = M. Het

*
geval L < M behandelt men op analoge wijze met behulp van L N (IT\M) = @,

Definitie ambigue grammatica

Ben contekstvrije grammatica G heet ambigu als er twee verschillende af-

leidingsbomen bij G bestaan met hetzelfde afgeleide woord,
Neem als voorbeeld IN = {Z,A}, Iy = {a,8) ,

R = {(Z,aZ8),(%,08),(Z,08),(A,0288)} . De volgende twee bomen

/!

/&B N\

I
o Z B
\
B

zijn afleidingsbomen bij deze grammatica, die hetzelfde afgeleide woord
aaaBBf hebben. De grammatica is dus ambigu. Het is gemakkelijk ne te gaan,

dat de door deze grammatice gegenereerde taal {un+&8n+1|

n € W} is, Deze
taal wordt echter ook gegenereerd door de volgende contekstvrije grammatica:

Iy = {Z}, IT = {a,B}, B = {{(2,0Z8),(Z,aB)}, wasrvan eenvoudig in te zien is
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dat ziJ niet ambigu is.

In de meeste toepassingen zijn ambigue grammatica's ongewenst., Men wil dus
een contekstvrije taal graag genereren met een niet-ambigue contekstvrije

grammatica. Dit kan echter niet altijd.

Definitie inherent ambigue contekstvrije taal

Een contekstvrije taal heet inherent ambigu als iedere contekstvrije gram-

matica die deze taal genereert ambigu is.

De taal {o"8™"|n € W,m€ W} U {amBnY-nﬁ € NW,m € N}is inherent ambigu.
Dit bewijzen we niet.

Het is van praktisch belang om van een contekstvrije grammatica vast te
stellen of 2ij ambigu is en van een contekstvrije taal of hij inherent
ambigu is. Een amlgemene methode daarvoor bestaat echter niet op grond

van het volgende,

Het is onbeslisbaar of een contekstvrije grammatica ambigu is en ook of

een contekstvrije teal inherent ambigu is.

STAPELAUTOMATEN

We bespreken nu een uitbreiding van de eindige automsat, die geschikt is
om contekstvrije talen te accepteren. Om een echte uitbreiding te krijgen
zal zo'n automaat een geheugen moeten hebben, waarin een onbegrensde hoe-
veelheid informatie kan worden opgeslagen, Dit betekent, dat deze hoeveel-
heid op ieder moment eindig is, maar dat er voor deze hoeveelheid geen
bovengrens is, Dit wordt gerealiseerd met een stepel. Deze wordt fysisch

beschreven met een verticaal geplsatste band, die in hokjes verdeeld is.



_65_

In elk hokje staat een symbool geschreven. De stapel is alleen

- ' aan de bovenzijde toegankelijk. Daar kan een symbool worden

gelezen en kan worden uitgeveegd of pijgevoegd; daarbij kan

de hoogte van de stapel veranderen. Formeel doen we dit door

het bovenste symbool £ te lezen en te verwijderen en te ver-

vangen door een woord w. Als w = A, dan is het symbool uitge-

veegd; als w = £, dan is er niets veranderd; als w = £y dan

is er iets toegevoegd; als w =ny met n # £, dan is £ door n

vervangen en y toegevoegd, Voor het overige verkeert de sutomaat in een
toestand, leest een inveoersymbool en het bovenste symbool van de stapel
en gaat vervelgens over in een nieuwe toestand en schrijft op de stapel,
We laten nu echter ook nog toe, dat de automaat een handeling verricht
zonder een invoersymbool te lezen; hij verandert dan op grond van de
geldende toestand en het bovenste stapelsymbool zijn toestand en schrijft
op de stapel. Hiermee hebben we een niet-deterministisch gedrag gelntrodu-
ceerd: de automaat heeft keuze tussen het doen van een stap met lezen

of zonder lezen van de invoer., We breiden dit nu uit door in elke situ-
atie zowel bij lezen als bij niet-lezen meer dan &én keuze toe te staan,
waarbi] we echter wel in elke situatie het santal mogelijke keuzen eindig
willen houden., Deze eindigheid is niet automatisch vervuld, omdat er voor
het op de stapel te schrijven woord w cneindig veel mogelijkheden zijn,
Formeel wordt dit beschreven door als waarde van een afbeeldingsfunctie
een eindige deelverzameling van de verzameling der mogelijke uitkomsten
te nemen., We gebruiken daarbij de notatie, dat als V een verzameling is,
PM(V) de verzameling is van alle eindige deelverzamelingen van V. Dat een

actie van de automaat twee uitkomsten geeft, namelijk een toestand en een
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woord op de stapel vangen we op met een Cartesisch produkt. Een stap
waarbij niet gelezen wordt, wordt formeel beschreven met het lezen van A.
Voor de symbolen op de stapel kiezen we een aparte verzameling symbolen,
die overigens niet hoeft te verschillen van de verzameling invoersymbolen.
Omdat de sutomeat zijn werking verricht mede op grond van het bovenste
gymbool op de stapel, zal er ook bij het begin van de werking iets op de
stapel moeten staan; daartoe kiezen we een beginsymbool voor de stapel.
Verder kan de hierboven gencemde eindige verzameling ultkomsten ook leeg
zijn; als dat zo is, is de werking van de sutomaat geblokkeerd. Blokkade
zal ook optreden als tijdens de werking van de automaat de stapel leeg
raskt. De inhoud van de stapel zullen we formeel beschrijven met een
symboolrij, die echter horizontaal is en de stapel verticaal. Voor deze
overgang moeten we een afsprask maken; we stellen vast dat de bovenkant

van de stapel overeenkomt met de linkerkant van de symboolrij.

Een automaat, die met bovenstaande beschrijving correspondeert, wordt
een stapelautonsat genocemd. De Engelse benaming is pushdown automaton.
Deze nasm correspondeert met het beeld, dat de stapel niet aan de onder-
zijde, maar aan de bovenzijde wordt vastgehouden. Bij toeveoeging van sym-
bolen mcet de stapel naar beneden worden gedrukt, bij verwijdering van

symbolen moet de stapel uit zichzelf omhoog komen.

Definitie stapelautomaat

Een T-tupel A = <S,I,F,6,sO,ZO,F> is een stapelautomast, als geldt:
S is een eindige verzameling (elementen van 5 heten toestanden),

I is een eindige niet-lege verzameling (elementen van I heten invoer-

symbolen),
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I is een eindige verzameling (elementen van T heten stapelsymbolen),
§ is een afbeelding Sx (I U {A})xT - Pm(s x T*);

5o € S (begintoestand),

Z € T (beginsymbool),

F ¢ S (elementen van F heten toegelaten toestanden).

De interpretatie van § is, dat als (s',w) € 8(s,f,n) en & € I, de automaat,
als hij in toestand s verkeert en n op de top van de stapel heeft staan,
bij lezing van het invoersymbool £ in &én stap over kan gsan in toestand
g' onder gelijktijdige vervanging van n bovenaan de stapel door w, Een
analoge interpretatie,maar dan zonder lezing van een invoersymbool, geven

we als in het bovenstaande £ door A wordt vervangen.

Om nu de verwerking van een invoerwoord door de automaat te beschrijven

voeren we in een bij de automaat behorende momentane beschrijving, dat is

een tripel (s,p,q) waarin s € S, p € I*, q € F*. De interpretatie hiervan
is, dat s de geldende toestand is, p het nog niet gelezen deel van het
invoerwoord, q de geldende inhoud van de stapel. We definiren nu een
binaire relatie Fj[_ tussen momentane beschrijvingen. We willen_dat pAs)
doen, dat m ‘b m' geinterpreteerd kan worden als: m kan in é&én bereke—

A

ningsstap bij A overgaan in m'. We defini&ren dat
(5,6p,Tq) F5— (s',p,q'a) geldt

* *
vecor s € S, £ € TU{A},p€ I, TET,g€ET , als (s',q') € &(s,5,T).
*
We definiéren fﬁ— als de reflexief-transitieve afsluiting van FK— :

*
n FK— m' geldt per definitie als er een n € W en een rij Myse s, Van

momentane beschrijvingen bestzan zo, dat m

=my,m =m'enm. —om
0] n J

A 3+

voor J € {0,...,0-1},

e

[PPSR .-

R R Py R
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We willen de automsat als acceptor gebruiken, Dit kan echter op verschil-
lende manieren; we beschrijven de twee meest gebruikelijke keuzen. De eersts
is om evenals bij de eindige automaat gebruik te maken van de verzameling
F van toegelaten toestanden. Op grond van het non-determinisme beschrijven
we het zo, dat we een woord w accepteren, als er een rij overgangen bestaat,
die begint in de begintoestand en met ZO op de stapel, waarbij het hele
woord w gelezen wordt en ge€indigd in een toestand in. F. In plaats van
aldus op grond van toegelaten toestanden te accepteren, doet men dit ook

wel op grond van een lege stapel: met een soortgelijke start als zoBven

moet het mogelijk zijn om na lezing van het gehele woord te eindigen met

een lege stapel. Formeel leidt dit tot de volgende twee definities voor een

stapelautomaat A:

* *
L{a):={x€1I |3q€r* 3eep [(sge%:2y) = (s,4,q)0) .

* *
L(A):={x €1 |3SES [(s,x,2,) = (su8,0) 10

Bij LE(A) speelt de verzameling F in het geheel geen rol. Als afkorting
van een stapelautomeat wordt soms ndpa gebruikt (non—deterministic pushdown

automaton).

Het verband tussen L1(A) en L (A) komt tot uitdrukking in de volgende stel-

ol
ling:

Stelling 10.1. Bij iedere ndpa A bestaan er ndpa's A' en A" zo, dat

L.(a") = L1(A) en L1(A") = L.(4),

2 2(

Bewijs: We geven alleen de definities van A' en A" en laten het bewijs dat

LQ(A') = L1(A) en LI(A") = LQ(A) aan de lezer over.
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Stel A = <S,I,F,6,SO,ZO,F>. Kies een nieuwe toestand s' en definieer
B':= 8 VU {s'}; kies twee nieuwe stapelsymbolen Zé en Z' en definieer
L. 1o 1, — teo 710 - : T
r':=T U {ZO,Z }. Verder 847 SO’ZO' ZO , F % . De afbeelding &
wordt als volgt gedefinieerd. Stel £ € T U {A), s € S, t € 8', TE T;
{(s ,2.2')} als t = s _en £ = A,
6'(t,F,,Z(')) = Y 0
@ als t # S4 of £ # A,
§(s,c,T) als s § ¥ of £ # A,
§'(s,E,T):=
8(s,£,T) U {(s",A)} als s € Fen £ = A,
{{s',A)} als & =4,
§'(s',£,7):=
@ als £ # A,
{(s",A)} als t € FU {s'} en £ = A,
§'(z,E,2):=

@ als t € F U {s'} of £ # A, f

Daarmee is de definitie van A' voltooid. Kies nu een nieuwe toestand s"

en definieer 3":= 5 U {s"}; kies twee nieuwe stapelsymbolen ZS en 2" en é
definieer T":=T U {ZS,Z”}. Verder 58:= Sg» ZS:= ZB, F'":= {s"}. De afbeel- 5

ding 8" wordt als volgt gedefinieerd., Stel £ € T U {A}, s € s", T € TI:

1" —_ —
{(SO,ZOZ )} als s =s_.en £ = A,

5"(S,E,Z8):: 0
@ als s # s, of £ # A,
§(s,5,T) als s #£ s",
§"(s,8,T}:=
) als s = s",
{(s",2")} als s # s" en £ = A,
§"(s,6,4") =

)] als s = g" of £ = A,

Daarmee is de definitie van A" voltooid. K
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De nu volgende stelling geeft het verband met contekstvrije ralen.

Stelling 10.2 (Chomsky).Eentaal L is contekstvrij dan en slechts dan

als er een ndpa A bestaat zo, dat I, = L?(A).

Bewijs: BStel L contekstvrij. Kies cen contekstvrije grammatica G =

= <IN U IT,IT,Z,R>’20, dat L = L(G). We defini&ren een ndpa A als volgt.
S:= {0}, I:= IT’ T:= IN U IT’ 54} = 0, Z0:= Z, F:= ¢. De afbeelding ¢
wordt als volgt gedefinieerd. Stel £ € Ip U {A}, n € Tos AE Iy

{(0,A)}  als g =n,
6(0,6,n):=
0] als £ # n,
{{o,r)|{A,r) € R} als £ = &,
§(0,E,4):=

@ als £ # A.

Daarmee is de definitie van A voltooid. Het bewijs dat LE(A) = L{G) laten

we aan de lezer over.

Omgekeerd gaan we nu uit van een ndpa A = <S,I,F,G,SO,ZO,F:>. We defini-

eren een contekstvrije grammatica als volgth: IN:— 8xgx=xl, I :=1,

T
7= (SO’SO’ZO)’

R: )..-(t

(st LT LE(b b, LT Ty )|

mE W,t  €8,...,t €8,8 €5,T) €T,...,7

m-1’tm m-1

1t;‘r,Ter,gEIu{A},

(tnsT el ) € &{s5,6,T)} .

070 m=1

Let wel, dat dit voor m = O een regel ((s,tO,T),&) cplevert onder de voor-

waarde {t_ ,A) € G(S,E,T). Daarmee is de definitie van G voltooid. Het be-

03

wijs dat L(G) = L?(A) laten we aan de lezer over.
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Op grond van Stelling 10.1 is er ook een met Stelling 10.2 correspon-

derende stelling, waarin L2 door L1 i1s vervangen.

Bij het nabootsen van een automaat door een fysische machine is het indeter-
minisme een hinderlijke omstandigheid. We vragen ons af of wij ons tot
deterministische avtomaten hadden kunnen beperken. We mceten die dan eerst
defini&ren. De bedceling is, dat de automaat in iedere situatie niet meer
dan &én keuze heeft; daarbij inbegrepen de keuze tussen wel en niet lezen.
We laten echter wel blokkades toe, dat wil zeggen situaties waarin er in

het geheel geen keuze is.

Definitie deterministische stapelautomaat

Een ndpa <S,I,F,G,SO,ZO,F> heet een deterministische stapelautomaat als

geldt:

¥oes VgEI VTEI,[#(G(S,E,T)) + #(6(s,A,T)) < 1],

Dit betekent dat deze aantallen 0,0 of 1,0 of 0,1 zijn. We gebruiken de
afkorting dpa voor een deterministische stapelautomaat. Voor deze auto-
maten maakt het wel verschil of er op grond van toegelaten toestanden, dan
wel op grond van lege stapel wordt geaccepteerd. Enerzijds is het wel zo,
dat er bij iedere dpa A een dpa A" bestaat zo, dat L1(A") = LE(A)’ maar
anderzijds bestaat er een dpa & zo, dat voor alle dpa's A' geldt L2(A‘) #

# L1(A). Acceptatie op toegelaten toestanden levert het meest aanvaardbare

resultaat.

Definitie deterministische taal

Ben taal L heet deterministisch als er een dpa A bestaat zo, dat L = LT(A)'
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Uiteraard is een deterministische taal contekstvrij., Dat niet iedere con-
tekstvrije taal determinisfisch is volgt uit de volgende twee eigenschappen

van deterministische talen, die we niet zullen bewijzen,

Stelling 10.3. Het complement van een deterministische taal is determi-

nistisch.

Stelling 10.4. Als L een deterministische tasl is dan bestaat er een nigh-

ambigue contekstvrije grammatica G zo, dat L = L{G).

Een contekstvrije taal, waarvan het complement niet contekstvrij is, is op
grond van Stelling 10.3 niet deterministisch en zulke talen bestasn. fen
inherent ambigue contekstvrije taal is op grond van Stelling 10.4 niet de—

terministisch en zulke talen bestaan.

Het omgekeerde van 3telling 10.4 is onjuist. De taal van de palindromen van
even lengte (zie §1) kan worden gegenereerd met een niet-ambigue contekst-

vrije grammatica, maar is niet deterministisch. Dit tonen we niet aan,

Opgave. Construeer een ndpa die de taal der palindromen van even lengte

accepteert,

We beschouwen nu de stappen van een autowmaat, waarbij geen invoersymbool
wordt gelezen {A-stappen) en vragen ons af of deze gemist kunnen worden.
Dit zou een vereenvoudiging betekenen, omdat dan bij verwerking van een
inveerwoord hét aantal stappen gelijk is aan de lengte van dat woord. For-
meel definiéren we een stapelautomaat zonder A-stappen als een stapelauto-

maat <S.I,T,G,50,ZU,F>, waarvoor geldt: V [8(s,A,T) = @] .

SES VTEI‘
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Het is duidelijk, dast voor een stapelautomaat A zonder A-stappen geldt

A g L2(A) . Dit blijkt de enige beperking te zijn.

Stelling 10.5. Als A een ndpa is, dan bestaat er een ndpa A' zonder A-

stappen 2o, dat L1(A') = L1(A), Als bovendien geldt A ¢ LQ(A), dan be-

staat er een ndpa A" zonder A-stappen zo, dat L.(A") = LE(A).

2
Deze stelling bewijzen we niet. Er blijkt uit, dat we ons voor het accep-
teren van contekstvrije talen tot stapelautomaten =zonder  A-stappen
hadden kunnen beperken. Dat neemt niet weg, dat het voor een gegeven
contekstvrije taal soms gemskkelijker is om een stapelautomaat met A-stap-—
pen te construeren, die de taal accepteert, dan een zonder A-stappen.
Bovendien levert de combinatie van determinisme en het weglaten van A-stap-—
pen wel sen essentiéle beperking op. Er bestaan namelijk deterministische
talen, die niet door een dpa zonder A-stappen kunnen worden geaccepteerd,
Voor zulke talen hestaat er dan wel een dpa met A-stappen of een ndpa
zonder A-stappen., Veor de definitie van deterministische talen blijkt het
daarom gewenst om stapelautomaten met A-stappen mee in de beschouwing te

betrekken.

L BT i T

L



HOOFDSTUK 3. SEMANTIEK

§11. INLEIDING

Het opstellen van een formelisme geschiedt meestal met een zekere bedoeling.
Zeer slgemeen geformuleerd houdt semantiek zich bezig met het verband
tussen formele systemen en datgene wat ermee bedoeld is (de "betekenis").
Als men bijvoorbeeld een contekstvrije grammatica opstelt ten behoeve van
natuurlijke talen of programmeertalen, dan kiest men bij voorkeur hulpsym-
bolen, die iets betekenen en waarvoor men ook namen kiest, waaruit die be-
tekenis blijkt {voorbeelden: (noun phrase), (verb phrase) bij natuurlijke
talen; <identifier>, <integer>, <procedure> bij programmeertalen). Het
opstellen van een afleidingsboom voor een tot de taal behorende "tekst"
zal dan een bijdrage leveren tot het vinden van de "betekenis" van die
tekst. Op de weg naar de betekenis is dat echter pas een eerste stap, die
trouwens gewoonlijk nog niet tot de semantiek gerekend wordt. Toch houdt
bij voorbeeld ambigulteit al in dat er meer dan één interpretatie van de
tekst mogelijk is. Wil men verder gaan, dan zal men zijn doelstellingen

nader moeten preciseren,

Het voorheeld van een programmeertanl is illustratief. Een programmeertekst
zal vaak geschreven worden met het ocogmerk deze vervolgens door een reken-—
automast te laten lezen en uitvoeren. Men zou dan onder semantiek kunnen
verstaan de betrekking tussen de gedaante van de tekst en de serie hande-
lingen, die in de automast worden verricht, of eventueel alleen de betrek-
king tussen eindtoestand en begintoestand van de automast. Het felt dat

een zelfde tekst door automaten van verschillend type en merk kan worden

uitgevoerd, zouden we kunnen ondervangen door de introductie van een
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"abstracte" sutomaat, waarvan verondersteld wordt dat zijn gedrag repre-
sentatief ' is voor het gedrag van de "fysische" automaten. Een schrijver
van een programmatekst zal echter in het algemeen verderstrekkende cogmerken
hebben dan alleen het bezighouden van een rekenautomaat. Hoewel deze oog-
merken zeer divers kunnen zijn, beschfijven we 2e hier als "het oplossen
van een probleem". Het oplossen van de vraag of men die doelstelling q
heeft verwezenlijkt is pas de ware semantiek; de beperking tot het "com-
putergedrag" wordt soms wel pragmatiek of operationele semantiek genocemd.
Het ontwerpen van mathematische modellen voor de semantiek in wijdere zin

noemt men mathematische semantiek. R

Dat een programma, dat pretendeert de grootste gemene deler van twee
positieve natuurlijke getallen uit te rekenen, dat ock werkelijk doet, is
alleen vast te stellen, als men weet wat de grootste gemene deler van twee
pesitieve natuurlijke getallen is. Als men zich hier van af measakt door te

stellen dat de grootste gemene deler gedefinieerd is door hetgeen het

‘1
R

programma oplevert, gebruikt men de term "grootste gemene deler" in een

andere betekenis, dan gebruikelijk is; dit geldt ook als het prbgrémma

correct 1is.,.

Het is niet de bedoeling om hier een systematische behandeling te geven
van de semantiek van programmeertalen. We volstaan met het belichten van

enkele mathematische achtergronden.

Een uitveoering van een programma leidt tot vergroting van informatie. Als
het programma bijvoorbeeld de waarde van een funtie f uitrekent, dan

levert de invoer van een argumentwaarde a als uitvoer f(a). Dit ver-

groten van de informatie komt in het bijzonder tot uiting als de functie




_76_

herhaaldelijk wordt uitgerekend zoals dat het geval is biJ de uitvoering
van een recursieve procedure. Veronderstel dat gevraagd is om n! uit te
rekenen en dat vermenigvuldiging tot de normale rekenfaciliteiten behoort,
den kan het doel bereikt worden met een recursieve procedure fac waarbi]
fac{n) gedefinieerd is door de programmatekst:

if n = O then 1 else n % fac(n-1) .

Ter verklaring vatten we de tekst van de procedure eerst op als een opera~
tor P, die werkt op een variabele functie f en waarbij (Pf)(n) gedefinieerd
wordt door

if n = 0 then 1 else n* f(n-1) .

We veronderstellen dat de variabele n de verzameling Z der gehele getallen
doorloopt. Voor iedere functie f is Pf ook een functie, dus P is een
operator die functies in functies omzet. Kiest men bijvoorbeeld veoor f de

identieke functie dan is (P£)(0) = 1 en {(Pf){n)

n{n-1) als n # 0. Nu is

1

fac blijkbear een functie, die voldoet aan Pfac = fac, maar fac(n) is
alleen gedefinieerd voor n 2 0, en de gebruikelijke wijze van uitveering
van bovenstaande programmatekst voor fac met een negatief getal als invoer
leidt tot een niet-stoppende berekening. Dat neemt niet weg, dat Pf = f

wel degelijk oplossingen heeft, die voor alle n € Z gedefinieerd zijn.

Zo voldoet voor iedere constante ¢ de functie 8, gedefinieerd door

nl als n=20 ,

(n):=
g.'\n (_1)n+1

c
malsn((},

aan ch = gc. Bij de gebruikelijke uitvoering van de recursieve procedure
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is het zo, dat naarmate het aantal malen dat de procedure mag worden
aangeroepen groter is, het aantal waarden van n waarvoor fac(n) wordt
verkregen, ook groter is, We kunnen dit beschrijven met behulp van partiéle
functies, dat zijn functies £ die opeen deelverzameling van % gedefinieerd
zijn. De groel van die deelverzameling weerspiegelt de groei van onze o
kennis omtrent de te berekenen functie.

Als we sannemen, dat we met totale onwetendheid beginnen, dan stellen we
dat fo de nergens gedefinieerde functie is. Met behulp van de operator P j
maken we dan de rij functies fO’fl""’ die inductief gedefinieerd wordt .
door fn+1:=an. Bij fac is het duidelijk dat de uitkomst wordt, dat

fn(x) =x! wvoor 0 €£x<n en fn(x) ongedefinieerd voor alle andere x € 7.
Bij uitveering is fn de functie die verkregen wordt als men de procedure ' E
ten hoogste n maal aanroept. Elke volgende functie is een voortzetting van _ | 5
de vorige. De door de recursieve procedure bepaslde functie f is de omvat-
tende functie f(x) = x! als x 2 0, f(x) ongedefinieerd als x < 0, We stre-

ven nu een iets algemenere formulering na.

§12, PARTIELE FUNCTIES :-';;1

Stel A en B verzamelingen en T de verzameling van alle parti&le functies : }
van A naar B, dat wil zeggen bij iedere f € T behoort een domein Df < Aen vVoor
alle x € Dy geldt f{x) € B. Op T defini8ren we een relatie < door voor

f€Teng €T te stellen

f<g:w D, = Dg en V [£({x) = g(x)] .

In woorden zegt men: "g is voortzetting van f" of "g geeft meer informatie

dan f", De relatie € is wiskundig eenvoudig, als we de verzamelingstheore-

tische opvatting kiezen, waarbi]j functies verzamelingen van paren zijn:
?
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£ = {(x,f(x))|x € Df}. Bij die opvatting is f € g hetzelfde als f < g.
Daaruit volgt direct dat € aan de eisen van een parti&le ordening vol=-

doet:

r<f,
als fSgengsh, dan £ € h,

als fT<geng<f, dan T

L]
m

We beschouwen nu de operatoren P: T =» T, We zullen aan de operatoren enkele
voorwaarden opleggen, die geInspireerd zijn door de uitveering ven pro-
grammateksten, We eisen eerst, dat als g meer informatie bevat dan f, ock
Pe'meer informatie bevat dan Pf. Dit leidt tot de volgende voorwaarde:

1. Als f € g, dan Pf € Pg (monotonie),

De tweede voorwamarde komt voort uit de gedachte, dat als de bereckening
van (Pf)(x) een uitkomst bplevert, er bij de uitvoering hiervan de bere-
kening van f(y)} voor slechts eindig veel waarden van y vordt gevergd.
Welke waarden van y dat zijn meg daarbij behalve van f ook van de waarde
van x afhangen. Vervangen we nu echter de I door een g, die in alle y,
waarvoor de f(y) bij de berekening van (Pf)(x) gebruikt worden, dezelfde
waarde heeft als f, dan verloopt de berekening geheel op dezelfde wijze
en is (Pg){x) = (pf)(x).
Dit leidt tot de volgende voorwaarde:
2, Als f € TenxE€ DPf’ dan bestast er een eindige deelverzameling Y van
Df z0, dat voor alle g € T, waarvoor geldt Y Dg en ery[g(y)==f(y)],

ook geldt x € ng en (Pg)(x) = (PF)(x) .
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We kunnen een andere formulering van 2. krijgen door in plaats van de
verzameling Y derestrictie van f tot Y te gebruiken. We noemen een h € T
eindig als Dh eindig is (de verzameling h is dan ock eindig). We definiBren

TO als de verzameling van de eindige elementen van T.

2'. Als T €T en x € D dan bestaat er een h € T. zo, dat h € f en voor

Pf? 0
alle g € T, waarvoor geldt h € g, ook geldt x € DPg en {Pg){x)=(Pf)(x).
Het is duidelijk dat 2. en 2', equivalent zijn. Als we mannemen dst P ook

monotoon is, kan 2, in een eenvoudiger gedsante gebracht worden.

2". Als f € T en x € D.p» dan bestaat er een h € T, 20, dat h S fenxE€ Doy e

Het is duidelijk dat 2'. = 2", Dat uit 1, en 2", volgt dat 2'. geldt ziet

men als volgt. Stel f € T en x € DP dan geeft 2", dat er een h € T_ is

f 0
met h € f en x € DPh' Als nu voor g € T geldt h £ g, dan volgt uit 1. dst
Ph € Pg, dus x € DPg en (Pg)(x) = (Ph)(x) = (Pf)(x), wasrmee 2', is aan-

getoond.

We veronderstellen nu dat de operator P: T - T gan 1. en 2. voldoet. We

Sy TRt

definiéren een rij fo,f1,... van elementen van T met volledige inductie:

£, = @ (nergens gedefinieerde functie) en £ = Pf {we schrijven dan ock

Tl . .
= < . 1 -
£ =P fo). Er geldt nu VnEIJ [fn < fn+1]’ de rij is monotoon niet-daslend.

Dit bewijzen we met volledige inductie. fo =@ < £ (triviaal). Stel

< = < = —
fn & fn+1’ dan fn+1 an & an+1 fn+2 op grond van 1, Met de verzame
lingstheoretische opvatting van functies definiBren we nu fi= U {ntnEIN].
We bewijzen dat dit een partiéle functie is. Het is uiteraard een verzame—

ling paren. Stel nu (x,y) € f en (x,z) € f. Dan is er een n € N zo, dat

(x,y) € f eneenm€ N zo, dat (x,z) € f+ We mogen aannemen dat n € m,
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Dan geldt f € fm en dus (x,y) € £ en (x,z) € f - Omdet £ €T, geidt dan
y =z. Dus £ € T, De volgende bevering is dat Pf = f, Om dit te bewijzen

stellen we n € W, dan f <7, dus £, =7an“€P.f’ paar ook ) <Pf endus £<PL,
Stel nu x € D en stel dat h de op grond ven.2'.daarbij behorende partiéle
functie 'is,dus h € TO’ h<€fenx€ Dy

h
en fn(y) = hiy); voor alle m 2 n geldt

« Stel nuy €D, , dan y € Df,,dus

er is eenn € N zo, dat y € Df
n

dan ook fm(y) = h{y). Omdat Dy eindig is, zijn er maasr eindig veel van
zulke y; door van de bijbehorende n de grootste te nemen vinden we dat cor
een n € N bestaat zo, dat h € fn. Op grond van 2'. geldt dan

X € Dan = Dfn+1 c Df. Daarmee is bewezen dat DP

volgt daaruit Pf = f,

e < Df. Tezamen met f £ Pf

Stel nu een g € T waarvoor geldt Pg = g. Dan geldt ook VnGIJ[fn'g gl. Dit

bewijzen ve met volledige inductie. £, & g is triviasl, Stel fn < g, dan

0
fn+1 = an < Pg = g. Daaruit volgt dan weer f < g,
We noemen een g € T, waarvoor geldt Pg = g een dekpunt (Engels: fixed point)

van P, De hierboven gevonden f is een dekpunt van P, maar bovendien geldt

voor ieder dekpunt g van P, dat f € g. Daarom heet f kleinste dekpunt

(Engels: least fixed point) van P. Dit geeft de volgende stelling.

Stelling 12.1. Stel A en B verzamelingen, T de verzameling der partiéle

functies van A naar B en P: T - T, die aan voorwaarden 1, en 2. voldoet.

Dan heeft P een kleinste dekpunt en wel U {Pnﬁln € N},

De bij een recursieve procedure verkregen functie is de parti&le functie,

die het kleinste dekpunt is van de bij de procedure behorende operator.
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§13. PARTIEEL GEORDENDE VERZAMELINGEN

We willen overgaan tot een wat algemenere formulering, waarbij we niet
meer aan perti&le functies gebonden zijn. Het idee van vergroting van
informatie willen we echter behouden, hetgeen uitgedrukt wordt in een
partigle ordening. We beschouwen een partieel geordende verzameling
<5,[>, dat is een verzameling S en een relatie [ op 8 zo, dat voor alle

f €5, g€8, h €8 geldt

£ [r,
als f L geng[h, dan f [ h, 3
als flgenglf,danf =g . E

Het blijkt, dat we om bruikbare resultaten te verkrijgen nog verdere res- | i
tricties aan de parti&le geordende verzameling zullen moeten opleggen. Welke

restricties dat zijn, zullen we aan de analogie met partifle functies ont-

lenen. Eerst bespreken we echter enkele begrippen, die betrekking hebben

op partieel geordende verzamelingen.

In een partieel geordende verzameling heet d een grootste ondergrens van

fengalsd[ f,d[ genalsuituf fenu[ g volgt u [ a.

Het is duldelijk, dat een aan deze voorwaarden voldoende d door f en g
vastgelegd is zodat we van de grootste ondergrens van f en g mogen spreken,
zo deze bestaat., We noteren d = £ T g. In de verzameling der partiéle
functies hebben twee elementen f en g inderdasd een grovtste ondergrens,

namelijk de verzamelingstheoretische doorsnede £ N g, die inderdssad een

partigle functie is, die asan de vereisten voldoet.




- 82 -

Op analoge wijze defini&ren we de kleinste bovengrens v van f en g door:

fLv,glvenuit f L uen gl u volgt v [ u. We noterenv =1 |jg. Bij par-
tiéle functies behoeft een kleinste bovengrens niet te bestaan. Stel dat

er een a E D N Dg is, waarvoor geldt f(a) # g(a). Voor een kleinste boven-
grens zou moeten gelden f{a) = (f Lig)(a) en g(a) = (£ Ul g)(a), hetgeen
onmogelijk is. Er bestaat dan zelfs geen gemeenschappelijke bovengrens h,

laat staan een kleinste,

De begrippen [T en U zijn in pleats van voor twee elementen ook voor een
willekeurige deelverzameling D van S te formuleren. We doen het eerst

voor 1.

Stel D < 8, dan is TID het element van S5 dat voldoet aan vaD[riD [ flen
L

Ve[Vpepln [ £1= u [ TIDL.
Voor een D © S hoeft [D niet te bestaan, maar als hij bestaat is hij ondub-
belzinnig vastgelegd. Nemen we D = (8, dan voldoet T1§ aan VuES[u L Megr.

Dit is het grootste element van S, dat we, als het bestaat, met T (Engels:

top) aanduniden.

De verzameling der partié&le functies heeft geen grootste element, behalve
in triviale uitzonderingsgevallen; om die uit te sluiten veronderstellen
we voortaan dat #A 2 1 en #B 2 2. Voor iedere niet-lege D bestsat in dit
geval echter wel T1D, namelijk de verzamelingstheoretische doorsnede:

Mo = no.

De definitie van LD gaat analoog. Ock is nu L.M het kleinste element wvan

S, dat we, als het bestaat, met L (Engels: bottom) asnduiden.

Voor partiéle functies hoeft LJD niet te bestaan, maar hij bestaat wel als
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D een bovengrens heeft, dus als D een bovengrens heeft dan heeft D een
kleinste bovengrens. Dit volgt gemakkeli jk uit de volgende voor willekeu-

rige partieel geordende verzamelingen geldende betrekking:
LD = M{u € 8|Vyep [f [ ul} .

Dit moet zo gelezen worden, dat als Miin het rechterlid bestaat, dan U in
het linkerlid ook bestaat en de leden aan elkaar gelijk zijn, Deze betrek-
king is gemakkelijk aan te tonen. We kunnen dit toepassen op de verzameling
T van partiéle functies en een deelverzameling D van T die een bovengrené
heeft. Dan is de verzameling in het rechterlid niet leeg, maar daarﬁit volgt

in T det [T van die verzameling bestaat.

De verzameling T voldoet echter aan een sterkere voorwaardevoor bovengrenzen,
namelijk: als D € T en ieder tweetal elementen van D heeft een bovengrens

in T, dan heeft D een bovengrens in T.

Stelling 13.1. Stel T de verzameling van alle partifle functies van A naar

<
B, DeT, VfED ngD HVET [f € veng € v], Dan bestaat er een u € T zo, dat

<
VfED [f = ll].
Bewijs: Kies u = UD., Het is voldoende om te bewijzen dat u een partiéle
functie is. Stel (x,y) € u en (x,2) € u dan is er een f € D waarvoor y = fx)

en een g € D waarvoor z = g(x). Volgens veronderstelling is er nu ook een

vETzo, dat f S ven g < v, maar dan is y = f(x) = v(x) = g(x) = z. 1

Een iets zwaardere eis voor D krijgen we, als we v € D eisen. Dit leidt

tot het begrip gerichte verzameling (Engels: directed set).
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Definitie gerichte verzameling

Een partieel geordende verzameling <S,[> heet gericht als

ersvges 3es [(f Lvenglvl].

We passen dit vaak toe op een deelverzameling D van een gegeven partieel

geordende verzameling S; in dat geval wordt de partiéle ordening van D ont-
leend aan die van S; de v in de definitie moet dan ook in D liggen. De lege
verzameling voldoet aan de eisen en is dus een gerichte verzameling; in de
literatuur wordt hier vask een uitzondering gemaskt en de lege verzameling

niet meegeteld als gerichte verzameling; wi] zullen haar echter wel meetellen,

Voorbeelden van gerichte deelverzamelingen van S zijn totaal geordende deel=-

verzamelingen (een partieel geordende verzameling S heet totaal geordend
als VfES vg(—ZS [f{ gof g [ £1). Een speciaal geval van een totaal geordende
verzameling is een niet-dalende rij: {fn|n € N ! waarvoor geldt

VnE]V [fn L fn+1]' Een verzameling die een grooctste element heeft, 1s ulter-

aard ook gericht.

De verzameling T van partié€le functies voldoet nu san de veolgende twee

voorwaarden (geformuleerd voor een partieel geordende verzameling s).
I. LD vestaat voor alle gerichte D c S.
II. TID bestaat voor alle niet-lege D < S.

Als in een partieel geordende verzameling [1D bestaat voor alle D < S,

inclusief D = @, den heet S een volledig tralie (Engels: complete lattice),

In dat geval bestaat ook HD voor alle D © S en S heeft een grootste ele-
ment T = T1¢ en een kleinste element L = Li¢. Er geldt ook HS =T en

ns = 1,
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De verzameling der partile funeties is geen volledig tralie, mear kan tot
een volledig tralie uitgebreid worden door een element T toe te voegen en
te verklaren, dat 'f € T voor alle £ € T. Voor de D « T, waarvoor LLD in T

niet bestaat, geldt dan LD = T in de grotere verzameling, We zullen van

deze uitbreiding geen gebruik maken.

We gaan nu verder met een partieel geordende verzameling die aan voorwaarde
I. voldoet; het blijkt niet nodig te zijn om voorwaarde II. te eisen en we
sullen dat daarom ook niet doen. Ben dergelijke parti&le verzameling heet

een cpo (Engels: complete partial order).

Definitie cpo

FEen partieel geordende verzameling <S,L > met de eigenschap, dat LID bestaat

voor alle gerichte D —« S, heet een epo.

Omdat @ ook bestaat in een cpo, heeft een cpo een kleinste element L, Een
verzameling T 'van partiéle functles is een cpo; een volledig tralie ié

ook een cpo.

We beschouwen nu een operator P: S - 5, waarbij S een cpo ié en vragen oné
af welke beperkingen we aan P zullen opleggen. Van de voorwaarden 1. en 2,
die we bij partiéle functies hebben opgelegd is 1. (monotonie)} direct naar
S over te dragen. Voor 2. ig dat echter niet duidelijk. We leggen nu een
geheel anders ogende voorwaarde aan P op en zullen later (Stelling 13.4)
bewijzen dat deze in het geval van partigle functies equivalent is met

voorwagrden 1. en 2, Een operator die aan deze voorwaarden voldoet heet

continu.
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¢

Definitie continue operator

Stel <S,[>een cpo en P: S » 5. Dan heet P continu als geldt:
voor alle D € S, D niet-leeg en gericht, bestaat U{Pf|f € D} en

H{pr|f € D} = P(LD).

Stelling 13.2. Een continue operator P op een cpo heeft een kleinste dek-

punt en wel U{Pnli n€ Nl

Bewijs: Stel <8,[> een cpo en P continu. We bewijzen eerst, dat P monotoon

is. Btelf €5, € 8, f [ g. Dan is {f,g} een niet-lege gerichte verzameling.

Omdat P continu is bestaat U{Ph|h € {f,g}} = Pf U Pgen dit is=P{L{f,g}) =
= Pg. Daaruit volgt Pf [ Pg. Definieer nu de rij fo’fT"" door £. = L

0

en fn+ = an. Dan geldt VnEI\I [fn 1N fn+1]’ omdat P monotoon is. Dus

1
{:E‘n|n € N} is een niet-lege, gerichte verzameling. Omdat S een cpo is,
begtaat p = U{fnln € N} en omdat P continu is, geldt Pp = U{an|n € N} =
= l__J[fn+1|n € N} = p, dus p is dekpunt van P. Stel nu q € S, Pq = g, dan

geldt v tr, L gl. Dit bewijzen we met volledige inductie: f, = 1 [ q;

0

als fn L q, dan f‘n-+ = an [ Pqg = q. Dus is g een bovengrens van {fn]n(:‘]\l }s

1
dus p [ a.

We bespreken nu enkele varianten op Stelliug 13.2. Een klassieke stelling
(Kknaster-Tarski) zegt, dat in een volledig tralie een monotone operator
een kleinste dekpunt heeft. Voor de door ons beoogde toepassingen heeft dit
het bezwaar, dat we vask niet met volledige tralies te maken hebben. Bij
partigle functies hebben we biJ uitbreiding tot een volledig tralie geen
garantie dat het dekpunt niet het toegevoegde element T is. Er bestaan cuk

uitbreidingen van Stelling 13,2, die ontstaan door bij gelijkblijvende
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conclusie de veronderstellingen te verzwakken. Men kan de eis dat 8 een cpo
is vervangen door de eis, dat HD bestaat voor alle totaal geordende D S.
Als men dit doet,wordt het dubieus hoe een continue operator moet worden
gedefinieerd. We maken ons daarover echter niet druk, omdat de gencemde ver-
zwakking geen echte verzwakking blijkt te zijn. Er geldt namelijk de volgen-

de stelling.

Stelling 13.3. Als in een partieel geordende verzameling <S,[ > geldt, dat

LID bestaat voor alle totaal geordende D < S, dan bestaat D ook voor alle

gerichte D < S.

Het (moeilijke) bewijs van deze stelling behandelen we niet. We kunnen ook
de eis voor P drastisch verzwakken, Het blijkt zo te zijn, dat in een ecpo
iedere monotone operator P een kleinste dekpunt heeft. Ook dit bewijzen we
niet; het bewijs is moeilijker dan dat van Stelling 13.2, maar bovendien
ook minder constructief, wat onder meer inhoudt, dat er niet zo'n mooie uit-
drukking voor het kleinste dekpunt uit:- komt, hetgeen de praktische toepas-

baarheid van het resultaat nadelig belnvloedt. :'%

We tonen nu nog aan, dat voor parti&le functies continuiteit van een opera-

tor overeenkomt met de voorwaarden 1., en 2.

Stelling 13.4. Stel A en B verzamelingen, T de verzameling van alle partiéle

functies van A naar B en P: T -» T. Dan geldt:

P voldoet aan 1. en 2. @ P is continu.
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Bewijs:We hebben eerder bewezen,dat T een cpo is en dat als LJD bestaat
voor Dc T, dan LJD = UD. We veronderstellen nu, dat P voldoet aan 1. en 2.
Stel D« T, D niet-leeg en gericht. Uit 1, volgt, dat ook {Pf|f € D} ge-
richt is en dus dat LI{Pf|f € D} bestaat. Maar LD bestaat ook en LD = up.
Stel nu £ € D, dan £ < HD, dus Pf < P(UD), Dus U{Pf|f € D} < P(LID).

Stel nu {(x,y) € P(ID}. Op grond van 2'. is er een h € T, zo, dat h < LID

0]
en (x,y) € Ph. Stel nu (z,w) € h, dan is er, wegens h <UD, een k € D waar-
voor {(z,w) € k. Omdat h eindig is en D niet-leeg en gericht volgt hieruit,
dat er een k € D bestast zo, dat h ¢« k {(let wel dat als h = ¢, de wvoor-
waarde D # @ gebruikt wordt). Maar op grond van 1. geldt ook Ph « Pk en

(x,¥)} € Pk « LI{P£|f € D}. Daarmee is aangeﬁoonds'&ét‘P(¥%D) <.U{pz|f € D}.

Beide ongelijkheden Samen geven dat P(LID) = LI{pr]f € D}. Dus P is contimu.

Nu gaan we omgekeerd van de veronderstelling uit, dat P continu is., Het be-
wijs dat 1. geldt, ontlenen we aan het bewijs van Stelling 13.2, Ten behoeve
van 2., merken we eerst op dat als f € T, dan{h € T0|h € f} niet~leeg en
gericht, en Li{h € T |h < £} = Uh € Tolh € £} = £, Uit de continuTteit

van P volgt dan, dat Pf

H{Ph|h € T, en h < £} = U {Phih € T, en b < £},

bp > dan is er een h € T, zo, dat h € f en (x,(PF)(x))€ Ph en

dus x € DPh' Daarmee is 2". en dus 2. aangetoond. | |

Stel nu x € D

We merken nog op dat uit bovenstaand bewijs volgt dat voor een continue ope-

rator P op een verzameling T ven parti&le functies en een f € T geldt:

Pf = H{Ph|n € T, en h < f} ,

0

hetgeen op zichzelf ook een interessante betrekking is. Er volgt uit, dat

door de Ph voor h & TO alle Pf voor f € T vastgelegd zijn. Dit brengt ons
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op de vraag of een operator PO die slechts op T. gedefinieerd is voortge-

0

zet kan worden tot een continue operator P op T. Uit het bovenstaande volgt
dat als het kan, het op slechts één menier kan. Het is duidelijk, dat het

noodzakelijk is, dat P, monotoon is. Dit blijkt echter ook voldoende te

0]

zijn.

Stelling 13.5. Als T de verzameling der partiéle functies A - B is en

PO: TO -+ T een monotone operator, dan is P: T + T gedefinieerd door
Pf:= U{P0h|h € T, en h € f} voor f € T,

een continue operator T - T en ¥ [pfr = 7.f1 .
fETO 0
RBewijs: In de eerste plaats is Pf, zoals in de stelling gedefinieerd, een

parti&le functie. Dit is zo, omdat uit de monotonie van P0 volgt, dat
{Pohlh € T0 en h € f} een gerichte verzameling is. Stel nu f € TO’ h € TO’

h < f; dan Pk SPOf en dus Pf = U{P0h|h € T, en h € f} = P,f. Daarmee is

erTO[Pf =P

We bewijzen nu 1. en 2. voor P.

Of] aangetoond.

Stel f €T, g€ T, f €g, dan {Poh|h € T,enh < f}c {P0h|h € T, en h < g},
dus U{P0h|h €T, enh < fI<U {P0h|h € T, en h < g}, dus Pf € Pg. Dearmee

is 1. aangetoond. Stel nu (x,y) € Pf, dan is er een h € T, zo, dat h & f

0

en {x,y) € Poh = Ph. Dus als x € D, dan is er een h € T, zo, dat h <f

en x € D Daarmee is 2".en dus 2. aangetoond., Dus P is continu. i

Pn’
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