TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Afdeling Algemene Wetenschappen

Onderatdeling der Wiskunde

TAAL en STRUCTUUR

van de

WISKUNDE

Prof. Dr. N.G. de Bruijn

voorjaarssemester 1978



= Onderafdeling der Wiskuhde

Technische Hogeschool

Eindhoven en Informatica

Taal en Structuur van de Wiskunde

(29650)

collegesyllabus geschreven door prof.dr. N.G. de Bruijn

J

n’-

Prus f.6,5 0




Inhoudsbeschrijving
TAAL en STRUCTUUR van de WISKUNDE

voorjaarssemester 1978

Overzicht en Inleiding V23
Lezen en schrijven van formules V22
Nederlandse wiskundige zinnen met letters V15
Nederlandse zinnen met formulaire zinsdelen V17
Opmerkingen over wiskundige taal V21

Losse opmerkingen over taalgebruik in de wiskunde V19
Natuurlijke deductie: implicatiecalculus V20

Het onbepaalde lidwoord in wiskundig nederlands V24

JdG, 20 Juli 2005



Va3

Taal en Structuur van de Wiskunde.

College van Prof.dr.N.G. de Bruijn
aan de Technische Hogeschool Eindhoven

0.a. voor studenten in de leraarsvariant.

Voorjaarssemester 1978,

L




Overzicht en Inleiding.

Overzicht., Het college Taal en Structuur van de Wiskunde probeert uitgangs—

punten te geven van waaruit kan worden nagedacht over een aantal aspecten
van de wiskunde die een rol kunnen spelen bij het onderwijs. Het college
wordt gegeven in de eindfase van de studie, en heeft daardoor een aanvullend
karakter, want veel stof die onder het hoofd "Taal en Structuur" zou kunnen
vallen is al in eerdere studiejaren behandeld.

Van de studenten wordt verwacht dat zij de studie van de op het college
gepresenteerde stof aanvullen met het lezen van materiaal dat gekozen kan
worden in overleg met de docent. Om een idee te geven van het soort lectuur
waaraan gedacht wordt is een korte literatuurlijst bijgevoegd. Naast het
college staat er ook een stage op de studieprogramma's..lii deze stages leve-
ren de studenten veelal commentaar op bestaande schoolboeken. Gehoopt wordt
dat college plus lectuur voor een dergelijk commentaar een goede ondergrond

bieden.

Van een aantal onderdelen is een syllabus gemaakt:

V22 Llezen en schrijven van formules,

V15 Nederlandse wiskundige zinnen met letters.

V17 Nederlandse zinnen met formulaire zinsdelen.

v2i Opmerkingen over wiskundige taal.

Vig Losse opmerkingen over taalgebruik in de wiskunde.
v20 Natuurlijke deductie: implicatiecalculus.

V24 Het onbepaalde lidweord in wiskundig nederlands.

*

Deze stukken hebben grotendeels op de taal betrekking; pas bij V20 komt
er iets van de structuur tevoorschijn., Van enkele andere op de studie van de
structuur gerichte onderwerpen (zoals getypeerde en ongetypeerde verzamelings-
leer)-is geen syllabus gemaakt.

De bovengenoemde stukken zijn in verschillende perioden geschreven, en
daardoor 1s er wat overlapping en een zeker gebrek aan svstematiek, Ten aan~
zien van taalaspecten is systematiek gewenst. Ten aanzien van structuuraspec-—
ten is het misschien ongewenst of onmogelijk. De in de volgende paragrafen ge-
plaatste opmerkingen over 'de structuur van de wiskunde" staan dan ook in be-

trekkelijk willekeurige volgorde.
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2.

Historische ontwikkeling. De wiskunde is bepaald door de geschiedenis, en

daarbij zien we allerlei veranderingen, in onderwerpen, in doelstelling,
in methoden. Onze visie op de wiskunde is er een van onze tijd, is niet
altijd zo geweest en zal niet altijd zo blijven. Het is ook niet altijd
hetzelfde geweest wiat er tot de wiskunde gerekend werd. En de wiskunde is
niet als een eenheid opgezet op een duidelijk van te voren afgesproken
basis (zoals vele buitenstaanders wel denken)., Het is zo maar ergens in
het midden begonnen. Er zijn stukken uit andere gedachtenwerelden aan toe-
gevoegd, die pas veel later met de andere delen verbonden raakten. En er
zijn stukken afgesloten door ze tot afzonderlijke disciplines te verklaren.
De wiskunde van vandaag is door deze geschiedenis gevormd en sterk bepaald
door de mode en de werkgelegenheid van vandaag. Wanneer wij proberen er
structuur aan op te leggen is dit kunstmatig. Maar er is terugkoppeling:
het ontdekken van structuur en het beschrijven van structuuridealen heeft
grote invloed op de smaak en daardoor op de richting waarin de wiskunde

zich ontwikkelt.

Bestaat er zoiets als '"de" structuur? Neen, tenminste nu niet. Men kan pro-

beren een groot schema op te stellen en te zeggen dat het de structuur van
de wiskunde aangeeft, en dan proberen alles af te snijden wat daar niet in
past (het bed van Procrustes). Als men genoceg medestanders heeft krijgt men
op den duur ook nog gelijk, totdat er weer andere inzichten komen. Maar wat
men ook probeert, "de" structuur krijgt men niet in handen. Er zijn grote en
kleine gestructureerde stukken, er zijn structuuriﬁealen.

Aanbevolen wordt het lezen van wat grote wiskundigen over de structuur

gezegd hebben in "Mathematiker uber Mathematik'" (zie literatuurlijst).

Structuurnive's."Structuur" betekent zoiets als '""schema waarin men een grote

hoeveelheid materiaal op overzichtelijke wijze kan rangschikken'. Dat kan vaak

op verschillende nivo's: zoals men bij een bos de structuur van het bos kan
zien, die van een boom, die van macroscopische en microscopische delen van
een boom. 4

Men kan proberen voor de wiskunde drie structuurnivo's te onderscheiden:
micro, meso en mactro., Op het micronivo liggen de kleinste stappen: redeneer-

patronen, regels waaraan definities, axioma's en stellingen moeten voldoen,

kortom de "taal" van de wiskunde. Op het mesonivo vinden we de grotere stukken:

de rol van de verzamelingsleer, en iets daarboven die van algemene algebraische

organisatie (studie van wat men ook weer structuren noemt). Op het macronive
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vindt men bijv. de relaties van stukken wiskundige theorieé€n met elkaar
en met andere vakgebieden. De gedachte van de nivo's brengt mee dat het
micronive hulpmiddelen levert voor het mesonivo en het mesonivo hulpmiddelen

voor het macronivo,

Enkele tegenstellingen. Dwars door deze structuurnivo's lopen een aantal

polariserende onderscheidingen die door velen (en ook dat is een kwestie
van mode) als wezenlijk worden gezien. Wij noemen er enkele:

Zuiver-Toegepast. Dit is een duidelijk zichtbare hoewel niet constante,

indeling. Iets kan zowel zuiver als toegepast zijn: denk aan de verfkwast met
opschrift "zuiver varkenshaar”™. Een kwast met zuiver varkenshaar kan misschien
beter worden toegepast dan een goedkopere kwast. Zouden er ook kwasten met on-—
zuiver varkenshaar zijn? Het lijkt er meer op dat "zuiver" geen adjectief is
bij "varkenshaar" maar slaat op de manier waarop het haar geselecteerd is. Wat
hier voor varkenshaar is gezegd geldt ook voor wiskunde (maar daar "wiskunde'
niet onzijdig is kan men onderscheiden tussen "zuiver wiskunde" en '"zuivere
wiskunde™).

Abstract-Concreet. Dit is eigenlijk meestal een psychologische onder-

scheiding: "concreet" duidt hetgene aan waarmee men vertrouwd is. Wat van-—
daag abstract heet, is morgen misschien concreet, "Abstract" betekent ook:
niet alleen handelend over de bekende situaties maar ook over ons neg niet
bekende. "Abstraheren'" kan betekenen: het weglaten van een aantal details
zodanig dat het restant algemener toepasbaar is. Extreem concreet is: alles
zeggen over niets. Extreem abstract is: niets zeggen over alles. Men moet dus
niet tot het uiterste gaan. R -
Met de tegenstelling "abstract-concreet" hangt samen de werkmethade waar-

bij men afwisselend generalizeert en specializeert. Het generalizeren allé&én

leert ons niets goeds, het specializeren alléén leert ons niets nieuws.

Deductief-Constructief, Hangt nauw samen met de tegenstelling "abstract-

concreet”; Bij deductief denkt men aan het analyseren van situaties die men
niet heeft opgebouwd maar waarvan men enkele eigenschappen bekend onderstelt.
Bij "constructief" denkt men aan het zelf opbouwen van de grond af, em bestu-
deren wat men opgebouwd heeft, Allerlei mengvbrmen-komén voor. Overigens wordt
het woord "constructief" ook in andere zin gebruikt, nl. als "constructief-met-
beperkte-middelen". Wie een niet-meetbare verzameling opbouwt met behulp van
het keuzeaxioma i1s nog steeds constructief hezig en niet deductief. Anderen
zullen alles wat keuzeaxioma gebruikt als niet—-constructief beschouwen!

Formeel logisch-Intuitief. Vaak is dit alleen een verschil in werkmethode:

i
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het verschil verdwijnt wanneer het gebouw klaar is. Doorgaans is het formeel

logische aspect het blijvende. Het intuitieve aspect is ervaringsafhankelijk,
en- zal zich zelfs op den duur aan het formeel—logische-apparaatfhechten als

aan een nieuwe ervaringswereld.

Grondslagen van de wiskunde. Een wiskundige die zich in een bibliotheek tot

deze rubriek wendt om de grondslagen van zijn vak gewaar te worden slaat de
schrik om het hart! Een lawine van lectuur die niet gemakkelijk te overzien
valt. Een sterk historisch bepaald gebied. Af en toe een stroom die probeert
iets geheel van het begin af op te zetten, dan weer grote wildgroei om zo'n
stroom heen. Bijna overal vindt men in grote trekken dezelfde microstructuur
als in de wiskunde: dezelfde opbouw met axioma's, stellingen, variabelen, for-
mules, bewijzen, etc. Vaak is deze microstructuur informeler dan in de "echte"
wiskunde, maar een volgende generatie van grondslagenonderzoekers haalt deze
achterstand snel weer in. Verder ziet men een grote belangstelling voor het
extreme, voor de uiterste grenzen van het vakgebied. Uitmaken van wat nét

nog kan en nét niét méér kan. (Ook de analyse en de topologie hebben zulke
perioden gehad, en daar is het weer overgegaan);'

Wiskundigen hebben een vaag geloof dat hun bedrijf door de grondslagen-—
onderzoekers wel in orde bevonden is, en vinden het verstandiger "de details
maar aan specialisten over te laten'. Maar sprekend op het macronive kan men
zeggen dat de wiskundigen (inclusief grondslagenonderzoekers) gefaald hebben
in het leggen van een goede voor ieder begrijpelijke grondslag van hun vak.

Gaat "logica" aan “wiskunde" vooraf? Is wiskunde een deel van de logica
(zoals Russell zei}? Of is het juist omgekeerd (zoals door L.E.J.Brouwer werd
betoogd)? Men is het er tegenwoordig wel over eens dat het (veronderstelde)
intuitief aanwezige logische denken niet op een in het brein gelegen logisch
computer:}é berust maar op het rangschikken van opgedane ervaringen, met in-
begrip van ontdekte regelmaat in het taalgebruik.

Er is niet zoveel reden meer om "logica" en 'wiskunde" als gescheiden
disciplines te beschouwen. Er is een gemeenschappelijke onderbouw die be-
staat uit de regels voor het hanteren van de taal die men in beide gebieden
gebruikt. Het lijkt het verstandigste om een goed beeld te scheppen van deze
onderbouw. Natuurlijk is het scheppen van dat beeld wéér een intellectueel
proces van min of meer wiskundig-logische aard; men moet dan ook proberen
deze discussie eenvoudig te houden, althans omnafhankelijk van de inhoud van

de bovenbouw!
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Platonisme. Platonisten zeggen dat de wiskundige objecten (zoals getallen,

functies) waarover we spreken echt bestaan, en dat dit echte bestaan de basis
is voor ons spreken erover. Zeer vele, ook moderne wiskundigen hangen deze ge-—
dachte aan. De objecten bestonden ook al védrdat we begonnen erover te spreken.
Wiskundige zaken worden "ontdekt" zoals Columbus Amerika ontdekte.

Wat maakt het eigenlijk voor een verschil of we in dit bestaan geloven
of niet? A en B kumnen in volle harmonie een wiskundig gesprek voeren ter-
wijl A een "gelovige'" is en B niet. Of men Platonist is of niet is meer een
kwestie van gemoedsrust. De een heeft het nodig, de ander niet. ’

Volgens Wittgenstein's: " Don't ask for the meaning, ask for the use"
is Platonisme irrelevant (irrelevant is wat anders dan onjuist!).

Toch heeft Platonisme wel invloed, maar een negatieve. Bijv: Wie denkt
dat wiskundige objecten werkelijk bestaan komt licht in de verleiding te
denken dat men bij de formele behandeling wel een stéekiemag laten vallen!

Het gevoel dat sommige dingen er waren v&drdat we erover spraken hangt sterk
af van onze vertrouwdheid met de betreffende objecten. Slordig praten over
objecten waarmee we vertrouwd zijn wordt niet gauw afgestraft: de vele asso-
ciaties die we bij zulke objecten hebben houden ons in het goede spoor.

Het "bestaan" in de zin van het Platonisme heeft weinig te maken met de

in de wiskunde gebruikte existentiekwantor.

Taal. Taal is de belangrijkste basis voor communicatie. Men kan op een onbe-

woond eiland vrij goed uit boeken wiskunde leren., Het ligt dus voor de hand
het filosoferen over wiskunde te verplaatsen naar het filosoferen over de
zinnen en formules die wiskundigen zeggen en schrijven ("ask for the use').
Dit standpunt geldt ook voor een breder gebied dan de wiskunde alleen, en
kan als een typische visie van de 20ste eeuw worden beschouwd. In 1917 begon
in Nederland de Signifische Kring met o.a, Frederik van Eeden, Mannoury,
Brouwer, wat later begon de Wiener Kreis waaruit Wittgenstein voortkwam.
Een uitspraak uit de Wiener Kreis: "De traditionele vraagstukken der spe-
culatieve wijsbegeerte zijn schijnproblemen en vinden hun oorsprong in on-
volkomenheden van de taal of in gebrekkig inzicht in haar legische structuur”.
(E.W.Beth in Winkler Prinms (6° dr) 18 p. 506). Daarmee werden drieduizend
jaar filosofie van de tafel geveegd.

Het taalstandpunt is belangrijker geworden sinds we computers hebben
die zinvolle dingen met taal kunnen doen zonder enig idee te hebben van
wat de mens ermee denkt te bedoelen.

Degenen die taal centraal stellen zijn eigenlijk bezig met de studie
van rijen van zinnen, bestaande uit woorden en andere symbolgp, los van

interpretaties daarvan. Laat ons deze mensen taalfenomenologen noemen (het

i
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woord formalist heeft enkele bijklanken, ook onaangename). Degene die de

taal schrijft is een taalgebruiker. De taalfenomenoloog spreekt over wat

de taalgebruiker heeft geproduceerd. We stellen ons voor dat ook de taal-
gebruiker soms denkt te schrijven over iets nl. als hij een Platonist is. y

De taalfenomenoloog gebruikt ook weer een taal om zijn gedachten uit '
te drukken. We zullen die taal de metataal noemen.

Eenzelfde wiskundige zal soms in een taal en soms in een bijbehorende

metataal spreken. Hij moet steeds duidelijk maken of hij het een dan wel
het éﬁdéf spreekt, Er ontstaan misverstanden als een in de ene taal ge—
schreven uitspraak wordt opgevat als in de andere taal bedoeld. Een voor-
beeld: Achilles probeert de schildpad in te halen. De schildpad begint in
Pl' Als Achilles in P] is, is de schildpad inPér als Achilles in P2 is, 1s
de schildpad in P3, enz. Conclusie: "zo kan het eeuwig doorgaan'., Bedoeld

is de metataaluitspraak: "zo kunnen we eeuwig blijven praten'. Ook vele
P g _

andere paradoxen berusten op verwarring van taal en metataal. En de manier

waarop Cantor zijn paradijs bouwde was niet vrij van zulke verwarring.

Soms kan een stukje taal- en metataalvermenging door codificatie in

de taal worden goedgemaakt. Men zegt bijv. in de taal "1,2,3", en dan in

de metataal "enzovoort'. De axioma's van Peanc maken het mogelijk in de

taal iets uit te drukken wat men eerst alleen in de metataal kom.

9. Wat zijn objecten? Deze vraag komt uit de Platonistische sfeer. Qbjecten

bestaan daar echt. Stukjes taal duiden objecten aan, maar andere stukjes

A
niet. We nemen een voorbeeld: ﬁ
A 2 . - 2 . :
i a“ = 0. en | is een positief getal, dus a~ + | > @ (n .
is een bewijs voor het feit dat a2 + 1 > 0. In de taal zegt men '"! is een

positief getal”, "a is een reéel getal", maar in de metataal "1 duidt .een

positief getaal aan', "de letter a is een reéle variabele" (het is al grie-

zelig om in de metataal te zeggen "a duidt een reeel getal aan", beter zou
zijn "in de taal is a een reéel getal"). ;
Volgens Platonistische bijgedachten zijn er objecten die door delen van
de zin (1) worden aangeduid, bijv. de met a,a2+1,0 aangeduide objecten. (Hoe
een echte Platonist tegenover variabele objecten als a,a2+l meet staan is
overigens moeilijk te begrijpen). Maar duidt de hele zin (1) ook iets aan?

De taalgebruiker die hiernaar gevraagd wordt gaat even op de metataalstoel

. . .. 2 . . .
zitten en zegt "(1) is een bewijs voor a"+1 > Q", Dit overspringen naar die

andere stoel is alleen nodig omdat bewijzen niet als objecten worden gevoeld,




Hetzelfde geldt voor "a2+1 > 0" wat vanaf de metataalstoel een bewering
g ASLA R ]

wordt genoemd,

We zullen (zie V17) een grammatica opbouwen met zinnen, substantieven,

adjectieven en namen. De taalconstructies die in de metataal namen worden

genoemd (zoals in ons voorbeeld a2+l) zijn de dingen waarvan de Platonist
denkt dat ze objecten aanduiden (hoewel hij dat niet in de taal kan zeggen;
gelukkig maar, want andersdenkenden moeten hem ook kunnen volgen).

In de AUTOMATH-talen zijn (met een andere syntax) zinnen als "(1) is
een bewijs voor a2 + 1 > Q" in de taal 2z&lf opgencmen. Daarmee zijn dan
bewijzen en proposities tot objecten gemaakt, De wiskundige kan zijn ob-
jecten door letters voorstellen; in de AUTOMATH-talen kan men proposities
en bewijzen tot letters afkorten en ook variabele proposities en bewijzen
treden op, Definities zijn er echter geen objecten.

In V17 is ervoor gepleit om (ten aanzien van het voorstellen door
letters) zinnen, adjectieven en substantieven op dezelfde manier te be-
handelen als namen. De rol van variabelen zullen ze niet =aan spelen,
zodat het geen echte objecten worden. In AUTOMATH kan men wél zoiets als

variabele zinnen en substantieven hebben.

Voordelen van Platonisme. De wiskunde zit vol met isomorfieén. Twee per-

sonen A en B kunnen het stelsel R op verschillende manieren hebben opge-
bouwd, maar genoeg isomorfie hebben bereikt om in hun verdere gesprekken
niet te merken dat ze het over verschillende dingen hebben. De Platonist
zegt dan: "zie je wel, ze hebben het beide over dezelde reéle getallen,
en er bestaan dus reéle getallen.

Het is inderdaad een helangrijk psychologisch argument, dat onnodige
ruzie tussen A en B voorkomt, en dat al die moeizame isomorfietefminologie
voor ons gevoel overbedig maakt,

De situatie is analoog aan de virtuele beelden in de optica. Als A en
B samen de zon in het water zien schijnen is het prettig om te zeggen dat
ze hetzelfde zien (nl. dat virtuele beeld). Om zonder dat virtuele beeld
de relatie uit te drukken tussen wat A ziet en wat B ziet, is moeizaam.

De volgende stap is om te zeggen dat dat virtuele beeld echt aanwezig is.
De fysicus doet dat niet: hij hij hoeft het niet als fysisch object te ver—

kopen: hij kan het als een (echt) mathematisch object beschrijven.

Nadelen van Platonisme. Een ernstig nadeel van Platonistische orvattingen is

dat de vermeende echtheid van objecten alle twijfel aan de juistheid van
een theorie schijnt wes te nemen. Bestaat de verzameling N der gehele ge-

tallen echt? Ook als de axioma's van Peano strijdis mochten zijn? Als het

S s




-8 -

antwoord op de laatste vraag ontkennend is, zou het geloof in de echtheid
van N geloof in de contradictieloosheid van de axioma's van Peano betekenen.
Ook is het voor Platonisten moeilijk om de geldigheid wvan de regel van
de dubbele ontkennine (4 — a - a) te betwijfelen. Alle wisknndige uitspraken
zijn nl. uitspraken over echt bestaande objecten, en hoe zouden die iets
anders kunnen zijn dan waar of niet waar?
Bestaan de grote kardinaalgetallen (uit het paradijs van Cantor) echt?
Ook nog nu bewezen is dat het keuzeaxioma onbeslisbaar is? De doorgewinterde
Platonist denkt: al kunnen ze het niet beslissen, &&n van de twee (keuzeaxioma
of ontkennine ervan) is lekker tdch waar. Gezlien de historische achtergronden
lijkt het waarschijnlijk dat hij op de waarheid en niet op de onwaarheid zou

wedden.

12. Interpretaties. - Dé:tadlfenomenoloog kan naast de door hem bestudeerde taal

T nog een tweede taal S beschouwen en proberen een afbeelding te maken van
wat in T wordt gezegd naar wat in S wordt gezegd. Zo'n afbeelding noemen we

een interpretatie. De taalgebruiker kan deze afbeelding ervaren als het steeds

aanwijzen waar hij het over heeft: hij zal het zijn bedoeling noemen.

Vaak is er een systeem van voortplanting van interpretatie: men legt de

interpretatie van enkele fundamentele zaken vast en geeft aan hoe daaruit de
interpretatie van daarmee opgebouwde zaken voortvloeit. Het prettige gevolg
is dat het voor de interpretatie van het slot van een lang stuk tekst: het
vaak niet nodig is eerst de rest van de tekst te interpreteren.

De zojuist gegeven omschrijving van "interpretatie" is nog erg beperkt.

Vaak is er in S niet &&n "vertaling' wvan wat in T is gezegd maar een gehele
klasse. In T kan bijv. atb=c staan, en de interpretatie kan de klasse zijn
bestaande uit zinnen als 1+2=3, 2+2=4 in S. En interpretatie van 1+2=3 in~ i

een volgende taal kan bestaan uit alle relaties u v v = w met u,v,w verza-

melingen van resp. 1,2,3 elementen.

Het programma van Hilbert. Hilbert propageerde (omstreeks 1925)de gehele wis-

kunde te beschrijven in een formele taal en met een simpele metataal daar-

over twee fundamentele dingen te bewijzen: consistentie (d.w.z. onafleid-

ST

baarheid van contradicties) en volledigheid (d.w.z. elke propositie is be-

slisbaar).

etk o b B8

Beide hebben gefaald zoals Godel kort na 1930 aantoonde. Maar als men
afziet van het bewijzen van consistentie en volledigheid is er geen bezwaar

tegen het programma van Hilbert. De wiskundigen zijn ermee doorgegaan; zoals
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Bourbaki (partiéle formele taal met maTeve metataal) en als een soort eind-
station AUTOMATH (1968) (volledig formele taal, zonder enige toelichting

automatisch leesbaar en verifigerbaar).

Het intuitionisme. L.E.J.Brouwer probeerde in 1909 met zijn intuitionisme

een revolutie in het wiskundig denken teweeg te brengen omdat hij de logische
principes van de klassieke wiskunde onbetrouwbaar vond. Het is geen algemeen
succes geworden, wegens de ernstige beperkingen die het de technisch werkend
wiskundige oplegt, maar ook wel doordat de meeste wiskundigen de zin ervan
niet begrepen hebben.

Het is heel moeilijk in kort bestek te zeggen wat het intuitionisme is.
Het is niet gemakkelijk in een formeel systeem onder te brengen: de intuiti-
onistische propositie— en predikatenlogica van Heyting beschrijft slechts een
deel van de gedachten die bij Brouwer leefden.

Wat het meest opvalt is de afwijzing van de "double negation law"

(0h— a + a), van de zwakke disjunctie (d.i. het accepteren van a v b ook

als van geen van beide een bewijs bekend is}, en de met de andere regels
samenhangende regel van de uitgesloten derde (a v — a). Brouwer zei dat deze
regels acceptabel waren voor bekende vertrouwde objecten zoals eindige ver—
zamelingen maar niet voor niet "echt" bestaande dingen als oneindige verzame-
lingen (vgl., §11). In een systeem waarin alle vragen beslisbaar zijn kunnen

de regels van de klassieke logica geen kwaad doen omdat er geen uitspraken

mee kunnen worden bewezen die niet intuitionistisch af te leiden zijn, maar
voor de oneindige systemen waar de wiskundige mee werkt is dat anders.

Als objecten niet "echt bestaan" is er toch nog iets dat wel echt bestaat,
nl. het spreken erover. Zo verschuift de aandacht van de intuitionist naar de
constructies waarmee objecten en bewijzen worden aangeduid, dus.naar taalob-
jecten. Ten aanzien van taalobjecten is men minder argwanend: in een woord
wordt de eerste letter gevolgd door een p of niet gevolgd door een p; een
derde mogelijkheid is er niet,

We geven een voorbeeld van een bewijs dat niet door intuitionisten
aanvaard wordt. De stelling luidt: er bestaan onmeethare getallen a en b z&
dat ab rationaal is. Bewijs. Als (\/2)'/I2 rationaal is, is a=b=v/2 een voorbeeld.

V2

Als _  het irrationaal is dan is a = (¥2)'“°, b = v¥2 een voorbeeld, want dan

is ab = 2.
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Natuurlijke deductie versus Waarheidstafels. In het logische systeem van a

Boole (dat in feite een voortzetting gaf van het onbekend gebleven werk
van Leibniz) wordt van samengestelde uitspraken de waarheidswaarde (waar
of onwaar) vastgesteld op grond van de waarheidswaarde van de delen, gebruik ]
makende van de bij de wvoegtekens (zoals A , vV , » } behorende tabellen %

(waarheidstafels). Een bijzondere rol spelen de tautologiéen, dat zijn

samenstellingen die een aantal lettetrs STERERTLN {de propositievariabelen)
. n . .

bevatten en die de waarde "waar'' opleveren voor alle 2~ combinaties van

waarheidswaarden voor resp. -IFREETL 3P Substitutie van willekeurige uit- A

spraken voor a, tot en met a, levert dan steeds weer een ware ultspraak

op.

Dit logische systeem van Boole past zeer goed bij het denken over

electronische schakelingen. Er zijn daar een aantal ingangen die met pro-~
positievariabelen kunnen worden vergeleken omdat ze, onafhankelijk van el-
kaar, "aan'" of "uit" kunnen staan. En de schakeling moet voor alle mogelijke

combinaties van keuzen van "aan'" en "uit" een zeker effect op de uitgangen

hebben. Dit effect kan worden berekend met behulp van tabellen die voor de
afzonderlijke elementen van de schakeling gelden.

Dat echter het systeem van Boole ook zo goed past bij het redeneren
in de wiskunde is een misvatting met een hardnekkige traditie. Het wiskundig B
redeneren wordt daarentegen zeer goed beschreven in de systemen van natuurlijke I

deductie. In zulke systemen worden afleidingen gegeven met bijhouding van een :g
steeds wisselende context van geldende veronderstellingen. Weliswaar kan men 3
i

vaak met behulp van waarheidswaarden kwesties van afleidbaarheid van formules

in zo'n systeem bestuderen, maar dat is heel wat anders dan het redeneren in

het systeem z&élf,

van een gemengde context: de context bestaat gedeeltelijk uit geldende onder-

De wiskundige praktijk kan vrij goed worden beschreven door het bijhouden ,%
1

stellingen, gedeeltelijk uit geldende variabelen van gespecificeerde soort, %

Zulke systemen zouden we systemen van mathematische deductie kunnen noemen.
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Lezen en schrijven van formules.

Boomstructuur. We gaan uit van de opvatting dat formules in wezen boomvormig zijn,

en dat niet-boomvormige schrijfwijzen alleen gekozen zijn terwille van het gemak
bij schrijven en drukken.

Bouwstenen van formules zijn figuurtjes wvan de vorm:

I VAR VAN S

Bij het punt onderaan schrijft men de operator , bij de boveneinden van de opgaande

takken de operanden. De operaties heten resp. unair, binair, ternair, etc.: Voor-

-7 beelden:

b 4 z
I VARV
kwadr som Dof ,
In gebruikelijke notaties worden deze met az, p+q, f(x,v,2) aangegeven. Men kan nu

ook samengestelde formules bouwen:
u a

Om
s a

2
P a® + f{p,uta,a).
kwadr e ’

50m

De in de boom voorkomende namen (som, kwadr, a, £, p, u) heten identificatoren.

. De namen bij knooppunten heten operatornamen.

Lineaire presentatie. Er kunmen allerlei afspraken worden gemaakt om als boom be-

.doelde formules in lineaire vorm (d.i. in de vorm van een rij symbolen) te br.agen.

De afspraken dienen z3 te zijn dat de relatie tussen boom en symboolrij &&néénduidig
is. Het terugvinkﬁ1van de boom uit gegeven symboolrij heet ontleding (engels:parsing).

Hetzelfde probleem doet zich bij zinmen in een natuurlijke taal voor.

Een goed systeem is de prefiznotatie. Men schrijft de naam van de operator voorop,

daarachter een serie operanden gescheiden door komma's, en de gehele serie staat
tussen haakjes. De operanden staan zélf ook weer in prefixnotatie. Het voorbeeld uit

571 wordt in prefixnotatie

som{kwadr(a),f(p,som(u,a),a). (N

De ontleding geeft geen moeilijkheid, ook niet als (zoals hier) sommige namen met
meer dan &&n letter worden geschreven. Men moet wél verbieden de operatoren namen

te geven waar haakjes of komma's in voorkomen.

i e e e

;




Wanneer van elke operator het aantal operanden bekend is kan men alle haakjes
en komma's weglaten (mits de identificatoren duidelijk van elkaar gescheiden zijn).

In het wvoorbeeld:

som kwadr a f p som u a a {en niet somkwadrafpsomuaa).

Men noemt dit wel de poolse notatie (fucasiewicz).

Een ander goed systeem is "reverse polish". De operator komt hier steeds achter

de serie operanden, en alle haakjes en komma's blijven weer weg:
a kwadr p wu a som a £ som

Deze notatie houdt verband met het bijhouden van een stapel bij de numerieke uit—
voering van operaties: de identificatoren worden van -links naar rechts gelezen en

op een stapel geplaatst. Komt een operatornaam bovenop de stapel te liggen (als
laatst—ingelezen naam), en vereist die bijv. 2 operanden, dan laat men de operator
werken op de twee getallen die eronder liggen, haalt die twee getallen en de operator-
naam weg, en legt het tesultaat van de operatie bovenop de stapel. Aan het slot ligt
er nog slechts &&n getal op de stapel, en dat is de uitkomst. We laten groei en krimp

van de stapel bij ons voorbeeld zien; gemakshalve leggen we de stapels horizontaal:

a kwadr
2
a
2
a p u a som
- 2
a p uta
. a2 p uta a £
a? f(p,uta,a)
a2, f(p,u+a,a) ..som

af + f(p,urap)

Deze algorithme werd zoeven met berekening geassocieerd, maar men kan hem ook zien

als een manier om de prefixnotatie te produceren.
Als alle operatoren bimair zijn past men vaak infixnotatie toe: de operatornaam

wordt tussen de operanden geschreven. In het algemeen zijn haakjes daarbij onmisbaar.

Voorbeeld van een infixformule:

(P n(Q@ uR)) c(P (R nS));




in reverse polish luidt deze PO R UN PR S unn >,

Gemengde notatie. Gewone wiskundige notatie is doorgaans een mengsel van infix en

prefix, aangevuld met nog wat fantasienotaties. Wat dat laatste betreft noemen we
x3 (i.p.v. x 4+ 3), het postfix uitroepteken voor de faculteiten, worteltekens met
strepen boven de formules i.p.v. haakjes, bovenstreping voor complex conjugeren,
notaties als (v,w) voor inmproduct, notaties (m,n) en {m,n} voor GGD en KGV, breuk-
notaties met horizontale breukstreep, letters met indices, intervalnotaties,enz.

Terwille van het snel lezen en schrijven zijn er regels voor het weglaten van
haakjes. Zo'n regel is alleen bruikbaar als er ook een algortihme is om de wegge-
laten haakjes weer terug te vinden, d.w.z. om de boomstructuur te bouwen.

We beperken ons even tot het geval met de 4 arithmetische infixoperaties

Er zijn twee systemen: "V,D,0%A" en "V&D,0&A". We beschrijven de leesalgorithme
bij V,D,08A: zoek eerst van links naar rechts de symbolen X op en plaats haakjes

links van de linker— en rechts van de rechteroperand. Staat er bijv.

(a + (b+ec) xd) x £ + g

dan is de eerste stap. dat om (b+c) X d haakjes worden gezet; de tweede stap zet
haakjes om (a+ (b+c) x d) x f. Men vindt steeds wat de linkeroperand is door van @
het x—teken naar links te gaan en op te houden zodra men evenveel openingshaakjes
als sluithaakjes heeft (maar als er direct links van het % ~_teken.een identificator
staat houdt men al op na het lezen daarvan). Voor de rechteroperand'handelt men ana-
loog. Nadat men dit gedaan heeft doet men hetzelfde met alle tekens /. In de derde
ronde neemt men de plussen en de minnen in de volgorde waarin ze staan (dus niet
eerst alle plussen en dan pas alle minnen).

Gaat het om numerieke berekening waarbij de gehele formule moet worden afge-
broken dan kan men zich de moeite besparen om haakjes bij te plaatsen die toch weer
worden verwijderd. We gaan dan anders te werk. Eerst formuleren we de gedragslijn

voor formules zonder haakjes. Dan luidt de regel.als volgt: Lees de formule van
links naar rechts. VYervang elke combinatie "getal x getal" deor het product. Doe

het daarna met delingen, en in de derde ronde met O&A. Voor formules mét haakjes
luidt de regel: Kies een combinatie (U), waarbij U een formule zonde haakjes is.
Werk U uit, dit levert een getal u. Vervang nu (U) door u. Ga hiermee door tot
alle haakjes zijn verdwenen,

Tot nu toe ging het over het lezen van formules met ontbrekende haakjes. De
corresponderende regels voor het weglaten van haakjes zijn wat ingewikkelder. Het

is ook niet eenduidig: men mag best (a+b)+c x d schrijven in plaats van a+b+cxd.

S o, o S R B
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Het gemakkelijkst zegt men: men mag haakjes weglaten mits daarna de leesalgorithme
nog het goede resultaat geeft, Gedeeltelijk berust nu de haakjesweglaterij nog op
dingen als de associatieve wetten: wegens a+(b+c) = (a+b)+c, a+(b-¢) = (atbh)-c
mag men a+(b+c) rustig met a+b+c noteren en a+(b—c) met a+b-c. Op grond van deze -

regels kan men bijv. in een formule als

zich beperken tot het plaatsen van haakjes om knopen die staan op de rechtsop-
gaande poot van een minteken. Dit is in de figuur gebeurd. Mechanisch oplezende

bij het van links af omlopen van de boom komt er

a-b~-(ece+d)+e+f-g~h-(i-j+k-(lL+m-n)).

Tegenwoordig is er onder angelsaksische invloed (en onder invloed van computer-

talen, want ook computers komen uit het westen) de neiging om op ''V&D,0&A" over te
gaan. Dit ligt ons niet zo prettig, we zijn nog steeds gewend om a/bec te lezen als
a/(bc). (Zoals gebruikelijk worden alle maaltekens weggelaten).Niemand schrijft
overigens a/be/d/fg, wat volgens "V,D,08A" betekent ((a/(bc))/d)/(fg) en volgens
"'V&D,08A" ((((a/b)e)/d}/f)g.

Volgens de Europese traditie werd bij de schuine streep de linkeroperand iets

hoger en de rechter iets lager geschreven. Daardoor was het verschil tussen

%/3 a en %435_

ook zonder haakjes duidelijk. Waarschijnlijk is de ellende pas goed op gang gekomen
toen in de V.S. omstreeks 1925 de zetters van drukwerk meer gingen verdienen damn
de lezers en de schrijvers, waardoor men alle wiskundig zetwerk zo lineair mogelijk

{d.1. zo goedkoop mogelijk) ging maken.

Machtsverheffing is eigenlijk geen probleem. Bij machtsverheffing is door ver-
schil in niveau direct duidelijk wat er gebeuren moet: de exponent is een afzonder-
lijk leesbare formule, en het grondtal moet tussen haakjes (behalve wanneer het &&n

identificator is).

L T T alas
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Verdere opmerkingen over preferenties. Heeft men een preferentievolgorde gekozen,

> |

De worteltrekking had in het beruchte MVDWOA een lage rang, zodat v ab als

/(ab) moest worden opgevat. Maar de moeilijkheid deed zich niet voor zolang men

met wortelstok /ab kon schrijven. En men vermeed de moeilijkheid door toepassing
van de commutatieve wet en soortgelijke wiskundige regels: 2(v2)a werd 2av2,

(Vp) (¥q) werd V(pq) en niet vpvq (wat volgens MVDWOA p%q% betekent). De beste

raad is: pas bij het lezen V,D,W,08A toe maar zet bij het schrijven de uitdrukking
achter het wortelteken, steeds tussen haakjes, tenzij het maar &&n enkele identi-
ficator is. En zet de hele uitdrukking met wortelteken en al tussen haakjes wanmeer

erachter weer V of D komt.

Men kan nog verder gaan en zeggen: schrijf zd dat elke preferentievolgorde bij

V,D,W bij lezen hetzelfde resultaat geeft, mits ze maar vddr 0RA gaan. :

zoals V,D,0&8A dan zegt men dat V sterker bindt dan D, enz,, dat O en A sterker

scheiden dan D, enz.

Ook bij verzamelingsleer en logica gebruikt men infixnotaties die om preferen-
tieregels vragen. Men zal N en U sterker laten binden dan <, ¢ en =, In de logica
wordt de volgorde V&S/, TAERY e, ?aangetroffen.

Wanneer een infix bewerkingssymbool (laten we als voorbeeld % schrijven) aan
de associatieve wet voldoet, kummen we & * b * ¢ * d zonder haakjes schrijven: er
komt tdch altijd hetzelfde uit. In een miet-associatief systeem moet het, als we
een met “V,D,O&A" overeenkomende regel toepassen, worden opgevat als {(a * b)-xc) xd.

We noemen dit wel de linksassociereénde opvatting. 4

In speciale vakgebieden heeft men afwijkende gewoonten. Men heeft er te maken "
met speciale formules. Bij integraalvoorstelling van Besselfuncties komt cos(x sin t)
voor, maar in de goniometrie zelden. In de goniometrie zal men met cos x sin t steeds
(cos x)(sin t) bedoelen. En met sin 2x bedoelt men niet (sin 2)x, want sin 2 komt
daar nooit voor. Van formules waaraan men gewend is gaat een sterke suggestie uit.
Niemand zal bijv. denken dat met de comstante term in ax4+bx3+cx3+dx+e de basis van

de natuurlijke logarithmen bedoeld is!

Gebonden variabelen., Formules kunnen letters bevatten die we variabelen noemen.

Eenzelfde letter (x bijvoorbeeld) kan op verschillende plaatsen in een formule
voorkomen. We staan toe dat &é&n ervan eenzeer speciale rol vervult. door op een

zg. bindingsplaats te staan. We kunnen van elke andere plaats waar x staat een pijl

- naar die bindingsplaats tekenen. Nadat die pijlen gezet zijn kunnen we zeggen dat de

R e ——

naam van de variabele er niet meer toe doet: het zijn de pijlen waar het op aankomt,
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n
— met als boom

De pijlen gaan steeds naar een punt lager in de boom. De letters n en j zijn de

gebonden variabelen {(of dummies). De bindingsplaatsen zijn met een cirkeltje aan-

gegeven. Vanuit de linkertak van een I mogen geen pijlen naar de bij deze I behorende
bindingsplaats gaan, en daarom hebben we de bindingsplaats direct boven I in de
rechtertak gezet.

Men mag de letters n,j rustig door andere letters vervangen mits die maar tot
hetzelfde pijlenschema leiden. Het kan zelfs geen kwaad eenzelfde letter voor ver-

schillende bindingsplaatsen te gebruiken, zoals bij

m 2 m -2

maar men vermijde liever de*situatie dat een x twee bindingsplaatsen x onder zich
in de boom heeft,
Zoeven waren de pijlen in de boom aangegeven. Misschien verheldert het dit ook

eens in de formule te doen.

Voorbeelden van binders.

6.1 Zi=l (k2+k) is waarschiinlijk de oudste,
6.2 Hi=} £(k) = f(1Y£(2)E(3)£(4). Als de vermenigvuldiging niet commutatief is wordt

dit gevaarlijk. Men kan het symbool bijv. niet vervangen door £(k)

M e {1,2,3,4)
want in {1,2,3,4} is geen ordening aangegeven,

6.3 substx f(...x...) betekent het resultaat van de vervanging van x door 5.

1=5

L SR S., idem met n .

6.4 Yi=1 %% ied 71

6.5 X?=i Ai {cartesisch product; let op volgorde!l).
6.6 V__gPB(,3 _o 2.

6.7 #xe S P(x) (= het aantal x in § met P({x)),




6.8 {xeS [P(x)} (= de verzameling der x in S met P(x); de notatie van de binding

P(x)).

wijkt nogal van de andere af; Freudenthal gebruikt 1 - 5

6.9 lxe'S P(x) (gedefinieerd wanneer er precies &&n x<¢ § met P(x) is; het duidt dan
ie & : vee =] 3] is P !
die éne ¥ aan. Met andere woorden lxe g Jota(TxE g v }; jota is Peano's

functie die aan het singleton {x} het element x toevoegt).

6.10 T;E 3 g(f(x,a),x) is de functie met domein S, die wanneer x < 5, aan X toevoegt

g(f(x,a),x).

6.11 Wanneer men ?,voldoende algemeen opvat (bijv. door als waarden ook proposities
toe te laten) kan men de meeste binders daarin uitdrukken door het invoeren van

i

nieuwe unaire operatoren:

Zz;l (n2 +n) = som(Ele[;’mj (n2+n)),

V 2 =AL.(TM ¢ PG,

max_ (x ~ xz) = max( xR {x - xz))s

eR

TXES'P(X) = T(Tx€m P(x)), waarin W(f) = £ (waar),

(%% -1 | xes} = beeld(Txes =% - 1)),

-

6.12 Freudenthal propagééft een vraagbinder, bijv.

2
9 - - -
— (x x -2 o).

Een bezwaar ertegen is dat deze uitdrukking wat ver buiten de rest van de w skundige

taal valt, Het kan ook eenvoudig met

2
e - 9 = 9
Tx cIR (x x - 2 o) ?

(het laatste vraagteken betekent niet "is het waar dat" maar "wat is™).

6.13 Een computerprogramma kan misschien wel als een wiskundige formule worden opgevat,
maar de variabelen erin spelen een geheel ander spel dan de variabelen in de wiskunde;
het zijn een soort projectieoperatoren. Toch is er in syntactische zin sprake van

binding:nl. door declaratie:

begin integer n; sernesell seaeae W ...., end

T v L S L



7. Binding met restrictie. Laat S een verzameling zijn, en laat P(x) een propositie zijn

voor elke x €S. Dan is T, gedefinieerd door
Ti={xes | P(x)} =1+ _o P (1)

een deelverzameling van 5. Vaak heeft men behoefte om binders als Vx T in te voeren
€ "
zonder T zelf eerst te definieren. We kiezen daartoe de constructie :

]

xeS |[P(x) (2)

die wordt uitgesproken als "voor alle x €S met P(x)} geldt" of "voor alle x¢§ die

aan P(x) voldoen geldt"; Heel vaak probeert men het zonder (1) te doen, nl. door

o e et et i s L TR 2 - P

V. (RG> a@) (3)

te gebruiken i.p.v.v Q(x)r. Dit is niet alleen onnatuurlijk maar ook vaak
XeS | P(x) '
onjuist, nl. in die gevallen dat Q(x) pas gelezen kan worden als P(x) waar is. In ;

die gevallen is P(x) - Q(x) een gegeneraliseerde en geen gewone implicatie. Het voor-

deel van (2) blijkt ook wanneer men hetzelfde met existentie doet. De vorm

E | pex) U

is in overeenstemming met wat men uitspreekt, en

R v o)

SR JC RO @

is dat niet; bovendien is P(x) A Q{x) vaak geen gewone conjunctie.

Ook bij enkele andere binders is de restrictienotatie plezierig lees~ en schrijf-
baar. (Alternatieven als (3} en (4) zijn er doorgaans niet, en het invoeren van een
extra letter T via (1) is lastig, zeker als de restrictie ergens diep binnen een

formule moet gebeuren). Voorbeelden:

U, . S,
ielN | i oneven i’

4
#XeR | x >0(x - 2x +a = 0),
feer |x >0 (o8 X <2,

2 -
#XER | % >0(X % =5),

TxeiR' 11 <x <2 log log x.




9. Stippeltjes. De notatie

Wanneer men zo'n formule in boomvorm brengt moet de restrictie (die de dummy mag

bevatten) boven de bindingsplaats komen. In het laatste voorbeeld schematisch.

Kx<2

I@‘Oj)&

I

8. Indexnotatie. Men kan twee opvattingen huldigen:

- (1) ay is een afkorting voor a(k). De afkorting heeft echter het typografische nadeel E

dat k niet gemakkelijk door een ingewikkelde formule kan worden vervangen. De index-
notatie kan overigens helpen om te ontkomen aan de conditie (zie § 2) dat in operator-

namen geen haakjes mogen voorkomen: men heeft liever fk(x) dan f£(k){(x).

(ii) CRLTYREY zijn identificatoren die men gebruikt omdat het alfabetuitgeput is,
en ook wel omdat het een middel is om het bij elkaar horen van een stel objecten
suggestief aan te duiden. Men kan de hoekpunten van een driehoek nog wel A,B,C of

P,Q,R noemen, maar bij de regelmatige zeventienhoek is P],... overzichtelijker

Frq
dan het gebruiken van de eerste 17 letters van het alfabet. Binnen de opvatting (ii)
past niet het gebruik van indices waarvan de syntactische vorm verschilt van een in
cijfers uitgeschreven natuurlijk getal. Als men zegt dat a_ voor elke n<N een letter

is, vermengt men taal en metataal. Daarom verdient (i) meestal de voorkeur.

voor k = 1,..;,n (n

is een zeer leesbare afkorting van
voor k €N met restrictie | £ k £ n (2)

mits men dat afspreekt. Zonder afspraak is niet zo duidelijk wat de bedoeling is
als n=2 (dan staat er niets op de stippeltjes, en er is een komma teveel), als
n=] (nog erger) enm als n < 1{dan valt er van (1) niets meer te maken). De uitdrukking
(2) is ten allen tijdeduidelijk. Als bijvﬁ n=0 stelt het voor "woor ke 8", (Bij dit A

laatste terloops de waarschuwing dat het niet betekent "voor geen enkele k").




Bijlage bij collegé: Taal en Struktuur v.d. Wiskunde. V.15
Juni 1977 - N.G. de Bruijn.

Nederlandse wiskundige zinnen met letters.

In WOT(=wiskundige omgangstaal) komen veel zinmen voor waarin een letter
grammaticaal de rol van een woord vervult. Bijvoorbeeld "P ligt op de cirkel”,
"het eenheidselement van G commuteert met alle andere elementen'.

Wij gaan uit van een lijst van zulke zinnen, die in §12 is opgesteld.

Voor de letter is steeds de letter v gekozen. Ter afkorting in onze huidige

1
3
;
:

discussie zijn de zinnen met Pl(v),... aangeduid,

Wij beperken ons tot zinnen waarin v zou kunnen fungeren als eerder in-
gevoerde afkorting van een object. Dat wil zeggen dat er voor v gesubstitueerd
kan worden. Bijvoorbeeld: "v is een kwadraat" kan door substitutie overgaan in
32,42 is een kwadraat". Met een zin als "geen enkel geheel getal v heeft een
negatief kwadraat" is zoiets niet het geval; daarin is v "gebonden" door de

quantificatie ''geen enkel”.

Bij alle zinnen van onze lijst is tussen rechte haken een typering aan-

gegeven. Als er bijvoorbeeld staat

Pz(v) = v heeft een rechte hoek [ driehoek]

dan kan men desgewenst lezen "de driehoek v heeft een rechte hoek". In de

gevallen waarin v een eerder genocemde afkorting is voor een bepaald object,

AT o

is deze toevoeging doorgaans overbodig. Wij schrijven de typering er ‘tussen
[ ] bij omdat die bij allerlei transformaties van de zin opduikt.

Als het type V is, zullen we de zin een zin over V noemen.

Bijzinsinversie. Van elke zin kan men een bijzin maken door er een voegwoord

e RGN AR L | e N

als "dat", "omdat", voor te zetten en de volgorde van de zin aan te passen.

i

Z6'n volgordeverandering heet inversie., Het komt er hier doorgaans op neer

L,

dat de persoonsvorm naar achteren verhuist. Wij geven dit met een accent vddr

de letter P aan: als bijvoorbeeld

:
:
:

P(v) = deze cirkel snijdt v niet

dan is

'P(v) = deze cirkel v niet snijdt.

Natuurlijk is 'P(v) geen goede zin, maar zinnen als

het is niet waar dat "P(v)

wij zien nu dat "P(v)




zijn het wél,
De bijzinsinversie kan ook worden toegepast als P(v) z&lf een bijzin

bevat. Bijvoorbeeld als P(v) = Uit (1) volgt direct dat v positief is.

Constructies met 'P(v). Met "dat'P(v)" zijn veel wiskundige gedachten uit-

drukbaar. Vaak zijn het lelijke, houterige conmstructies, maar ze zijn wel
veilig, d.w.z. dat ze weinig kans op misverstand geven. Misschien komt dit

wel doordat in een vorm als "dat v een rechte hoek heeft” het dat ... heeft

als een soort afschermend haakjespaar werkt, zoals begin ... end. We bekijken

een aantal van deze constructies.

a) Ontkenning. Als houterige ontkenning van P(v) kan gebruikt worden
Het is niet waar dat 'P(v).

Opgave. Doe dit met alle zinnen van de lijst. Probeer ook mooiere zinnen te

bouwen die hetzelfde uitdrukken (i.p.v. "het is niet waar dat v een kwadraat

is" zeggen we "v is geen kwadraat"). Merk bijvoorbeeld het verschil tussen

P26(v) en P28(v) op.

b) Bindingen. Nu gaan de typeringen eem rol spelen. We zullen hier van
WOT afwijken door de dubbele punt te gebruiken. Als V een typerend substantief
is (bijvoorbeeld "punt™) gebruikt men in WOT "elk punt v¥, "alle punten v",
"een punt v'". Wij schrijven nu "elke v : V", "alle v : v", "een v : V" waar-
mee geslachtelijke : verschillen worden genegeerd, en niet de moeite wordt
genomen om aan V een meervoud te geven.

We geven nu een aantal houterige bindingsconstructies.

(i) voor alle v : V geldt dat 'P(v),
(ii) voor geen enkele v : V geldt dat 'P(v),
(iii) er bestaat een v : V met de eigenschap dat P{v),

(iv) niet voor alle v : V geldt dat "P(v).

Dit zijn zinnen. Het volgende voorbeeld'is niet een zin maar naam van een
VOOTWerp.

(v) de verzameling van alle v : V met de eigenschap dat "P(v).

5. Eenvoudigerconstructies. In vele eenvoudige zinnen kan men {i) vervangen door

P(elke v : V). Is bijvoorbeeld

P(v) = -1 is kleiner dan v [positief getall]

dan werkt dit goed (-1 is kleiner dan elk positief getal), maar bij

W r—
——




P{v} = -1 is kleiner dan het kwadraat van v [reéel getal]

kan men de mist in gaan.

Als v het onderwerp van P(v) is kan men i.p.v. P(elke v : V) ook
P%(alle v : V) nemen, waarbij P" de meervoudsvorm van P is.

Wat voor P(elke v : V) gezegd is geldt ook voor P(geen enkele v : V).
Als v onderwerp is, is ook P(niet elke v : V) vaak een bruikbare constructie.

Zelfs in dat eenvoudige geval dat v onderwerp is loopt het mis wanneer
de zin ontkennend is (bijvoorbeeld P(v) is geen kwadraat). Men kan de zin (i)

nu wél vereenvoudigen door van —m 3 = V¥ — gebruik te maken (''geen enkele v

is een kwadraat), maar dat is een wiskundige regel en geen taalregel.
Opgave. Vorm de bindingen (i) t.e.m. (v) voor alle zinnen uit{§]2 en probeer

vereenvoudigingen te vinden. o R

Uitbreidingen van WOT. We hadden WOT al verrijkt met de typeringsnotatie v : V

waarin V een substantief voorstelt.

Er is vaak behoefte om van de naam van een klasse op het bijbehorend

substantief over te gaan en omgekeerd. Daarvoor gebruiken we ¥ en +: als K
de naam van een klasse is, 1s K+ als substantief toegelaten, en als V een
substantief is dan 1s V*\de klasse van alle V's (Voorbeeld im = {1,2,3,...}=
= (natuurlijk getal)+, "elke IN+ is positief" " er is geen enkéle NY met ...".

ﬂnerk op dat we meer—woordige substantieven toelaten).We zien dat

xcK synoniem is met x : K

en dat

L 4 :
x:V synonlem 15 met x € V!

(als we even net doen of "klasse" hetzelfde is als "verzameling').

Er ziin in WOT sporen aanwezig van een substantief dat men met SV'VP(V)

zou willen aangeven. Met

S .. Vv gaat door het middelpunt van de cirkel

vilijn

zou men''middellijn" bedoelen, om zo "v : middellijn" synoniem te maken met
"y is een lijn en v gaat door het middelpunt van de cirkel”,

Men kan ook zeggen dat Sv-vP(V) hetzelfde is als
{de klasse van alle v : V met de eigenschap dat 'P(v)}+.

Dat we hier wél SV‘VP(V) en niet Vv P(v) e.d. als WOT—uitbreidingen noemden

LAY
hangt ermee samen dat voor de laatste in WOT w&l constructies bestaan (nl.

(i) - (v) in 8), al zijn die wat lang.




Nauw verbonden met het substantief SV:VP(V) is het predikaat Yv:VP(V)

(d.i. een functie die aan elke v een propositie toevoegt). En dan is er

nog het adjectief dat van een v : V bedoelt te zeggen dat het aan het
predikaat voldoet. Laat ons deze in WOT onbekende constructie door Adjv_VP(v)

voorstellen. Neem als wvoorbeeld

P(v) = v heeft een rechte hoek. [driehoek]

Nu komt Adjv:vP(v) overeen met het woord :rechthoekig" (waaraan men gewoon-~
lijk een definitie wijdt een driehoek heet rechthoekig als...) en SV:VP(V)
met het substantief "rechthoekige driehoek". Het predikaat zou men met "recht-
hoekigheid", "is rechthoekig", '"rechthoekig zijn", "de eigenschap rechthoekig
te zijn" kunnen betitelen. Grammaticaal worden deze vier op verschillende ma-
nieren gebru{kt, en er schijnt (in het nederlands) geen duidelijke afspraak te
zijn wit nu eigenlijk het predikaat is.

Wel dient ﬁen te bedenken dat de notatie Adjv:VP(v) in zich de kennis van
V draagt, en dat zulks bij het vervangen door een enkel woord (zoals "recht-
hoekig") verduisterd wordt. En inderdaad, als men definiéert "een driehoek is
rechthoekig als hij een rechte hoek heeft" is nog niet uitgelegd wat een recht-
hoekige vierhoek is! (Bijna iedereen zal hier zelfs een andere definitie raden,

nl. een vierhoek waarvan alle hoeken recht zijn).

Bindingen waarbij de variabele ongencemd blijft. Laat onms uitgaan van de sub-

stantiefconstructie SV:VP(V); maar wat we zullen zeggen kan ook voor andere
bindingen worden gebruikt.

Als v onderwerp is van de zin P(v) kan het substantief zonder de letter
v worden uitgedrukt, nl. met'P(V die) (of 'P(V dat) wanneer V onzijdig is).

Als bijvoorbeeld

P(v) = v ligt tussen a en b [geheel getall

dan wordt 'P(V dat) = geheel getal dat tussen a en b ligt,

Als v lijdend voorwerp is in P{v) probeert men de zin eerst om te vormen
tot een zin waarvan v wél onderwerp is ("Q halveert v" wordt "v wordt door Q"
gehalveerd). Als v in de zin P(v) een voorzetsel voor zich heeft, kan men door-

gaans met "waarin", "waarop", enz. uit de voeten. Bijvoorbeeld als

P(v) = M ig het midden van v [ 1ijnstuk ]

dan 1s het substantief
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lijnstuk waarvan M het midden is.

Opgave. Probeer op deze wijze substantieven te vormen bij alle zinmen van §]2.

Opgave. Transformeer de zinmen van §12 in zinnen van de vorm "y heeft de eigen-—

schap...”" waarbij op de stippeltjes geen letter v meer voorkomt; vermijd ook
met "hem" of "het" of "die" over v te spreken. (Bijvoorbeeld v heeft de

eigenschap een kwadraat te zijn, v heeft de eigenschap dat M er het midden

van is, v heeft de eigenschap door deze cirkel gesneden te worden).

10.Meervoudsvormen. Men kan, als a : V, b : V en P(v) een zin over V is, uit de

zinnen P(a) en P(b) de zin "P(a) en P(b)" maken. Bijvoorbeeld als

P(v) = het regent in v [stad]

dan is "P(Amsterdam) en P(Rotterdam)"de zin "het regent in Amsterdam en het

regent in Rotterdam”. Deze probeert men vaak te bekorten tot "het regent in

Amsterdam en in Rotterdam" of tot "het regent in Amsterdam en Rotterdam'.
In meoeilijker zinnen kan dit samentrekken allerlei ongelukken geven.

Bijvoorbeeld, bij

P(v) = de diagonalen van v snijden elkaar [vierhoek]

mag P(a) en P(b) niet worden "de diagonalen van a en b snijden elkaar" en bij

P(v) = v heeft een rechte hoek [vierhoek]

mag "P(a} en P(b)" niet worden weergegeven met "a en b hebben rechte hoeken",

en evenmin met "a en b hebben een rechte hoek". «

Opgave. Bekijk de zinnen van §]2.

11.0pmerkingen. Vaak voert men nieuwe termen in om het spreken te vergemakkelijken.
Uit het voorgaande is wel gebleken dat taalkundige uitdrukkingen met ontkemningen,

quantificaties of bijzinnen veel minder plooibaar zijn dan meer directe. Zo is

bijvoorbeeld de term "reeks met positieve termen" zo hanteerbaar dat er geen
behoefte is aan een samenvattend woord. Die behoefte begint sterker te worden

bij het opereren op ingewikkelder constructies zoals op de zin

P(v) = er is maar een Q-cirkel die v omvat en die heeft v Cpunt]

tot middelpunt.
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12.Voorbeelden van zinnen.

a. Zinnen met onderwerp v.

P](v) = v is een kwadraat (getall

Pz(v) = v heeft een rechte hoek [driehoek] |
P3(v) = v deelt de rechthoek in twee gelijke delen [1liin]

P4(v) = v wordt door deze kromme gehalveerd {lijnstuk]

Ps(v) = v is het kwadraat van 3 [getall .
P6(v) = v heeft geen reéle wortel [vergelijking] .
P7(v) = v staat niet loodrecht op w [vlak]

b. Zinnen met lijdend voorwerp v.

PII(V) = deze cirkel snijdt v [lijn]
Plz(v) = deze cirkel snijdt v niet [1ijn]
P13(v) = deze cirkel snijdt v ten hoogste &&n keer flijn]

c. Zinnen waarin v (met voorzetsel) eern bepaling is.

PZI(V) = deze lijn heeft geen snijpunt met v [kromme ] 5
Pzz(v) =M is het midden van v flijnstuk] p
P23(v) = P ligt niet op v [1ijn] %
Pza(v) = in v ligt geen enkel kwadraat [verzamgling] -
P25(v) = § is het snijpunt van v met w [kromﬁé] ________ ;
Ppe(V) = de elementen van v zijn rechthoekige drichoeken [verzameling] .
P27(v) = b is het product van v en s fgetall '%
P28(v) = de diagonalen van v snijden elkaar [vierhoek] %
Pzg(v) = de afstand van het middelpunt tot v is positief [punt] e
P30(v) = het kwadraat van y is gelijk aan v [getall

P3](v) = deze kromme wordt door v gehalveerd [lijn]

d. Diversen.
P&](v) = Q is het punt waar de kromme v snijdt (lijn]

(1ijdend voorwerp in bijzin)
P42(v) = er is geen vlak waar v loodrecht op staat [1lijn]
(onderwerp in bijzin)

P43(v) = elk getal dat groter is dan v is ook groter dan het
kwadraat van v [getal]
(dubbel gebruik van de letter wv)

P44(v) = elke cirkel die door v wordt gesneden wordt er

twee keer door gesneden (1ijn]

(verborgen dubbel gebruik)




Bijlage bij college: Taal en Struktuur van de Wiskunde.

Januari 1978 - N.G. de Bruijm.

Nederlandse zinnen met formulaire zinsdelen.

1. Formulaire zinsdelen.

In het stukje "Nederlandse wiskundige zinnen met letters" (V,15, Juni 1977)
werden zinnen beschouwd waarin losse letters (met wiskundige betekenis) de rol

van een woord spelen. We zullen nu de algemenere gevallen beéschouwen waarin ook

formules die uit meer dan &&n letter bestaan in zinnen zijn opgenomen. Soms spelen

ze de rol van een woord, maar vaak ook die van een bijzin. We beginmen met een

voorbeeld:

Als x > a + | dan ligt e® - 1 buiten (pyq) .

Grammaticaal speelt x > a + 1 de rol van een bijzin, maar eX -1 is onderwerp van
een zin, en (p,a) is kern van een bepaling., Wat betekenis betreft kan men zeggen
dat x > a + 1 een propositie is, en dat e -1 en (p,q) cbjecten zijn.

Zulke stukken x > a + 1, e - 1, {p,q), maar ook losse letters heten formulaire

zinsdelen.

2. WOT.

De wiskundige omgangstaal (=WOT) verschiltvan gewone taal niet alleen door het
opnemen van formulaire zinsdelen, maar ook door de mogelijkheid om via definities
nieuwe woorden in te voeren. (Meestal zijn het bestaande woorden die een nieuwe be-
tekenis krijgen, of een scherper omschreven betekenis dan ze in de omgangstaal hadden,
maar het mogen ook geheel nieuwe woorden zijn, zoals "hermitisch'"). Deze nieuwe woorden
(of nieuwe woordgroepen) spelen meestal de rol van substantieven (bijv. "rechthoek",
"complex getal"”, "m—vector"), adjectieven (bijv. "uniform continu", "differentieer-
baar"), of werkwoorden. Werkwoorden worden gewoonlijk ingevoerd door een gehele zin
te noemen die laat zien hoe dat werkwoord wordt gebruikt, bijv. "we zeggen dat de
lijn m evenwijdig loopt met de lijn n als ...."; hier is de nieuwe term "evenwijdig
lopen" van een gebruiksaanwijzing voorzien. We zullen dan ook liever niet van het in-
voeren van een nieuw werkwoord maar van een nieuwe zin spreken, nl. de zin(met para-
meters)''de lijn m loopt evenwijdig met de lijnm n". We zullen niet veel aandacht beste-

den aan de volgordeinversies die zo'n zin vereist bij later gebruik als bijzin.

3. Woordgroepen,
Wij vestigen er de aandacht op dat wvaak woordgroepen gedefinieerd worden waarvan
de afzonderlijke stukken geen eigen wiskundige betekenis hebben. Bij "stuksgewijs

lineair" is het woord "stuksgewijs' niet afzonderlijk verklaard, en het gaat bij

i
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stuksgewi]s lineair niet over een bijzondere vorm van lineariteit. We moeten de
beide woorden samen als 8&n enkel adjectief behandelen. Bij "complex getal" is
"complex" niet een adjectieve toevoeging aan een reeds bekend begrip "getal', de
tweewoordscombinatie moet als &&n substantief beschouwd worden. Bij "comvergente

rij" kan men de scheiding w&l maken: eerst was "rij" gedefinieerd, en later was

gezegd wanneer een rij convergent heet.

4. WOT-zinsdelen.

In afwijking van gangbare grammatica zullen we zinnen in WOT bespreken met

gebruik van slechts 4 grammaticale categorieén:

—
.

zinnen (ook bijzinnen).

objectaanduidingen (kortweg namen).

2
3. substantiever.
4

adjectieven.

Een woordgroep die tot £é&n dezer categorieen behoort zullen we een WOT-zinsdeel
noemen. Zo'n WOT zinsdeel kan formulaire delen bevatten, ook in zijn geheel een for-
mule of esen losse letter zijn.

Met de genovemde indeling is geen indeling in disjuncte stukken bedoeld: een

substantief kan zinnen bevatten, een zin kan bijzinnen bevatten, enz. Voorbeeld:

"Als x > | dan is b+! het kleinste gehele getal dat door x2 deelbaar is".

Dit is in zijn geheel een zin; maar ook "x > 1" is een zin, en alles wat achter "dan"
staat is een zin. Verder is de bijzin 'dat door X deelbaar is" een zin. Hierin is
x2 een naam. De groep "geheel getal" is een substantief, evenals de groep 'geheel
getal dat door x2 deelbaar is'". Hierbij kan "kleinste" als adjectief worden beschouwd,
en "het kleinste...." als een naam.

Er zijn een aantal grammaticale regels waarmee uit WOT-zinsdelen weer nieuwe
kunnen worden gemaakt, Wij zullen hier zulke regels niet formuleren, en niet verder
gaan dan het min of meer intuitief hanteren ervan en op niet geheel systematische

manjer opmerkingen lanceren.

5. WOT en METAWOT. METAWOT is het taalgebruik waarmee we over WOT spreken. Men kan

dus zeggen dat dit artikeltje in METAWOT is geschreven: alleen de voorbeelden staan
in WOT. In METAWOT hebben we typeringen even goed als in WOT. In WOT gebruiken we
daarvoor de dubbele punt (zie §6); in METAWOT zullen we vier punten (::) gebruiken.
Wij schrijven bijvoorbeeld "hond :f substantief". Als variabelen zullen we in META~
WOT liefst griekse letters gebruiken en bijvoorbeeld zeggen: "zij 9 een substantief"”,
of "zij 6 :: substantief”. Deze conventies kunnen WOT en METAWOT enigszins onder-

scheidbaar maken.
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Verder gebruiken we het teken = voor "is synoniem met". Zo is bijvoorbeeld

vierkant = rechthoekige ruit, ook al was bij de definitie het substantief vierkant

anders ingevoerd,

6. Substantieven. Over substantieven is in V!5 al het een en ander gezegd, en in

het bijzonder dit: als f :: substantief, dan stelt B+ de klasse van alle 8's voor
(dus 8¢ I naam, B+ : klasse), en als K :: naam, K : klasse, dan is K* als bijbe-
horend substantief te gebruiken. Als B een substantief is en o een naam dan is

"a is een B" een zin; een dergelijke zin wordt een typering genocemd en ook door

a : B voorgesteld. Nu zijn
+ N .

a B enace B s

syncniem, en ook zijn

a €K en a:K+

synoniem. We merken hierbij op dat men het gebruik van ¢ doorgaans beperkt tot het

geval dat de klasse in het rechterlid een verzameling is; het gebruik van de notatie

a : B is dus algemener. Men kan bijvoorbeeld schrijven S : verzameling maar niet
5 e(verzam.eling)+ omdat de klasse (verzam.eling)+ geen verzameling is.
Een substantief B met de éigemschap dat gt precies &én ding bevat wordt unitair

substantief genoemd (B+ heet een singleton). Dat ene ding is in navolging van Peano

met jota(8+) aan te duiden, maar is in WOT ook met "de B" of "het 8" (afhankelijk wan
het grammaticale geslacht) aan te geven.

Niet alles wat grammaticaal zelfstandig naamwoord is geldt in WOT als substantief.

Een WOT substantief is een genererende naam voor een scort, en kan worden gekwanti-
zeerd: hond, een hond, &&n hond, elke hond, drie honden, alle honden. Met het woord

"zuurstof" kan zoiets niet.

7. Schijnobjecten. We zullen niet zeggen dat "een hond" een naam is, hoewel het

grammaticaal op eenzelfde plaats zou kunnen staan als bijvoorbeeld "ziin hond"”. i
We zullen zinnen waarin "een hond" voorkomt in hun geheel moeten bekijken, want
het is niet mogelijk de groep "een hond" een betekenis toe te kennen en dan pas Ty

verder te lezen. Bekijk maar de zinnen

(1} Een hond heeft mij gebeten.

(2) Een hond is een huisdier. R

(3) Hector is een hond.

In (1) is "&é&n" existentiéel in (2) is het universeel van karakter, in {(3) is
het geen van beide. Vervangt men in elke zin "een hond" door 'de hond van Henk"

dan blijkt dat die woordgroep w&l een betekenis heeft die men kan vaststellen




vodrdat de rest van de zin wordt gelezen. Merk overigens op dat (1) en (2) meer-
vouden toelaten, waarbij "een hond" in "honden {zonder lidwoord) overgaat.

Naast "een hond" en "honden'" is ook "de honden'" een schijnobject: "de honden
hebben mij gebeten"” betekent (althams in WOT) niet "de verzameling der honden heeft
mij gebeten" maar "alle honden hebben mij gebeten”. Ook "alle honden", "enkele honden',

"drie honden" zijn geen namen.

;
.-5

8. Letters,
In WOT kunnen losse letters de rol van namen gaan spelen doordat ze als zodanig

worden aangekondigd. Dit kan op twee manieren gebeuren:

{1) door akartinE, zoals: we stellen de waarde van....in het punt.....
door q wvoor.

(2) door opvoering van een variabele; zoals: laat x een reeel getal zijn

(algemener: laat x : 8 (waarin B een substantief is)).

In het geval (2) kan men spreken over het blok van de variabele, d.i. het stuk tekst
waarin over die variabele gesproken mag worden. Het is, jammer genoceg, in WOT alleen
gebruikelijk het begin van dit blok aan te geven; het eind van het blok wordt slechts
vaag gesuggereerd door de indeling van de tekst in alinea's, paragrafen, hoofdstukken,
enz,
Vaak ligt het blok van een variabele binnen een W0T-zin, en dan wordt het '"laat
x een reeéel getal zijn" wat korter gemaakt. De overgang van "variabele" naar "dummy" }
gaat in WOT betrekkelijk ongemerkt (in een formele taal ligt dit veel duidelijker).
Men zie:
Laat X een reeel getal zijn, dan is x2 + 1 >0,
Als x een reéel getal is dan is x2 + 1 >0,

Voor elk: regel getal x is 2 + 1> 0.

Hoewel het geen algemene instemming zal hebben, zullen we elke variabele waarvan

het blok binnen een zin valt een gebonden variabele of dummy noemen. Wanneer het blok

binnen een formule valt is hier geen verschil van mening over.

9. Transformaties in WOT. Nadat er letterobjecten zijn ingevoerd kunnen er volgens

allerlei regels meer complexe zinsdelen worden gebouwd. Gedeeltelijk zijn dit regels

over het bouwen van nieuwe formules, gedeeltelijk regels over bouwen van constructies
waarin woorden en formules gemengd zijn. Hieronder vallen ook regels over vervoegingen,
verbuigingen, zinsinversies, maar met deze dingen zullen we nonchalant omspringen

(in het Nederlands dragen ze niet veel informatie). Er zijn verder regels om uit

T e i g T, T R A R e s T [ YT
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woorden op automatische wijze nieuwe af te leiden (bijv. "driehoekig" uit "drie-
hoek™). En dan zijn er nog de transformationele regels waarmee met gehele zins-
delen wordt gemanipuleerd om nieuwe te vormen (bijvoorbeeld uit de zinnen o en 8
maakt men de zin "als o dan g ").

Wij bespraken reeds in §6 de transformatie beschreven door

: unitair substantief dan de B :: naam e

B

{en "het g" als 8 onzijdig is). Merk op dat met Peano's jota de volgende synoni-

miteit geldt:

4]

de B jota(8+). a

De pijl ( #)geeft zelf ook een transformator. Men kan zegpen

. . . ot :
als B :: substantief dan is B+ :: naam,. en wel B : klasse i

In logisch getinte beschouwingen is er grote behoefte aan een transformator die %
zinnen omzet iIn proposities, nl. om ze discutabel te stellen. Men bouwt bijvoorbeeld  &
zinnen "x > 1" en "x > 2" en wil zeggen 'de propositie x > 2 is sterker dan de pro- o
positie x > 1", In de laatste zin staan "x > 2" en'"x > 1" op plaatsen waar men gram |
maticaal een naam verwacht, We zullen dit soort WOT nu wijzigen door een notatie T

in. te voeren. We voeren een substantief "propositie' in en stellen vast

als r it zin dan w(Z) :: naam en wel m(z) : propositie.

Met de zin "de propositie 7m(x > 2) is sterker dan de propositie 7(x > 1)" be-

doelen we nu hetzelfde als we vroeger zonder de n's bedoelden. Het invoeren van deze

m dient slechts (en dat heeft het met + gemeen) om het grammaticale systeem consequent
. -1, - -
te maken. Men kan ook weer een inverse T invoeren en constateren dat w l(ﬂ(C)): z

en net zo 1ets voor ww .,

Fen paar voorbeelden van het gebruik:

(i) Als CI:: zin, Cz :: zin dan

als  dan ¢z = uit 7(g ) volgt =w(zg ). +
1 2 1 2

(ii) Als ¢ :: zin dan is

= w()

synoniem met de ontkenning van de zin g. (We gaan ervan uit dat — op proposities is

gedefinieerd en niet op zinpnen).
Op velen zullen de operaties + en 7 de indruk van haarkloverij maken. De keus om

ze wél in te voeren is een algemene gedragslijn: begin formeel en ga later wat losser

doen als je weet in welk opzicht je losser gaat doen. Mocht het formele standpuntwéér
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later essentieel worden dan haal je het uit de ijskast.

Een aantal belangrijke transformaties in WOT bevatten bindingen, die we daarom

eerst zullen bespreken. !

10. Bindingen.
Laat B een substantief zijn, r een zinsdeel, en x een letter die nul of meer

keren in 7 mag voorkomen. We voeren nu een naam

1
rx:B . (n
in die we synoniem verklaren met "de afbeelding die aan elke B x [ toevoegt".

De concatenatie doet hier vervelend aan, daarom een voorbeeld: (het middel-

- punt van x) = de afbeelding die aan elke cirkel x het middelpuntx;;;rietoevoegt.
In het geval dat ¢ :: naam (zoals in dit voorbeeld) is (1) een welbekende uit-
- breiding van WOT (de notatie is voorgesteld door Freudenthal). Wij zullen de z's
ook zinnen en substantieven laten zijn (aan het geval van adjectief ¢ bestaat weinig
behoefte).
Als ¢ :: zin zullen we zeggen dat YX:B £ :: naam, en

TX=B z : predikaat op B.
Als het linkerlid door ¢ wordt voorgesteld, zeggen we dat r de waarde van ¢ in x is.
Nu zijn de logische kwantoren te definiéren als afbeeldingen van predikaten naar

zinnen. Als ¢ een predikaat is op B dan betekent V¢ de zin "voor alle B x (waarde

. "
van ¢ in X)

Analoog kan 1 worden ingevoerd. Zo ziet men dat de éne binder T afdoende is, want
alle andere kunnen erin worden uitgedrukt. Hetzelfde geldt voor het geval dat z::

it naam. Men kan vastleggen dat bijvoorbeeld

(T

n:natuurlijk geta

15)°F Zn:natuurlijk getal -

We zullen nog een paar bindingen introduceren (zonder alles in T's uit te drukken),
waarvan in het plaatje een overzicht (het beginpunt van een pijl slaat op de gramma-
ticale categorie van ¢, het eindpunt op de grammaticale categorie van het resultaat

van de binding).

T T BRI . e e e fe e ————— e e - R e

;
%g
X
y

et am s e . ma . e



zin # 'i, r T

naam

L 4

Adj S Eespo

adjectief substanti

desp

Als z:: zin dan is SX_BQ:: substantief in (uitgebreid) WOT. Het is synoniem met

"8 x waarvoor r'". Voorbeeld:

1]

Sx:cirkel(de straal van x is 1)

= cirkel x waarvoor de straal van x is 1 = cirkel met straal 1.

Merk op dat
+_ -
(S.,g0 = x:8]ch
Naast het substantief kan men ook het adjectief noteren dat de in de zin ¢ uitge-

drukte eigenschap van x formuleert. Hier een voorbeeld. Neem B Z man, £ = x loopt

hard, dan is

- Ade:man {(x loopt hard) = hardlopend
Sx‘man (x loopt hard) = hardloper = hardlopende man = man die hard loopt.
" Merk op dat

- —

x loopt hard = x is een hardloper = x is hardlopend

" E x is een hardlopende man.

Als T :: zin dan is

x: B

het aantal B's x waarvoor Z. Als dit aantal in het bijzonder de waarde 1 heeft

e e e b+ g e e = b s e e e s ————— i 2ot

o mall. - . P T -
SRR L L L A T P R S o




1s lx_ z = de 8 waarvoor . {De notatie ix is door Freudenthal voorgesteld).

8

Merk op dat Sx ¢ nu een unitair substantief is (vgl. §6).

:B
We kunnen ock substantieven vormen door despecificatie. We geven eerst een

voorbeeld. Laat n een naturulijk getal voorstellen en laat het substantief "nulrij-
vanaf n" als volgt gedefiniéerd zijn: een "nulrij vanaf n" is een rij complexe

getallen ay58p, «o- zd dat a =a = a ... = 0. We willen nu als substantief

n+l n+2
invoeren wat we zouden kunnen noemen "nulrij vanaf de een of andere n" of "afbrekende
rij}" bijvoorbeeld door

afbrekende rij = ( (nulrij vanaf n)+)+.

Un:IN

Algemeen leiden we uit het substantief z(dat x kan bevatten) af de despecificatie,

vastgelegd door

(u c+)+-

depr:B & X:B

Een ander soort despecificatie, ter onderscheiding met despo aangeduid, gaat

uit van een naam z(die x mag bevatten). Hiervan maakt men een substantief als

volgt
despo z = (u {c})+.
x:B x:B
Voorbeeld:
despo (vrouw van x) = officiersvrouw.

xiofficier

In de zin "hij zat op de bank met de vrouw van een officier" is "de vrouw van een
officier” geen naam, evenmin als "een officiervrouw" een naam zou zijn in "hij zat
op de bank met een officiersvrouw'. En ook is "vrouw van een officier" geen unitair
substantief, al staat er ook het lidwoord '"de" voor.

Soms is despecificatie slechts schijn, bijvoorbeeld in: "laat A een hoekpunt

van de een of andere driehoek zijn, en h de hoogtelijn uit A".

1i. Universum en subuniversum.

We gaan uit van een universum dat is aangeduid door een substantief R (als het
is aangeduid door een klasse-naam, bijvoorbeeld K met K = B‘+dan zijn slechts futiele
wijzigingen vereist). We beschouwen nu een deeklasse van dit universum. Dit kan op 5

manieren beschreven worden, nl. door

I - sran g memmam e e o . . . —




(i)
(ii)
(iii)
(iv)

(v)

In Schema 1

een

een

een

een

een

adjectief 8,
predikaat P,

substantief u,

klasse—naam 5.

zin 7 met een letter x,

zien we hoe deze 5 in elkaar kunnen worden uitgedrukt.

! z 8 P " S
i z Ade:B c YX:B T B x waarvoor C|{x : B | z}
Sxig ©
x is 6
. +
ii | x 1s een ©B 8 rx:Bx s 0 o8 (88)
de Bxis @ {X-Bl x is 8}
cee . 2| P
iii P(x) Ade:B P(x) P SX=B P(x) {x B| (=)}
. . . Y . +
iv ixis een 4 | 1 - ig x1gX s een u u u
i . +
v Xxe$§ tot Sbehorend TX'B xes 5 S

Merk op dat P steeds formulair beschreven is. Het
is niet erg sterk in onze omgangstaal terug te vinden!

het prettigst met Z,® en u. Dat zijn ook de dingen die

Schema 1.

spreken over predikaten
Onze omgangstaal werkt

doorgaans in definities

worden vastgelegd. Kijk eens naar Schema 2 dat uit Schema | onstaat door de

rijen en kolommen van P en 5 weg te laten.




z 9 U
i z Adj_. T 8.% waarvoor g
X:4 S .
X:B
x is 8
il | x is een 68 8 0B :
de Bxis ©
iv { x is een yu u-ig u

Schema 2.

De vorm p—ig is maar in sommige gevallen bruikbaar (bijvoorbeeld driehoek-
driehoekig). Soms zijn er andere constructies en vaak helemaal geen. Wel kan men
in uitgebreid WOT gebruiken "tot +behorend" of Adjx:B (x is eenyp).

Uit SCHEMA 2 kan men leren dat het de voorkeur verdient om bij nomenclatuur
van het adjectief uit te gaan, de zin en het substantief worden dan gevormd .door
constructies die goed in het gehoor liggen. Als men bij het substantief begint
zijn er vaak moeilijkheden. Het is bijvoorbeeld lastig om uit "fundamentaalrij"
of "Cauchy-rij" goede adjectieven te destilleren. Een verder voordeel van het
primair stellen van adjectieven is dat er verschillende naast elkcar kunnen worden

gebruikt, zoals bij "gelijkbenige rechthoekige driehoek".

We gaan nog even in op enkele bijzondere zinsvormen waarbij productieve

taalconstructies bestaan.

(1) Laat x het onderwerp van de zin gzijn, enz= x Qt waarin Q vrij van x is.

(t is de verbuiginsuitgang). Dan is

9 = Q-end, U =R diefit ={-ende B.

(2) Is in het bijzonder 0 = heeft een vy, dus

z = x heeft een vy
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waarin y een substantief is, dan is

g met een y

=
11}

(3) 1Is

X is de n van x

™
It

waarin ¥ een naam is, en n een unitair substantief dan is

u=RAmetn X.

12. Enkele synoniemen.

We geven ecen lijstje met een aantal zinsdelen die door ermee synonieme formules

kunnen worden vervangen., We gaan uit van een substantief B en een zin [ met

T =x Qt (1)

waarbij @ vrij is van %, en x het onderwerp van de zin ¢ is; t is de verbuigings-

uitgang.

elke 8 Qt = alle B's fQen = de B's fen = x:8 x Qt |
geen enkele B Qt = er is geen B die Qt = -3 x:g x ft f
er is een B die 9ot = 3 x Qt !

. xX:B :
de verzameling der 8's die Qen = {x:8] x Qt}
B die it = Qende B = S x ft

X:B
Qend = Adj x Qt.
XIR

In gevallen dat de zin ¢ niet de vorm (1) heeft kan men met '"geldt" uit de voeten.

1
<

voor elke B x geldt

i
4
d

voor geen B x geldt ¢

er is een B X met [

x:B &

de klasse der B's x met £ = {x:8 | z}




13, Vormen van definities.

We onderscheiden vier vormen van definities die dienen om in te wvoeren resp.

nieuwe substantieven,
nieuwe adjectieven,
nieuwe zinnen,

nileuwe namen.
Voorbeelden:

(1) een ruit is een parallelogram waarvan de diagonalen loodrecht

op elkaar staan,

(2) een reeks heet convergent als ...

(3) we zeggen dat de gehele getallen m en n onderling deelbaar zijn

wanneer ...
(4) het snijpunt van de diagonalen van een paralleclogram noemen we het

middelpunt van dat parallelogram.

In deze voorbeelden zien we bij (3) en (4) variabelen optreden. In (3) zijn
het m en n, in (4) is er een verstopte variabele, nlt. "dat parallelogram". Oock

definities van de soorten (1) en (2) kunnen variabelen hevatten., Bijvoorbeeld:

n 1]

"een n-dimensionale vectorruimte is een ...", "een getal heet deelbaar op n als ...
(hier is "deelbaar op n" het nieuwe adjectief). Bovendien kunnen er in definities
dummies optreden: bijvoorbeeld bij "een getal k heet deelbaar op n als ..." is k

zo'n dummy. In §18 gaan we uitvoeriger op deze zaken im.

14, Substantiefdefinities.

Een nieuw substantief kan worden ingevoerd om een onhandig lang substantief

te vervangen. Schematisch is dit weer te geven door

VL RTE] (met u :: substantief, u; :: substantief)

waarin := gelezen wordt als "is gedefiniéerd door". Het kan in woorden een van de

volgende vormen hebben

een y is een y, (n
p's zijn ug's (2

een u; wordt u genoemd. (3

[ ———— S e e e e m e - oo e e e R

o T

:
!
J
o
‘-\




(bijvoorbeeld ruit := §
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Vaak is u; gevormd door een subuniversumconstructie (zie § 11) zodat (1) wordt

een y is een X B met ¢ (4)
een X B heet een u wanneer [ (5)
de B X heet y wanneer [ (6)

of in uitgebreid WOT
p o= SXﬁB r (N

(de diagonalen van x staan loodrecht op
x:parallelogram
elkaar}). In (4) t.e.m. (7) 1is x een dummy. Vaak worden zulke zinnen gepresen-—

teerd met gemaskeerde dummy, zoals in voorbeeld (1) wvan §13.

15. Adjectiefdefinitie,.

Wezenlijk is dat een adjectief gedefinierd wordt op een universum. Men defini-
eert bij een substantief B een nieuw adjectief 6 meestal door een zin g, volgens

het schema

. (n

In woorden luidt het bijvoorbeeld

"een B x heet 8 wanneer z". (2)

Ook als men een lang adjectief wil afkorten zoals bij

even := deelbaar door 2

vervalt men weer in de vorm (1), nl.

"een getal x heet even wanneer x deelbaar is door twee"

en nu fungeert "x is deelbaar door twee" weer als z.

16. Definitie wvan een nieuwe zin.

Hier wordt een nieuwe, korte zin gelijkwaardig verklaard met een langere.

Het schema is 7 := gy, waarbij r :: zin en g; :: zin. Bijvoorbeeld

S e e e
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We zeggen dat x < y wanneer er een positief

getal z bestaat met X + z = v, (1)
Hiermee is de zin x < y (met variabelen x en y) ingevoerd.

17. Naamdefinitie.

Een nieuwe naam kan worden ingevoerd om een onhandig lange naam te vervangen.

Voorbeeld:
"we korten }(atb+c) af tot s"

dwz. s := l(atb+e).
Vaak is de afkorting niet een letter (zoals hier de s) maar een zinsdeel dat

woorden bevat. Bijvoorbeeld:

"het snijpunt van de zwaartelijnen van driehoek ABC wordt het

zwaartepunt van driehoek ABC genocemd".

Merk op dat hier "het zwaartepunt van..." niet wordt ingevoerd via een unitair
substantief "zwaartepunt van...". Men zal ook "het product van a en b" niet in-
voeren door eerst een substantief 'product van a en b" in te voeren en dan te

constateren dat het unitair is. g

18. Variabelen van verschillende soort.

We beginnen met een voorbeeld. In een hoofdstuk over metrische ruimten , dat

in het begin zegt "Zij ®,d) een metrische ruimte", en waarin steeds over R wordt

%:‘)";\;'E.-;Ejl%s':-: CiaTei, T =

gesproken, wordt gezegd, of niet gezegd maar wel bedoeld, dat het substantief 3

"punt van R" tot "punt" wordt afgekort. Ergens in dit hoofdstuk staat

s e . £ .
Definitie Het punt x heetéaﬁrecte buur van het punt y E

als voor elk punt z met z#¥y geldt d(z,y) = d(x,v).

Uit de plaats waar "heet" in de zin staat leiden we af dat hier het sub—

stantief "directe buur van het punt y" wordt gedefiniéderd. De letter x is de

dummy zoals die in §14(7) wvoorkomt:

e

directe buur van y := § (voor elk punt z :..).

ey

x:punt

De letter z is gebonden door "voor elk punt z met z#y'". Een dergelijke binding

van y is niet te vinden. Laten we liever y duidelijk als variabele opvoeren:




Definitie Laat y een punt zijn. Dan definiéren we

diyecte buur van v := § (voor elk punt z...). -

T

X:ipunt

Nu zien we duidelijker dat later elk gewenste a(met & :: naam, a: punt) voor y
gesubstitueerd kan worden, om zo het substantief "directe buur van a" te vormen
(ook als @ uit een mengsel van woorden en formules bestaat).

We zullen deze y parameter van de definitie noemen. Maar op de achtergrond

staat R als gemaskeerde parameter. Onze beschouwingen waren bedoeld voor elke

metrische ruimte R te gelden, zodat "directe buur van a" ook kan worden gehan-
teerd als het over een metrische ruimte RI gaat en o een punt van R] is. In zulke
gevallen zal men dit niet goed kunnen uitdrukken, en zich soms redden met iets als
"directe buur van a met betrekking tot Rl“' Ook de letter d is eigenlijk een ge-
maskeerde parameter.

We zien dus gemaskeerde parameters, parameters en dummies, waarbij in ons
voorbeeld de x nog een bijzondere rol speelt. De situatie heeft zijn analogom in
ALGOL-procedures waar men over globale parameters, formele parameters en lokale
parameters spreekt. (Iets als onze x uit de binding Sx of Adj komt

:punt x:punt
daar niet voor).

19. Een hulptaal WOT ™,

Men kan zich als doel stellen WOT z8 uit te breiden en te verbeteren dat
er een taal ontstaat die enerzijds vrij is van onduidelijkheden en dubbelzinnig—
heden, anderzijds verre blijft van een volledig formele taal. We zullen zo'n taal
hier WOT™ noemen. Het ligt niet in de bedoeling WOT™ hier te definifren: we gaan
niet verder dan een aantal wenselijkheden te formuleren.

Een tekst in volledig formele automatisch leesbare taal (zoals de talen van
de AUTOMATH-familie) zal bij alle beweringen volledige documentatie moeten geven
van de gronden waarop ze berusten. Bij die documentatie is het niet voldoende namen
van gebruikte stellingen te vermelden: ook moet worden aangegeven met welke speciale
waarden van de parameters de stellingen worden toegepast, en welke redeneerpatronen
er worden gebruikt. Het lijkt niet verstandig om met WOT™ 2§ ver te gaan, WOT™ zal
juist moeten dienen om een bemiddelende rol te spelen tussen het meer informele WOT
enerzijds en de uiterste formalisatie anderzijds. Alleen dan kan de hoop worden ge-
koesterd dat WOT® kan helpen bij pogingen om het onderwijs in wiskunde te verbeteren
en te verhelderen. |

We stellen ons voor dat verbetering van WOT naar het nauwkeuriger wotr” op
intuitieve wijze geschiedt, berustend op z.g. taalgevoel. In feite komt dit neer

op textinterpretatie van WOT. Misschien bedoelt men wel dit soort oefening wanneer

tNEEEL e .l
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men zegt dat zowel taal- als wiskundestudie het logisch denken bevordert!

We noemen enkele punten die bij overgang van WOT naar WOT* zullen moeten

worden geprecizeerd.

(1)

(2}

(3)

(4)

(5)

(6)

(7

(8)

(9

De constructies van substantief met onbepaald lidwoord (zie §7) waarbij soms

"een hond" moet worden omgezet in "elke hond" dan wel "er is een hond".

De zinsontledingmoet wellicht duidelijker worden gemaakt door plaatsen wvan

hulptekens zoals haakjes.

Bij definities zal duidelijk moeten worden gemaakt wit de parameters zijn

en wat de typeringen ervan zijn.

Het is gewenst de geldigheidsduur van variabelen en onderstellingen aan te
geven. Bij invoering van nieuwe letters kan het gewenst zijn aan te geven

of het afkortende symbolen dan wel variabelen betreft.

In WOT worden vaak gebonden variabelen ingevoerd zonder ze met een letter te
benoemen (zie ook V1I5, §9); er wordt dan later over gesproken met bhehulp van
betrekkelijke voornaamwoorden ("waarvan", "dat",....). Het zal wel noodzake-
lijk .zijn zulke constructies in WOT™ te vervangen door constructies waarin de
variabele door een letter is voorgesteld. Ook in constructies die op het eerste
gezicht geen enkele binding bevatten (zoals "laat x een nulpunt van het een of

andere polyncom zijn") zal die bipding in wot ™ expliciet worden gemaakt.

In WOT™ zullen zekere dubbelzinnigheden moeten worden vermeden. Wij denken hier
bijvoorbeeld aan de constructie "een a is een B" die soms als "a synoniem met 8"
(bijvoorbeeld in definities of in herinneringen aan definities) en soms als in-
clusie (“elke a is een R8") wordt bedoeld. Een eenvoudig voorstel is: druk o £ 8
uit met "een o is een B" en inclusie met "u's ziin A's" of "elke a is een A" of
"alle a's zijn R's".

Het hanteren van operatoren als de 7 uit 88 zal wel onmisbaar zijn. De operatoren

ten ¢+ ( §6) lijken, hoewel handig, toch minder noodzakelijk.

Veel WOT is gemengd met een soort METAWOT. Als men bijvoorbeeld spreekt over de
waarde van x" bedoelt men meestal de naam waardoor men x op zeker moment vervangt.

Deze stukken METAWOT kunnen niet zonder meer in WOT*.worden overgenomen.

. . . .. . *
Om nog een indruk te geven van WOT-constructies die bij vertaling naar WOT moeten
worden omgewerkt, noemen we '"twee evenwijdige lijnen'. Hierim is "evenwijdig" geen

WOT-adjectief bij het substantief "lijn". Het werkt als adjectief bij "lijnenpaar",
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dwz. bij zoiets als "twee lijnen”. En dan nog dit: vaak betekent "twee' hier
iets in METAWOT: er worden niet twee lijnen maar twee letters bedoeld. Hoe zou
men anders ooit ter discussie kunnen stellen of l=m 1s, terwijl van te voren

gezegd is dat het er twee (dus twee verschillende zijn)?

(10) Het is verstandig zich bij het ontwerp van een definitieve WOT™ te laten

leiden door de eisen die een volledig geformalizeerde taal stelt.

20. Verrijking en verbetering van WOT.

Door het opnemen van steeds meer symboliek heeft WOT zich in de loop van de
eeuwen ontwikkeld, Recente (dwz. 205te eeuwse) toevoegingen zijn het gebruik van
symbolen voor klassen, en daaraan gekoppelde verzamelingsterminologie, en het gebruik
van logische connectieven en kwantoren. Misschien duiden juist deze toevoegingen op
ontevredenheid over het bestaande WOT. Waar dat het geval is, moet het worden betreurd
dat men naar zulke middelen heeft gegrepen in plaats van te proberen WOT z&élf een
beetje op te knappen. Dit moet zeker overal worden opgemerkt waar verzamelingen alleen
worden ingevoerd omdat men dacht dat WOT niet voldeed. Pas daar waar variabelen van
het type erzameling" wezenlijk gebruikt gaan worden, begint het werken met verzame-
lingen uit te stijgen boven de uit de moderne schoolwiskunde bekende moeizame ver-—
taalarbeid van "slecht WOT" naar "slecht verzamelings-WOT".

WOT zou zeker gebaat zijn bij uitbreidingen in tegengestelde richting, nl. uit-
breiding waarbij niet woorden door symbolen worden vervangen maar omgekeerd juist
meer woorden in formules worden toegelaten in het bijzonder adjectieven en substan-
tieven. Dit spaart symboliek uit, Men kan bijvoorbeeld formules toelaten als

v

x:punt binnen C

xteven getal |x > 3

Deze formules zijn goed lees- en schrijfbaar. Beter dan bijvoorbeeld "Als ze de
verzameling der even getallen voorstelt, is Vxez ((x e[le Ax > 3> ...)'.l

Het werken met typeringen kan bovendien bewerken dat de schoolwiskunde een
achtergrond krijgt van intutitief begrijpelijk getypeerde verzamelingstheorie i.p.v.
de zo moeilijk verteerbare ongetypeerde.

Er is geen bezwaar tegen het naast elkaar handhaven van de "<" en ":" ("ligt in"
en "is een"). De notatie £: A + B kan men dan als een typering blijven lezen, mits

men "A + B" opvat als het substantief "afbeelding van A naar B",
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Het toelaten van substantieven en adjectieven in formules en het hanteren

van typeringen met ":"

maakt WOT geschikter als kortschrift, juist doordat het
zo goed aanpast bij gesproken wiskundige taal.

Een aantal misstanden in het huidige WOT treedt direct aan het daglicht
wanneer men probeert zinnen te ontleden. Bijvoorbeeld "voor elke x > 3 is ..."
is niet te ontleden. In WOT" zou men moeten schrijven "voor elk reeel getal x

met x > 3 is ...", in WOT kan men meestal wel zeggen "voor elke x met x > 3 is

tr

Ook op vele andere plaatsen meent men zich taalbederf te kunnen permitteren
om een paar symbolen te sparen. Men schrijft wel "nu is a+l=b+2 het kleinste getal
met ..."; acceptabel zou zijn "nu is a+1(=b+2) het kleinste getal met ...". Ver-
foeilijk is ook de schrijfwijze "A -+ B + C" waar men bedoelt "A dus B dus C", of
eigenlijk: "A, en A > B, dus B, en B + C, dus C",

Het gebruik van "voor elke xe S is ..." zou kunnen worden getolereerd: men

1

kan zeggen dat " ¢ S" hier als "in S" gelezen wordt en de typering van x voorstelt.

Men dient echter te waarschuwen tegen het gevaar dat dit via "elke x" leidt tot
gebruik van "x" als substantief (bijvoorbeeld "kies twee verschillende x'en").
Het is van groot belang WOT zuiver te houden wanneer men zich tot beginners
richt. Het vlottere WOT dat door ervaren wiskundigen wordt gesproken is bijzonder
geschikt om toch reeds moeilijke dingen (zoals het leren leven met variabelen)

volkomen onverteerbaar te maken,

21, Opmerking over WOT-zinnen. Een WOT-tekst kan allerlei zinnmen bevatten waarmee

niet volgens de grammaticale regels (zie bijvoorbeeld het slot van §4 en de 'z in
510-12) nieuwe zinsdelen kunnen worden gevormd. Uitgezonderd moeten worden bijv.
de zinnen van beschouwelijke aard (zoals "het is nu duidelijk dat x > y"), maar
ook alle definieérende zinnen en zinnen die synonimie uitdrukken. Ook ten aanzien
van zekere zinnen die typeringen uitdrukken (nl. degene die niet met adjectieven

kunnen worden beschreven) meceten beperkingen worden gemaakt.

22. Bestaat er een ideale WOT?

Migschien wel, maar het zou de dood in de pot zijn. We mogen de wiskunde niet
door een te starre taal de nek omdraaien. Maar tegen verbetering, waar maar enigs—

zins mogelijk, kan geen bezwaar zijn.
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V21,

Bijlage bij het College Taal en Struktuur wvan de Wiskunde,
Maart 1978 - N.G. de Bruijn.

Opmerkingen over wiskundige taal.

Context.

Elke wiskundige mededeling is in een zekere context geplaatst die men

moet kennen om de mededeling te kunnen verstaan. De context is een rij van

declaraties. Er zijn twee soorten declaraties:

(1) Aankondiging van een variabele van een daarbij genoemd type. Er zijn
verschillende zinswendingen in gebruik ("Zij x een reéel getal", "Laat x een
reeel petal zijn, "x is een reeel getal™, "Zij xeR"). Met een soort metataal
zegt men ook wel '"de letter x is een reele variabele", maar het is beter om
taal en metataal niet te mengen. Wezenlijk is alleen dat in zinswending of
notatie drie dingen tot uiting komen: (a) dat er een variabele wordt ingevoerd,
(b) de naam van de variabele, (c) het type ervan, de klasse of de verzameling

waarvoor de variabele "loopt".
(2) Aankondiging van een onderstelling.

Ter afkorting zullen we een declaratie van de eerste soort een VD noemen, van

de tweede soort een 0S8,

Een voorheeld van een context is de volgende rij:

Zij xe€R, met x#*0. Zij n <N. Onderstel x M1,

Er zijn 4 declaraties, in de volgorde VD-0S-VD-0S, nl. "Zij x<¢R", "onder-
stel x#0", "zij ne ", onderstel x 0> 1", Merk op dat in elke 0S de reeds eerder
ingevoerde variabelen mogen optreden. Ook in het bij een VD genoemde type mag
(hdewelhet in het voorbeeld niet het geval was) afhangen van de eerder ingevoerde

variabelen. Een wat ingewikkelder voorbeeld:

Zij xeR. Onderstel x > 1. Zij y ¢ {log'x, - log x}. Onderstellyl> 5.

De typering van de variabele y bevat de x, maar in zekere zin ook de onder—
stelling x > 1. Zonder die onderstelling kan nl. log x niet gelezen worden.
In het hierna volgende zullen we context wel aangeven met vlaggen, en wel

driehoekige voor VD, vierkante voor 0S, zcals




F;e;R | x>0
h) :punt E: punt Fp%q

Achter zo'n rij vlaggen kan men nu bijvoorbeeld een definitie plaatsen, zoals

Fp:punt Y::punt l:p¥q (verbinding (p,q):= de lijn % door p en q).

De letters p en q heten (in de metataal) de formele parameters van de definitie.

Ze hebben betrekking op de declaraties van variabelen; het is niet gebruikelijk
om referenties naar de onderstellingen (de vierkante vlaggen) erbij op te nemen.
(In AUTOMATH gebeurt dat wel).

In de gangbare WOT is men niet erg consequent in het aangeven van de context.
Ook is het niet altijd duidelijk hoe die context in losse declaraties moet worden

opgedeeld. Neem eens

Zij x een positief reeel getal (n

Zij x <R, x > 0. (2)

Moeten we deze interpreteren als VD, nl. als ”xesm+", of als VD + 0S, nl. "zij
-+x €R", "onderstel x > 0". Of is het VD bij (1), VD + 0S5 bij (2)? Zonder duidelijke
afspraak kunnen we dit niet beslissen. Erg belangrijk is het niet want het maakt

ook in een formele taal niet veel wverschil.

2. Referentiepunt. In WOT heeft men vaak de context in twee delen gesplitst. De con-
text begint dan met een stel VD's en OS~en die als zeer vast worden beschouwd en
heeft daarachter wat declaraties die als tijdelijker worden aangevoeld. Het taal-

gebruik sluit zich bij deze indeling aan, bijv.

(1) men bedient zich van woorden als vast, constant

. (2) in notaties en definities worden zaken betreffende het vaste context-

deel onvermeld gelaten.

Ten aanzien van (2) wijzen wij op V17 1§18, -waar de globale parameters in een
definitie zich betrekken op het vaste context-deel en de formele parameters op het
resterende deel,

In de rij declaraties kan men zich een referentiepunt ¥ demken: links ervan ligt

het vaste deel:
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(er kunnen natuurlijk ook p‘s tussen staan). Soms wil men het referentiepunt

verplaatsen. Er zijn allerlei zinswendingen waarmee men dit aangeeft. Wil men ‘

|

; het bijv. in (1) een plaats naar rechts schuiven dan zegt men: "we fixerem x",
i "we kiezen een bepaalde x", "we houden x voorlopig vast'. Wil men in (1) het

; referentiepunt een plaats naar links brengen dan zegt men "we beschouwen nu w
: als een variabele", of wat onbeholpen "wat we voor déze w hebben gezegd geldt
voor elke w".

Men heeft de neiging om variabelen vlak v&éér het referentiepunt parameters
te noemen, en variabelen ver links van het referentiepunt als constanten te be-
handelen, zeker in de gevallen waarin men niet van plan is die context ooit te
verlaten. Het zal beoefenaren van getallentheorie doorgaans onverschillig zijn
of W en | lang geleden als variabelen dan wel als primitieve constanten zijn in-

| gevoerd. Ook wanneer het oorspronkelijk-variabelen waren zal men ze constanten

: willen ‘noemen.

Men zou ook kunnen proberen taal te analyseren door het erkennen van meer

dan &én referentiepunt. Men kan bijvoorbeeld referentiepunten plaatsen aan het :

begin van elk hoofdstuk &n aan het begin van elke paragraaf &n aan het begin

van elke zin.

3. Typeringen. Ook bij niet-introducerende zinnen komt de aaneengelijmde combinatie

typering + bewering voor: A
v is een reéel getal met v > 5 (1)
Dit kan gelezen worden als
v : reeel getal en v>5 : (3)
, maar ook als

. ' v :sweR w>5 (4)

f waarbij "gemakshalve"

v is een regel getal w met w > 5

tot (!) is samengetrokken. Een dergelijke samentrekking ziet men ook bij

: a2 + b2 is een reeel getal met a® + b2 > 5. (5)




Als dit gebruikt wordt in een context waar a en b reéle getallen zijn, is het
niets anders dan een stylistische verlenging van de mededeling "az-i-b2 > 5",

Het kan gebeuren terwille van het ritme in de zin, soms ook omdat men even

later een stelling wil toepassen waarin gesproken wordt over een reeel getal > 5.
Als a en b complexe getallen zijn ligt de zaak wat ingewikkelder. Sommigen hebben
er geen bezwaar tegen te schrijven (1+i)+(1-i) > 0, hoewel ze I+i > -(i-1i) niet
zouden willen. Maar in elk geval is "met'" in (5) een lelijke samentrekking. Beter

zijn
az+b2 is een regel getal, en a2+b2 > 5 (6)

az+b2 is een reeel getal w met w > 5 (7N

Tussentijds ingevoerde binders. Van enkele binders als YJJ,H neemt men aan dat ze

met de taaldefinitie zijn meegekomen, maar andere worden onderweg ingevoerd. Met

de gewone wiskundige taal lukt dat niet goed: men ziet bij de invoering van 1imn+m’

m . . .
Eﬁ _r ook in overigens goede leerboeken, dat de auteur er niet goed raad mee weet.

Men wil zoiets zeggen als: laat Z een naam zijn die n mag bevatten en voor elke nelN

een reéel getal voorstelt. Neem aan dat Tn Z voldoet aan de convergentiedefinitie,

met convergentie naar {". Dan zeggen we da;E?;mn_+wZ = 2. "Mlles bij elkaar is dit
een vreemd mengsel van taal en metataal. Gewoonlijk vergeet men ook om te zeggen dat
1imn+m Z een getal voorstelt: men geeft een zinsdefinitie, schijnbaar met een naam
erin zonder eerst die naam te hebben gedefinigerd.

Het is verstandiger in zulke gevallen de invoering van de binder tot het aller-

laatst uit te stellen, en die dan min of meer als typografische afkorting aan de man —

te brengen. Een typografische afkorting is een afkorting waarvan men zich voorstelt
dat ze eerst ongedaan wordt gemaakt voordat men de tekst als een tekst in WOT gaat
beschouwen. B

We hebben dan bovendien het didactische voordeel dat de invoering van de limiet-
notatie wordt losgemaakt van de invoering van het limietbegrip. Het gaat nu bijv.

als volgt:

Definitie. ff  wog (V) = {acR |V |£(n)-al< e}).

e eR.le >0 melN ‘g(;mln >m

Stelling. r:E:-WP+R|V(f)I < 1 (met de [S| wordt het aantal elementen van S bedoeld).

Definitie. convergent := Adjf-m #_m(lv(f)l = 1.

Definitie. ?f:N SR Ff convergent lim £ := jota(V(f)).

;e

i
E
B
1
4
4
]
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Typografische afkorting., Als E een uitdrukking is die de letter n bevat dan

wordt

lim r E afgekort tot lim E.
nely

Natuurlijk kan men de definitie ook wel anders inrichten. Men kan bijv.

de definitie van "convergent" overslaan en direct zeggen

Definitie rf : N+ R F!V(fﬂ -1 lim £ := jota(V{(f}).
Heel gebruikelijk is ook om te beginnen met

B{f,a) := V

enz.
ecRle > 0

petinivie f¢ gy [,.q
om dan vervolgens op te merken dat er ten hoogste &&n a met B(f,a) bestaat, enz.
Omdat men niet graag wegwerpsymbolen invoert, schrijft men vaak in plaats wvan

B(f,a) (zoals eerder gezegd) limn+m f(n) = a, maar dat is bedenkelijker, want

pas later blijkt dat het linkerlid als een naam mag worden beschouwd.

Als verder voorbeeld van typografische afkorting noemen we, wanneer de inte-

graal van f over het interval [a,b] door I(f,a,b) is aangeduid, de afkorting van

b
I( Tx'e [a,b] E,a,b) tot J E dx.

a
Overigens vallen onder de typografische afkortingen alle afkortingsconventies

die in strijd zijn met een reeds aangenomen notatiesysteem.Voorbeelden: (1) inpro-

ducten als (v,w) zonder functiesymbool, (2) allerlei notaties voor gewone en parti-. ..

ele afgeleiden, (3) de gebruikeliike notaties voor faculteiten en binomiaalcoeffi-

¢iénten.

Voorbeelden van vertaling van WOT naar een sterker geformalizeerde taal. We gebruiken

een hoeveelheid symboliek die we tot nu toe hehben ingevoerd, zoals (i) de typering
door substantieven, (ii) de overgang met + en + van substantieven naar klassen en
v.v., (iii) de binders Sx’ Adjx, despx, déspox, (iv) de contextvlaggen.

Sommige van de te geven voorbeelden hebben betrekking op bekende wiskundige

begrippen, maar andere zijn gefantaseerd. !

5.1 Tekst: "Laat K de verzameling van alle halflijnen voorstellen'" of "De verzame-

ling van alle halflijnen wordt met K aangegeven" Vertaling: "K := halflijn+".

C kA m B T e ke s
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5.2.Tekst: "K is dus de verzameling van alle halflijnen". Vertaling: "K =
' = halflijn'",

5.3 Tekst: "De elementen van K heten halflijnen". Vertaling: "halflijn := K+".
5.4 Tekst: "We wijzen in het vlak een punt aan en noemen dat voortaan de oorsprong",
Vertaling: " FB : punt de oorsprong := 0" (en voortaan blijven we achter deze vlag).
5.5 Tekst: "Zij Pe V. Opmerking: V was al eerder ingevoerd. Vertaling: Pfe‘v'
5.6 Tekst: "Neem aan dat P e V". Opmerking: P en V waren al eerder ingevoerd. Zeg

niet "Stel P e V", want dat wordt door sommigen in de zin van 5.5 gebruikt. Verta-

ling: F]
PeV’

5.7 Tekst: "Een punt P heet een randpunt van een vérzameling V wanneer Z(P,V)".

Vertaling:
= 1t
ft : verzameling(randpunt van V : = 8§, . punt Z(P,Vg :

. 5.8 Tekst: "Een punt heet inwendig punt van een verzameling wanneer een cirkelschijf
met dat punt tot middelpunt geheel tot die verz ameling behoort", Kritiek: "een

. cirkelschijf" zou in een dergelijke zin ook "elke cirkelschijf" kunnen betekenen.
En het is beter om tussen "heet" en "inwendig" het lidwoord "een" in te lassen, ;
om duidelijker te maken dat het een substantiefdefinitie is. Tenslotte is dat

substantief niet "inwendig punt van een verzameling"!. Vertaling:

" . . e
RI : .verzameling (1nwend_1g punt van V : SP : punt 3A

:cirkelschijf

met middelpunt P

5.9 Tekst: "Definitie. Een kwadraatrest r van het priemgetal p is een geheel getal
i
z0 dat er een x¢Z is met x2 —r =0 (mod p). Vertaling:

»
3 2--r = 0 {(mod pﬁ.

1eZ "x€Z X

hefinitie. F>. . (kwadraatrest van p =S
" | pipriemgetal

5.10 Tekst: "Een cirkel is de verzameling van alle punten die eenzelfde positieve)
afstand

r tot een vast punt M hebben". Vertaling:

"eirkel := despo

M:punt,r eR " {P : punt | d(P,M) = r}".

5.11 Tekst: "Een bijectie van NN heet idempotent wanneer een macht ervan de identiteit
is", Opmerkingen: (i) Als er "een idempotent" had gestaan was het een substantief-
definitie geweest, (ii) "een macht" drukt niet duidelijk genoeg existentie uit,

(iii) bedoeld is natuurlijk een macht met exponent > 1. Vertaling:

k

nx s ] a | = 1"
idempotent : Adjp:bijectie van N “kemlk > 1 P 7.




5.12 Tekst: "De Besselfunctie Jn heet stabiel als n > 5 is". Opmerking:

Dit past niet goed in ons taalsysteem. Als we "stabiel” als een hier gedefiniéerd
adjectief opvatten is de moeilijkheid dat het niet bij een substantief maar bij

een naam (Jn) hoort. Men kan wel zals volgt te werk gaan! Besselfunctieﬁ=deﬁggm1Jn.
Als p : Besselfunctie,dan orde(p) := de nelN met p = Jn. Vervang nu de tekst door:
"De Besselfunctie p heet stabiel als orde(p) > 5", Vertaling:

n . e . tr
stabiel : Ade:Besselfunctie orde(p) > 5".

Een andere uitweg is dat we de ocorspronkelijke tekst vervangen door de zinsdefinitie

"We zeggen dat de Besselfunctie I stabiel is als n > 5", Vertaling:

P (J ig stabiel (= n > SJ»
nelN n

5.13 Tekst: "De reeks 1+2*2+3d2+;.. is convergent en heeft de som ﬂ2/6". Opmerking:

Het taalgebruik t.a.v. reeksen is traditioneel slecﬁt.Men zegt dat I+2—2+3-2+...
convergent en gelijk is aan n2/6 maar niet dat ﬁ2/6 convergent is. Het lukt overi-
gens uniet goed om "reeks" als substantief op te vattem. Het is vaak een soort
metaterm, zoals "linkerlid", waarmee men spreekt over de expressies die men heeft
opgeschreven. Een mogelijkheid om met behoud van het woord reeks samenhangend te
spreken is: overgaan op het begrip "reeks van een rij". We beschrijven zoiets in

het kort.

1}

rij := afbeelding van ¥ in R.

Vertaling van de zin in de aanhef kan nu zijn:s := dereekyvanT;n ; § convergent;
. 2
lim(s) = =°/6".

Men kan overigens tdch wel het substantief "reeks" invoeren door

reeks := despo (de reeks van r),

r:rii
en desgewenst kan men nu voor reeksen de begrippen "convergent" en "som" invoeren,
maar de constructies worden nogal gewrongen. Men doet er verstandiger aan de ter-

minologie en notatie op het gebied van reeksen als "typografische afkortingen" te

beschouwen.

5.14 Beschouw de volgende 24 teksten (het streepje betekent het lege woord).

wnoee s s [Een de de \ . _.
Definitie, (Het) element g van (;en> groep G heet(een)lnf11trant

(van G> wanneer Z(G,g)."

—

e .
R R AR PR




Opgave. Ga na welke van deze 24 teksten acceptabel zijn en met welke van de

volgende 36 teksten als vertaling kunnen gelden:

fz'groep de ‘van GY |, _ AdJg:elt van G
1t - - . L N L] . .=
EEEEELEHE'<~ "~ ) ee&) infiltrant ( _ Sg:elt van G Z(G,g).

lg:elt van G

Bedenk dat het verschil maakt of G in de context waarin de definitie is geplaatst

betekenis of geen betekenis heeft

Opmerkingen over adjectieven. Wanneer een adjectief 9 gedefiniéerd is op het

substantief B bijv. door

B:= AcljxeB T

. . + +
dan kan 8 ook gebruikt wordem op elk substantief & dat aan B1 < B wvoldoet.

Nog steeds is dan

x is een 0By = T,

Als 8 en 85 adjectieven zijn op 8 dan kan 8 ook gebruikt worden op het substantief
818, en het is duidelijk dat

81 (8,8) = 62(315) .
Voorbeeld:

gelijkbenige rechthoekige driehoek 2 rechthoekige gelijkbenige driehoek.

Wanneer €; in eerste instantie op 6B gedefiniéerd was lukt dat niet,omdat 938
niet zinvol is.

Een situatie die wvaak voorkomt is

By:= despoxe v Z(x)

waarbij voor elke xeV geldt Z(x)} : B, Nu zijn op B ingevoerde adjectieven zonder
meer tot 81 over te halen. Voorbeeld: als we "convergent" op het substantief "rij"
hebben vastgelegd, en als "reeks' volgens 5.13 als despo is ingevoerd, dan ligt
zonder meer vast wat een ''convergente reeks' is.

Een analoge situatie hebben we bij

g13:= SX=B Z{x).

Voorbeeld: Een nulpunt van f is een redel getal x met f(x} = 0. Nu is duidelijk

wat "een positief nulpunt van f" voorstelt.




7. Variabel aantal variabelen. Bij het zorgvuldig scheiden van taal en metataal

moet men vaststellen dat "3 variabelen" niet zonder meer een bijzonder geval

van "n variabelen" is. Met 3 wvariabelen heeft men de context

rxlelR rxzeﬂ ﬁ(BER f) (1)
IZIQR ﬁcea | (2)
n

als context toe te laten zou mep een metataalapparaat (t,a.v, de beschrijving

maar om

van wat een context is) moeten hebben met de mogelijkheid om voor de variabelen
een getal te substitueren, Nagenoeg het gehele taalbouwsel zou in de metataal

herhaald moeten worden. Op die manier schieten we natuurlijk niet op!

Men kan hetgeen men met-(2)"-had willen bereiken in de wiskundige taal

brengen met een vectorvariabele, nl. e
.

t; : {1,...,n} >~ R (3)

en i.p.v. X, gebruikt men nu f£(i). Wanneer men daarna

E; : {1,2,31 -+ R F

met (1) wil identificeren gaat dat niet zonder meer: er komen transformatie-

regels bij te pas. Of dat zal gebeuren met gstellingen of axioma's dan wel met
taaltransformatieregels laten we hier in het midden. Iets dergelijks geldt

overigens al voor de overgang wvan

EEX re‘f naar EEXXY :

¥

(X x Y is het cartesisch product). ;

8. Introductie en eliminatie vanV en 3 . De eliminatieregel voor V is eenvoudig:

als we in een zekere context hebben afgeleid

dan mogen we in die context P(a) als afgeleid beschouwen.

ot R o, SRR R R S e rre

De introductieregel voor Yis analoog met de introductieregel voor > in
natuurlijke deductie. Als in zekere context is afgeleid (door verlenging van de

context met &&n vlag)




- 10 -

.Ee S P(x)

dan mogen we (in de oorspronkelijke context)

| M ¢

X €
als afgeleid beschouwen.

De introductieregel voor 3 is eenvoudig: Als in de met Fi(zs verlengde con-~
text P(x) een propositie is, en in de oorspronkelijke context ae S en P(a) zijn
afgeleid, dan mag in de oorspronkelijke context

3

xe$8 P(x)

als afgeleid beschouwd worden , (bewiis van existentie door middel van een voor-
beeld).

Er is (althans in de klassieke logica) nog een tweede middel omlexistentie
te introduceren, nl. via het axioma (of stelling, dat hangt af van de keus van de
opbouw} dat uitdrukt dat

Y,

cg T PED i (3X€S P(x)).

Met de eliminatieregel voor 3 is het lastiger. Velen denken dat ze zich op
zoiets als de Hilbert-operator ¢ {zie §9) kunnen berocepen die aan elke niet-

lege verzameling een element ervan toewijst. Weet men dan dat 3x«s P(x), dan is,

8
met

a i= E(TxeS P(x})

voldaan aan

acs ef P(a).

Dit is een sterk axioma. Wie het aanhangt kan het keuzeaxioma zonder meer bewijzen!
Een minder sterke eliminatieregel is de volgende: Laat in de een of andere

context Hx P(x) bewezen zijn, en b een propositie zijn. Is nu VXE S(P(x)_ -+ b)

€5
ook bewezen dan mag b als bewezen beschouwd worden.
Deze 2zwakke eliminatieregel komt overeen met het gebruik dat men gewoonlijk

van existentie maakt, Het bewijs van \2{6 S(P(x) -+ b) wordt nl. geleverd door. in

e L

ue S P(w n

de met

aangevulde context het bewijs van b te leveren. Men handelt binnen deze context

op precies dezelfde manier als degenendie de Hilbert-operator gebruiken. In beide

i
.{.




buiten de context (1).

- 11 -

gevallen spreekt men er als volgt bij: "Kies een ue § die aan P(u) voldoet.
dan 18 ..4eeveve., dus b',

Als toepassing geven we de redenering die nodig is om uit

1 _ e @

X

Voo g B+ Q) (3)

de propositie b, voorgesteld door

b=3 o (a)

X€S§

af te leiden. We openen de context (1). Binnen de context gelden ue S en P(u),
Uit (3) volgt door eliminatie van het alsymbool P(u) - Q(u). Met modus ponens
volgt Q(u). De introductieregel van 3 1evert (nog steeds in de context (1)) nu

b  op. Wegens (2) hebben we (toepassing van de zwakke eliminatieregel) nu ook b

Voor de kwantoren met restrictie zoals JXE S|P (x) Q(x) behoeven geen afzonder-i
lijke afspraken gemaskt te worden, daar ze per definitie als
met T =Tx€s P(x).

eT zijn op te vatten

e e WL

Hilbert operator en keuzeaxioma. In de vorige paragraaf werden deze dingen genoemd.

We gaan er even verder op in.

De Hilbert operator is niet gedefiniderd op een verzameling (en mag dus geen
functie heten) maar op de klasse van alle van @ verschillende verzamelingen. Voor
elke verzameling X met X#@ is ¢(X) een element van X.

Eén van de vormen van het keuzeaxioma lijkt hier op, nl.:

Bij elke verzameling M#¥ is er een afbeelding ey van?(M) \ {#} in M met de

eigenschap dat

EM(X) e X voor elk niet—lgeg deel X wvan M,

Een dubieuze beschrijving hiervan vonden we in een leerboek: "het is
mogelijk om uit elke niet-lege deelverzameling X van M een element te kiezen'.
Het woord "kiezen" is te vaag om de subtiele verschillen uit te drukken die hier
een rol spelen. Voor veler gevoel verschilt "kiezen" niet veel van "nemen" bij

het invoerem van een variabele. We zeggen doorgaans "kies x" in plaats van "neem

x"' als we weten dat de collectie waaruit x genomen wordt niet leeg is.




10. Telescopen. Vele wiskundige begrippen komen tot ons in de vorm die we kennen
van de definitie van "groep": cen groep is een verzameling G met een ... en
een ..., en op de stippeltjes staan substantieven die G bevatten. Iets een—

voudiger is het begrip "graaf". Als G een verzameling is, is

PZ(G) 1= (deelverzameling van G met twee elementen)+.

Een graaf is nu een paar (G,T) waarin T een deel van PZ(G) is. Gaan we over

een graaf praten dan nemen we twee vlaggen:

f::verzameling T':deel van PZ(G) (1)

Hieraan zien we dat "graaf" niet in de gewone zin een substantief is. Als we een
variabele van het type "graaf" zouden invoeren zou dat met &&n vlag gaan! Eigen-
lijkméeten we een nieuwe syntactische categorie invoeren, die we telescoop zullen
noemen, en zeggen dat "graaf .. telescoop”, en we kunnen definiéren met een nieuwe
symboliek

graaf := (verzameling, r

G:verzameling deel van P2(G))'

Dit is een telescoop met twee segmenten, maar er zijn er ook met méér. Het woord

telescoop is afkomstig van de ouderwetse inschuifverrekijker {__JF=—r=—~ -

Toch hanteert men "graaf" graag als een gewoon substantief. Men kan dat rustig

o gt

doen door typeringen te maken als

(6,T) : graaf g

wanneer G,T' volgens (1) zijn gekozen. (We zeggen dan dat (G,I') "bij de telescoop
past™). Er is verder geen bezwaar tegen om (G,I') door E8n identificator g te ver-
vangen. Er komt dan weer wat taalgebruik bij: men gaat, uitgaande van g spreken
over ""de eerste component van g" en "de tﬁééde-component van g".

Wat voor telescopen van de vorm (1) gezegd is kan met wat wijzigingen her-
haald worden voor contexten met een mengsel van VD- en 0S8-vlaggen, Voorbeeld:

bij de invoering van "singleton" heeft men

E ' FISJ =1

! verzameling

Er komt nogal wat los bij dit uitgebreide taalgebruik., Eenvoudiger lijkt het

om bij telescopen als "graaf" de vlag slechts als typografische afkorting

gigraaf
voor het vlaggenpaar (1) te beschouwen.
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Bijlage bij het college Taal en Struktuur van de wiskunde,

Februari 1978 - N.G. de Bruijn.

Losse opmerkingen over taalgebruik in de wiskunde.

Implicaties. Druk de implicatie A -+ B niet uit door "B als A". Er is gevaar

voor verwarring met equivalentie. In het niet-wiskundige nederlands heeft "B

als A" vaak een equivalentiekarakter, en ook in wiskundige definitiezinnen

"

als "een...heet...als..." is sprake van gelijkwaardigheid. Gebruik voor A - B

.uitsluitend "als A dan B".

GCegeneraliseerde implicatie. Niet alles met de vorm "als A dan B" is een im—

plicatie. Soms kan B pas gelezen worden als de waarheid van A is aangenomen,
zoals in: "als x > 2 dan is log x > 0". Soms drukt A mede uit dat er variabe-

len worden opgevoerd: "als x een verzameling is dan is x < x".

"Als xe¢ A dan...". Vaak was er al eerder een X, waarvan het overlijden niet was . .

afgekondigd, We twijfelen dan tussen de opvoer

(opvoer van variabele en van onderstelling

daarover)

‘en de opvoer

Xed (opvoer van onderstelling over eerder opgevoerde x)

Kies steeds een zinswending die uitsluit wat je niet bedoelt. Zeg bijv. in het

1"

eerste geval "voor xcA is ..." of "voor alle xe¢ A is...” en in het tweede "als

" L1

onze x in A ligt dan ... als xe A geldt dan...",

Het is allerminst moeilijk om goede standaard-zinswendingen voor op— en af-

voer van variabelen en onderstellingen te ontwerpen. De kunst is om ze algemeen

geaccepteerd te krijgen, juist omdat op dit gebied het slechte vaak gemakkelijker

schrijft dan het goede. Of het ook gemakkelijker leest wordt niet altijd gevraagd. -

Zoéven ging het over opvoer tem gebruike van &&n enkele zin. Wanneer die
opvoer over meer zinnen werkt moet men proberen die zinnen tot &&n alinea te

maken en de eerste zin daarvan aan de opvoer te wijden.




Werkt de opvoer over méér alinea's dan wijde men een eigen alinea
aan de opvoer. -
Schrijf dus niet: "In de onderstelling dat A geldt B. Verder C. En ﬁ“f’
als bedoeld is "Onderstel A, Dan B. Verder C. En D."
Wanneer er een afzonderlijke zin aan b - moet worden gewijd is

"Zij x € A" een goede mogelijkheid. Voor [x ¢ A] kan "Onderstel x ¢ A" gebruikt

worden.

"Nodig en voldoende". Wie deze woorden gebruikt realiseert zich niet altijd

wat dit allemaal in de argeloze lezer zou moeten losmaken. Het staat in ver—
band met de metataaluitdrukkingen "nodige voorwaarde", "voldoende voorwaarde".
Zeg in plaats van "Nodig en voldoende opdat A is dat B" liever ""A" is gelijk-
waardig met "B"" of "als A dan B en omgekeerd",

Het "dan en slechts dan A wanneer B" is onnatuurlijk omdat de component
"slechts dan A wanneer B" lelijk nederlands, en de component "dan A wanneer B"

geen nederlands is.

Populaire taal, Pas ermee op: populaire taal is vaak minder beveiligd tegen

dubbelzinnigheid dan "nette" taal, en het mengsel van beide talen is ndg ge-
g g

vaarlijker.

Schrijf bijvoorbeeld niet "het paar getallen dat..." i.p.v. "de weinige getallen

die...".

Ook bij meer officiele taal kunnen zulke dubbelzinnigheden optreden, Bijv:
"Deze functies hebben verschillende afgeleiden", Betekent dit het oppervlakkige

"ze zijn een stuk of wat keren differentieerbaar"? Zie ook 6.

Terminologie kiezen. Wie een adjectief kiest om een wiskundige eigenschap uit

te drukken moet niet naar overbelaste woordem grijpen. Er zijn nogal wat adjec-—
tieven die ook gebruikt kunnen worden om onze eigen relatie tot een wiskundig
object aan te duiden, zoals bij: een gewone functie, een bekende reeks, een
lastige betrekking, een triviale oplossing, een gecompliceerde afbeelding, een
onbekende constante, Het moet worden afgeraden zulke algemene adjectieven voor
€&n wiskundig begrip te reserveren. Op oningewijden komt dat vaak verkeerd
over: een eenvoudige groep, een simpele rij, een gewone differentiaalverge—

lijking, een bijzondere oplossing, een normale ondergroep, de bekende term.

Moeten. Alle waarheid is gedwongen, alleen de leugen is vrij. Het gebruik wvan

het woord "moet" om de waarheid te onderstrepen is dus overbodig (zoals als
x > 5 is dan moet x > 0 zijn"). Soms is het gevaarlijk, omdat het zo dicht

komt bij verplichtingen die worden opgelegd aan de lezer en niet aan de




mathematische objecten. "Om de convergentie te bewijzen moeten we ...".

In zulke gevallen speelt mee over welke hulpmiddelen we geacht worden te
beschikken! Soms staat een slordig gebruik van “moeted’ dicht bij het wver-
warren van een implicatie A - B met zijn omgekeerde B -+ A. Zoilets als: "Ik

moet B bewijzen., De enige stelling daarover zegt A - B. Wil dus B dan moet A",

Mogen. "Wij mogen aannemen dat... ." Dit is een ingewikkelde aangelegenheid.
De situatie is als volgt. We willen B bewijzen. Als we nu maar eenmaal A + B
hebben is het een kleinigheid om tot B te komen, ook als we A niet hebben.
Meestal kan dit doordat A en B met parameters behept zijn, bijv. A = A(x),

B = B(x), en er een eenvoudig argument is om van

VX (A(x) + B(x))

naar Vx B(x) te komen.
Overigens: als je zegt dat je iets mag doen zeg je nog niet dat je het
doet. Zeg dus liever:"we mogen en zullen aannemen dat...".

Betekenen. Een zin als "Dit betekent dat wij schade lijden" is een soort im-

plicatie. Gebruik in de wiskunde het woord "betekenen" liever niet in die zin.

~ Gebruik "A betekent B" in de betekenis "A wordt, is of was gedefinieerd als B",

19.

desnoods nog als "A¢<>B" maar niet als A + B,

Quderwetse taal. In het wat oudere geschreven wiskundig nederlands, (maar ook

in het huidige gesproken wiskundig nederlands) vindt men mysterieuze woordem
als zeker, bepaald, gegeven, onbepaald, vastg veranderlijk, willekeurig, bekend.
Meestal zijn zulke woorden bedoeld om de slecht zichtbare blokstructuur megrsug*
gestieve termen te draperen. Als na een lange zin met limietdefinitie achteraan
hangt "en hierin is ¢ willekeurig" dan is wel duidelijk dat er een al-kwantor
in had gemoeten, maar de plaats daarvan blijft duister. Iets soortgelijks geldt
voor "zekere x" als aanduiding van existentie. De meeste van deze mysterieuze
woorden zijn schijnadjectieven: ze zijn gehecht aan bijvoorbeeld een x terwijl
ze in feite op een gehele sistuatie slaan. Zo is bijv. de mededeling dat x een
gegeven getal is op te vatten als de aanwijzing dat men bij de beantwoording
van vragen niet buiten het blok van de variabele x behoeft te treden. M.a.w.
het is de opdracht: "druk alles in x uit". Of ook: "beschrijf wat je zou doen
als x werkelijk gegeven was".

Een voorbeeld van geheel zinloos gebruik van het woord "gegeven" is:
"Stelling. Voor elke rechthoekige driehoek ABC (met rechte hoek in C) is ¢

gegeven door c = /a® + p2."




it.

13.

15.

Sommigen zeggen: ''geef nu aan x een bepaalde waarde" (zonder te zeggen
welke). Dit betekent een geruststelling: voorlopig zullen we het x-blok niet
uitgaan. Wat ingewikkelder wordt het wanneer eerst een variabele x, dan een

variabele y wordt ingevoerd, en dan aan y een bepaalde waarde wordt gegeven.

Lopen. Wiskundige taal was vroeger sterk kinematisch gekleurd. Als x een reéle
variabele was zei men: "x loopt van -« naar +«'", In het bijzonder zei men dat
van sommatieindices. De moderne wiskundige taal is statischer. Toch blijven

, . , e -X
er zinswendingen in leven als "Als x naar oneindig gaat, gaat e — naar nul".

Twee. Vaak is niet duidelijk of dit taal dan wel metataal is. "Twee verza-
melingen A en B voldoen aan..." bedoelt meestal niet A=B te verbieden! In
zulke gevallen is het metataal en betekent: de twee letters A en B laten
we verzamelingen voorstellen. "Twee" slaat op het aantal letters en niet
op het aantal verzamelingen. In de volgende opgave is het anders bedoeld:
"Twee personen A en B verdelen honderd gulden. A krijgt evenveel . als B.
Hoeveel krijgt A?" Niemand zal rekenen op het antwoord "honderd gulden
als A=B, en anders vijftig".

Minder duidelijk is het bij "twee evenwijdige lijnen".

Eenduidig bepaalde objecten. Zeg mooit: "er is een eenduidig bepaalde xe A

met B(x)". Dat "eenduidg bepaalde" hoort niet bij x maar bij het predikaat.
Zeg liever "de voorwaarde B(x) bepaalt x eenduidig in A". De bedoeling is
meestal dat deze x ook verder gebruikt gaat worden. Er gebeuren dan eigenlijk
verschillende dingen tegelijk, nl. " {yeA | B(y)} heeft precies &én element.

Noem dat x".

Zinsbouw. '"Door x=5 te nemen blijkt dat ¢ > 2". Dit is slecht nederlands.

De constructie met "door te..." eist dat het weggemoffelde onderwerp van

de eerste zin (we nemen x=5) tevens onderwerp van de tweede zin (er blijkt
dat ¢.> 2) is, en dat is allerminst het geval. Vergelijk: "Door de deur van
slot te laten kon de hond ontsnappen". Verbete{?e- vormen: "Door x=5 te nemen
zien we in dat ¢ > 2" "Doordat de deur van slot gelaten was kon de hond ont-
snappen”. "Door de deur van slot te laten gaf ik de hond gelegenheid te ont-

snappen'.

Meervoudige interpretaties. Probeer zinnen steeds zo te stellen dat ze alleen

op de door de schrijver bedoelde wijze zijn terug te lezen. Een gruwelijk

voorbeeld:




"Piet heeft veel ervaring, maar ik ken meer op dit onderwerp

gespecialiseerde wiskundigen".

Dit kan betekenen (1) ik ken er meer dan Piet, (2) ik ken er die het meer

zijn dan Piet het is, (3) de wiskundigen die ik ken zijn meer op dit onderwerp
gespecialiseerd dan de wiskundigen die Piet kent, (4) Piet is een o.d.o.g.w.
maar ik ken ook nog andere o.d.o.g.w.'s, (5) Piet kent g.w.'s, maar degene

die ik ken specializeerden zich meer o.d.o. (6) ik ken g.w.'s die meer o.d.o.

gericht zijn dan Piet dat is.

16, Het grootste deel. "A,B,C verdelen een koek. A krijgt het grootste deel”.

Het grootste deel van de koek is natuurlijk de hele koek! Maar soms bedoelt
men met "het grootste deel™ alleen "meer dan de helft". Pas dus op en zeg

gewoon "A krijgt het meest".

17. Waarde. In de samenstelling "de (een) waarde van x" is "waarde" geen wiskundig

begrip. Het is moeilijk te zeggen wat het w&l is. Meestal is het woord overbodig.

Als een vraagstuk eindigt met "wat is de waarde van x" betekent dat dezelfde
opdracht als "hoe groot is x', "wat is x", '"bepaal x", "bereken x". Het is mniet
gemakkelijk te zeggen wat dat betekent, Men dient een betrekking van de vorm
x=,.. af te leiden waarbij in het rechterlid x niet voorkomt. En dat rechter-
1id dient niet meer de vraag op te werpen "kan je dat niet veréenvoudigen?".

Als we "aan x de waarde 5 geven" bedoelen we dat x door 5 wordt vervangen.
Een merkwaardige zaak: de gift doet de ontvanger in het niet verdwijnen!

In de meetkunde gebruikt men het woord "waarde" niet. Als P een punt-
variabele is spreekt men over de ligging van P, de plaats van P.

Bij het beantwoorden van "Bepaal P" ligt niet meer zo duidelijk vast wit

de "eenvoudigste uitkomst" is.

18. Slordigheden. Hoe groot is de omtrek van de cirkel met straal 7 als je voor 7
de waarde 22/7 mag nemen?

Een goed antwoord is -13.

In een schoolboek (Sigma) stond: "De diagonalen van een rechthoek verdelen
elkaar in 4 gelijke delen". Deze constructie betekent in het nederlands dat de
eerste diagonaal de tweede in 4 gelijke delen verdeelt, en omgekeerd. Men vat
"Jan sloeg Piet en Piet sloeg Jan'" ook niet samen in "Jan en Piet gaven elkaar

twee klappen".

et ST,
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Februari 1978 - N.G. de Bruijn.

Natuurlijke deductie: implicatiecalculus.

Inleiding. Een paar voorbeelden laten pijltjesformules zien:
(a »-b), ({a~» b)Y » ((a~> D) > e)), ({({(b>a) »c)» (a~>c)).

Er is een bekende interpretatie: de pijl stelt implicatie voor. De letters

zijn propositievariabelen. Voorlopig speelt deze interpretatie geen rol.

Syntax. A is een verzameling, Sn(A) de verzameling der n-letterwoorden

over A, ¢ het lege woord, L is een deel van SI(A)' Er liggen in SI(A)\ L
nog drie &énletterwoorden die we met zeer ongebruikelijke symbolen zullen
noteren, nl.

( ) -+

Het deel F van Sn(A) is gedefinieerd als de minimale oplossing van

de vergelijking

F=1 ot 7] ~18hl (1)

(zie N53: Notation for concatenation). We noemen de elementen van F pijltjes-

formules, die van I letters. De letters corresponderen met zekere elementen
van A, die we z&8lf niet opschrijven. In voorbeelden zullen we elementen van
L met a,b,c,... aangeven, en pijltjesformules "ongekamd" noteren. D.w.z.
i.p.v. [(lat-+ibl)| schrijven we (a > b). Ock zullen we de buitenste haakjes
weglaten, en gewoon a + b schrijven. Soms bevatten zulke voorbeelden namen
van langere formules. Is bijvoorbeeld f=a + b, g=b -+ a dan duidt (f = a) = g

hetzelfde element van F aan als (({a +b) +~a) + (b + a)).

Alternatieve notatie. Met prefixnotatie (+is een binaire operator) kan men
. . *

haakjes uitsparen door als syntax te nemen F =1L y |- [F|F|; hetzelfde

geldt voor "Reverse Polish" met F' =1 y +{, Met de formule

({{a +b) »c) > (d =e))

uit F correspondeert

> > 2>abec >d e




A Y

. *
urt F , en
ab - ¢ >~ de + -~

. * % . . . . . ..
uit F . Voor sommige doeleinden, zoals substitutietheorie, zijn F¥ en F**

handiger dan F. We houden ons bij F.

Verkorte notatie. We zullen de @lementen van F vaak wat korter noteren

(zonder F z&lf te veranderen). Als f]e F, £,¢ F,..., bedoelen we met f f

2
hetzelfde als met f1 -+ f f f.f. betekent (f1 -> f2) - f3, f1f2f3f4 bete

2 717273
kent ((f] > fz) -+ f3) - f4, enz. Voorbeeld:

a(bep) (e (pq) (bglpa)))
betekent

a+ (b +c)y=>p)) > ((c>(p>q) >(b+q) +~ p~a))).

Voor de boom betekent deze afkorting dat

() <\<>

worden vervangen door

o~
S

De boom van bovengenoemde formule is

on
We beschouwen de afgekorte formules als Géficiéle afkortingen van de

werkelijke pijlformules. Wie van de (volledige) afkortingen zelf een syntax

wil geven kan dat doen met

¢=Lu {c]1]u l!l (l G\ L l31.

. Positieve en negatieve eindpunten in een boom. Onder boom wordt verstaan:

geplante binaire boom. Aan elk punt kennen we een teken toe, nl. (-1)T
waarin m het aantal stappen links omhoo\Vﬁat men moet doen vanuit de wortel

komende (stap : stap langs &&n tak van de boom).




"Zie de gelaagde struktuur die zichtbaar wordt door de afbeelding naar
rechts te draaien.
In het eerder gegeven voorbeeld van afgekorte genoteerde pijlformules

geven we de tekens aan:

a(b c p) (c (p (b qlp a)))

R R T

- Lijnen. We gebruiken het woord "1lijn" (engels : line) i.p.v. "regel" omdat

dit laatste ook "wet" (engels : rule) betekenen kan. In de laatste betekenis
zullen we het woord "regel" gebruiken (bijv. "afleidingsregel™). We voeren

een nieuw teken s'in en spreken af dat een lijn een formule is van het type

K ¢ €£

waarbij K een eindig deel van F is, en f een element van F. Interpretatie

van {fl,...,fk} o £ is: met de onderstellingen fI""’fk is f afgeleid.

Het geval K = @ is toegelaten: we schrijven dan o f.

ND-schema's. (ND is afkorting voor "natuurlijke deductie™). Een ND-schema
is een rijtje lijnen.ﬁl,...,zn, waarbij voor elke m (1 £ m< n) de 2 kan

worden gekozen uit een (op nog te noemen wijze) door Lpseeesd bepaalde

1

verzameling, Hieruit wolgt: als 2 R ND-schema is dan is ook

11""’zn—l een ND-schema. 1
Het vastleggen van de verzameling der mogelijkeﬂ.m's (bij gegeven
EI,...,im_I) gebeurt met wat we zullen noemen lijntoevoegingsregels (het
gaat er immers om, het rijtje lijnen aan de achterkant te laten aangroeien).
Voorlopig nemen we slechts drie regels; in de formulepiqgen stelt Pe(F) de

collectie der eindige deelverzamelingen van F voor.
(i) Als feKePe(F) dan mag

K of

als de mde lijn worden toegevoegd (ook als m=1)},




(ii) Als 1 £i<m 1 <j < m, K,N,MePe(F), f,gcF, Kc N, McHN,

en als

sy
]

Kaof=~+g,
2. = Mo f,
]

dan mag worden toegevoegd de 1ijn

Deze toevoegingsregel heet Modus Ponens (bij ons verder gecodeerd als
MP(i,j)).

(iii) Als | £ i < m, K,MezPe(F), f,g¢F, KcMu {f} en als

2]'.= Kog,
dan mag worden toegevoegd de 1lijn

£ =M f->g,

Deze regel heet pijlintroductie,.

Voorbeeld van een ND-schema. In het voorbeeld laten we in het linkerlid

verzamelingsaccoladen weg; verder staan vddraan lijnnummers en achteraan

de (romeinse) nummers van de toegepaste toevoegregels,

! a<+b, b~+>c a a~+b (i)

2 a-=>b,b-~+eg, s a a (i)

3 a->b,b=c, a a b (ii)

4 a-+b,b+c¢c, a e b =+e (i)

5 a-+b,b+e, a s (ii)

6 a->5b,b->c s a-+e¢ (iii)

7 a-+b s (b>¢) > (a~c) (ii1)
8 o (@b > ((b>c)»(ard) (iii) ‘

Volgens de interpretatie is de formule in het rechterlid van 8 hiermee

(zonder onderstellingen) afgeleid.
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7. Blokgestructureerde presentatie. We bekijken ND~schema's waarbij de ver-

zamelingen in het linkerlid in de vorm van rijtjes gesorteerd zijn. In de

praktijk zal het rijtje van 1lijn i een aanzienlijk beginstuk met dat van

lijn i+1 gemeen hebben: de rijtjes groeien of krimpen een beetje aan de

rechterkant. Het is nu vaak efficient om alleen de veranderingen aan te

geven,in een schema als het volgende:

a-+b

b»>ec

] a—+b
0

2 a
3 b
4 b+c
5 c
6 a->c
7 (b+c)»(a~c)
8 (a~+b) » ((b+c)~>(a~c))

De lijnen die wvolgens regel (i)} zijn opgesteld (hier 1ijn 1,2,4)

bevatten een herhaling van een "geldige blokopener" (f is een geldige

biokopener bij 1lijn i als 1lijn i zit in een blok dat met een in een

kastje geplaatste f begint, We zullen voortaan die blokopenerherhalings-

lijnen gewoon weglaten, dus schrijven

Ta= b verkort
b»c
b
c
a-+ ¢
(b +¢c)+ (a~+c)

(a+b) > ((b+e)~ (a~+c))

[2&]

5e)

b

C

ac
be(ac)
ab(be(ac))

In de interpretatie van deze schema's heeft de implicatie zijn

"natuurlijke" klank: "Als f dan g" betekent hetzelfde als "uit f kan

g worden afgeleid". De regels (ii) en (iii) dienen om van de ene bete-

kenis in de andere over te gaan en omgekeerd. Er is geen spoor aanwezig

van een verband met iets als (—£f) v g.
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Afleidbaarheid. Een ND-schema dat o f als laatste lijn heeft zullen we

een afleiding van f noemen. Als er voor f zo'n afleiding is schrijven we
- £. Algemener zal K |~ f aanduiden dat er een ND-schema bestaat waarin de

lijn K o~ f voorkomt. Enkele afleidbare formules zijn

aa, a(ba), (a(bc)) (ab{ac)),

met afleidingen

—

[al

2
aa 3
4 be MP(1,3)
5 b MP(2,3)
6 e MP(4,5)
Fﬂ 7 ac af(e)
'a 8 ab(ae) af(7)
ba 9 a(bec)(ab(ac)) af(8)
a(ba)

In het laatste schema hebben we toepassing van regel (iii) aangegeven

met "af" gevolgd door het significante 1ijnnummer.

Formules als a(be)(ab(ac)) worden wat onoverzichtelijk, maar de volle

vorm (a > (b » ¢)) » ((a = b) + (a=c)) is dat ook; we zullen vaak een tussen-

--- vorm gebruiken als

(a » (be)) = ((ab) » (ac))

met de afspraak dat (P) - (Q) in de pijlloze notatie P(0) wordt, en dat a + (Q)

in a{Q) overgaat.

Onafleidbare formules. Van de volgende formules kan men (zie §22) bewijzen

dat ze niet afleidbaar zijn:
a, ab, abaa, abba.

Met de middelen van de klassieke logica (die met 0-1 waarheidstafels werkt)

is abaa (de zg. formule van Pierce) wél te bewijzen! Kijk maar

B P— B i I T FUp O ——
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Voorbeeld, Laat L = {a,b,c}, eﬁ laat £ = a=~(b+e), g, = b>e, g, =¢c

a b ab aba abaa
0 1 1
1 1 1

1 0 0] 1 1

Opgaven. Bewijs (door het geven van ND-afleidingen)

I. I~ (abba) —» (abaa},

2. abba |- abaa,

3. abbb |} ab,

4, abede F bede,

5. {a{bc) , bce, bf} b a(fc) - fce,
6. ababab | a(ab)a(ab)a(ab),

7. abb — baab { ab,

8. baab— aba | aba

Sommige van deze (zoals de laatste) zijn bedriegelijk lastig.

Substitutie. We gaan uit van de volledigepijlformules (zie (1)§1). zij ©

een afbeelding van L in F. Dan definjsren we een afbeelding §; van F in

F recursievelijk door

(i) als £ €L dan Sq)(f) = ¢(f)

(ii) als £ = |(|g| »|h})| met ge¥F, hieF, dan

Sp(6) = [(Jse(e) ] ~ Jsem)])].

g4 = a>c, 9(a) = gy» 9(B) = g,, 0lc) = g4+ Dan is

Sq:(f) = (brc) » (c+(a~rc)) .

i

Fiois. -

b
s
i
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Het is het effect van simultane substitutie (dus niet eerst alle a's door
b-»c vervangen, dan alle b's door c¢'s, enz,), Een veilige manier is om eerst
alle letters in Bys 8Bys B4 Vanm dakjes te voorzien, dan de substitutie uit
te voeren (gedurende welke er geen nieuwe a, b, c¢'s ontstaan, en tenslotte

de dakjes weer te verwijderen.

Stellingen over ND-schema's.

Stelling 1. Als f’fl""’fn €« F, o : L>Fen
{fl,...,fn}}—f
dan is ook

{s(p(f]),...,sw(fn)} - Scp(f) .

Bewijs. Als we in een ND-schema alle formules aan S@ onderwerpen is het weer

een ND-schema.

Voorbeeld., a+ (b+a) is afleidbaar, dus ook (b>c¢) » (b+ (b+c)).

_T_L . | b—»c |
.:Ej gaat over in ‘ZEE
a . b+e
b*a > (b>c)
a+ (b+a)

(b+c) > (b+(b>c))

Stelling 2. Als K,L ¢ P, (F), f ¢ F, K< L en K f dan is L = £,

Bewijs. Een ND-schema dat K ¢ £ bevat kunnen we tot een nieuw ND-schema
maken door elke lijn Ki ° fi te vervangen door Ki gy K \1L) e fi' Tedere
lijn in dit ND-schema kan op dezelfde manier met een der toevoegingsregels

uit §5 worden goedgepraat als de overeenkomstige lijn in het oude schema.

Stelling 3. Als K,M e P, (F), f ¢ F, ¢ : L+ F, als K t:f en voor elke k ¢ K
geldt M} Sw(k) dan geldt ook M F—S¢(f).

| Bewijs. We demonstreren het geval dat K = {kl,kz}; het algemeen geval gaat

analoog. Wegens K £ is F-k]-+(k2-+f). Volgens stelling 1 en de definitie
van Scp is nu F—Sm(kl) > (S¢(k2) - Sm(f)). Met M S¢(k]) en modus ponens

volgt M F-(Sw(kz) *-S¢(f)). Met M F-Sm(kz) en modus pomnens velgt nu M F-Sm(f).

= S ST B




Stelling 4. Laat f ¢ F, K ¢ P,¥F), 9 : L>F, ¢ : L~+F,

Neem aan dat voor elke a ¢ L die op een positieve plaats in f staat

Kb o(a) > ¥(a) (0
en voor elke b ¢ L op een negatieve plaats in £

KFu) > 9@®) . (2)
Dan is

K I—S(p(f) - 5,(6) (3)

Bewijs. Inductie naar de opbouw van £, Als £ ¢ L dan staat f op een posi-
tieve plaats in f, dus (1) kan worden gebruikt.

Als £ = g » h dan geldt volgens de inductie

K F sq(m > s, ), (4)
K F-sw(g) > 8,(8) (5)

(want wat in g positief staat, staat in f negatief en omgekeerd).
Verder geldt ‘
a~+*b, ¢c+d F (d+a) > (c~>Db) (6)

wegens

d (MP)
a (MP)
b (MP)

c+h

Kies nu een afbeelding 8 : L + F met 6(a) = S¢(h), g(b) = S¢(h)'

8(;) = S¢(g), a(d) = Sw(g), en pas stelling 3 toe (met K vervangen door
{a+b, ¢+d}, M door K, £ door (d+a) +~ (c~>b), ¢ door 8).

Deze toepassing vereist K F-Se(a-+b) en K F—Se(c-+d), en dat is in orde

wegens (4) en (5). Het levert op

K l—se((d-»a) + (e+b))

en dat is hetzelfde als (3).

it e nmale e,
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Toegassingen

1. F-abcde *+ bede, want in xcde staat x op een negatieve plaats.
Maak ¢,y met ¢(x) = ab, Y(x) = b, gebruik |~ b + (ab) en pas stelling 4
toe.

2. ababab }- a(ab)a(ab)a(ab), want in axaxax staan de x'en op positieve

plaatsen.

Equivalentie. Laat K ¢ PejF), f,g € F. We schrijven
f =g (mod K)

als zowel K- f > g als K} g > £. Als K leeg is schrijven we gewoon f = g.

Stelling 5. Als £ ¢ F, K ¢ PQ(F), g, € L + F, en als voor alle a ¢ L

Y(a) (mod K)

1]

9 (a)
dan is ook

S¢f = Swf {mod K) .

Bewijs. Direct uit stelling 4: daarin vinden we zowel (1) als (2) voor alle
a,b ¢ L, dus zowel (3) als de formule die uit (3) ontstaat door ¢ en § te

verwisselen.

Toevoeging van afleidingsregels. Met de stellingen 1,2,3,4 hebben we-regels ... -3}

om sneller te komen tot formules K  f die we ook met ND-schema's hadden
kunnen afleiden, want K |- f betekent afleidbaarheid in een ND-schema. Maar
we kunnen ook het begrip "ND-schema" zelf uitbreiden door ‘aan de regels van "
§5 nog nieuwe toe te voegen die de inhoud van de stellingen !,2,3,4 weer-

spiegelen. Met stelling 2 correspondeert bijv. de regel:
"Als K,Le P (F), f e F, KcL, 1 £1i <m, en als
£, = K e f
i
dan mag worden tcegevoegd de lijn
2 =Moo £,
m

Deze regels geven wel meer ND-schema's, maar geen uitbreiding van het stel

afleidbare formules. Daarom noemt men ze conservatieve uitbreidingen.
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16, Uitbreiding van de syntax. We voegen een nieuw symbool A toe dat we

infix binair gebruiken. In plaats van formele syntax geven we slechts een

paar voorbeelden:

anrnb, (a+b) A(b+c), ((arc)+(baa))ac,

De verzameling van alle zo te vormen formules heet F.
We voegen nu aan (i), (ii), (iii) van §5 (die we voor de gehele FA
geldig verklaren) toe de regels
(iv) Als 1 <i<m 1 s j<mKe %E(FA), f,g ¢ FA, en als
L. =Ko f
i

L. =Ko
j g

dan mag worden toegevoegd

£m =Ko (fAg).
(v) Als (overigens met dezelfde betekenis der letters)

Qi = Koo (f A.g)

dan mag als Rm zowel K o £ als K ¢ g worden toegevoegd. “y

Als voorbeeld leiden we nu af - (a A b)c + (a+(b~+c)) :

=
=)

arb

c
be

a(be)

(aAb)c > a(be)

17. Equivalentie. We breiden ons equivalentiebegrip van §14 uit: weer betekent

f =g (modK)dat K £f>genKl g+ £, maar er zijn nu meer formules en

meer & -betrekkingen. (Weliswaar kan men laten zien dat geen nieuwe relaties
kb fmet fecFenke Pe(F) zijn ontstaan: formules zonder A kunnen, als ze

met (i) t/m (v) zijn af te leiden, ook zonder (iv) en(v) worden afgeleid,
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We doen een aantal uitspraken zonder ons om bewijzen te bekommeren.

1. Als {fl""’fn} F £ dan £ AE, A £+ £ en omgekeerd

(flAszf3=(f

2. Ten opzichte van

f1 A f2 = f2

3. Bij elke £ ¢ FA is er een eindig stel fl""’fn’ alle ¢ F, met

fF=£f, A ... Af .
; n

A fz) A f3, enz.).

is A commutatief en associatief, d.w.z.

1l

A f], enz.

18, Opgaven. We korten af: ab A ba tot a = b, abb A baa tot a L b,

19.

20.

l.aLb, ¢t (aAb) i— alecg

2, cela,cdlhb = ¢ L (aAb)
3. ¢+ b, (aab)e + ac

4, a1 b + alch
5., a1l1lb - caich

6.{(a=b)(aabac), (b=c)lanbac), (c=a){aArbac)} F.aArbaAac

Lindenbaum algebra. Een element van de Lindenbaum algebra is een klasse van

onderling equivalente elementen van 7 (met F en de daarbij behorende equi-
valentie kan men ook zo iets doen). Als f1 z fz, 8, ] 8ys dan is

fl > 8, '='f2"+ 855 fl Agy S f2 A Bye Daarom kan men de operaties =» en A ook
op de klassen definierem, d.w.z. de Lindenbaum algebra heeft =* en A als
binaire operaties, met zekere relaties (die uit de ND-afleidingscalculus

volgen). Het is niet moeilijk wat betrekkingen op te stellen, bijv,

(oc]A.ocz) Yo, =a > (u2+a3) s

(de alfa's stellen klassen voor), maar wat 1s een uitputtendelijst daarvan?
Dit raakt de wvraag: hoe kan men vaststellen dat .d.l # az? Hiertoe helpen de
valuaties die we zullen bestuderen. We kunnen die op de Lindenbaum algebra

A
laten werken, maar ook al op F .

Topologische valuaties. Laat S een topologische ruimte zijn en C de klasse

der gesloten verzamelingen. Een afbeelding

v:iF >C




R S

21.

. A
heet een valuatie als voor alle f,g ¢ F

v(f > g) = v(g) \ v(f)

v(f A g) = v(E) u v(g)

(de streep betekent afsluiting). Het is duidelijk dat elke afbeelding v van

L in C op precies &&n manier tot een valuatie kan worden voortgezet.

Stelling van Stone-Tarski. Laat v een valuatie zijn.

1. Als f ¢ F" met |- £, dan is v(f) = @,

2. Als fl,f2 € FA en fl = f dan is v(fl) = v(fz).

2?
Bewijs. Beide beweringen volgen direct uit de volgende:

als {fl""’fn} o f in een ND-schema staat, dan is

v(f) < v(fl) U ses U v(fn) .
We bewijzen dit door de lijntoevoegingsregels te inspecteren, aannemende dat
de uitspraak geldt voor de reeds geplaatste lijnen.

(i) (585). De toeveeging is van de vorm

{fl""’fm} ° fj

met een j uit {1,.,,,m}. Duidelijk is v(fj) IS v(fI) U ooy U v(fm).
(11) (85). Laat ons afkorten vy = v(f]) U waw U v(fm) als K = {fl""’fm}'
We nemen aan dat K < N, M ¢ N, en

v(f +g) < Vg v(f) < Vi

en willen bewijzen dat v(g) < v_. Dit volgt uit

N

v{g) e v(g) \ v{f) uv(f) = v(E+rg) v v(f) < vy 0] Yy

en Vi S Ve, Vy S Vg

S .

i

i

: % 1“"&:‘"‘;
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(iii) (85). In dezelfde stijl werkende, willen we uit v(g) c v, afleiden dat

K
vif+g) c v, wetende dat K ¢ M u {f}. We hebben

M

vig) \ v(f) ¢ Ve \ v(f) < (thfv(f)) \ v(f) ¢ vy

en daar iy gesloten is, ook v(f-+>g) < Yy

(iv) (816).Uit w(f) < v, en v(g) < v, leiden we af v(£Ag) = v(f) Uf(g}ﬁ:vK. i

K K

(v) (§16).Uit v(f Ag) = K leiden we af v{(f) n v(g) < K, dus v(f) c K en
v(g) < K.

22, Voorbeelden en opmerkingen.

1. We nemen voor S een singleton, De gesloten verzamelingen zijn # en S,
We krijgen een valuatie door aan elke x € L een v(L) = @ of S toe te voegen.

De v's zijn te berekenen met de volgende tabellen:

Tabel voor v(f - g) Tabel voor v(f A g)

o v(g) v(g)

v(f) S| # v(f) S P
S 9| @ S S| s
) S| 9 8 S ¢

Als we S door 0 en @ door 1 vervangen komen de tabellen voor de klassieke
logica tevoorschija.
Van de formules a, ab, abba {(zie §8) is nu de onafleidbaarheid aan te
. tonen. Voor de eerste neemt men v(a) = 5, voor de tweede v(a} = §, v(b) = §,
voor de derde v(a} = 8, v(b) = @ (zodat v(ab) = @, v(abb) = @, v(abba) = 8).

2, Neem S = {1,2} met @, S en {1} als gesloten verzamelingen. De verzameling
{2} is niet gesloten maar heeft als afsluiting S. We kiezen wv(a) = {1},

v(b) = §. Nu is v(ab) =S \ [I] = 5, v(aba) = Ti7 N\ 3 = @, v(abaa) =

{1} \ @ = {1}, Daar dit niet leeg is, is abaa (formule van Pierce) onbewijs-

baar.
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3. Met behulp van topologische valuaties kan men uitzoeken dat er met twee
letters 18 verschillende klassen te vormen zijn. Deze worden opgeleverd

door de 3x 3 x2 combinaties in

T T T
babb| A labaal a
b a .ab (a=Db)a

( de T stelt bijv. aa voor). Met 3 letters zijn het er 623662965552330,

4. Een formule f is in de klassieke logika afleidbaar als en alléén als voor
elke valuatie in een &&npuntsverzameling v(f) = @ geldt. Voor afleidbaarheid
in ND is dit niet voldoende. Wel geldt: f is afleidbaar als en alleen als
elke valuatie in elke eindige topologische ruimte v(f) = @ oplevert, Deze
mededeling hier zonder bewijs.

Zie voor verder materiaal: THE-rapport 75 WSK-02 (1975).

Falsum. We wijzen in L een ding aan dat we met 1 aanduiden. Het wordt
"falsum" of "contradictie" genocemd., Voor implicaties £ - L schrijven we ook

wel —m £ (uitspr.: non.f). Men kan nu bijv. afleiden ﬁ

alk m=a,=2~-akF =a;

de afleidingen zijn dezelfde als voor
a b abb , abbb +— ab . A4

De voor de hand liggende formule L + a is niet afleidbaar. Qok de
"double negation law" a L 12 is niet afleidbaar. In beide gevallen is dit
in te zien door de valuatie (met singleton S) te nemen met v(a) = 3,

v{l) = f. Wel geldt
= (a 11 a) » (L a)

wegens

=

(a L)L

o i
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. A ..
ND met axioma's. Laat ons een deel A van F aanwijzen en de elementen

axioma's noemen. We nemen nu een extra lijntoevoegingsregel, nl.

{vi) Als K ¢ PE(FA), f ¢ A dan mag K ¢ £ worden toegevoegd.

De stellingen 1,3,4,5 (over het effect van substituties) gelden nu niet
meer! Men zou er beperking moeten maken tot substituties die alle formules
uit A transformeren in afleidbare formules.

Als A eindig is, A = {kl,...,kn}, kan men vormen kA = kl A vae A kn.

Nu kan men zeggen: een formule K + f geldt mét gebruikmaking van A wanneer
en alleen wanneer K h-kA + £ zonder gebruikmaking van A geldt, Het gebruik
van axioma's is dus te vervangen door het richten van de belangstelling op
formules van de vorm kA -+ £. Als A oneindig is geldt iets dergelijks, maar

iets ingewikkelder.

Klassieke logica. We nemen de falsum in L op, en bij elk ander element f van

L vormen we het axioma £ 11 £, _

Uit —f 11 f en+ g 1L g volgt —h 1L h voor zowel h = f » g als
h=f A g (opgave). Men kan nu bewijzen dat ~ £ 1L f voor alle f ¢ FA, en
(zie §22) dus ook b~ 1 f voor al die f.

Als fundamentele stelling kan men nu (moeiteloos doch niet tijdvrij)

afleiden dat een formule f afleidbaar is als en slechts als v(f) = @ voor

alle klassieke valuaties. Onder een “"klassieke valuatie" wordt hier verstaan

een valuatie v in de singleton S met de beperking dat v{(.) = $. (Voor alle

andere elementen van L kan v dus vrij uit #, S worden gekozen.)

Vergelijking van verschillende stelsels. We beschouwen naast elkaar.

(i) het stelsel van de minimale logica (ML): wel falsum aanwezig, maar geen

axioma's erover, .

(ii) het stelsel van de intuitionistische logica (IL): voor elke letter £

het axioma L £,

(iii) dat der klassieke ngica (KL): voor elke letter het axioma f LL f.

Formules die in ML gelden gelden ook in IL, formules die in IL gelden,
gelden ook in KL. We vermelden twee stellingen die iets in omgekeerde

richting zeggen.




Stelling 1. Als f klassiek afleidbaar is, dan is -~ f intuitionistisch

afleidbaar.

Stelling 2, Als ¢ : L » FA gedefinieerd is door 9(1) = 1, ¢(g) = =+ g als
gel, g# L dan geldt:

Als f ¢ FA, en £ klassiek afleidbsar, dan is Smf in ML afleidbaar.

Bewijs van stelling 2. Beschouw een klassieke afleiding van f. Deze gebruikt

van een aantal letters CIEERRTL dat a; LL a,. Er is dus een ML-afleiding

van

{a1 i a"p I . ajl. £ (n

Voor elke a geldt + (m =~ a) L L (——a) (gemakkelijk in een ND-schema af te

leiden). We passen nu §I1 st. 3 toe met K ='{a] Li'a], ve ap KL an}, Ma @,

Bewijs van stelling !. (schets). Als p,qezFA, dan kan men gebruik makende van

ip en Lq afleiden dat

(Aap) > (hmq) en = = = (p>q)

equivalent zijn, en evenzo

(mAap) AlmAqQ) en —_— (p!\q)'.

Door inductie naar de opbouw van f kan men nu bewijzen dat de S¢f uit stelling

2 in de zin van IL : equivalent is met— — £.

i
o
“_;
¥
i

27. RNatuurlijke deductie met variabelen. In § 24 werd erop gewezen dat bij aanwezig-

heid van axioma's met substitutie moet worden opgepast. We zullen nu een opzet
van ND bekijken waarin variabelen kunnen worden opgevoerd. De variabelen worden
lokaal als nieuwe elementen aan L toegevoegd, en zijn de enige Ietters waarvoor
mag worden gesubstitueerd. Ook axioma's mogen variabelen bevatten en krijgen

daardoor grote kracht: het uitspreken van een axioma mdt variabelen bhetekent

T SR

dat de uitspraak geldig is bij elke vervanging van die variabelen door elementen

A
van F .
Qorspronkelijk bevatten onze ND-schma's in het linkeriid verzamelingen van

e

onderstellingen (zie bijv. §6). We zullen deze nu aanvullen met deelverzamelingen :

van L. In onze beschouwingen zullen we niet overal dezelfde L hebben, en daarom
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A
zullen we F(L) schrijven i.p.v. F {(zie §1) en analoog FA(L) i.p.v. F (zie §16).

We beschouwen een vast deel Ly van L; elementen van Lg heten constanten.

28.Regels voor NDS-schema's. (NDS slaat op "ND met substitutie”). Een NDS-schema

is een rij lijnen van het type
E,K o f

waarin EesPe(L \ Lgl, KrsPe(FA(E u-Lg)). Een paar (E,K) dat hieraan voldoet heet
een context.

De met de regels uit §5 en §16 corresponderende regels zijn

(i) Als (E,K) een context is, en f ¢ K dan mag

E,K o f

als m-de lijn worden toegevoegd (ook als m=1).

(ii) Als 1 21i < m, 1 £ j < m, als (EI’KI)’(EZ’KZ)’(E3’K3) contexten zijn met
E3 > E] u E2, K3 = Kl U K2 en als
ty = EpK o g

L., = EZ’KZ o f

dan mag

]

2 E,,K, o g

m 3773

worden toegevoegd.

(ii)Als 1 £ i < m, als (EI’KI)’(EZ’KZ) contexten zijn met Ec Egy KC K, u{f} ”Q
als ;
21 = EZ,“K1 °o g

en dan mag worden toegevoegd de lijn

L TS S -

(iv) en (v) zijn de (aangepaste) regels uit §16 als zowel E,K o f en E,K o g

lijnen zijn dan mag E,K o £ A g worden toegevoegd, en omgekeerd,
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{vi) Regel voor tcevoeging van axioma's. Als E,K een context is, en

f'ePe(FA(E u Lg}) dan mag de lijn

E,K o f (ax)
worden toegevoegd.

(vii) Substitutieregel. Als |1 < i < m en

L, = EI’KI o f of zi = EI’KI o £ (ax)

als (EZ’KZ) een context is, en ¢ : L —+ FA(E2 u Ly) met de eigenschap dat ¢(x) = x
voor alle xe Ly, als tenslotte voor elke ke:KI geldt dat S¢(k)e:K2, dan mag

R = Ey K, o S¢(f)

worden toegevoegd,

We merken op dat in het geval dat er geen axioma's worden ingevoerd, de
substitutieregel een conservatieve toevoeging aan de voorafgaande regels is.
Wanneer er wil axioma's zijn maakt de substitutieregel ze tot iets sterkers,

nl. axiomaschema's. Het axioma

{a}, ® o a 1L a (ax)

leidt ertoe dat voor elke f nu | £ L1 f.

Sy el il

29.NDS~schema's in blokgestructureerde vorm. Op de wijze van §7 tewerk gaande

hebben we nu twee soorten blokopeners nodig: de met rechthoeken aangegeven
onderstellingen (uitbreidingen van K} en de. (in het volgende met driehoekjes 5
aangegeven) uitbreidingen van de variabelenvoorraad E. 7 :
We presenteren een uitvoerig voorbeeld, Hier treden nog twee nieuwigheden
op: (i) in lijn ! wordt een primitieve constante ingevoerd, waarmee bedoeld is
dat de inhoud van Lj in het schema z8lf wordt medegedeeld, en (ii) in de lijnen

11,22 worden afkortingen ingevoerd die later mogen worden gebruikt.

Zonder veel toelichting zal wel duidelijk zijm dat bijv. in lijn 46

E = {a,b,c}, K = {a v b,ac,be, mc, al}.




QW 00~ U B W -

YR O REBEEELERBRUROREBREESESEESEE I anRrON T
Bl o [
l <] < L/,
o LI E! o
.l

Het symbool 1 wordt al primitieve constante ingevoerd.

a
a herhaling

-.a -a af 4

]
F_LLJMP(LG)
at

i af 8

a-+ a1 af 9

di a~» ('_|""la)

- a := a1 (afkorting)
alla (axioma)
N
[a ]
E herhaling
ba af 16
L]
ailL subst a := L, bi= ai in 17
a MP(12,19)

b= (qa)+b {afkorting)

MP(23,25)

L MP(24,26)
~—a af 27
a MP(12,28)
bva af 29

=
L MP(32,31)
b subst a := b in 20, gebruik 33

avbhb af 34

bva 30, gebruik 35

aVv (v a)subst a :=—=a in 5

avb

bwva

avbhb

bva

w
b
g
y
&
i
b

& e



38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
&4
65
66
67
68

69

[N
e
|
5]
=y
c
fd
;~a
¢
A
~~c
c
(Da) + b
b
5]
babhb
b - babb
Pl
L
a
ba
)
b
babb
(—=b) - babb
babb

MP(42,45)
MP(44,47)

af 47
MP(41,48)
MP(43,49)
MP (44 ,50)

af 51

MP(subst. a :

subst. a:

subst.
af 58

a:=b,

MP(6Q,61)
20, met 62
af 63

MP(65,64)
af 66
af 67

:=bab

c in 12,52)

in 17

gebruiksregel voor disjunctie:

avb,a»>c,brec

+C

a~+b,(=m) +b

b

t=-a, c:=b in 53, met 37,54,55

57+69: Voorbeeld van

afleiding door

gevallenovdee— -

scheiding

subst a:=b, bi:=babb in 56, met 59 en 68

In ons voorbeeld staan steeds de variabelen v88r de onderstellingen. Nedig

is dat niet, men kan toelaten dat ook n3 onderstellingen weer variabelen worden

opgevoerd, Bij elke 1lijn (ook bij blokopeningsliinen als 2,3,44,65) eisen we dat

(E,K) een context is.

v
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Bijlage bij college: Taal en Struktuur van de Wiskunde.

Mei 1978 - N.G. de Bruijn.

Het onbepaalde lidwoord in wiskundig nederlands.

1. Inleiding.
In dit stuk wordt in het bijzonder de inhoud bekend ondersteld van V.17 i
(Nederlandse zinnen met formulaire zinsdelen) en V.21 (Opmerkingen over wis-—
kundige taal).
In V.17 §19 werd de raad gegeven om bij vertaling van WOT naar WOT*
constructies met onbepaald lidwoord geheel te elimineren, Niettemin is het

interessant te zien welke rol het in WOT speelt,

Het onbepaalde lidwoord staat altijd v&8r een substantief. We zullen

dat in het volgende meestal door B voorstellen. Men moet erop verdacht zijn

dat "een 8" als meervoud "B's' heeft, waarbij het lidwoord is verdwenen.
(Taalkundigen zeggen dat er dan "het nulteken" staat). Ook in constructies
met "twee B's", enz. is er iets onbepaalds aan de gang. (zie daarvoor ook
V.19 §12).

We zullen een aantal verschillende gebruiksmogelijkheden van het on~

-~

bepaalde lidwoord aangeven.

2, Opmerking vooraf over context. We maken een opmerking die aanduidt dat

men soms zonder bezwaar verschillende vertalingen kan accepteren van een-—

zelfde tekst. Als r(x) een bewerende zin is dan drukken

Vx: BC(X) en rx: Bt:(x)

hetzelfde uit: het is een van de fundamentele taalregels (vgl. introductie

en eliminatie van de pijl in natuurlijke deductie) dat men heen en weer kan.
Een klein verschil is dat men V slechts op é&n zin kan laten werken en f ook
op een groter stuk tekst.

Als echter achter r;'B

een definitie komt kan men niet meer op Vx' over=-

B

gaan. De rol van bijv.

r;:positief getal de wortel van x := ... (1) %

"is dat men later buiten deze context, als men een positief getal p heeft, over
“de wortel van p" kan spreken en die kan identificeren met wat er op de stip-
peltjes staat met vervanging van x door p. Noemen we die stippeltjes even i

f(x) dan kunmnen we zeggen dat in WOT de regel (1) vaak in de volgende vorm
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wordt uitgesproken:

Definitie: De wortel van een positief getal is f(dat positievegetal).

3. Gebruik van "een" bij contextaanduiding. Als "een B" in het begin van

een zin voorkomt heeft het vaak de bedoeling een contextvlag PX'B vidr de
zin te plaatsen, met vervanging van "een B" door x en van alle volgende
referenties "die R" door x. Vooral in definities komt het voor. Voorbeeld:
"Het zwaartepunt van een driehoek is het snijpunt van de zwaartelijnen van”

die driehoek". Vertaling:

. 1= ij t van de zwaarte-
rd:drlehoek’hét Zwaartepunt wvan d het snijpunt v A

lijnen ﬁén d.
Een ander voorbeeld (zinsdefinitie): "We zeggen dat een functie aan de

randcondities voldoet wanmneer zij in beide eindpunten de waarde 0 heeft”,

Vertaling:

rf:functie f voldoet aan de randcondities := (£(0)=£(1)=0).

Fen beetje cuderwets doet de constructie aan waarbij het contextkarakter
van "van een" wordt onderstreept door het voor aan de zin te plaatsen. Voor-
beeld: "Van een driehoek ABC is gegeven.....' De daarop volgende mededelingen
en vragen liggen alle binnen die context ABC, en ock de antwoorden dienen

binnen die context gegeven te worden.

4. Universele quantificatie. In §2 werd al gezegd dat dit dicht bij de con-

textaanduiding staat. (De gevallen met universele quantificatie kunnen ook
via contextuitbreiding worden geinterpreteerd, maar het omgekeerde is niet
steeds het geval). Voorbeeld: "Het hoogtepunt van een driehoek ligt op de
rechte van Euler van die driehoek! Dit betekent "Voor elke driehoek geldt
dat het hoogtepunt...". —_

We maken zijdelings de opmerking dat hier "het hoogtepunt van een
driehoek” niet als despecificatie ("een driehoekshoogtepunt") kan worden

opgevat, omdat de zin nog een referentie "die driehoek” bevat,

5. Het gebruik bij typering. "x is een g". In wot”® schrijven we x : 8.

Deze typering kan introducerend (laat x een B zijn") of constaterend zijn

(het laatste is vaak ter herinnering, en eigenlijk ten overvloede).
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6. Het gebruik bij substantiefdefinitie, We zeggen: een pollepel is een ... .

Hierin staat twee keer "een'", met verschillende functies. De zin bevat wverder
geen referenties aan de pollepel (maar misschien w&l aan het substantief dat

achter "is een' komt).

7. Het gebruik bij substantiefinclusie. "Een tafel is een meubelstuk'". Het

eerste "een" betekent "elke". In V17 §19(6) werd reeds voorgesteld deze con-
structies met "een" te vermijden om verwarring met substantiefdefinitie (of

herinnering aan een substantiefdefinitie) te ontgaan.

8. Existentiee1_§gbruik. Als

F;:B {(g(x) :: zin)
dan zal vaak de zin

3 x:g 8CF)
als

z(een 8)

kunnen worden uitgesproken, maar niet altijd. We geven eerst wat positieve

voorbeelden:
3 x:8 c ligt op x : c ligt op een B
3 x: 8 m gaat door het hoogtepunt van x : m gaat door het hoogtepunt
van een B,
3x:55 > log x : 5> log{eeny)

dwz. "5 is groter dan de log van eenvy".

Maar het gaat niet bij

3.

X0 log x > 5

want "de log van een 8 is groter dan 5" klinkt als:\fx_slog X > 5, en bij
airs(er ligt geen enkel punt op x)

klinkt "er ligt geen enkel punt op een B" als

T T YA T A R = Ty neme T T T e R . R . Cm e e e
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\fx_s(er ligt geen enkel punt op x),

Oock als x het begin van de zin z{(x) is gaat het niet!

3 x ligt op ¢

XiB
kan niet vertaald worden in "een B ligt op c¢'" want dat zou als
"V;_S x ligt op c¢" gelezen kunnen worden., Merkwaardigerwijs wel als we "er"

(met volgordeinversie) toevoegen:

"er ligt een B op c".

Iets dergelijks geldt voor

3}{:

Bhet hoogtepunt van x ligt op ¢

met (wat houterige) vertaling
er ligt het hoogtepunt van een B op c.
Een tussenvorm is

3x_3een punt van x ligt op ¢

(waarin achter de kwantor een existentiele "een" voorkomt. Doordat de mondvol
van de kwantor er vddr staat, wordt hier "een punt" niet meer als "elk punt"

gelezen. Vertaling
"er ligt een punt van een x op c".

Als de ocospronkelijke zin een inversie ondergaat is het "er" blijkbaar niet
meer nodig:

- op ¢ ligt x

3,.

et op ¢ ligt het hoogtepunt van x

ax:B op ¢ ligt een punt van x

zijn positieve voorbeelden, en ook het binnenstuk van de laatste zin is al

een positief voorbeeld bij

3

y:punt van x °p ¢ ligt y.




Kortom, een ingewikkelde materie. Veel van deze kwesties (zeker de
inversiekwesties) zijn aan het nederlandse taalgebied gebonden. In andere

talen ligt het weer anders. Lastig is het overal.

9. Gebruik bij despecificatie. Zoals in V17, §11 werd gezegd, is

(de vrouw van x))= officiersvrouw,

(dESpox:officier

en er is ook een constructie met "een", nl. "de vrouw van een officier",
b
wat synoniem is met "een officiersvrouw'. Als dit in een zin voorkomt kan

het "een'" vaak ook als existentieel gezien worden, want

ax:officier (hij zat op de bank met de vrouw van x)

is equivalent met
hij zat op de bank met y

3y:officiersvrouw

en in beide gevallen is vertaling met "een" mogelijk ("hij zat op de bank
met de vrouw van een officier" en 'hij zat op de bank met een officiers-—

vrouw'"}. Maar de despecificatie kan méér:
"hij zat niet op de bank met een vrouw van een officier”
is niet meer te vertalen met

3

Bij "desp" doen zich overeenkomstige kwesties voor.

. hij zat niet op de bank met de vrouw van x.
x:officier

Voorbeelden:
"zij sloeg hem met een poot van een tafel",
Hierin is

(poot van t) = tafelpoot’

poot van een tafel desp

t:tafel

en vervolgens is in
"zij sloeg hem met een tafelpoot”

het resterende "een'" existentieel. Men kan er ook in zien dat zij hem met

een soort telescoop (V2! 510) sloeg: ﬂtjtafel pipoot van €

3 (zij sloeg hem met

p).

L ik
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Het verschil tussen desp en despo is vaak moeilijk’"de vrouw van een

officier'" gaat met desp, "een kind van een officier" is een despo. In het
meervoud verdwijnen alle lidwoorden: "vrouwen van officieren' en "kinderen

van officieren”, en dan is het verschil niet meer te zien.

10, Heeft een. Merk het verschil op:

"Die hond heeft een manke poot". (1)

"Die hond heeft een lange staart”. (2)

Het geval (1) doet zich voor in de volgende situatie:

functie := afbeelding van R naar R,

rk:functie nulpunt van £ := Sx R (f(x)=0).
Nu is

f heeft een positief nulpunt = Hx:nulpunt van £ ¥ 18 pogitief.
Algemeen

f heeft een 88 = 3X=B {x is 8).

Het geval (2) doet zich wvoor bij

"Dit prisma heeft een rechthoekige doorsnede"
wat opgevat wordt als

"de doorsnede van het prisma is rechthoekig”.

Lastig is het "heeft" met onbepaald meervoud:

"Deze veelhoek heeft scherpe hoeken".

Het beste is al dat onbepaalde te vermijden via

(1) Een der poten van die hond 1is mank.
(2) De staart van die hond is lang.
(3) E&n der nulpunten van die functie is positief.

(4) De hoeken van deze veelhoek zijn scherp.
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11 "De 8&n of andere'. Vaak probeert men het niet-universele karakter van

"een" te onderstrepen door er "de &€&n of andere" van te maken., Dit doet men

zowel bij existentie als bij despecificatie. Het schijnt weinignut te hebben.

12, Samengestelde gevallen.Het is een wonder dat ons taalgevoel ons in staat

stelt complexe situaties snel te ontrafelen., Voorbeeld (de griekse letters

stellen substantieven wvoor).

(1) "een B van de v van een § is gelijk aan de ¢ van een o van die §"

kan door ons ontleed worden ook als we geen steun hebben aan de betekenis

van de substantieven.

Fx:G\{y:B van de y van X "sig van X v is gelijk een de ¢ van s.
Men kan even twijfelen of "de v van een 8" geen despo kan aanduiden, maar
het feit dat er aan het slot van de zin een referentie naar ''die §8" staat
sluit dat uit. Wél is uit "de £ van een ¢ van x" een despo te maken, maar
dat geeft een iets lastiger vertaling dan de bovenstaande. Als bijzonder
geval kan men proberen: "een deler van de orde van een abelse groep is ge-
lijk aan de orde van een ondergroep van die groep". Merk op dat het over-
dreven klinkt om het adjectief "abelse" te herhalen.

In het voorbeeld:

(2) "een m van eenn heet rond als r(die w, die n)"

zou men kunnen denken dat eerst {met y : n) ingevoerd was "de 7 van y"

en dat door despecificatie (zie §9) "een 7 van een n" is ontstaan. Maar

de referenties achterin maken die opvatting onmogelijk, en men kiest voor

een geheel andere opzet, door "een n" als contextaanduiding (§3) te zien,

en erop te rekenen dat (met y &n) "rv van y¥" een substantief is (niet nocod-

zakelijk unitair). De vertaling van (2) in WOT™ wordt nu

ryin rond := Ade:1r van y z(p.y).
Een wat ingewikkelder voorbeeld:

(3) "een g heet (een) 7 van een n als de § van die n erop staat"

(probeer: ¢ = steen, T = hoeksteen, n= huis, § = dak), met vertaling

FE_ S S
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F;:n T van y = Ss:c (de & van y staat op s).

"een" (in (3) tussen

In zulke gevallen van substantiefdefinitie kan het
haakjes geplaatst) vddr het definiendum worden weggelaten. Nog wat com—

plexer:

‘"een o heet een 7 van een n als die een B draagt waarop die

(4)

n staat"

met vertaling

r;:n Tvan y = Ss:c b:Bly staat op b s draagt b.

“"een ¢ heet een T van een n als er een u waarvan die o de v is

(5)
geheel tot die n behoort"

F;:n T van y = Sszd'inuu|s is de v van m (m behoort geheel tot y).

Probeer het maar met ¢ = punt, 7 = inwendig punt, n = verzameling, u = cirkel-

schijf, y = middelpunt, zie V21 §5.8.

"een ¢ heet een 7 van een n als die een 8 draagt waarop een

(6)

U van die n rust".

Vertaling

f;’n Tvan y i=S§_, b:Bleen u van vy rust op b (s draagt b).

De zin "een u van y rust op b" moet hier met existentigle "een" worden op-

gevat: 3m:u van y {(m rust op b).

Als voorbeeld van naamsdefinitie geven we

{(7) "de # van een T is de 0 die op een § staat"
FL:T de y van t :=‘Ls:d (id:ﬁ 5 staat op d)
(8) "een ¢ heet de w van een n als Z(die o, die n)"

r;:ﬂ de T van y := ls:GC(S’Y)'

Deze constructies veronderstellen dat achter de verticale pijl een zin komt

die geenduidig vastlegt.




In het volgende voorbeeld zijn "o van b" en "y van b'" kennelijk

unitaire substantieven:

{(9) "als het a van een B op de y van die B ligt dan is die B

een §"
rﬁ_ﬂ Als (het o van b) ligt op (de y van b) dan is b : &

13. Kunnen we in WOT" onbepaalde lidwoorden tolereren? Uit de voorbeelden

in §12 is te zien dat het ongebreidelde gebruik tot grote complicaties leidt,
en er 1s steeds gevaar voor dubbelzinnigheden, In de meeste gevallen zou het
gebruik van onbepaalde lidwoorden WOT™ niet korter maken. Alleen het existen-
tiele gebruik levert notatiewinst op. Men zou het volgende kunnen afspreken.
Als "een 8" in een zin voorkomt, en als deze zin de kleinste zin is die dit
"een B" bevat, dan is de interpretatie van die zin als volgt: plaats v&6r

de zin de quantor3 en vervang "een g door b.

b:g’
Dit gebruik zou notationeel vele voorbeelden bieden. Een bezwaar is

dat sommige van deze onbepaalde lidwoorden terecht kunnen komen op plaatsen
waar men gewend is ze universeel en niet existentieel op te vatten. Merk bijv.

het gevoelsmatige verschil op tussen

f(een positief getal) > 3 en 3 < f(een positief getal).

In het engels kan men dit existentiele "een'" met 'some' aanduiden, wat

veel veiliger is.
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