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§1.

HOOFDSTUK 1. Formele talen

Symbolen en symboolrijen

In talen worden objecten achter elkaar gezet om daarmee eindige rijen te
vormen. Zo kan men rijen letters vormen, die woofden gencemd worden, maar
ook rijen woorden, die zinnen opleveren. Er zijn echter andere gevallen
denkbaar: Een wiskundige formule is (soms) op te vatten als een rij wiskun-

dige tekens en evenzo een programma in een programmeertaal.

Om al deze gevallen gezamenlijk te behandelen verdient het aanbeveling om
voor de objecten en de eruit gevormde rijen neutrale namen te kiezen. In
de theorie van de forﬁele talen kiest men vaak de benamihgen "letters"” en
"woorden", die voor sommige toepassingen niet zo gelukkig zijn. Wij zullen

"symbolen" en "symboolrijen" gebruiken.

Bij het vormen van rijen uit symbolen stellen we de eis, dat uit de rij de
symbolen die bij de vorming gebrbikt ziin, weer ferug te verkrijgen zijn.
Biji het vormen van.woordén uit letters kan het wat dat betreft geen kwaad
om de letteré gewoon achter elkaar te zetten; bij het vormen van zinnen uit

woorden last men tussen de woorden spaties in. In andere toepassingen zijn

vaak scheidingssymbolen nédig; dé zojﬁist genoemde spatie is ook als zodanig
op te vatten, Een voorbeeld kirijgt men, éls men als symbolen'de dp de ge~
bruikelijke wijze in het tientallig stelsel geschreven natuurlijke getallen
kiest. Wil men dan rijen-natuurlijke getallen opschrijven, dan is er behoefte
aan een schéidiﬁgssymbool, waarvoor de keuze van de komma gebruikelijk is:
31,7,302 én niet 317302, in sommige programmeertalen is een "i&entifigr" op

te vatten als een symbool; het is een rij letters en cijfers.




Bij de opzet van een algemene theorie zullen we de symbolen gewoon achter

elkaar schrijven en geen: scheidingssymbolen gebruiken,

Laat E een verzameling zijn, die altijd niet-leeg en gewoonlijk eindig
verondersteld wordt. De elementen van E noemen we symbolen, Men noemt Z
wel eens een alfabet; maar deze naam past weer bij de betiteling van sym

bolen als letters.

We vormen nu eindipe rijen van symbolen en verkrijgen dan een verzameling
E+ van symboolrijen. Om dit wat formeler te beschrijven, hebben.we behoefte
aan aanduidingen van elementen van Z en van Z+. Een gangbare gewoonte is

omn elementen van E aan te duiden met letters uit het begin van het alfabet
(a,b,c,...) en elementen van z+ met letters verderop in het alfabet, zoals

P, U, W. Wij leggen ons niet op een bepaalde keuze vast,

Om een wat formelere beschrijving van de elementen van E+ te krijgen, den-
ken we ons een symboolrij van links naar rechts opgeschreven, waarbij tel-
kens een nieuwe symboolrij wordt verkregen door aan een reeds verkregen
symboolrij rechts een symbool te hechten. Dit proces kan onbepaald vaak
herhaald worden. Dit ondervangen we met een recurrente beschrijving (ook

wel recursieve of inductieve beschrijving genoemd).

Definitie E+.
+ + +
Als s € 2, dan s ¢ 2 ; als x ¢ z en s ¢ {, dan xs ¢ z . Alleen hetgeen

. . +
op grond van bovenstaande voorschriften is gevormd, is een element van Z .

+
Let wel, dat z c 2 ! er wordt geen verschil gemaakt tussen een symbool en

de symboolrij die uit dat ene symbool bestaat.




Voorbeeld,

%

} = {a,b,c}; dan a 2+, accabb € z+, bbbb € I+.

- Vaak wordt ook de zogenaamde "lege symboolrij" meegeteld, die ontstaat door -
helemaal geen symbolen op te schrijven; het resultaat van dit opschrijven

is dan echter onzichtbaar, hetgeen onpraktisch is om mee te werken. Om dit
te oﬁdervangen, voeren we een apart teken in voor de lege symboolrij; wij
kiezen daarvoor: A. In de literatuur zijn de keuzen A en € ook gangbaar.

Uiteraard houdt deze keuze in, dat we A nergens anders voor gebruiken, Ook

aan A moeten we aan de rechterzijde een symbool kunnen hechten. De verza-

meling symboolrijen inclusief de lege rij noemen we Z*. oy

Definitie,

Z* = E+ v {A}; als s ¢ z, dan As = s,

Uit twee symboolrijen v en w kan een nieuwe gevormd worden door w achter

v te plaatsen, Deze operatie noemen we concatenatie en het resultaat zullen
we voorlopig (v »w) noemen. Om dit formeel te beschrijven, denken we de
symboolrijen weer van links naar rechts opgebouwd. Uitgaande van.de sym-
boolrij v wordt w er letter voor letter achtergevoegd, Het resultaat is een

definitie door recurrentie naar de opbouw van w.

Definitie (v «w),

Stel v ¢ X*, % é z*, 8 € E; (vep) t=vy (vexs) :=.(v; X)s .




i
e

zijn de volgende,
* * * ‘
Stel v & E s W E E , U € X , 8 € E. Dan geldt:

((vew) eu) = (ve (weru}),

(ves) =vs, (A+v) =v,

Om te laten zien hoe zulke eigenschappen uit de definitie kunnen worden af-

geleid behandelen we bij wijze van voorbeeld de associatieve eigenschap

((vew)-u) = (v+ (w+-u)). We geven een bewijs door recurrentie langs de

opbouw van u. Daartoe kiezen we eerst u = A:
((vew) e A) = (vew) = (ve(weA)).,

* .
Daarna stellen we u = x5 (X € E ,» 5 € z) en veronderstellen dat de eigen-

schap geldt voor u = x:

((vew)oxs) ={(v-w)+-X)s (ve(wex))s = (vs (we* x)8) =

= (ve(wexs)),

Opgave.

leid de andere twee eigenschappen uit de definitie af.

Op grond van de associatieve eigenschap kunnen we de haakjes weglaten en
v «w schrijven; er is geen gevaar voor verwarring bij v +w s u, Weliswaar
kunnen wij dit opvatten als (v +w) » u en als v+ (w+u), maar dat hindert
niet, want het resultaat is hetzelfde. We laten vervolgens ook nog de punt
weg en schrijven vw; verwarring met het achterschrijven van een symbool is

er ook niet, omdat v-s = vs als s ¢ E.




De concatenatie 1s een binalre operatie op z y, die associatief is. Fen ver-

o .. . . *
zameling met een associatieve operatie wordt een semigroep genoemd:-(i s )

is een semigroep. Verder fungeert A als een eenheidselement (of neutraal

element): Av = vA = v, Een semigroep met eenheidselement noemt men een

monolde.,

Zoals in semigroepen gebruikelijk, schrijven we herhaalde produkten als

machten: v2 = vyv, v3 = vvv enz. Algemeen geformuleerd (inductie naar n)
- *
VOOr V € E :
+ n
vo := A, vn ! = vwv,

Opmerking.

Wij rekenen het getal 0 niet tot de natuurlijke getallen: O ¢ W,

Pas op!

Neem niet klakkeloos produkt— en machtseigenschappen van getalien over!
Concatenatie is niet commutatief: vw en wv kunnen verschillend ziin (voor-

beeld v = a, w = ab). Ook (vw)n en vow' kunnen verschillend zi jn.

We introduceren nu de lengte |v| van een symboolrij v: Het aantal malen dat

we bij het maken van de rij een symbool hebben opgeschreven. Formeel,




Definitie |v

Stel x ¢ 2*355 € )i -IA| = 0; 'xsf s= x| # 1 ,l

Er geldt dan voor v € z*, W€ E*, ne W u{0}:

[v] + |w|;

i

alv

Vaak nummeren we de symbolen in een symboolrij en schrijven een rij van
lengte £ in de gedaante ti"'tﬂ of ook tge+-t, |3 We moemen ti dan het
i® symbool in de rij. In overeenstemming met het gangbare spraakgebruik kie-

- » s * . [
zen we de eerste gedaante en definiéren si(v) VOOT V € I , 1ie N, is |vl

als volgt:

Stel x € z*, s €),ieN; si(xs) 1= si(x) voor i £ |x|; S|x|+l(xs) 1= g,

Dan is voor a € 2, bej,ce z:

sl(a) =a, s](ab) = Sl(a) =a, sz(ab) =b,

s](abc) = sl(ab) =a, sz(abc) = sz(ab) =b, 53(abc) =c¢, enz.

Een belangrijke en intultief duidelijke eigenschap is nu, dat een symboolrij
van lengte k + % op &&n en slechts &&n wijze geschreven kan worden als con-

catenatie van een symboolrij van lengte k en een symboolrij van lengte 2.

Eigenschap.

*
Stel v ¢ Z*, k geheel, 0 < k < |v|. Dan bestaat er &&n en slechts &én w ¢ X

- o %
en &En en slechts 8&n u ¢ z zo dat v = wu en |w| = k.




We geven geen bewijs van deze eigenschap. Uit deze eigenschap kunnen mak-

kelijk enkele andere worden afgeleid: B
Stel v ¢ X*, w € E*, u € z*, X € z*. Dan geldt

als vw = vu, danw = u;

als wv = uv, dan w = u;

]

*
als vw = ux, dan bestaat er een p € Z zo dat

(v =up en pw = X)
of
(vp =u en w = px).

We definiéren nog de gespiegelde van een symboolrij v (engels: reverse).

. R -
Notatie v . ‘;ﬂ

. ... _R
Definitie v . .

Stel x € 2*, s € E; AR = A3 (xs)R 1= sxR.

Enkele eigenschappen. Stel v ¢ E*, w e z*, S €& Z, ne Nu{0}:

R

s =85,

(VW)R - w R,
&HE = BT,
(VR)R =v,

Ter afsluiting nog een opgave,

Opgave.

Stel v € Z*, w £ 2*, vw = wv, Dan bestaan er u e z*, ne Nu {0},

n m
me Nui{0} zodatv=u,w=u,




§2, Talen en grammatica's

- . s N ' - .
Een deelverzameling van } wordt een taal gencemd. Deze benaming is in som
mige toepassingen misschien minder gelukkig, maar zo gebruikelijk, dat wij

ons eraan- zullen houden. We geven enkele voorbeelden van talen,

Voorbeeld.
2 = {a,b}.

{@"b" |me N, ne N}, {a"b"|ne N},
{wu3'|w € E*} (even palindromen) ,
{ws;wR| W€ z*,s € )} (oneven palindromen) ,

{w e 2* | |w|] =5}, {we Z* | in w komen meer a's dan b's voor} .

(Een palindroom is een symboolrij x, waarvoor geldt xR = x.)

Op talen kunnen operaties worden uitgevoerd. Omdat talen verzamelingen zijn
komen de gebruikelijke verzamelingstheoretische operaties in aanmerking.

Laat Ll en L2 talen zijn.

De vereniging van LI en L2 : Ll U L2 ,
De doorsnede van LI en L2 L, 0 L2 .

fl
1
*
-
!

Het complement van Ll (t.o.,v. Z*):"ﬂl

Daarnaast zijn er operaties, die samenhangen met het bijzondere karakter

van de semigroep (2*, ).




De concatenatie van L, en L, bestaat uit de concatenaties van symboolrijen

in L1 en symboolrijen in L2:
LL, = {w v e L, wve Ly}.

Concatenatie van talen is een binaire operatie op de verzameling der talen,
dat is P(z*), de verzameling van alle deelverzamelingen van z*. Het is een-
voudig na te gaan, dat concatenatie van talen associatief is: (LILZ)L3 =
= L](L2L3). De aldus ontstane semigroep heeft echter ook een eenheidsele-
ment, nl, {A}, de taal die uitsluitend het. lege woord bevat, Voor L ¢ P(z )

geldt namelijk:

{AJL = L{A} = L.

(P(T%, ) is dus een monolde.

Pas op!
Verwar {A} niet met @, de lege taal, die helemaal geen woorden bevat, en die

zich t.o.v. de concatenatie heel anders gedraagt dan {A}:
oL = L¢ = 9.
We kunnen nu ook machten van talen invoeren:
0
L° = {A}; L = LTL .,

Een zeer belangrijke operatie is de vereniging van alle machten van een taal

. . . *
L. Deze operatie wordt de steroperatie van Kleene genoemd en L genoteerd:

8

=
*
i
B <
|
=}




Opmerking.

We hebben al eerder een ster gebruikt en vragen 6ns-af.of daf geen verwar-—
ring kan geven, Eerder gaf 2* de verzameling van alle symboolrijen gevormd
‘uit de symbolen van ) aan. Omdat ) < z*, is ] ook een téal, zodat z* vol-
gens de nieuwe definitie ook zin heeft. De uitkomst is dan echter hetzelfde,

immers

I'=txe] |lxf =n},

waaruit de overeenstemming direct volgt.

Wat minder gangbaar is L voor een willekeurige taal met definitie

Pas op!
Als A ¢ L, dan L+ = L*.

Opgave.

Bewijs dat {a"b" |me Nu {0}, ne N u{0}}* = {a,b}*.

De gespiegelde LR van een taal wordt als volgt gedefinieerd:

LR = {xR| x e L},

Het algemene begrip taal is zeer algemeen en vertoont weinig structuur, Wij
leggen ons beperkingen op door te eisen dat de taal gevormd is met behulp

van een grammatica. De definitie is geinspireerd door de grammatica's voor




natuurlijke talen maar ook zoals ze gebruikt worden bij de definitie van
programmeertalen, De bij een grammatica gebruikte begrippen zoals "onder-
werp" en "gezegde'" bij natuurlijke talen, of "identifier", "procedure",
"stateﬁent", "if clause" bij programmertalen; geven we formegl weer met

hulpsymbolen. In een symboolrij, waarin hulpsymbolen voorkomen, kunnen deze

door symboolrijen worden vervangen op grond van vervangingsregels, die er in

een programmeertaaldefinitie bijvoorbeeld als volgt uit kunnen zien:

<identifier> ::= <letter> ,

<identifier> ::= <identifier> <letter> ,

<identifier> ::= <idéntifier> <digit> .

Er wordt verder een hulpsymbool als startsymbool gekozen. Een symboolrij,
die geen hulpsymbolen bevat en die verkregen kan worden door, uitgaande van

het startsymbool, een rij toegelaten vervangingen uit te voeren, wordt tot

de taal gerekend.

Bij de formele definitie beginnen we met een iets algemener geval, waarbij

in plaats van &&n hulpsymbool een symboolrij wordt vervangen.

Definitie grammatica G:

G = (V,Z,R,S), waarin

V is eindige verzameling symbolen ,
Tev,

R c V* x v , Reindig -

S e V\z .
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De elementen van } heten eindsymbolen (engels: terminal symbols). De ele-
:menten van V\Z heten hulpsymbolen (engels: nonterminal Symbols). In de the~
orie van de formele talen is het algemeen gebruikelijk om hulpsymbolen met
hoofdletters aan te duiden, De elementen van R heten fegels en zijn per de-
finitie paren (u,v) mef u e V*, v € V*; R is dus op te vatten als een relatie
op v*. Zoals gebruikelijk bij relaties schrijven we de geldigheid ervan met

een tussengeplaatst symbool. In ons geval:
in plaats van (u,v) € R schrijvenwe u > v.

We noemen u het linkerlid en v het rechterlid van de regei. Vaak wordt van
R nog geéist dat u # A, of zelfs dat u tenminste &&n hulpsymbool bevat. Het
hierboven beschreven geval van vervanging van &&n hulpsymbool levert een

contekstvrije grammatica.

Definitie.
Een grammatica G = (V,E,R,S) heet contekstvrij als voor alle (u,v) € R geldt

u € V\z.

Tenslotte heet 5 het startsymbool.

De vervanging van u door v op grond van een regel wordt formeel béschreven

) *
met een relatie = op V :
G

Stel x € V*, vy € V*;

X =y e awev*azev*a(u,v)eR [x = wuz, y = wvzl,
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Herhaaldelijke vervanging op grond van een regel wordt beschreven met een

. % * ‘s *
relatie -(; op V; als x = X, '(‘: X, -(: ve -(;x“ ¥, dan schrijven we x -Gb Y.
Wat formeler opgeschreven:

Stel x € V*, y € V*;
. 3 [
x-gy i ne]ﬂa(xl,...,xn)e(v*)“ Xp 5% X 7Y

ie{1,...,n~1} Cx; E XiH]:I :

Let wel, dat in deze definitie n = ) toegestaan is; in dat geval is x = y:

x =»'x geldt voor alle x ¢ v* .

[ ¥

De rij X geeesX in bovenstaande definitie heet een (n - 1)-stapsafleiding. De

*
relatie -Gb heet de reflexief-transitieve afsluiting van =»; het is namelijk
- G

de als verzameling paren kleinste relatie op V , die reflexief en transitief

is en die = omvat,
G

Als het uit de contekst duidelijk is over welke grammatica G we het hebben,
' *

.. . . * ..
schrijven we wel = in plaats van -(; en » in plaatg van =, Verder schrijven
G

*
we X % y ook wel eens voor een afleiding van x naar y.
G

Tenslotte de taal voortgebracht door een grammatica:

Definitie.

Stel G = (V,Z,R,S) een grammnatica;j

L@) = {x e 2*]5-2::}.




1.
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VoorbeeldgnL

v ={s,a,bl, § ={ab},

R = {(S,aSa) , (5,bSb) , (S,A)}.

Een voorbeeld van een afleiding is

5, aSa, abSba , abbSbba , abbbba .

L(G) = verzameling der even palindromen over {a,b} .,
Zelfde V en ) als in 1; R = {(§,aSb) , (S,ab)}.

LG) = {a"b" | ne N}.

v = {s,T,a,b}, } = {a,b},

fl

R = {(8,a8) , (8,abT) , (T,bT) , (T,A)}.
L(G) = {a"b™ | n e N, me N}.

v

{S,A,B,a,b}, ] = {a,b},

R

It

{(s,ABS) , (AB,BA) , (BA,AB) , (S,A) , (A,a) , (B,b)}.

L(G) is de verzameling van de elementen van {a,b}* die evenveel a's als

b's bevatten.,

De grammatica's in Voorbeelden 1, 2 en 3 zijn contekstvrij, de grammatica

in Voorbeeld 4 niet.

Definitie.

* P . .
Een taal L c X heet contekstvrij als er een contekstvrije grammatica G

bestaat met Z als verzameling eindsymbolen, waarvoor L(G) = L.
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Let wel dat bij gegeven taal L bij de keuze van G een verzameling hulp-
symbolen kan worden gekozen. Die verzameling mioet eindig zijn, maar overi-

gens is er aan de omvang ervan geen grens gesteld.

Opmerking.,

Het is mogelijk dat een grammatica, die niet contekstvrij is een taal voort-
brengt, die wel contekstvrij is, omdat er een andere grammatica bestaat, die
dezelfde taal voortbrengt en deze laatste grammatica contekstvrij is. Zo is
de grémmatica_in voorgaand Voorbeeld 4 niet contekstvrij, maar de erdeor

voortgebrachte taal wel.

In de hiervoor gegeven voorbeelden van contekstvrije grammatica's komt in

de rechterleden van de regels ten hoogste €&n hulpsymbool voor. Ten gevolge

daarvan geldt hetzelfde voor elke in een afleiding voorkomende symboolrij.

De plaats waar in die symboolrij een regel kan worden toegepast, ligt dus

ook vast. Omdat er echter wel eens meer dan 8&n regel is met hetzelfde lin-
kerlid, kan er toch keugevrijheid zijﬂ in de toe te passen regel. In het nu
Qolgende voorbeeld kan er ook vrijheid van keuéé'zijn in de plaats waaf €en

regel wordt toegepast.

Voorbeeld 5.

v

L

{8,A,B,a,b}, } = {a,b},

R

{(S,AB) , (A,AA) , (B,BB) , (A,a), (B,b)}.




De taal is dezelfde als in Voorbeeld 3. Voorbeeld van een afleiding:
S,AB , AAB , aAB , aaB , aab .

Na &8n stap staat er AB en is er keuze of'op A of op B‘een regel zal worden
toegepast. Hier is A gekozen; B blijft dan staan en zal later ook nog eens
moeten worden vervangen, omdat de laatste symboolrij uitsluitend eindsym—
bolen bevat. De symboolrijen, die successievelijk uit A voortkomen en die
uit B, ontwikkelen zich geheel onafhankelijk van elkaar: A ,AA, aA,aa en
B,b. Men kan de volgorde van toepassingen van de repels dus veranderen zon-—
der dat dit invloed heeft op het eindresultaat. Zo zou men de volgende af-

leiding kunnen verkrijgen:
S ,AB, Ab , AAb , Aab , aab .

Hoewel deze twee afleidingen er geheel verschillend uitzien, willen we ze
toch als niet essentiéel verschillend beschouwen., Men kan dit verschil op
meer aanschouwelijke wijze wegwerken door bovenstaande afleidingen te ver-

— e L S vangen door een afleidingsboom, hier-

naast afgébeeld. Om in de boom de af-
leiding te volgen, moet men de boom van
boven naar beneden bekijken, De eerste
stap gaat van S naar AB. Wat er daarna
met die A en B gebeurt, wordt gescheiden

behandeld en de boom geeft geen uit-

sluitsel over de volgorde waarin dit

gebeurt. De A gaat over in AA en elk van deze A's in a, de B gaat over in b.
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Er zou nu aanleiding zijn tot een formele definitie van een afleidingsboom
behorende bij een contekstvrije grammatica en van de symboolrij die door

die afleidingsboom wordt afgeleid. We zien daat echter vanaf, maar zullen

~desondanks in de toekomst wel met afleidingsbomen werken,

Een andere manier om de in Voorbeeld 5 gesignaleerde veelvuldigheid van af-
leidingen met hetzelfde resultaat weg te werken, is de afspraak om steeds
een regel toe te passen op het meest links geplaatste hulpsymbool in de

symboolrij. Een dergelijke afleiding wordt linkspreferent (emgels: leftmost)

genoemd, Door verwisseling van volgorde in dé toepassing van regels kan men
bij een gegeven afleiding een linkspreferente afleiding vinden, die dezelfde
symboolrij oplevert, De eerste afieiding in Voorbeeld 5 is 1inkspreferent,

de tweede niet.

We maken de afspraak, dat als we, zonder specificatie van de verzameling {
der eindsymbolen, in een bepaalde contekst over meer dan &8n taal spreken,

al deze talen bij dezelfde z behoren.

Stelling 2.1.
De vereniging en de concatenatie van twee contekstvrije talen zijn contekst-

vrij; de Kleene-ster van een contekstvrije taal is contekstvrij.

Bewijs. Stel dat L] en L2 contekstvrije talen zijn., Er bestaan dan contekst-

vrije grammatica's G] = (VI’Z’RI’SI) resp. 62 = (Vz,z,Rz,Sz), die L. resp.

1
L2 genereren. We mogen nu veronderstellen, dat (VI\X) n (Vz\Z) = @, Als dat
namelijk niet het geval is, vervangen we de hulpsymbolen van Gz-door andere

met dienovereenkomstige aanpassing van R2 en S,. De gewijzigde grammatica
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wﬁal dan ook L2 genereren, Om een grammatica voor L] v L2 (en later voor
L,L, en LT)‘te maken:, kiezen we een nieuw symbool dat niet in vV, vV, ligt,
We definiéren nu Gy = (V3,2;R3,S3) als volgt. Noem het nieuwe symbool S3

en kies

V3 t= Vl uv,u {83},

Ry = R U Ry {(53,5‘) ,(53,52)}.

Deze grammatica is contekstvrij.

Bewering.
L(GB) = L‘ U L2. Stel x ¢ Ll U L2. Twee gevallen:
*
1° x ¢ L. Dan is er een afleiding 5, 5‘ x, maar dan is er ook een aflei-
: .
* *
ding §, = S = x; immers de afleiding §, = x kan als bestanddeel van
3¢y e I g
een afleiding bij G3 worden gebruikt, omdat R} c R3. Dus x € L(G3).

o

2 x ¢ L,. Omdat x ¢ L UL, geldt dan x ¢ L, Verder analoog met geval 17,

Daarmee is L1 U L2 I L(G3) bewezen. Stel nu x € L(GB)' Er is dan een aflei-

ding § - X. Deze begint met S.,,5, of met S,,8,; er zijn namelijk geen
3G3 3°71 3*72

andere regels met S, in het linkerlid. Als het begin $415, ig, dan volgt

* *
daarop S] éo X, Dit levert echter ook een afleiding Sl 50 X. Met inductie
3 i
langs de afleiding bewijst men namelijk, dat de in de afleiding voorkomende

symboolrijen uitsluitend hulpsymbolen uit Vl\z bevatten en dat er daarom
uitsluitend regels uit R, worden toegepast (hierbij wordr (VI\Z) n (Vz\z) =

= @ gebruikt!). Daaruit volgt x e L,, dus x e L, v L,. Als het begin $,,8,

is, vinden we op analoge wijze x € L,, dus x ¢ Ll U L,. Daarmee is het be-

wijs voltooid, dat L ul, = L(G3). Daaruvit volgt dat L, viL, contextvrij is.
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We definiéren nu G4 = (VA’Z’RA’SA) als volgt. Noem het nieuwe symbool nu

S4 en kies

e
T A

4 i< V] u V2 U {SA}'

A i e

R4 T= Rl U Rz V) {(S[},SISZ)}.

+

Deze grammatica is contekstvrij.

R

Bewering.

L(GA) = L]Lz. Stel x € LILZ’ dan bestaan er y € L] en z € L2 zb, dat x = yz,
*

. *

Er 2ijn dan afleidingen S1 (-;-b ¥y en S?. (? z, maar dan is er ook een afleiding
i 2 '

*

o vz immers door in de afleiding 5, (-;t y achter alle
4 1

te schrijven, krijgen we §

*
S, =» 5.5, =» y§
lt(;ll 12@4 2

symboolrijen § - v 52 en door in de aflei-

s
12(;4

*
9 (? z voor alle symboolrijen y te schrijven, krijgen we yS2 (-;b vz.
2 : : ‘ 4

Dus x € L(Gé); LiL, L(Ga)’is daarmee aangetoond. Stel nu x € L(Gh)' Een

afteidingsboom bij G4 die x oplevert, ziet er bovenaan als volgt uit:

2

*
ding S

- SAVNMA—“MG omdat (84,8152) de enige regel in Rh is met

linkerlid 54. Wat in deze boom onder S] zit,

bevat uitsluitend hulpsymbolen uit Vl\z; waar-

bij uitsluitend regels uit R, worden toegepast.

1

*
1 éo y voor zekere y e I*. Op analoge
1

wijze levert het gedeelte van de boom onder §

Dit gedeelte van de boom levert dan §

*
o, €een afleiding 52 5; Z voor
z € L2 en x = yz € L!L2° Daarmee is het

bewijs voltooid, dat LILZ = L(Gé). Daaruit volgt dat LILZ contekstvrij is.

zekere z ¢ E*. Maar dan is y € Ll’
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We definiéren nu G5 = (V5,25R5,85) als volgt. Noem het nieuwe symbool 35
en kies:

Vg 3=V, U {55} ;

R i= R v {(85,555}) ,(SS,A)}.

Deze grammatica is contekstvrij.

Bewering.

L(Gg) = L’l‘. Stel x ¢ L~

P dan is x = A of er is een n € N en een rij

(X, 4000, ) € En zodat x = X ...x ., Als x = A, dan S, = A = x. In het
] n 1 n 5 GS
andere geval zijn er afleidingen Sl é: X, voor i=1,...,n. We maken nu de
| ,
volgende afleiding:

S; = S5 = S.55 = ... o= sss‘l‘ - s"‘ - x]s’;" -
Gs Gg ' Gg Gg G5 G5 GS
* n~2 * *
= X X,5 - ... ®» XX, ... X T*TX,
G5 17271 G5 GS 172 n

Dus x € L(G5); LT c L(GS) is daarmee aangetoond.'Stel nu x € L(GS). Er is

dan een afleidingsboom bij GS’ die x oplevert. We bewijzen x € L: met in-

ductie naar het aantal knopen in de afleidingsboom. De eerste stap in een

afleiding bij G is (SS,A) of (SS’SSSI)' In het eerste geval geldt x =

= A € LT. In het tweede geval ziet de afleidingsboom er bovenaan als volgt

P uit. Wat in deze boom onder de knoop e met S
zit is een afleidingsboom bij 65 met minder
knopen dan de hele boom. Uit de inductiever-

5 1 onderstelling mogen we concluderen, dat deze

*

*
- ¥y met v o€ Ll

een afleiding S5 &

oplevert,
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Wat in de boom onder 8, zit, levert op analoge wijze als in de vorige ge-
vallen een afleiding 5, é% z op en dus z € L,. Maar dan is yv= yz €

€ LTL] c LT. Daarmee is het bewijs voltooid, dat LT = L(GS). Daaruit volgt,
dat LT contekstvrij is. | 0
Met doorsnede en complement van talen ligt de zaask anders. Er bestaan con-
tekstyrije talen L, en L, zb, dat L] n L, niet contekstvrij is en er bestaat
een taal L z8, dat L niet contekstvrij is. Om voorbeelden daarvan te kunnen
behandelen, moeten we beschikken over een ﬁethode om vast te stellen, dat
een taal niet contekstvrij is. Een gebruikelijke gang van zaken om dit te
bewerkstelligen is de volgende,.

Kies een eigenschap van talen en bewijs dat alle contekstvrije talen die
eigenschap hebben. Een taal, die die eigenschap niet heeft, is dan niet con-
tekstvri]j,

Er zijn verscheidene zulke eigenschappen bekend. Wij behandelen er hier #é&n

van. Daartoe is echter nog een inleiding nodig.

Laat G een contekstvrije grammatica zijn en definiéer

1

n := aantal hulpsymbolen
m := maximum van de lengtes van de rechterleden van regels .
Aan een afleidingsboom kunnen we een hoogte toekennen, dat is het maximale

aantal stappen, dat men langs takken van knoop naar knoop van boven naar

beneden kan doen.

"1._,
1
k

B L T e

3
:
;
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Dé hiernaast getekende boom heeft hoogte 3,
We zullen nu aantonen, dat als een afleidings-
boom bij G een hoogte h heeft en de bij deze

boom behorende symboolrij w is, dan |w| < mh.

Knopen in een boom, van waaruit naar beneden
geen takken gaan, noemen we eindknopen (of
ook wel bladeren) van de boom. Een knoop van
een afleidingsboom, waar een eindsymbool bij staat, is een eindknoop. Bij
een eindknoop kan echter ook een hulpsymbool A staan, namelijk als ter
plaatse de regel (A,A) wordt toegepast. Elk voorkomen van een symbool in w
correspondeert met een eindknoop (het zijn namelijk eindsymbolen), dus

|w] < aantal eindknopen in de boom.

Verder peldt voor een afleidingsboom bij G, dat bij iedere knoop het aantal
naar beneden gaande takken (de vertakking van de knoop) < m is. Het is dus

voldoende het volgende te bewijzen:

Een boom van hoogte h, waarin alle knopen vertakking £ m hebben, heeft ten

hoogste mh eindknopen.

Om dit te bewijzen, behandelen we eerst het geval m = 0. In dat geval is

h = 0 en het aantal eindknopen < | = 00. We veronderstellen num 2 1 en
passen volledige i;ductie naar h toe, Dat de bewering klopt voor h = 0 (of
h=1) is eenvoudig na te gaan. Stel nu de bewering waar voor bomen met hoog-

te h en neem een boom met hoogte h + |. We maken daarvan een boom met hoogte

h door hetgeen onder niveau h zit eraf te knippen. Stel dat de zo verkregen
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T s boom i eindknopen heeft en er L
ho o o  op niveau h j knopen zijn, waar
in de ocorspronkelijke boom tak-

ken naar niveau h + | van uit-

h +]' : gaan, Om&at de vertakking van

iedere knoop < m is, is het aan-

tal eindknopen in de oorspronkelijke boom
<i-j+mj=1+3jm=-1),

Het is duidelijk dat j < i, dus i + j(m—-1) € mi. De inductieveronderstelling

levert i = mh; het aantal eindknopen in de gegeven boom is dus < mh+].

Stel nu w e L(G), waarvoor geldt |w| > m. Omdat w e L{(G), is er een aflei-
dingsboom bij G, waar w bijhoort. Er zouden er meer dan &&n kunnen zijn; we
kiezen er een met een minimaal aantal knopen. Voor de hoogte h van deze boom
geldt dan |w| < mh en dus h > n, Er is dan van boven naar beneden een pad
ter lengte h in deze boom; in dit pad zitten h + 1 knopen. Behalve eventueel
de onderste knoop, hoort bij alle knopen echter een hulpsymbool en omdat

h > n zijn er zeker twee verschillende knopen waar hetzelfde hulpsymbool bi j-
hoort. We kunnen dit nog wat verscherpen door van dit pad slechts het onder—
ste stuk ter lengte n + 1 (met n+ 2 knopen) te nemeﬁ. In dit pad zitten twee
verschillende knopen, waar hetéelfde hulpsymbool A bijhoort. We kunmen de
boom nu schematisch in stukken verdelen zoals weergégeven in de volgende

tekening.




Y

95 : .
' Er geldt dan w = xuyvz. Verder geldt,
I
A omdat de deelboom, die bij de boven-
1)
! ste knoop met A behoort, een hoogte
b
IA <n + | heeft, dat |uyv| < mn+].
!

x u y v z

We gaan nu '"boomchirurgie” bedrijven. We kunnen de grote deelboom bij A
eruit snijden en vervangen door de kleine deelboom bij A. Het resultaat is
dan weer een afleidingsboom, die er schematisch als volgt uitziet:

De bijbehorende symboolrij is xyz € L(G).

Omdat deze boom minder knopen heeft dan

de vorige geldt xyz # xuyvz, waaruit

volgt, dat u en v niet beide de lege

Y SO SR 99
> ;

symboolrij zijn (dit is korter weer te
X z geven als uv # A of |uv| > 0).

We kunnen echter ook uit de oorspronkelijke boom de kleine deelboom bij A

eruit snijden en deze vervangen door de grote deelboom bij A, Dit levert

een afleidingsboom die er schematisch als volgt uitziet:

De bijbehorende symboolrij is

xuzyvzz € L{G). Dit procé&dé kan onbe-

paald vaak herhaald worden, hetgeen op-

levert dat xukyvkz e L(G) voor alle

ke N.

b —e |~ = = = —0-|--0-]-©

-

Hiermee is de volgende stelling bewezen.

(=
~d
L]
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Stelling 2.2,

Stel G = (V,Z,R,S) een contekstvrije grammatica, n = *V\Z, m = maximum van
de lengtes van de rechterleden van de elementen van R, w ¢ L(G), |w| > m.

. N *
Dan bestaan er x, y, z, u, v, alle in E z6, dat

+1

w = xuyvz , |uyv| < " . luv| > ©

en

{xukyvkz| ke Nu{0}} < L(G) .

Opmerking.
omdat fuv| > 0, is Ixukyvkzl een monotoon stijgende functie van k en daaruit
volgt dat {xukyvkz |k € N u {0}} een oneindige verzameling is. Daaruit

volgt weer, dat als L{G) eindig is, voor alle w ¢ L(G) geldt |w] < o,

Bovenstaande stelling gaat over een contekstvrije grammatica. Zij is echter
makkelijk om te zetten in een stelling over contekstvrije talen, waarin niet
ﬁeer expliciet over grammatica's gesproken wordt, Dit levert een stelling,
die in de engelstalige literatuur meestal als "pumping theorem” (of ook

"pumping lemma") wordt betiteld.

Stelling 2.3 (pompstelling).

Als L een contekstvrije taal is met z als verzameling symbolen, dan bestaat
er een p ¢ N 258, dat voor iedere w ¢ L met |w| > p geldt, dat er x, y, z,

. * -
u, v, alle in z , bestaan z56, dat

w = xuyvz , |uyv| £ p, |uv] >0
en . 7

{xukyvkz |k e Ny {0}t eL.
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Bewijs. Kies een contekstvrije grammatica G 2§, dat L = L(G). Bij G behoren
. . . . . +
~gefallen m en n als in de vorige stelling, Kies nu p := o l en pas de vo-

rige stelling toe. ' ' 0

We geven een voorbeeld, Kies z := {a,b,c} en

L, :={anbncm|ne]Nu{0}, me Nu {0}},

L, :={ambncn[ne]NU{O}, me Nu{0}}.

Opgave,

Bewijs dat L] en L2 contekstvrij zijn (denk aan Voorbeeld 2).

Uiteraard geldt Ll n L2 = {a"p" " |n e N u{0}}. We tonen aan, dat deze
taal niet contekstvrij is. Stel dat Ll n L2 wél contekstvrij is en laat p
een getal zijn, dat op grond van de pompstelling bij L, n t"2 bestaat. Kies
een n > %‘p, dan kan a"p"c" geschreven worden in de vorm xuyvz als in de
pompstelling., In u kunnen geen twee verschillende symbolen vcorkomen. Zou-

den in u bij voorbeeld a en b beide voorkomen, dan zou in xuzyvzz een b

links van een a voorkomen in strijd met xuzyvzz € L. n L2. Op analoge wijze

1

kunnen in v geen twee verschillende symbolen voorkomen. Tenminste €&n van

de drie symbolen a, b, c komt noch in u, noch in v voor. Noem zo'n symbool

t {(t € {a,b,c}). Dan is echter het aantal malen dat t voorkomt in xuyvz =
. 2 2 2 2

= het aantal malen dat t voorkomt in xu“yv z; verder lxuyvz| < |xu yv zI

eI XUYVZ € L1 n L2, xuzyvzz € LI n L2' Dit is een contradictie, want het

ene aantal is %—Ixuyvzl en het andere aantal is «%lxuzvyzz[ .




- 27 -

Hiermee zijn twee contekstvrije talen gevonden, waarvan de doorsnede niet
contekstvrij is. Daaruit wvolgt nu ook, dat het niet waar is, dat van iedere
contekstvrije taal het complement contekstvrij is. Zou dat nameliijk wél

waar zijn, dan zouden we op grond van de verzamelingstheoretische betrekking

toegepast.op bovengenoemde talen Ll en LZ’ vinden, dat het rechterlid con-

tekstvrij is, terwijl het linkerlid het niet is,

Opmerking.

We hebben hiermee geen expliciet voorbeeld gevonden van een contekstvrije

taal, waarvan het complement niet contekstvrij is. We weten namelijk nog

niet bij welk van de drie complementeringen in het rechterlid het misgaat

met het contekstvrij zijn, Het zou kumnen dat ZT of f; niet contekstvrij ¢

is en dan is Ll of L2 een voorbeeld, Het zou echter ook kunmen, dat i;'en ) ﬁ
{

fg en dan ook ET'U fz contekstvrij zijn; dan is f;-u i; een voorbeeld,

Zonder bewijs wordt hier vermeld, dat de laatstgenoemde mogelijkheid in

werkelijkheid vervuld is.

LA S e et

Opgave. _ )

Als L contekstvri] is, dan is LR contekstvrij. Bewijs dat.

We besluiten met enkele opmerkingen over algemene grammatica's, De ontwerper

van de theorie van deze grammatica's, N. Chomsky, heeft een hiérarchie van

grammatica's en bijbehorende talen opgesteld, die hij met nummers heeft be-

schreven. Deze nummers worden typen gencemd en wel gebruikt hij 0, 1, 2, 3.
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'Daarbij correspondeert type 0 met hét hierboven gedeffnieerde algemene
begrip grammatica en type 2 met de contekstvrije gfémmética. Voor de
beschrijving van type 1| leggen we in eerste instantie de beperking op, dat

alle regels de volgende gedaante hebben:

{qAr,gpr) met A € V\z , qev" , T € v* s D E v,

Let wel: p # A. Men ziet makkelijk in, dat in dat geval bij een afleiding
de lengtes |x| van de in die afleiding voorkomende symboolrijen, langs die
afleidingen een niet-dalende functie vormen. Daaruit volgt A ¢ L{(G). Om nu
echter ook talen te verkrijgen, die de lege symboolrij bevatten, laten we
ook nog de regel (S,A) toe; als deze regel voorkomt, stellen we de eis, dat
in de andere regels S niet in het rechterlid voorkomt. Door dit te doen,
kan de regel (S,A) uitsluitend voor de afleiding van A worden gebruikt.
{(Opgave. Ga dit na!)

Een grammatica van type 1 wordt ook contekstgevoelig genoemd (engels: con-

text sensitive).

Een contekstvrije grammatica met de eigenschap, dat in elke regel in het
rechterlid ten hoogste &&n voorkomen van een hulpsymbool is, wordt lineair
genoemd. Als bovendien zo'n hulpsymbool altijd geheel rechts staat, noemen

we de grammatica rechtslineair of van type 3. Meer expliciet geformuleerd:

Alle regels hebben de gedaante

(A,qB) of (A,q) met A ¢ V\Z, B e V\z , 4 € I*.
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Een taal, waarvoor een grammatica van type i bestaat, die die taal gene-
reert, wordt van type i genoemd. De verzameling van talen van type i dui-
den we aan met Li (i € {0,1,2,3}). Let wel dat Li ook afhangt van de keuze
van Z. Op de eigenaardigheden van sommige der bovenstaande definities komen

~ we nog terug. Zonder bewijs vermelden we nu alvast:
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In Hoofdstuk 1 hebben we talen verkregen door ze met grammatica's te genere-
ren, We willen nu automaten bij de definitie van talen gaan gebruiken. Een
eerste ruwe beschrijving van een automaat levert een doos, waar informatie
kan worden ingestopt én waar vervolgens ook weer informatie uitkomt. Infor-
matie brengen we in een automaat door invoer (éngels: "input") van een sym
bool; herhaling.van dit proces leidt tot invoer van een symboolrij. De auto-
maat zal op grond van ingevoerde symbolen en op grond van wat in zijn geheugen
over eerdere invoer is opgeslagen bepaalde handelingen verrichten. Bij het
eenvoudigﬁte soort automaat bekommeren wij ons niet om hetgeen zich in het
inwendige van de automaat afspeelt; men drukt . dit wel eens uit deor te zeggen,
dat de automaat een zwarte doos is. We constateren alleen dat de automaat

zich in verschillende toestanden (engels: ''states") kan bevinden, waarvan

het aantal bij een eindige automaat bovendien eindig is. Bij invoer van een
symbool neemt de automaat een nieuwe toestand aan, die alleen afhangt van dat
symbool en van de toestand voor de invoer van dat symbool. Dit leidt tot een

overgangsfunctie (engels: "transition function" of "next state function"),

die aan een paar, bestaande uit een toestand en een symbool, een toestand

toevoegt. Deze stand van zaken kan zichtbaar worden gemaakt met een toestands-

diagram (engels: "state diagram"), dat is een gemerkte gerichte graaf (engels:

"labeled directed graph"), waarvan de knopén de toestanden voorstellen en

de gerichte takken (pijlen} gemerkt zijn met een symbool.

Als voorbeeld nemen we drie toestanden {A,B,C} en twee symbolen {0,1} en het

volgende diagram:
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0 ' 1 I De met een symbool gemerkte pijlen geven

1 -0 . , . . :
Q Q C aan hoe bij lezing van dit symbool dé toe-
A B '

0 stand verandert: als in toestand B het

symbool O gelézen wordt, gaat de automaat over in toestand C. Het feit

echter, dat in elke situatie de actie van de automaat vastgelegd moet zijn,
legt beperkingen op aan het toestandsdiagram. Bij elke knoop X en elk in-
voersymbool t moet er precies &én pijl zijn, die in K begint en met t gemerkt

is. Bovenstaand diagram voldoet aan deze eis.

We verruimen nu echter het begrip eindige automaat door de zojuist genoemde
beperking te laten vervallen. Dit betekent dat ﬁe toelaten, dat in een knoop
van het toestandsdiagram meer dan &&n pijl begint die met hetzelfde symbool
gemerkt isf We interpreteren dit voor de werking van de automaat als volgt:
in een bepaalde toestand kan de automaaﬁ bij lezing van een symbool nog keuze
hebben voor de toestanden waarin hij overgaat. Verder is het mogelijk, dét er
bij een knoop en een symbool geen pijl is, die in die knoop begint en met dat
symbool gemerktlis: de Werking‘van de automaat'is in die toestand bij lezing
van dat symbool geblokkeerd. Het feit dat er soms verschillende mogelijkheden.
voor de automaat zijn om zijn werking voort te. zetten wordt uitgedrukt door

te zeggen dat de automaat niet deterministisch is; een automaat, die wel aan

de hierboven vermelde beperkingen voldoet, heet deterministisch.

Een voorbeeld van een diagram van een niet-deterministische automaat, weder-

om met knopen {A,B,C} en symbolen {0,1}:




de automaat echter.

Behalve het opnemen van informatie door middel van

informatie door de automaat laten afgeven. Dit zou

In toestand B kan de automaat bij lezing

van 0 zowel in toestand A als in toestand

invoer, willen we nu ook

kunnen door de automaat

uitvoer {(engels: "output") te laten produceren, bijvoorbeeld in de vorm van

uitvoersymbolen. Bij de toepassingen, die we nu op het oog hebben, is daar-

aan nog geen behoefte. We vinden het voorlopig voldoende, dat we kunnen

waarnemen in welke toestand de automaat zich bevindt.

We hebben al opgemerkt, dat een symboolrij symbool voor symbool ingevoerd

kan worden, waarbij telkens de toestand wordt aangepast. Als we nu een taal : !

1. hebben bij een symboolverzameling z {dus L c Z*) en een automaat, waarvoor

. .- - *
de elementen van Z invoersymbolen zijn, dan kunnen we de elementen w van X

invoeren. De automaat kan nu als acceptor voor de taal L diemen, als hij in

staat is om ja of neen tegen een symboolrij te zeggen (ja als w ¢ L, neen

als w ¢ L). Na invoer van w is de toestand van de automaat waarneembaar. We

verdelen daarom de verzameling der toestanden in twee klassen: de toegelaten

en de verworpen toestanden. Verder merken we nog op, dat het effect van de

invoer ook nog afhangt van de toestand, waarin begonnen wordt. Deze leggen

we vast door de keuze van een begintoestand. Tenslotte kan er bij een niet-

deterministische automaat tijdens de werking nog keuze zijn en deze keuze-

mogelijkheid kan zich nog herhalen bij het successievelijk invoeren van sym

bolen. De afspraak is nu, dat de symboolrij wordt toegelaten als temminste
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€én rij mogelijke keuzen na lezing van de hele symboolrij tot een toegelaten
toestand leidt. Dit betekent echter ook, dat als de automaat blokkeert, voor-

dat de hele symboolrij geleien is, dit tot verwerping leidt.

Definitie (niet-deterministische) eindige automaat.

Een 5-tupel A = (S,Z,G,S,F) heet een niet-deterministische eindige automaat

(of kortweg eindige automaat), als geldt:

S is een eindige verzameling (elementen van S heten toestanden) ,
z is een eindige niet-lege verzameliﬂg {elementen van.z heten invoeréymbolenj,.
§<8Sx) xS,

s € S (begintoestand) ,

Fc 8§ (elementen van F heten toegelaten toestanden) .

De interpretatie van § is, dat, als (q,t,r) € §, de automaat in toestand q

bij lezing van t in toestand r kan overgaan.

Voorbeeld.
A= ({0,1,2}, {a,b} , {(0,a,1}, (1,b,2), (2,2,1)} ,0,{1,2}) met toestands-

diagram

Op grond van het niet-deterministische karakter van de automaat zijn we ge-

dwongen voor de beschrijving van de werking van de automaat meer dan 8&n
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toestand tegelijk te beschouwen en na te gaan wat er bij lezing van een sym
bool gebeurt. Dit geldt in versterkte mate als we de symbolen van een symbool-

. . . .
ri] stuk voor stuk invoeren. Dit formaliseren we als wvolgt.

Bij een eindige automaat A = (S;E,G,S,F) definieren we een afbeelding

A i P(S) x Z* + P(8) door recurrentie naar de opbouw van de symboolrij in E*:

Stel V e P(S), u e z*, t e E:

[(q’t,r) € 6]} .

De interpretatie van A(V,w) is de verzameling vande toestanden, die verkregen
kunnen worden bij start in een toestand van V en lezing van de symboolrij w.

Voor A geldt dan een concatenatieformule:

Als Ve P(S), v e z*, Wwoe z*, dan
AV, vw) = ACA(V,v) ,w)
Dit bewijzen we door recurrentie naar de opbouw van w:

AV, wAY = A(V,v) = A(A(V,v),A) .

A{V,vut) {res|3 [{q,t,r) € 6]} =

qeA(V,vu)

{r € 5 ]3 E(qstsr) [ 5]} =

qeA (A (V,v),u)

A(A(V,v),ut)
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Definitie taal geaccepteerd door eindige automaat.

Als A = (S,E,6,s,F) een eindige automaat met bijbehorende afbeelding A is,

dan heet
LA = {x e J¥ | 8({s},x) 0 F £ )

de door A geaccepteerde taal.

Definitie deterministische eindige automaat.

Een eindige automaat (S,E,G,S,F) heet deterﬁinistisch, als geldt

] f :
yqesvteza'res [{qg,t,r) e 87 .

Opmerking.
Dat de automaat deterministisch is, betekent, dat & opgevat kan worden als

een. afbeelding § x E - S.

Dit is de gebruikelijke methode om determinisme bij eindige automaten te be-
palen. Bij andere typen automaten is echter een andere begripsbepaling in

zwang, die voor eindige automaten de volgende voorwaarde zou opleveren:

VqGSVteZvrleserES [(q,t,rl) € 6§ A (q,t’-rz) e § = r, = rz]

Dit betekent, dat meer dan &én keuze in een bepaalde situatie wordt uitgeslo-
ten, maar dat blokkering mogelijk blijft. Anders gezegd: § kan opgevat worden

als een partiéle afbeelding S x Z + S: misschien voor sommige paren niet ge-

definieerd; maar ingeval gedefinieerd wel ondubbelzinnig vastgelegd. We zouden

in dit geval van een zwak deterministische automaat kunnen spreken en bij een

totale afbeelding van een sterk deterministische automaat.




Bij een deterministische eindige automaat (S,E,é,S,F) bestaat er nu &&En en

slechts één afbeelding 8' : S x E* + § 28, dat geldt:

quSVxez* Ca{{q},x) = {6"(q,x)}] .

Dat er ten hoogste &€&n zo'n §' bestaat is duidelijk. Nu definiéren we §'{q,x)
door recurrentie naar de opbouw van x:

Stel q ¢ 5, u ¢ z*, t e E:

§'(q,0) = q,

§'(g,ut) = het element r van S, waarvoor geldt (§'(q,u),t,r) € & .
We bewijzen nu het verband tussen §' en A door recurrentie naar de opbouw

van X:

§' (gAY =aq, Alql,n) = {q}

A{q},ut) = {r e 5|3 ) {(p,t,x) € 81} .

peA({q},u

De recurrentieveronderstelling levert A({q},u) = {8§'(q,u)}, dus
Al{q},ut) = {r e $! (8'(q,u),t,r) € §} = {8'(q,ut)} .

Op grond van het bovenstaande geldt voor een deterministische eindige auto-
maat:

L(&) ={xe ) |8"(s,%) ¢ F} .

Opmerking.

In de literatuur wordt vaak slordigerwijze bij deterministische automaten

geen verschil in notatie tussen § en §' gemaakt.
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Stelling 3.1.

Bij iedere eindige automaat A = (S,Z,@,S,F) bestaat een deterministische

eindige automaat A} = (SI,E,GI,SI,FI) z6, dat L(A])'= L(A).

Bewijs. We definiéren eerst A

S, = P(s) .
StelVeS],tEE,Wesi:
{(V,t,W) 6‘51 e A(V,E) = W .

s, 1= s} , F, = {Ve 8, |V nF+# @)

Het is duidelijk, dat Al deterministisch is. Er is dus, zoals eerder aange-
geven een afbeelding §] : S x v 5, - _ _ .

We tomen nu aan, dat 6; = A, Omdat SI = P(S), zijn het beide'afbeeldingen

P(8) x z* > P(8). We passen weer recurrentie toe naar de opbouw van x ¢ E*.
Stel

V ¢ P(S)
5;(V,A) =V = A(V,A)

di(V,ut) = het element r wvan S], waarvoor geldt (6;(V,u),t,r) 13 6! .

Nu levert de definitie van 61 en de recurrentieveronderstelling dat

-A(A(V,u),t) = r. Gebruikmakend van de concatenatieformule voor A vinden we
6;(V,ut) = A(V,ut)_.

Uit 6; =.A volgt nu

L(AI) {x e‘Z* |A(sl,x) € Fl} =

il

fx e ¥ [As),®) n F # @) = L(A) . - 0
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Op grond van Stelling 3.! hadden we ons voor het accepteren van talen tot
deterministische eindige automaten kunnen beperken. We noemen twee argumen-

. . e . .
iet-deterministigsche automaten in de beschouwing te betrekken

1. Bij andere typen autoﬁaten maékt het wel verschil en zijn we gedwongen
om ook niet—deterministische automaten te behandelen. We wennen nu vast
aan het verschijnsel van het niet-determinisme,

2. Om voor een op een andere wijze gegeven taal aan te tonen dat hij door een
eindige automaat geaccepteerd kan worden, is het soms makkelijker om een
niet-deterministische automaat te construeren, die dit doet. Op grond van
Stelling 3.1 kan die dan desgewenst altijd nog door een deterministische

worden vervangen.

Stelling 3.2.

Als de talen L, en L, (behorend bij een symboolverzameling E) door een eindige

automaat kunnen worden geaccepteerd, dan geldt hetzelfde voor L1 U LZ’ LILZ’

* _— *
Ly, Ly (= ) \L;) en L, n L

1 2°

Bewijs. Kies een eindige automaat A = (Sl,E,Gl,sl,Fl) met L(AI) = L, en een
eindige automaat A2 = (Sz,z,ﬁz,sz,Fz) met L(Az) = L2. We mogen veronderstellen
dat Sl n s, = @. Als dat namelijk niet het geval is, vervangen we de elementen
van S, door andere met dienovereenkomstige aanpassing van §,, s, en F,. De

gewijzigde automaat zal dan ook L2 accepteren. Verder kiezen we een nieuwe

toestand $, d.w.z. $ ¢ 8, uS,. We definiéren nu A, = (83,2,53,53,F3) als
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.

volgt,
S3 = S1 u 32 u {$} »
63 = 61 U 62 U {($,t,q) |(Sl’t’q),€ 51} U {($’tsq) |(52,t,Q) € 62}
53 = %,
o Fl U F2. als s, ¢ F1 e§ S, ¢ F2 .
3 - .
FI uF, u {$} als s, € F, of s, e¥F, .
‘Stel nuw e L(AB)' Als w = A, dan $ € FB’ dus_s] € Fl.of 5, € FZ’ dus
A€ L] of A € L2, dus w ¢ L1 u L2' Als w # A, dan is er een rij overgangen,

die tot acceptatié in A3 leidt. Daarin is bij lezing van het eerste symbool

van w een overgang uit {($,t,q) I(sl,t,q) € 61} of uit {($,t,q) |(52,t,q) € 62}

toegepast. In het eerste geval is een toestand in S1 verkregen en kunnen daar- ' |
na nog slechts overgangen -uit 6] worden toegepast. De eindtoestand is dan in
F

ns, = Fi» dus w € LI’ omdat een overeenkomstige rij overgangen bij A,

3 1
beginnend met 4 kan worden toegepast. -In het tweede geval vinden we op ana-
loge wijze w € L, en dus in iedex geval w ¢ L, U L,. Dus L(AB) <L, ul,.
Dat L1 U L2 < L(AB) is eenvoudig, dus A3 accepteert L] u LZ' Nu definiéren

we Aﬁ = (54’Z9549S4sF4) als wvolgt:

o~
.
fl
O
c
(o]
Mo
c
famn
—~~
£
L
T
-
al
e’
£
m
Fxi
=
~~
w
L]
rt
-
a]
g
™
[e]
(=)
p—
-




Stel w € L(Aa). Dan is er een rij overgangen bij A&’ die tot acceptatie in

A4 leidt. Daarbij kan ten hoogste éénmaal een overgang uit

i

{(q,t,r) | q € ¥, A.(sz,t,r) € 62} worden toegepast, omdat q € S] en ¥ ¢
Stel eerst dat een dergelijke overgang niet wordt toegepast. Dan kunnen er
alleen overgangen uit 5, worden toegepast met start in s, en eindtoestand
in ¥, n S]. Dus F, 0 S] # @, F4‘n S1 = Fl’ wel,. Bovendien is dan S, € s

A€ L2, dus w = wh ¢ LIL Stel nu dat een overgang als boven &&nmaal wordt

9
toegepast, Op de plaats waar dat gebeurt verknippen we w tot een concatenatie
%xy. Bij lezing van x worden alleen overgangen uit 61 toegepast met start in
s, en eindtoestand in Fis dus x € L,. Van de overgangen bij y kan de eerste

vervangen worden door &én die in S, start en zo verkrijgen we een rij over—

gangen uit §, met start in s, en eindtoestand in F4 nS, =F

5 93 dus y ¢ L2

en w = Xy € Lle. Dus L(Aa) c L]Lz. Dat LILZ c L(Aa) is eenvoudig, dus A4

accepteert Lle. Nu definieren we A; = (SS’E’SS’SS’FS) als volgt:

SS 1= Sl u {$} (volgens afspraak geldt $ ¢ S]) >

§c =6, U {(q,t,r) | q ¢ F, U ($} A (Sl’t’r) € 61} ,

Nu is A € L(AS) en A € L?. Stel nu v € L(AS)’ w # A. Er is dan een rij over-
gangen bi] AS, die tot acceptatie in AS leidt. Bij de eerste stap wordt in
jeder geval een overgang uit {{q,t,r) | q € F, u {$} A (sl,t,r) e 8,1 toe-
gepast. We verknippen nu w op grond van elke toepassing van een OVEIBang

uit deze verzameling tot een concatenatie Koo X (n = 1). Voor elk der s
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verkrijgen we nu, eventueel na wijziging van de eerste overgang, een rij

. . . . *
overgangen uit 6] met start in s, en eindtoestand in Fl. Dus w ¢ L], dus

L(AS) c LT. Dat LT < L(AS) is eenvoudig, dus AS accepteert LT. Voor het
complement is het eenvoudigér om van een deterministische automaat uit te
gaan. Op grond van Stelling 3.1 béstaat er een deterministische eindige

automaat AG = (86,2,66,56,F6) z5, dat L(A6) = L(A]) = LI. We definlieren nu

Ay = (87,2,57,57,F7} als volgt:
S, =8, 67 S 66 ’ S, 1% sc F7 H 86\F6

Dan is'A7 ook deterministisch. Omdat A6 en A7 deterministisch zijn, behoren

er afbeeldingen Gé, resp. 6; bij en wel 6; = Gé. Nu geldt:

L(A7) = {x ¢ z* |6}(s7,x) € F.} = {x e z* |6é(s6,x) € S\F ) =

I"\L(ag) = I\,

Dat er een eindige automaat is die L1 n L2 accepteert, volgt uit het voor-

gaande en L; n L, = (L, v L). : [
Opgave.
Maak rechtstreeks uit Al en A2 een eindige .automaat die Lyn L2 accepteert

(danwijzing: gebruik Sl X 82 voor de verzameling toestanden).

Stelling 3.3.

Alle eindige talen kunnen door een eindige automaat worden geaccepteerd.




54,

Bewijs. We beginnen met enkele speciale gevallen.

De automaat ({0},2,¢,0,¢) accepteert 9. Als a ¢ Z, dan accepteert de auto-
maat ({0,l},z,{(O,a,l)},O,{i}) de taal {a}. Alle overige eindige talen kun-
nen hieruit door herhaalde toepassing van Stelling 3.2 worden verkregen.

Stel L « E*, L eindig. We maken een gevalonderscheiding.

1. #L

0. Dan L = @.

2. fL
Als w # A, dan bestaan er t]""’tg’ alle in Z zb, dat w = tl"'tl’

L= {w}={e}...{c }.

3. #L =n > 1. Dan bestaan er L]""’Ln’ alle in z* z6, dat

n
L= U Lj en #Lj =1 wvoor j l,...,n . 0

Reguliere talen

Talen, die door een eindige automaat worden geaccepteerd, kunnen ook op een
geheel andere manier worden verkregen. De grondgedachte, waarop dit befust
is, dat men de talen beschouwt die verkregen kunnen worden uit de eindige
talen door herhaaldelijke toepassing van vereniging, concatenatie en ster-
operatie van Kleene. Men kan daarbij nog bezuinigen op de keuze van de eindi-
ge talen als uitgangspunt en zich beperken tot de lege taal en de talen {t}
voor t € Z, omdat daaruit alle eindige talen met behulp van de zojuist ge—
noemde operaties kunnen worden gevormd (zie het bewijs van Stelling 3.3).

Het proces van vorming van talen kan worden geformaliseerd door keuze van

een sycbool @ voor de lege taal en t voor de taal {t} en door veryolgens met

I. Dan is er een w ¢ Z* 26, dat L = {w}. Als w = A, dan L = {A} = @%.



- 43 - g

behulp van symbolen voor vereniging, concatenatie en steroperatie een ex-

pressie op te bouwen, die aangeeft welke operaties achtereenvolgens moeteh

worden uitgevoerd. Zulke éxpressies heten reguliere expressies,

Laat i een symboolverzameling zijn. We voegen er nog wat losse symboleﬁ aan
toe, namelijk ( , ), @, v, * en veronderstellen, dat‘déze niet in z zitten:
Y n{C,),P,u,%} = . Een reguliere expressie is een symboolrij, gevormd
uit de symbolen van Z en de zojuist toegevoegde symbolen op grond van de

volgende definitie.

Definitie reguliere expressie bij E.

$ is een reguliere éxpressie bij )3

als t ¢ 2, dan is t een reguliere expressie bij z;

als o en B regﬁliere expressies bij E zijn, dan zijn (ayB) en (aB) reguliere
expressies bij E; |

als o een reguliere expressie bij Z is, dan is ax een reguliere expressie

bij Js

alleen hetgeen op grond van Boveﬁstaande voorschriften is gevormd, is een re-.

guliere expressie bij 2.

Voorbeeld,

Stel E = {a,b,c}. Dan zijn ‘_*, ({aub)(dbyc))x, (a'*b)*, (Pru((ayb)sb))

reguliere expressies bij 2.




Bij iedere reguliere expressie a hoort een taal L(a) op grond van de vol-

gende definitie.

Definitie taal van een reguliere expressie.

L($) := ¢;

il

als t ¢ E, dan L(t) := {t}:
als o en B reguliere expressies bij E zijn, dan L((awuB)) := L(a) u L{(B) en
L((aB)) := L{a)L(B};

als o een reguliere expressie bij E is, dan L(ux) = (L(a))*.

Definitie reguliere taal bij 2

Als L c 2*, dan heet L een reguliere taal bij z, als er een reguliere expres=-

sie o bij E is 28, dat L = L(a).

Opmerking.
Bij verschillende reguliere expressies kan dezelfde taal horen, Zo is

L((a*b)#) = L{(#xu({aub)#b))).

Uit de Stellingen 3.2 en 3.3 volgt direct, dat iedere reguliere taal door
een eindige automaat kan worden geaccepteerd (pas recurrentie toe naar de
opbouw van de reguliere expressie). Het omgekeerde blijkt echter ook waar

te zijn, Allereerst volgt uit de definities van reguliere expressie en re-
guliere taal direct, dat vereniging, concatenatie en Kleene-ster, toegepast
op reguliere talen, weer reguliere talen opleveren. Verder zijn alle eindige

talen regulier (bewijs analoog het bewijs van Stelling 3.3).
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Stelling 4.1.

Tedere taal, die door een eindige automaat kan worden geaccepteerd, is een

reguliere taal.

Bewijs. Laat L de taal zijn. We kunnen dan een deterministische eindige au-

tomaat A = (S,Z,G,S,F) kiezen z6, dat L = L(A). Bij A hoort dan een afbeel-
ding &', We ﬁummeren de elementen van S. Stel #S =n, § = {q1,...,qn}; we
kunnen aanemen, dat qq = s. We.definiéren nu nz(n-+1) hulptalen L(i,j,k)’

voor i € {1,...,n}, j ¢ {1,...,n}, k e {I,...,n+1} als volgt:
. s o £ _ )
'L(I,J,k) = lxe z |8 (qi,x) qj’ VY€E+V262+ [x = yz =
' —
= ahE{l,__’,n} [‘5 (qi)Y) = qh A h < k]]}

We bewijzen, dat al deze hulptalen regulier zijn en wel met volledige induc~
tie naar k. Uit de definitie volgt direct, dat als x e L{i,j,!), dan |x| s 1,
dus L(i,j,1) eindig en dus regulier. Stel dat de regulariteit geldt voor

zekere k < n. Uit de definitie volgt

LG5,k + 1) = LA, 5,k v L(kE,K) (L0,k,k) "Lk, §,k)

Uit deze formule en de inductieveronderstelling volgt, dat L(i,j,k +1) regu-

lier is. Verder is
PR *
L{A,j,n+1) = {x ¢ E |6'(qi,x) = qj}
Als F = ¢, dan L = ¢ en dus L regulier; als ¥ niet-leeg is, dan

n .
L= L(A) = U L(lgj,n'l']) ’
ja1

QjEF

een vereniging van reguliere talen en dus regulier. A

s

Cadiiei T

eoLE NPRLY

i

S
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We behoeven nu geen verschil meer te maken tussen reguliere talen en talen,

die door een eindige automaat kupnen worden geaccepteerd; de laatste noemen

we ook regulier. Voor reguliere talen is er ook een pompstelling.

Stelling 4.2 (pompstelling).

Als L een reguliere taal is met E als verzameling symbolen, dan bestaat er

een p ¢ W 256, dat voor alle x ¢ E*, Y € z*, Z e_E* waarvoor geldt ]y| =p
N .

en Xyz € L, er u ¢ E*, vV e Z s W € E* bestaan z8, dat y = uvw en

(xuvtwz |k e Nu {0}} <L .

Bewijs. Kies een deterministische eindige automaat A = (S,E,S,S,F) z8, dat

L = L{A). Bij deze automaat bestaat een afbeelding §'. Kies p = #3, Stel nu
X € z*, y € Z*, Z e E*, waarveoor geldt |y| = pen xyz ¢ L. We kunnen v op
p+ 1 manieren schrijven als een concatenatie Y =YY, (y1 € Z*, Y, € z*).

De toestanden 6'(s,xy]) kunnen daarom voor deze Y, niet allen verschillend
zijn., D.w.z. er bestaan u e E*, Ve z+, W€ Z* z6, dat y = uyw en §'(s,xu) =

= §'(s,xuv). Nu geldt

I
1

§'(s,xyz) 6" (s,xuvwz) = §'(8'(s,xuy) ,wz) 8'(8' (s,xu) ,wz) =

8" (s,xuwz) ,

dus xuwz ¢ L, maar ook

1]
]

§'(s,xyz) = 8" (s,xuwwz) = §' (6" (s ,xu) ,vwz) = §"(8" (s, 3uv) ,vwz) =

il

§' (s, xuvvwz) ,

2 . k
dus xuv'wz e L. Zo voortgaande vinden we ook xuv wz € L voor k ¢ TN, 0
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De pompstelling kan gebruikt wbrden om aan te tonen, dat talen niet.regu—
lier zijn. Neem ) = {a,b} en L = {a"p" ln e ﬁﬂ. Stel dat L regulier is en
kies een p als in de pompstelling, x = ap,‘y = bp, z = A. Volgens de pomp-
stelling is y_='u€w, | v >0 en {xuv*uz |k e Wu {0}} ¢ L, maar u, v enw

bevatten uitsluitend het symbool b, dus xuvzwz = apbp*lvl ¢ L.

We leggen nu nog een verband tussen repuliere talen en talen, die door een
grammatica worden gegenereerd. Het blijkt dat de verzamellng der reguliere

talen precies de verzanéling.L3 in de hiérarchie van Chomsky is.

Bij een grammatica van type 3 zijin alle regels van de geaaante {A,qB) of
(A,q), waarin A € V\E, B e V\z, q € E*. Met inductie langs een éfleiding‘

is nu makkelijk aan te tonen, dat bij een grammatica van type 3 in een af-
leiding § i'w met W € 2* alle erin voorkomende symboolrijen behalve de laat-
ste van de gedaante %A met x e z* en A € V\Z zijn, waarbij |x| niet-dalend
is langs de afleiding, tefwijl de toegepaste regel bij elke stap behalve de
laatste van de gedaante (A,qB) is en in de laatste stap van de gedaante (A,q)

met A € V\E, B ¢ V\z, qe E*.

Stelling 4.3.

ledere reguliere taal is van type 3.

Bewijs. Stel L een reguliere taal en A = (S,Z,d,s,F) een eindige automaat
z6, dat L = L(A). We mogen veronderstellen, dat S n E = . We definieren

een grammatica G = (V,E,R,Sl) als volgt:




o
I

= {(q,t0) | {q,t,0) € 8} v {(@,0) | q ¢ F},

7]
i

j T8 (het startsymbool var G mag niet S heten, omdat de letter S

al gebruikt is voor de verzameling toestanden van A) .

Het is duidelijk, dat dit een grammatica van type 3 is. Nu geldt voor

We P(S), x ¢ z*:

A(W,x) = {r e $|3 . [q é‘é xrl}

qeW
Voor x = A klopt dit, omdat uit gq - r, g € 5, r e S volgt, dat q = r. Met

. *
recurrentie verder (u ¢ 2 , L € 2):

A(W,ut) = (r e S E!

fl

qeA(W,u) [(g,t,x) € 8]} =

* —
{r es| aqes-apew Lp ==(; uq A (q,tr) € R]} =

*
{res| apeW [p = utr]}

Nu geldt

L) = {xe )} |asl,x) nF# @} =

{xe2*|{res|s§xr}nF#¢}=

{xei*lﬂ

. * * * -
reF[SE’Xﬂ}"{er |S]Ex}-L(G). 0
Opmerking.

Bij de in het bewijs van Stelling 4.3 gedefinieerde grammatica voldoen de
regels aan nog verdergaande beperkingen dan voor type 3 vereist is. Ze zijn

van de gedaante (A,tB) of (A,A) met A € V\E, B e V\Z, t € ):
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Dat omgekeerd iedere taal van type 3 regulier is, zullen we niet uitvoerig

bewijzen. Eerst een stelling over grammatica's.van type 3.

- Stelling 4.4.

Bij iedere grammatica G = (V,Z,R,S) van type 3 bestaat een grammatica
_ G] = (VI’E’R}’S])’ waarvan alle regels de gedaante (A,tB) of (A,A) met
Ace VI\Z, B ¢ Vi\z, t € z hebben, en waarvoor L(Gl) = L{G).

“Het bewijs van deze stelling slaan we over.

Stelling 4.5.

ledere taal van type 3 is regulier.

We geven slechts een schets van een bewijs. Voor de taal kiezen we een gram~
matica G = (V,Z,R,S), waarvan we mogen aannemen, dat de regels aan de in
Stelling 4.4 voor G].genoemde beperkingen zijn onderworpen. Vervolgens de-

finiéren we een eindige automaat A = (S],E,ﬁ,s,F) als volgt:

S1 1= V\Z (deze verzameling mag niet $ heten, omdat de letter S

al gebruikt is voor het startsymbool van G) R
§ :={(8,t,C) | (B,tC) « R} ,

F :={B]| (B,A) ¢ R} ,

w
Il
21




Met recurrentie bewijst men dan
) - *
A,x) = (B e W] |3, [c= 1),
en daaruit L{A) = L(G).

We merken nog op, dat de verschillende karakteriseringen van reguliere ta-
len, die we gegeven hebben, het mogelijk maken in elk voorkomend geval die
karakterisering te kiezen, die het makkelijkst uitkomt. Zo is het feit dat
voor een reguliere taal L ook L regulier is, makkelijk aan te tonen met een
eindige automaat (zie bewijs van Stelling 3.2). Dat voor een reguliere taal
L ook LR regulier is, ziet men makkelijk met behulp‘van een reguliere ex~
pressie. Dat een reguliere taal L contekstvrij is, is een triviaal gevolg

van het feit dat L door een 3-type grammatica wordt gegenereerd.

De taal {ambnl me WNu {0}, ne Wu {0}} is regulier, omdat hij bij de
a g;?_____qg;? b de reguliere expressie (axbx) hoort. Een eindi-
ge automaat, die de taal accepteert is
({0,1} , {a,b} ,{(0,a,0},(0,b, 1), (1,b,1)} ,0, {0,1}) .

Een deterministische eindige automaat, die de

taal accepteert is
a

({0,1,2}, {a,b}, {(0,a,0),(0,b,1),(1,a,2),(1,b,1),(2,a,2),(2,b,2)} ,0, {0,1}) .

Een 3-type grammatica, die de taal genereert, is

({s,B,a,b} , {a,b}, {(S,a8),(8,B), (B,bB),(B,A)}, 8) .
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§5. Stapelautomaten

De eindige automaat is geschikt om reguligre talen te accepteren. We zoeken
nu naar.een automaat, die contekstvrije talen kan accepteren. Deze automaat
zal meer moeten kunﬁen dan een eindige automazat. Een eindige automaat be-
schikt over een vaéte, eindige verzameling toestanden. Met "vast" is hier
bedoeld, dat deze verzameling tijdens de werkiﬁg van de automaat ongewij-
zigd blijft. Een verruiming zou zijn, 'dat het aantal toestanden weliswaaf
eindig is, maar tijdens de werking van de automaat kan toenemen. Dit helpt
alleen, als aan die toeneming geen grens gesteld is: als er een bovengrens
éou zijn voor het mogelijke aantal toestanden, dan had men van het begin af
aan het aantal toestanden gelijk aan die bovengrens kunnen nemen en zodoende
toch weer een eifidige automaat verkregen._Deze'onbegrensdheid'kan men reali-
seren door aan te nemen, dat in het iﬁwendige van de automaat een symboolrij
kan worden opgeslagen. Op ieder moment vertegenwoordigt zulk een symboolrij
een eindige hoeveelheid informatie. Door de symboolrij tijdens de werking
van de automaat steeds langer te maken, kan de hoeveelheid opgeslagen infor-
matie worden vergroot en hieraan is geen grens gesteld. Deze stand van zaken

wordt vaak met de volgende fysische terminologie beschreven, De automaat be=-

vat een geheugen (engels: store) bestaande

EamasncooNss

uit een band (engelsf tape), die wverdeeld
is in hokjes (engels: squares). In elk hokje is plaats voor een symbool, maar
het kan ook leeg zijn. In een hokje kan een symbool geschreven, uitgewist of

gewijzigd worden.




Als men een automaat wenst, die contekstvrije talen accepteert, moet men

: 4—  zich wat de toegankelijkheid van de band betreft, beper-

-
. .
kingen opleggen, die het meest aansprekend kunnen worden

— weergegeven door de band verticaal op te stellen en hem
- een stapel (engels: stack) te noemen. Het essentiele van

een stapel is, dat hij alleen aan de bovenzijde toeganke-

1lijk is (in de figuur weergegeven met een pijl). Aan de bovenzijde kan iets

uit de stapel worden weggenomen of iets aan de stapel worden toegevoegd;

daarbij daalt resp. stijgt de hoogte van de stapel. Ook het raadplegen van

f': de inhoud van de stapel kan alleen aan de bovenzijde geschieden. Dat bete-
kent, dat hetgeen lager in de stapel zit, wel in de toekomst geraadpleegd

kan worden, maar pas als alles wat er boven zit, is verwijderd. Als men aan-

neemt, dat een rekenproces met een lege stapel is begonnen, daq is hetgeen
op een bepaald moment op de stapel staat er eerder ingebracht. Als men iets
van de stapel afhaalt, dan is dat hetgeen men er het laatst had ingebracht.
Daarom wordt het principe van de stapelvorming in het engels wel met "last

in first out" aangeduid.

Bij de formele beschrijving maken we gebruik van een verzameling I' van sta-
pelsymbolen naast uiteraard een verzameling Z van invoersymbolen. We maken
over de doorsnede van deze verzamelingen geen enkele veronderstelling. Ze
zouden disjunct kunnen zijn, maar het hoeft niet. Verder geven we de inhoud
van een stapel weer met een symboolrij, die we zoals gebruikelijk horizontaal
schrijven. De vraag rijst dan, of de kop van de stapel links of rechts komt;
in overeenstemming met de gangbare gewoonte zullen we hem links leggen. Wij-

ziging van de stapel wordt beschreven door het bovenste (of meest linkse)
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symbool T van de stapel te vervangen door een symboolrij v (y € F*). De keuze
Y = A levert weglaten op, de keuze y = 67 (§ ¢ F+) levert toevoegen op, de
keuze y = T laat de stapel ongewijzigd. Let wel dat in &8n stap slechts

€én symbool kan worden weggelaten, maar meef dan &én symbool kan worden
toegevoegd. Evenals bij de eindige automaat kiezen wé een verzameling S van
toestanden met een deelﬁerzameling F van toegelaten toestanden en een begin-
toestand s. Evenals bij de eindige automaat nemen we aan dat de automaat
niet deterministisch is en heﬁben we daarom te maken met een overgangsrela-—
tie §, die hier echter wat ingewikkelder is. Bij de eindige automaat hing

de overgang af van de géeldende toestand en het gelezen invoersymbool; daar
‘komt nu het symbool op de top van de stapel bij. Bij de eindige automaat
werd een nieuwe toestand gekozén; daar komt nu de wijziging van dé stapel
bij. Dit proces van wijziging maakt gebruik van het bovenste symbool van de
stapel en is dus alleen uitvoerbaar als de stapel niet leeg is, Dat betekent,
dat we ook niet met een lege étapel kunnen beginnen. Daarom wordt ook nog
ean Beginstbool Z voor de stapel gekozen. Dit alles samen levert een_étapel—

automaat.

Definitie stapelautomaat

Een 7-tupel A = (S,E,T,G,S,Z,F) heet een stapelautomaat, als geldt:

S 1s een eindige verzameling : (elementen van § heten toestanden) ,

z is een eindige niet-lege verzameling (elementen van E heten invoersymbolen) ,
T is een eindige verzameling (elementén van T heten stapeISYmbolén),
§cSx )] xTx8xrr, ¢ eindig, |
s € § (begintoestand) , |

ZeT (béginsynbool)

F c 8 (elementen van F heten toegelaten toestanden) .




Opmerking.

Fen stapelautomaat heet in het engels een pushdown automaton. Ter verkla=
ring van deze naam het volgende. De beeldspraak van een stapel suggereert
dat de stapel op een vaste ondergrond ligt. Dan is echter bij wvariabele
hoogte van de stapel ook de hoogte van de top van de stapel variabel. Men
kan echter ook een ander beeld kiezen en de hoogte van de top vasthouden,
bijvoorbeeld om deze met een vaste leeskop te kunnen aflezen, In dat geval
moet men echtér, als men iets aan de stapel wil toevoegen, de hele stapel
naar beneden dquken; dit verklaart de term "pushdown". Uiteraard moet ook
bij verwijdering van een symbool van de stapel deze in zijn geheel omhoog

gaan.

De interpretatie van § is, dat als (q,t,T,r,y) € §, de automaat in toestand

q en met T boven op de stapel bij lezing van t in toestand r overgaat en op
de stapel T door y vervangt. Bij een eindige automaat werd het inwendige

van de automaat uitsluitend met een toestand beschreven; daar komt nu de
stapelinhoud bij. Bij de beschrijving van de werking van de automaat vervan-—
gen we de vroeger gebruikte S nu door § x P*. Verder moeten we ook hier re-
kening houden met het niet~determinisme, dat ons dwingt in plaats van elemen—
ten van S x F* deelverzamelingen van S x F* (dat zijn elementen van P(S xr*))

% . . . .
te beschouwen. We zullen een element van S x ' een inwendige configuratie

noemen.

Bij een stapelautomaat A = (S,Z,P,S,S,Z,F) definieren we een afbeelding
A P(S><P*) X z* -+ P(5 xP*) door recurrentie naar de opbouw van de symbool-

rij in E*:
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Stel V e P(S XF*), u e z*, t e E:

AV,A) =V,

A(V,ut) 1= {(r,y8) | B e I A

qus Joor LLTB) € A(V,u) A

A {q,t,T,r,y) € 8§31} .

De interpretatie van A(V,w) is, dat het de verzameling van interne configu~
raties is, die uitgaande van een interne configuratie in V na lezing van w
kan worden bereikt. De hierboven gegeven formule voor de overgang van

A(V,u) naar A(V,ut) kan aldus worden geinterpreteerd, dat als (q,TB) e 4(V,u)
(en deze interne configuratie dus na lezing van u uitgaande van een interne
configuratie in V kan worden bereikt), en als de automaat in toestand q en
met T op de top van de stapel bij lezing van t in toestand r kan overgaan

waarbij op de stapel T door y wordt vervangen, dan (r,y8) e A{(V,ut).

Evenals bij eindige automaten is er hier ook een concatenatieformule voor A: -

Als Ve P(SxI™), ve )", W e ¥, dan
AV, w) = ACACY, V) ,w) .

We slaan het bewijs over, omdat het geheel analoog is met het bewijs bij

eindige automaten.

Definitie taal geaccepteerd door stapelautomaat.

Als A = (S,E,F,G,S,Z,F)_een stapélautomaat met bijbehorende afbeelding A is,

dan heet

L&) :={x ¢ Z* ] aqu 3 oo L{d,v) e 8({(s,2)},%)T}

de door A geaccepteerde taal.

AN

4
o
A
1
!
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We merken op, dat acceptatie geschiedt als de toestand toegelaten is én.dat
daarbij de stapelinhoud niet ter zake doet. Verder is het met als bij de
eindige automaat zo, dat de werking op een bepaald ogenblik gebléfbeer&

> .
kan zijn omdat geen passend element van & voorhanden is. Een nieuwe omstan-—

digheid is dat dit nu ook kan optreden, omdat de stapel leeg is (d.w.z. de

interne configuratie de gedaante (q,A) heeft).

Voorbeeld.

We kiezen z = {a,b} en de taal L = {an$n| n ¢ N} en proberen een stapel-
automaat te maken, die L accepteert. We kunnen dit doen door als een a ge-
lezen wordt op de stapel een a toe te voegen, zodat na lezing van a™ ook a®
op de stapel staat. Bij lezing van een b veranderen we de procedure door

in een andere toestand over te gaan. Bij lezing van b schrappen we een a
van de stapel. Na lezing van a"b" zou de stapel dan leeg zijn. We moeten
zorgen, dat dan een toegelaten toestand ontstaat. Dat kunnen we bewerkstel-
ligen door in het begin te zorgen, dat onderaan de stapel een ander.symbool
staat, dat als we daar weer terugkeren signaleert, dat we bij het onderste
symbool van de stapel zijn aangekomen. Er is ook nog een voorziening nodig

om te zdrgen, dat bij de start het beginsymbool goed wordt verwerkt. We

geven nu de volgende definitie.

S :

{0,1,2}, } := {a,b}, T := {Z,a,A}, s =0, 2 =2,
F := {2},
§ = {(O,a,Z,O,A),(O,a,a,O,aa),(O,b,a,i,A),(O,a,A,O,a.A),

(O’b!A’2’A)’(l’bSa,liA)!(]’b’A’Z’A)} -
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Men bewijst nu hﬁkkelijk voor n € N, k ¢ N (2o nodig met volledige
inductie):

-1

ACL(0,2)},a™) = {(0,a" A)}

1l

A0,0},8%Y = ((1L,A)) alsask-1,

{2,001},

8({(0,2)},a%p")

A({(0,2)},w) = ¢ voor alle andere w € Z+ .
Hieruit volgt direct dat L door deze automaat wordt geaccepteerd,

De hier gegeven definitie van stapelautomaat wijkt in één opzicht af van

de gangbare. Aan de mogelijkheden, die de automaat heeft, pleegt men toe

te voegen het vermogen om een stap te doen zonder een invoersymbool te le-
zen; dergelijke stappen worden A-stappen of e-stappen genoémd. Daarbij gaat
de automaat op grond van de geldende toestand en het topsymbool van de sta-
pel ovef in een nieuwe toestand met danpassing van de stapel; daarbij wordt
geen inﬁoeISymbool verwerkt. Dit héeft verstrekkende gevolgen voor de wer-
king van de automaat. Zokan hij tussenhet lezen van twee invoersymbolen &&n
of meer van zulke A-stappen inschakelen. Terwijl bij een automaét zonder
A-stappen na verwerking van een invoersymboolrij het aantal gedane stappen
gelijk is aan de iengte van die symboolrij, kan dit éantal.bij een éutomaat'
met A-stappen groter zijn en zelfs bij gegeven invoersymboolrij onbegrensd.
Het blijkt nu zo te zijn dat de verzameiing van-talen; die door stapelautp-
maten met A-stappen kunnen worden geaccepteerd, dezelfde is als de verzame~

ling van talen, die door stapelautomaten zonder A-stappen kunnen worden ge-~




accepteerd. Voor het accepteren van talen is de invoering van A-stappen
dus overbodig. Een van de redenen om toch A-stappen te introduceren is, dat
het soms makkelijker is om voor een op een andere wijze gegeven taal een ' !

automaat met A-stappen te maken, die de taal accepteert, dan een automaat

zonder A-stappen.

De definitie van een stapelautomaat met A-stappen wijkt slechts weinig af
van die van een stapelautomaat zonder A-stappen. We geven daarom alleen

de wijziging aan. De voorwaarde veor § wordt vervangen door:
§csx () uia}) xI xsxT*, §eindig .

Hierbij correspondeert een element van § van de gedaante (q,A,T,r,y) met
een A-stap. De definitie van A verandert nu echter wel aanmerkelijk, omdat
hierin het effect van A-stappen moet worden verwerkt, Hiertoe introduceren
we twee hulpafbeeldingen A en p, beide P(S xT7) - P(S «xT¥). Als

Ve P(SxTY), dan

_ ‘ *
AV) :=Vu {(r,yB) |B e " A 3168 Jner [(q,T8) € V A

A {q,A,T,r,y) € 61}

. . . . n .
De n—voudige iteratie van de afbeelding X wordt met A aangeduid.

u@@ = u A" .
n=1]

Het is duidelijk, dat X het effect van ten hoogste &&n en u het effect van

willekeurig veel A-stappen representeert.
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De definitie van de afbeelding A vertoont een grote gelijkenis met die bij
een automaat zonder A-stappen:

Stel V e P(SxT"), u « E*, t e E:

A(V,A) 1=V,

‘ | 8(V,ut) := {gr,YS) (B er™ A3 o3 (a8 ¢ u(A W,u)) A
i A (q,t,T,r,y) € 61} .
|

Het verschil met vroeger is, dat elke leesstap vooraf kan worden gegaan door.
een aantal A-stappen. Het feit,.dat ook aan het eind nog A-stappen kunnen

worden gedaan verwerken we in de definitie van de geaccepteerde taal:

L(A) :={x e |3 « [ay) € wla({(s,2)},x))1}

quayef
Opmerking.
In de literatuur wordt de werking van een automaat met A-stappen in plaats
van met een afbeelding A veelal beschreven met een relatie die leesstappen
en A-stappen over &&n kam scheert. Dit 1lijkt eenvoudiger, maar de hier ge-
geven beséﬁrijving weerspiegelt duidelijker hetgeen zich inlde automaat

| afspeelt. Verder valt ﬁog op te merken; dat een stapelautomaat zonder A-
stappen op voor de hand liggende wijze op te vatten is als een speciaal

i ) geval van een stapelautomaaf met A-stappen.

Een variant op het bovenstaande wordt verkregen door de acceptatie op een
andere wijze te regelen. Acceptatie geschiedde tot nu toe op grond van de
toéstand na lezing van de invoer; de inhoud van de stapel was daarbij niet

van belang. Men kan echter ook de acceptatie baseren op dé inhoud van de
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stapel; een veel gebruikt criterium is of de stapel leeg is. Dit heet accep-

tatie op grond van lege stapel (engels: "empty store" of " empty stack").

De formele definitie ziet er als vol

L@ = {xe y* |aqu [(q,h) e A({(s,2)},x)]} .

Dit geldt uiteraard voor een automaat zonder A-stappen. Bij een automaat
met A-stappen moet na de A-functie nog p worden toegepast, evenals bij de
definitie van L(A). Let wel, dat bij Les(A) de verzameling F geen rol meer

speelt.

We bespreken nu het verband tussen stapelautomaten en contekstvrije talen,

Stelling 5.1.

Als A een stapelautomaat zonder A-stappen is, dan is L(A) contekstvrij.

We zullen het vrij gecompliceerde bewijs van deze stelling niet behandelen.

Uiteraard wordt uitgaande van de automaat een contekstvrije grammatica G

geconstrueerd. We zullen die constructie aanduiden, maar niet bewijzen dat G

de taal L(A) genereert. We moeten daarbij proberen de informatie, die in
de toestand en de stapelinhoud van de automaat is opgeslagen, weer te geven
met een rij hulpsymbolen van de grammatica. Bij de stapelautomaat

A= (S,E,P,G,S,Z,F) definiéren we een grammatica G = (V,E,R,Sl) als volgt:

V=) u (SxSxT) v (SxTI) .

De hulpsynmbolen zijn dus hetzij tripels (q,r,T)hetzij paren (q,T) met q € 5,

reS, TeTl. R verkrijgen we door bij iedere (q,t,T,r,y) € & een eindige

verzameling regels te definiéren. Als y # A, schrijven we y = U]...Um uit

4
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in symbolen Ul,...,Um'en kiezen alle regels van de gédaante:

((2,2,T), £ (2450550 (dy5d550,) - ve (g 50, 50 ))

mtl?

waarin q; = 1,q = p en p,qz,...,qm‘wiliekeurig in S (het aantal van deze

m+1

regels is dus (#5)™); verder ook neg alleiregels van de gedaante
((q:T):thl’qzsUl)(qsz3sU2) -,.(qk_l,qkaUk_})(qk,Uk)) s

waarin q, =T, ke {1,...,m} en Qg5+ +59
m] . .

deze regels is z .(#S)J); verder als r ¢ F ook nog de regel ((q,T),t).
3=0.

Als y = A kiezen we de regel ({(q,r,T),t) en als r &€ F ook nog de regel

K Willekéurig in S (het aantal van

((q,T),t).

Als s € F, wordt in R ook nog de regel ({(s,Z),A) opgenomen.

Het startsymbool 8. := (s5,Z).

I

We tonen niet aan, dat de aldus gedefinieerde grammatica L(A) genereert.

We merken nog op, dat de in bovenstaande constructie gegeven regels een
bijzondere gedaante hebben. In het bijzonder als A ¢ L(A), en dus s ¢ F,
zijn alle regels van de vorm (A,tv) met A ¢ V\X, t e z, v e (V\E)*. Gram-

matica's, waarvoor dit geldt, hebben een naam.

Definitie normaalvorm van Greibach

Een contekstvrije grammatica G = (V,E,R,S) heeft de normaalvorm van Greibach
als alle elementen van R de gedaante (A,tv) met A e V\E, t e E, v e'(V\Z)*

hebben.

Zondep bewijs vermelden we de volgende stelling.




Stelling 5.2.

Als L een contekstvrije taal is, dan bestaat er een contekstvrije grammati-

ca G in de normaalvorm van Greibach z3, dat L{(G) = L\{Al}.

Een tegenhanger van Stelling 5.1 is de volgende stelling.

Stelling 5.3.

Bij iedere contekstvrije taal L bestaat een stapelautomaat A zonder A-stappen

26, dat L = L(A).

We geven een korte schets van een bewijs. Op grond van Stelling 5.2 is er
een contekstvrije grammatica in de normaalvorm van Greibach, die L\{A} gene-
reert. Het is niet moeilijk om daarbij een stapelautomaat zonder A-stappen
te maken die L\{A} accepteert en ook niet om deze te veranderen in een sta-

pelautomaat zonder A-stappen, die L accepteert.

Op grond van de Stellingen 5.1 en 5.3 is de verzameling van de contekstvrije
talen dezelfde als de verzameling van de talen, die door een stapelautomaat
zonder A-stappen worden geaccepteerd. Om aan te tonen, dat dit ook voor
stapelautomaten met A-stappen geldt, zou men nog moeten bewijzen, dat ook

de door deze automaten geaccepteerde talen contekstvrij zijn, hetgeen we
niet zullen doen. Verder levert acceptatie op grond van lege stapel ook
hetzelfde op: voor een stapelautomaat A met A-stappen is Les(A) contekst—
vrij (dit geldt dus ook voor een stapelautomaat zonder A-stappen) en bij
iedere contekstvrije taal L bestaat een stapelautomaat A met A-stappen (en

als A ¢ L zelfs 8&n zonder A-stappen) zd, dat L = LeS(A).
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Tenslotte nog een opmerking over deterministische .automaten. We formuleren
dit voor automaten met A-stappen en stellen de eis, dat bij iedere interne
configuratie en invoérsymbool ten hoogste 8&n berekeningsstap mogelijk is.
Daarbij mag dus ook niét de keuze bestaan tussen het verrichten van een

A-stap en een leesstap.

Definitie deterministische stapelautomaat,

Een stapelautomaat A = (S,E,F,5,S,Z,F) met A-stappen heet deterministisch,

als de volgende twee voorwaarden vervuld zijn:

VQESVtEEU{A}VTEFVIIESVIZESV}IET*VYZEF*

[(Q:t,T,rl,Y]) €6 A(q,t,T,rz,yz) € 8 = r] = r2 A Yl = YZJ .

vquVTerrleSVYIEF*

[(q:AsT:rI:YI) € 6"*" Vteivrzesvyzer*'[(qstsT’rstz) é 817 .
De eerste voorwaarde houdt in, dat in iedere situatie ten hoogste &n lees-
stap en ook ten hoogste é&n A-stap mogelijk is. De tweede voorwaarde houdt

in, dat als in een situatie een A~stap mogelijk is, dan geen leesstap mo-—

gelijk is.

Definitie deterministische taal.

Een taal heet deterministisch, als er een deterministische stapelautomaat

met A-stappen bestaat, die de taal accepteert.




Zonder bewijs vermelden we, dat er contekstvrije talen bestaan, die niet-

deterministisch zijn en dat er deterministische talen bestaan, die niet

A-stappen. Deze laatste omstandigheid levert een nieuw argument om ook sta-

pelautomaten met A-stappen in de beschouwing te betrekken.,

Een voorbeeld van een bewering over contekstvrije talen, die makkelijk met
stapelautomaten kan worden bewezen, is de bewering; dat de doorsnede van een
contekstvrije taal en een reguliere taal contekstvrij is. Om dit aan te
tonen, is het voldoende om bij een stapelautomaat A, en een eindige auto-

maat A, een stapelautomaat A

2 3

blijkt niet moeilijk te =zijn.

te maken, zd, dat L(A3) = L(Al) n L(Az}. Dit
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HOOFDSTUK 3. Beslisbaarheid

Turing-machines

Bij de invoering van de stapelautomaat hebben we een automaat voorzien van
een geheugen in de vorm van een band, die echter slechts beperkt toeganke-
lijk was. Deze beperking willen we nu opheffen. Het geheugen moet kunnen

worden geraadpleegd en de inhoud moet kunnen worden gewijzigd. Beide han-

delingen worden telkens slechts in &&n aangewezen hokje (engels: "scanned

square’) uitgevoerd. De fysische beeldspraak geeft een leeskop die op een

[:] bepaald hokje staat gericht. Het symbool

onder de leeskop kan worden gelezen, maar

———[afa[alc bl ===

ook kan daar een symbool worden vervangen,

uitgewist of, als het hokje leeg was, worden geschreven, Om later ook andere
informatie aan de band te kunnen ontlenen moet de leeskop kunnen worden ver-
schoven en wel zowel maar links als naar rechts. Om te zorgen dat dergelijke
rechts- en linksverschuivingen altijd mogelijk zijn, denken we ons de band

naar beide zijden tot in het oneindige uitgestrekt. Invoer en uitvoer worden
nu echter ook anders geregeld dan in de tot nu toe behandelde automaten, In
plaats van een invoer symbool voor symbool van buitenaf denken we ons nu de |

invoer bij het begin van de werking aanwezig op de geheugenband. Dit kan

T i st

alleen als de verzameling der invoersymbolen deelverzameling is van de ver-

peion. .

zameling der bandsymbolen. Verder opent dit de mogelijkheid dat de automaat

tijdens zijn werking een symbool uit de invoer meermalen raadpleegt. Evenzo

zal als uitvoer worden opgevat datgene wat op de band staat als de automaat fﬁ
zijn werking heeft beéindigd. Verder heeft de automaat een eindige verzame-

ling toestanden, waarvan er één als begintoestand wordt aangemerkt.
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‘Het vervangen, schrijven en uitwissen van symbolen kan onder &&n hoedje
worden gevangen door de introductie van een loos symbool (engels: '"blank"),
dat we ons in alle lege hokjes geplaatst denken. Dan zijn alle gencemde
handelingen vervangingen: schrijven is vervangen van een loos symbool door
een ander symbool en uitwissen is vervangen van een ander symbool door een

loos symbool. Overigens zullen we "vervangen" voortaan "schrijven" noemen.

Een handeling van de automaat hangt af van de geldende toestand en het gele-
zen symbool en bestaat uit het overgaan in een nieuwe toestand, het schrij-
ven in het gelezen hokje en mogelijk het &&n hokje naar links of naar rechts
schuiven van de leeskop. Het blijkt nu geen essentiéle beperking van het
vermogen van de automaat te zijn en de formele beschrijvingrte vereenvoudi-
gen als we aannemen dat van de handelingen schrijven en schuiven bij iedere
berekeningsstap slechts één wordt uitgevoerd. Er moet nu ook nog een voor—
ziening worden getroffen om te zorgen dat de automaat wel eens ophoudt met
werken. Dit zou kunnen door in de overgangsrelatie blokkades in te bouwen.
Wij doen het hier echter anders. Wij beperken ons tot deterministische auto-
maten en kiezen een speciale toestand als stoptoestand (engels: "halting
state"). Als de automaat in die toestand komt, houdt hij op; in alle andere

toestanden zet hij zijn werking altijd voort.

Voor de formele beschrijving kiezen we vier vaste symbolen, die we met B, L,
R en h aanduiden. Ze duiden respectievelijk het loze symbool, links, rechts
en de stoptoestand aan. Deze symbolen mogen niet voor andere doeleinden wor—

den gebruikt en zijn voor alle Turing-machines hetzelfde.
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Definitie Turing-machine.

Een 4-tupel A = (S8,7,8,s) heet een Turing-machine, als geldt

S is een eindige verzameling (elementen van S heten toestanden) ,
hes§,
I is een eindige verzameling (elementen van T heten bandsymbolen) ,

BeTl

§ is een afbeelding (S\{h}) x T + S x (T u{L,R}),

tn

€ S (begintoestand) .

Het deterministische karakter van de automaat vloelt voort uit het feit,
dat voor & een afbeelding is gekozen. Het is ook mogelijk om niet-determi-
nistische Turing-~machines te definiéren; wij zien daarvan af. We schrijven

ter afkorting S' := S\{h}.

In de nu volgende beschouwing nemen we aan dat een Turing-machine (S,r,8,s)

gegeven is. Definities hangen af van deze keuze.

De werking van de overgangsfunctie hangt af van geldende toestand en gelezen
symbool, een element van S' x I'. Om de totale werking van de automaat te
beschrijven moet ook de inhoud van de band worden beschreven, die uiteen-
valt in een linkerdeel en een rechterdeel, namelijk hetgeen links, resp.
rechts van het gelezen hokje staat. Op grond van de invoering van B zijn

nu alle oneindig veel hokjes beschreven, maar de afspraak is nu, dat er maar
eindig veel zijn, die met een ander symbool dan B zijn beschreven. Gaat men
langs het linkerdeel naar links, dan komt men op den duur niets anders dan

B meer tegen. Men kan dat dus weglaten en de inhoud met een eindige symbool-

SR e T

s
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rij beschrijven., In deze symboolrij kunnen B's voorkomen, omdat loze sym
bolen cok tussen andere symbolen kunnen staan. Men zou aan die symboolrij
nog een zuinigheidseis kunnen opleggen, die voortvloeit uit het streven om
aan de linkerkant zoveel mogelijk loze symbolen af te knippen. Dit leidt
tot de eis dat als de symboolrij niet leeg is het meest linkse symbool # B
is. Omdat de zorg om deze eis bij het uitvoeren van berekeningsstappen ver-
vuld te houden nogal wat formele complicaties oplevert, zullen wij hem niet
stellen. Analoge beschouwingen kunnen worden gehouden voor het rechterdeel,
uiteraard onder passende vervangingen van links door rechts. Wij zullen

* * . .
elementen van ' % (SxT) x I' interne conflguratles noemen.

Bij de afbeelding § voeren we in de componenten 6‘ en 62 van het resultaat
van de uitvoering van §, als volgt: 6] :8'" xT + 8 en 62 :§" x T +»T u {L,R}

worden gedefinieerd door:

v

qu'Vtel" [6(q!t) = (5!(q’t) ,Gz(q,t))] -

Als Gz(q,t) € T spreken we van een schrijfopdracht, als 62(q,t) ¢ {L,R} van

een schuifopdracht.

Om schuifopdrachten formeel goed te kunnen beschrijven, maken we linkssplit-

singen en rechtssplitsingen van symboolrijen. Bij een linkssplitsing splitsen
we een symboolrij in het meest linkse symbool en de rest; we spreken af dat

dit bij de lege symboolrij B en A oplevert. Analoog gaan wij bij de rechts-

. . * *
splitsing te werk. We definieren afbeeldingen r, :TF > 1 » Ty I O

R] :T" > T en 22 ;% > ¥ als volgt:
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Stel u ¢ F*, t e I:

rI(A) = A . rz(A) :=B ,
r](ut) =y . rz(ut) =t ,
QI(A) := B s 22(A) = A,
t als u = A, A als u = A,
2, (ut) := Lo (ut) =
ll(u) als u # A, lz(u)t als u# A .
Er geldt dan:
i B alsw=4)]
V. o x|, w)r (w) = ’
wel _ : 2 w als w# A) |
i B als w=A ]
v * L (W) L (W) =
wel L : 2 w alsw# A

We kunnen nu het effect van een berekeningsstap op de interne configuratie
formeel defini€ren. We doen dat met een afbeelding A :F* x (§'"xI') x r* oo
ST % (SxT) x I'¥ als volgt:

Stel Yy € F*, geS',terT, Y, € F*,

(v|»(8,(q,t),6 (q,t)).Yz) als 8,(q,t) e T, :
By 5 (a,8),7,) 1= { (v ), (8,(a, 0,7, (v D), ty,)  als 6,(q,8) = L,
(i, (8,€q,t),8,(v,0),2,(y,)) als 6,(q,t) =R .

De drie gevallen corresponderen net resp. schrijven, linksverschuiven en

rechtsverschuiven.
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Het is nu de bedoeling, dat de Turing-machine doorgaat met het doen van
berekeningsstappen zolang dat mogelijk is, d.w.z. zolang de in de interne
configuratie voorkomende toestand # h is. We beschrijven dit met relaties
FE— op de verzameling I der interne configuraties voor iedere n ¢ W u {0}.

Als Me I, N ¢ I, dan definiéren we met inductie naar n:

MEFL N s M=N,
M PN e =N M = N' A N=aAN"] .

In woorden: M > N betekent, dat N uit M ontstaat in n berekeningsstappen.
De volgende twee stellingen zijn dan eenvoudig met volledige inductie naar n

te bewljzen.

Stelling 6.1.

AlsMI—lN ean—n—Nz, dan N, = N

1 1 2’

Stelling 6.2.

Als M > N, k € Nu {0} en 0 £ k £ n, dan bestaat er een N' € I z3, dat

M % N' en N' K g,

We definieren nu voor M € I:

BOM) := (ne Nu(0}|3, [ 2 N1} .
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We onderscheiden nu twee gevallen voor B(M).

1° B{M} is niet naar boven begrensd. Uit Stelling 6.2 volgt dan dat
B(My = W u {0}. We zeggen in dit geval, dat de Turing-machine niet
stopt op invoerconfiguratie M.

2  B(M) is wel naar boven begrensd. Omdat @ # B(M) « W u {0} heeft B(M)

dan een grootste element n. Uit Stelling 6.2 volgt nu dat

B(M) = {k ¢ Wu {0} | k < n}. Verder bestaat er &&n en slechts &én
N eI zd, dat M }EL— N en de in N voorkomende toestand is h. We zeggen

in dit geval, dat de Turing-machine stopt op invoerconfiguratie M en

i it IR B 2 e e e

de uitvoerconfiguratie N in n stappen levert.

We leggen nu een verband tussen Turing-machines en talen. Als E een symbool-
verzameling is, willen we de elementen van z* in een Turing-machine invoeren.
Daartoe veronderstellen we dat {B,L,R} n E =@ en 2 e T. Voor iedere u € E*
kiezen we de invoerconfiguratie (A,(s,B),u) en noemen deze de invoerconfi-
guratie behorende bij invoer u. Omdat de Turing-machine nu ook een uitvoer
kan produceren, bekijken we eerst een afbeelding, die aan symboolrijen sym—

boolrijen toevoegt, eventueel uit verschillende symboolverzamelingen.

Laat 20 en E] verzamelingen van symbolen zijn, waarvoor geldt 20 n {B,L,R} = ¢

en il n {B,L,R} = @, Een afbeelding f :z; + Z? heet Turing-berekenbaar

(engels: "Turing-computable"), als er een Turing-machine (5,,8,5) met
20 u El < T bestaat, die voor iedere w ¢ z; op de invoerconfiguratie

(A,(s,B),w) stopt met uitvoerconfiguratie (A,(h,B),f(w)). )
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Men kan dit toepassen op allerlei gevallen, bijvoorbeeld functies IN + N.
Daartoe moeten natuurlijke getallen gecodeérd worden als symboolrijen, het-
geen op verschillende manieren kan geschieden. Een eenvoudige methode is

om een symbool | te kiezen, dat we "streepje" noemen. Een element w van

{|}* staat dan voor het getal |w| ¢ N u {0}. Hiermee is eigenlijk niet W,
maar IN v {0} gecodeerd; dit is te ondervangen door de definitie van Turing-
berekenbaarheid uit te breiden tot afbeeldingen die op een deelverzameling

van ZS zijn gedefinieerd.

Ook functies van meer variabelen, afbeeldingen nﬁ + N, kunnen we behandelen.
Voor een rij Dyseeesty Van natuurlijke getallen kiezen we ter vervanging van

van de komma een scheidingssymbool, bijv. [, dat we in de invoer tussen de

coderingen van de natuurlijke getallen zetten. Zo krijgen we voor de rij

3,1,1,2 de invoerconfiguratie (A,(s,B),| iFITIT]])-

Bij een taal L c z* hoort een karakteristieke functie XL, :z* + {0,1}, ge-

definieerd door

1 als wel ,

(w) =
0 als w ¢ X*\L .

Een taal L heet Turing-beslisbaar (engels: "Turing-decidable™), als Xg, Turing-

berekenbaar is.

In dit geval fungeert de Turing-machine als een acceptor: hij maakt uit of
een w € 2* wel of niet tot L behoort. Toch wordt aanvaardbaarheid op een

andere wijze gedefinieerd.
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. N . '
Een taal L ¢ Z heet Turing-—aanvaardbaar (engels: "Turing-acceptable'), als

er een Turing-machine (S,7,5,s) met z < T bestaat, die op de invoerconfigu-

ratie (A,(s,B),w) wel stopt als w ¢ L en niet stopt als w ¢ E*\L.

S R St L

Het hier gebezigde spraakgebruik is misschien niet in alle opzichten geluk-
kig, omdat in dit geval de Turing-machine, intuitief gesproken, niet als
acceptor dienst kan doen. Stopt men er een w ¢ 2*\L in, dan blijft men )

eeuwig op een antwoord wachten en krijgt dus eigenlijk geen uitsluitsel. ié

o e

Het kan bewezen worden, dat de verzameling van Turing-aanvaardbare talen

dezelfde is als de verzameling LO van talen van type 0 in de hiérarchie wan
Chomsky. Dit geeft ons aanleiding op deze higérarchie terug te komen. De ta-
len in L2 kunnen met een stapelautomzat geaccepteerd worden en de talen in
LO met een Turing—machine. De vraag is of de talen in Ll (de contekstgevoelige
talen) kunnen worden geaccepteerd met een Turing-machine waaraan zekere be-
perkingen zijn opgelegd. Dit blijkt inderdaad het geval te zijn. De beperking

blijkt hierop neer te komen, dat tijdens de berekening niet meer van de

geheugenband mag worden gebruikt dan het gedeelte waarop de invoer is ge-—
schreven. De beschikbare geheugenomvang is dus gelijk aan de lengte van de

ingevoerde symboolrij. Dit kan worden verwezenlijkt door een speciaal markeer-

PR rmiean T st DT e SEmeeat s adT e T

symbool $ te kiezen, dat ter weerszijden van de invoer wordt geplaatst en
te eisen dat de machine bij lezing van $ terstond in de stoptoestand over-

gaat. We moeten ook nog eisen, dat de Turing-machine niet-deterministisch is,

G L

s

T

R
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b

Definitie lineair begrensde automaat.

Een niet-deterministische Turing-machine (S,7,8,s) heet een lineair begrensde

automaat als geldt::

+

{0,1,$} e r\{B} , V___, [&(q,$) = (h,$)] .
) qe8
Een taal L ¢ E* wordt geaccepteerd door een lineair begrensde automaat
(s,7,8,s), als 2 < T\{B,$} en als voor iedere w ¢ E* de invoerconfiguratie

($,(s,B),w$) stopt met uitvoerconfiguratie ($,(h,e),B|w|$), waarin

1 alswel,

0 alswéd L .

Men kan bewijzen, dat de verzameling L] dezelfde is als de verzameling der
talen, die door eer lineair begrensde automaat wordt geaccepteerd. Hieruit
kan nu ook de inclusie L2 c Ll worden afgeleid. In een contekstvrije gram-
matica mogen regeld van de gedaante (A,A) met A # 5 voorkomen. In een gram-
matica van type 1, die de regel (8,A) bevat, is dat echter niet gecorloofd.
Een contekstvrije grammatica hoeft dus geen type | grammatica te zijn. Toch
is een contekstvrije taal wel een taal van type 1. Het is namelijk niet

moeilijk om bij een stapelautomaat een lineair begrensde automaat te maken

die dezelfde taal accepteert. Daaruit volgt Lz = Ll'
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De universele Turing-machine. Stopprobleem

We hebben gezien, dat we Turing-machines kunnen gebruiken om afbeeldingen

te realiseren of talen te accepteren. Voor elke afbeelding of taal moet
echter een aparte Turing-machine worden gekozen. De vraag rijst of dit alles
niet met €én machine kan; een Turing-machine die het gedrag van alle Turing-:

machines kan nabootsen. Deze universele machine U heeft als Turing-machine

vaste verzamelingen toestanden en bandsymbolen, terwijl aan de aantallen
toestanden en bandsymbolen van de na te bootsen machines geen bovengrens
gesteld is. Welke machine A in een bepaald geval moet worden nagebootst
leggen we vast door de gegevens van A op de band van U te zetten en hier
lijkt de begrenzing van het aantal bandsymbolen van U een probleem op te
leveren. Dit probleem lossen we op door de symbolen van A niet als zodanig
op de band te zetten maar gecodeerd, bijvoorbeeld met natuurlijke getallen.
Voor de vaste, niet van de keuze van de Turing—machine afhankelijke, sym

bolen kiezen we vaste nummers evenals voor een vast markeersymbool en een

vast gcheidingssymbool,

Kies vaste en verschillende natuurlijke getallen als nummers voor B, L, R,

h, $, . Als A = (5,7,8,s) een Turing-machine is, kiezen we andere natuurlijke
getallen als nummers voor de elementen van S\{h} en T\{B}; uiteraard krijgen
verschillende elementen verschillende nummers en elementen van S andere

nummers dan elementen van ', Dit levert een genummerde Turing-machine A'.

De werking van de Turing-machine wordt vastgelegd door de afbeelding §, die
een afbeelding S\(h} x I + § x (I u{L,R}) is en dus door de eindige verzame-
ling

{(q,£,8,(q,),8,(q,t)) | g € S\(h}, £ e T}

-
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welker elementen we quadrupels zullem noemen. De nummers van de elementen
van zo'n quadrupel vormen een rij van vier natuurlijke getallen. We willen
de quadrupels in een rij zetten en moeten daartoe een volgorde afspreken
waarin we dat doen. Men kan dit bijvoorbeeld doen door ze lexicografisch

te ordenen op grond van de voorste symbolen q,t , waarbij S\{h} en I' ge-
ordend worden op grond van de eraan toegekende nummers. De aldus verkregen
quadrupels noemen we de machinerij A" van de genummerde Turing-machine A'.
Van de bijbehorende rij van natuurliike getallen vormen we nu de codering
p(A"), die geschikt is voor invoer in een Turing-machine; p(A") is een sym

boolrij € {l,r}*, die op de band van U kan worden gezet.

Behalve over een beschrijving van A moet U ook beschikken over de invoer van
een berekening op A of algemener over interne configuraties van A. Een in-
terne configuratie M is een element van r* x (§xT) x T" en is dus op te
vatten als een rij elementen van I' U S. De codering van de bijbehorende rij

nummers noemen we p{M).

Aan de universele Turing-machine U stellen we nu de eis, dat als M een in-
terne configuratie bij A is, waarvoor A(M) gedefinieerd is, U zijn invoer-

configuratie, die hoort bij de invoer $p(A")$p (M) in een aantal stappen

laat overgaan in de invoerconfiguratie, die hoort bij de invoer $p(A")$p(8(M)).

Als echter A(M) niet gedefinieerd is, stopt U op de invoerconfiguratie beho-
rende bij de invoer $p(A")}$p (M) met een uitvoerconfiguratie die gelijk is

aan deze invoerconfiguratie.
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We bewijzen niet, dat een dergelijke universele Turing-machine gemaakt kan
worden. Het is duidelijk, dat hij in staat is om de werking van een wille-

keurige Turing-machine na te bootsen.

De universele Turing-machine kan worden opgevat als een idealisering van

een rekenautomaat zonder de invoer— en uitvoervoorzieningen. Een Turing- W
machine A correspondeert dan met een programma en een invoerconfiguratie M ;
bij A met invoergegevens behorende bij dat programma. Het programma en de M
invoergegevens worden gecodeerd in het geheugen van de rekenautomaat gezet
(bij U in de vorm $p(A")$p(M)), waarna de rekenautomaat het programma uit-
voert en na voltcoiing de uitvoergegevens in gecodeerde vorm in zijn geheu-
gen heeft staan. U is een idealisering van een rekenautomaat, omdat zijn

geheugenomvang onbegrensd is,

Het feit, dat een Turing-machine soms op een invoer niet stopt, is een hin-
derlijke omstandigheid bij het gebruik van de machine als beslisser. Men

zou zich kunnen afvragen of het niet mogelijk is om uit te maken of een
gegeven Turing-machine op een gegeven invoer stopt; men noemt dat het stop-—
probleem (engels: "halting problem"). Voor bepaalde concreet gegeven Turing-
machines kan dit probleem zeer wel oplosbaar zijn. Het gaat ons echter om
een algemene methode, die voor alle Turing-machines met bijbehorende invoeren %
werkt, Het ligt dan voor de hand om deze op dezelfde wijze te coderen als ten

behoeve van de universele Turing-machine., Dit brengt ons tot het beschouwen

van de volgende taal, i
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LO 1= {$p(A")$p (M) |A" is machinerij van een genummerde Turing-
machine A' en M is een interne confipguratie bij A, waarop

de Turing-machine A stopt}.

Het blijkt nu zo te zijn, dat Ly niet Turing-beslisbaar is. Van deze bewering
geven we een schets van een bewijs. Daartoe eerst een tweetal hulpstellingen,

die niet moeilijk te bewijzen zijn.

Stelling 7.1.
Als de taal L c E* Turing-beslisbaar is, dan is L = E*\L ook Turing~beslis-

baar.

Stelling 7.2.

Als de taal L Turing-beslisbaar is, dan is L ook Turing-aanvaardbaar.

We beschouwen naast LO ook nog de volgende taal.

L := {p(A"™) | A" is machinerij van een genummerde Turing-machine

A' en de Turing-machine A stopt op de invoer p(A")}.

Laat nu A een willekeurige Turing-machine zijn, A' een bijbehorende genum
merde Turing-machine en A" de bijbehorende machinerij. Uit de definitie van

L, volgt dan direct

plA") € Ll e A stopt op invoer p(A'") .
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Stel nu dat il = {l,r}*\L1 Turing-aanvaardbaar is, dan is er een Turing-

machine Al, die i] aanvaardt, waaruit volgt

p(A']') € 1-41 +~ A, stopt op b(A'l') .

Uit hetgeen hierboven voor willekeurige Turing-machines is afgeleid volgt

echter ook

p(A'l') € L, « A, stopt op p(A'l') .

Dit is een contradictie. Dus El is niet Turing-aanvaardbaar. Uit Stelling

7.2 volgt nu dat L, niet Turing~beslisbaar is en dan uit Stelling 7.1 dat

1

Llniet Turing-beslisbaar is.

Stel nu dat L0 Turing-beslisbaar is, dan is er een Turing-machine A2 die LO

beslist. Men kan dan een Turing-machine Aqmaken, die een W € {1,71" eerst
omzet in $w$p(w) en deze vervolgens als invoer in A2 stopt en daarop A,

laat werken. Als w ¢ {I,r}*, dan volgt uit de definities van L0 en L] dat

w € L] - Sulp(w) € Ly -

Daaruit volgt dat A3 de taal L, beslist, maar we hebben aangetoond dat L

1 1

niet Turing-beslisbaar is. Daaruit volgt dat LO niet Turing-besligbaar is.

Men kan nu ook aantonen, dat het omgekeerde van Stelling 7.2 niet peldt. De

taal L, die niet Turing=-beslisbaar is, is namelijk wel Turing-aanvaardbaar.

Men zou kunnen denken dat men daarvoor de universele Turing-machine U kan

gebruiken, die inderdaad op alle elementen van L. stopt. We weten echter

0
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niet wat U doet met symboolrijen, die niet de gedaante hebben van een ge-
codeerde machinerij en een gecodeerde invoerconfiguratief Men kan echter
een Turing-machine maken, die een invoer eerst controleert of deze de ver-
eiste gedaante heeft. Als dat niet zo is, wordt een niet-stoppende bereke-
ning ingeschakeld; als het wel zo is, wordt U ingeschakeld. Deze Turing-

machine zorgt voor de aanvaarding van Ly-

-

These van Church. Beslisbaarheid en opsombaarheid

Met Turing-machines kunnen zeer ingewikkelde functies worden uitgerekend en
talen worden beslist. Dit heeft geleid tot de opvatting, dat alle processen,
die effectief kunnen worden uitgevoerd door een Turing-machine kunnen worden
uitgevoerd. In het tijdvak 1930 - '40 heeft men zich intensief beziggehouden
met mathematische precisering van begrippen als "effectief uitvoerbaar" of
"beslisbaar'. Er zijn daarvoor een aantal verschillende oplossingen bedacht;
€&n daarvan is het gebruik van de door A.M. Turing in 1936 bedachte machine.
In hetzelfde tijdvak is ook bewezen, dat al deze oplossingen gelijkwaardig
zijn: wat met de ene methode kan, kan ook met de andere en omgekeerd. A,
Church heeft de bewering opgesteld, dat hetgeen met een dergelijke formali-
sering kan worden verwezenlijkt hetzelfde is als wat intuitief pgesproken

als effectief uitvoerbaar kan worden aangemerkt. Dit wordt de these van
Church genocemd of als het meer specifiek op de Turing-machine betrekking
heeft these van Church-Turing. Deze these kan uiteraard niet wiskundig wor-
den bewezen, omdat een wiskundig gedefinieerd begrip wordt vergeleken met

een intuitief gegeven begrip. Hetgeen voor de juistheid pleit is het feit,
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dat langs verschillende wegen ondernomen pogingen tot formalisering, die
tot zeer verschillend ogende uitkomsten hebben peleid, gelijkwaardige be-
grippen hebben opgeleverd. Het succesvol werken met deze begrippen in de
daarop volgende decennia heeft ertoe geleid, dat de overgrote meerderheid
der wiskundigen de these van Church als juist aanvaardt. Talen, die Turing-
beslisbaar zijn, worden daarom ook wel kortweg beslisbaar of oplosbaar ge-
noemd, of ook wel met een term die aan een andere benaderingswijze is ont-
leend: recursief. Het in 57 gesignaleerde feit, dat LO niet Turing-beslisbaar
is, wordt ook wel uitgedrukt door te zeggen dat het stopprobleem voor
Turing-machines onoplosbaar is. Van een groot aantal vragen betreffende
grammatica's en talen is aangetoond, dat ze niet oplosbaar zijn; wij gaan

daarop hier niet in.

Tenslotte nog een opmerking over Turing-aanvaardbare talen. Deze worden ook

recursief opsombaar (engels: "recursively enumerable") genoemd. De vraag is,

wat het woord "opsombaar" in dit verband betekent. Intuitief bedoelen we er-
mee, dat het mogelijk is op effectieve wijze een opsomming te geven van_de
elementen van de taal. Als de taal omeindig is, vereist dit dan wel een'tot
in het oneindige doorlopende lijst. Het is op het eerste gezicht niet dui-
delijk wat dit met Tutring—aanvaardbaarheid te maken heeft. We geven een glo-

bale schets van dit verband.

Men kan een meer formeel begrip opsombaarheid verkrijgen door een Turing-
machine te nemen en een keuze van een toestand q bij die Turing-machine.
We laten de machine nu starten met de lege symboolrij als invoer. Elke keer

dat de machine tijdens zijn berekening in toestand q komt, ontlenen we aan
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de interne configuratie een symboolrij, die we in de opsomming opnemen. Als
de machine stopt levert dit een eindige lijst; als de machine niet stopt
een eindige of oneindige lijst. De aldus verkregen talen noemen we Turing-
opsombaar. Dit kan als een redelijke formalisering van het intuitieve be-

grip opsombaar worden beschouwd.

Stelling 8.1,

Een taal is Turing-aanvaardbaar, dan en slechts dan als hij Turing-opsombaar

is.

We geven een ruwe schets van een bewijs. Laat A een Turing-machine zijn, die
op de beschreven wijze een opsomming van de taal L verzorgt. We kunnen nu
een Turing-machine maken, die een ingevoerde symboolrij w bewaart en ver—
volgens de werking van A gaat nabootsen en elke keer dat A in toestand q
komt de verkregen symboolrij met w vergelijkt. Zijn die symboolrijen geliik,
dan stopt de machine, anders gaat zij door met de werking van A. Mocht A
zelf stoppen, dan wordt een niet-stoppende machine ingeschakeld. Het is dui-
delijk dat deze machine L accepteert. Stel nu omgekeerd, dat een Turing-
machine A een taal L accepteert. Het procéd€ om een Turing-machine te maken
die L opsomt is vrij ingewikkeld., Allereerst moet de machine alle symbool-
rijen {(elementen van E*) successievelijk kunnen genereren. Tussen het ge-
nereren van de n° en de (n+1)¢ symbﬁolrij laat hij de machine A de n°® stap
uvitvoeren van de berekeningen met de reeds gegenereerde symboolrijen als
invoer, uiteraard voor zover dit mogelijk is. Als bij dit proces E&&n dezer

berekeningen stopt gaat de machine in een extra toestand ¢ over en wordt de
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symboolrij waarop deze berekening was gestart als uitvoer voor de opsomming
afgeleverd. Die berekening doet daarna niet meer mee, waarna de berekening
verdergaat. De aldus in de opsomming opgenomen symboolrij is uiteraard
element van L. Omgekeerd als w ¢ L, dan stopt A op invoer w; laat het aan-
tal daarbij gebruikte berekeningsstappen k zijn. Verder heeft w een nummer
m in de opsomming van alle symboolrijen van 2*. Het is duidelijk dat na
verwerking van max(m,k) + ! symboolrijen van Z* door de geconstrueerde

machine, w in de opsomming is opgenomen.

n

e e
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