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1. Inleiding

Dit college heeft tot doel de student vertrouwd te maken met technieken die
leiden tot het ontwerpen van efficiénte algorithmen. Deze technieken zullen
gedemonstreerd worden aan de hand van o.a. de onderwerpen sorteren, operaties
op verzamelingen en berekeningen aan grafen. Er zal ook ingegaan worden op
een klasse van problemen die (waarschijnlijk) geen efficidnte oplossing toe-

gtaan: die der NpP-volledige problemen.

Deze aantekeningen zijn beknopt en daarom waarschijnlijk hiet'geschikt voor
een zelfstandige bestudering. Ze hebben tot doel als referentiemateriaal te
dienen bij het college. Van de meeste onderwerpen wordt een literatuurverwij-
zing gegeven. Vaak kunnen deze verwijzingen gebruikt worden als de student
zich verder in het betreffende onderwerp wil verdiepen. Het gehele college

is geinspireerd door [1] , waarin de student naast andere onderwerpen een

overvlced aan oefenmateriaal kan vinden.

Voor de notatie van de algorithmen gebruiken we de guarded commands zoals die
zijn ingevoerd in [2] , uitgebreid met een eenvoudig proceduremechanisme.
De betekenis van een aantal aanduidingen en statements die gebruikt worden

volgt hierna.

Voor een array s geldt:

- b b

s.hib = bovengrens van s

s.lob = ondergrens van s
s.dom = domein van s = s.hib - s.lob + 1

s.high = s(s.hib)

‘8.low = s(s.lob}.

B O Y U I [T R .

assignment statements worden geschreven als:

X :=a '3;‘@ar;quﬁ : variabele x krijgt waarde a

X,y 2=y ¥1,.%x -:1 ¢t :=_X?LX-:= v+ 1il; y:=1t=-1.

array s krijgt waarde a op plaats i

$&hiexﬁkxfé;; , : s.hib := s.hib + 1; s:(s,hib) = x; s.dom:= s.dom 4 4

srloext(x)_‘ : ¢t s.lob := é.l‘ob - 1; S=(S.lOb) = X. s.,dow:: s.dom i 3
S:hiiem ' : s.,hib := s.hib ~ 1; s.dom:= s.dom - 1
S:lor?m:: : S.lob := s.1cb + 1; s.dom:= g.dom - 1

O
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X,S:hipop : ¥ := s(s.hib); s:hirem
X,s:lopop : X = g(s.lob); s:lorem
S:swap(x,y) : bt o= s(x); s:{x) = s(y); s: (3})=t
§ := (2'51'52""'5n) : 8.1ob := 2; s.dom := n;

s:(f +1i1-~-1) =8, 1 <£1i<n

Om in een algorithme naar een loop of een statement te kunnen verwijzen ge-
bruiken we de labels L en S.

We voeren de Boolese operatoren A~ (conditional and) en V {conditional or) in.
AAB betekent dat B fn{etg-geévalueerd wordt als 1 A geldt,

A V B betekent dat B niet geé&valueerd wordt als A geldt.

We gebruiken de notatie inf om een waarde aan te duiden die groter is dan

alle getallen.

Wé spreken verder af dat logarithmen altijd als grondtal 2 hebben, tenzij

anders wordt vermeld ("in" heeft e als grondtal}.

De rekentijd van een algorithme zal wvaak afhangen van de waarde van de input.
Bij het bepalen van de benodigde rekentijd zullen we in het algemeen uitgaan
van de worst case, d.w.z. die input waarvoor de uitvoering van de algorithme.

de meeste tijd vergt. Dit in tegenstelling tot de average case, waarbij de

verwachte rékentijd bepaald wordt. Van dit laatste wordt een voorbeeld gegeven
in sectie 4.2 van deze aantekeningen. Een voordeel van worst case analyse
is dat we geen stochastische aannamen behceven te maken en dat we een boven~-

grens voor de benodigde rekentiijd krijgen.

Bij berekéningen aan rijén, verzamelingen, etc. zal de rekentijd afhangen
van het aantal elementen waaruit die rijen en dergelijke bestaan. We zullen
de rekentijd, T(n), uitdrukken als functie, g{n), van het aantal elementen.
We letten hierbij slechts op de ordegrootte van de rekentijd: met "een algo-
rithme ig O(g(n))" bedoelen we dat er een constante c is zodat geldt

T(n) s c+g{n) voor alle behalve een eindige verzameling waarden van n € N,
" We noemen déze ordegrootte ook wel de "complexiteit" van de algorithme.
"Wanneer 2en algorithme O(n2) is en een andere 0(n3) noemen we de eerste
Léfficiénter dan de tweede. Dat wil niet zeggen dat de benodigde'rekentijd
van de. eerste altijd ginder is. Ten eerste wordt de orde bepaald met worst
case analyse. Ten tweede kunnen béide termen een verschillende constante '

hebben. Voor voldoend grote n zal de eerste algorithme echter altijd minder

D vme lma et -
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rekentijd vergen. Zo zien we in de onderstaande tabel dat voor voldoend

grote n geldt n3 > 10 n2 > 100 n log n.

n n3 10 n2 i00nlogn
1 1 10 0
5 125 250 1.161
10 1 000 1 000 .3 322
20 8 000 4 000 8 644
50 125 000 25 000 28 219

100 1 000 000 100 000 . 66 439

2. Enkele voorbeelden

Laten a en b natuurlijke getallen zijn, binalr voorgesteld bestaande uit

n bits.

We willen nu het produkt a * b berekenen door behalve optellen en af-
trekken alleen gebruik te maken van vermenigvuldigen met twee en delen
door twee.

-Voor de algorithme kiezen we invariant x * y + z=a *x b .

~algorithme
" X;y,2 := a,b,0;
doy # O =+ do even(y) -+ y,x := y/2, 2 * x od;
¥2 :i=y =1, z + x

od
Het aantal operaties in deze algorithme is O(log b) = 0O(n).
thelleﬂ van twee n-bits integers kost 0(n) operaties, evenals deling door
twee of vermenigvuldiging met twee.
De algorithme is dus O(n2). ' _
;.'We.kunnen a * b ook op een andere manier (wel met dezelfde basisoperaties)
)fjbepalen. ' '
. Laét n een tweemacht zijn, dan schrijven we a en b als :
‘a.l * 2n/2 + a,

b1 * 2n/2 + b

V]
]

o
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2.2.

Binair voorgesteld:

a= a, a,
b = b1 b2
+ n s
Nuis a*b=ab 2"+ (ab. +ab)27%+ab
171 172 271 272
= n/2 n/2 n/2 n
= (a1 + az)(b1 + b2)2. a1b12 a2b22 +ab, 2 +a b2

Laat u = (a1 + az)(b1 + bz)
v = alb1
w = a2b2

/2

Dan is a *xb = (u - v - w)2n + v2n + w .

A | 2

Als T(n) het aantal operaties is om 2 n-bits getallen door splitsing met

elkaar te vermenigvuldigen, dan geldt:

T(n) = 3 T(3) + kn
T(l) =k .
Hieruit volgt T{n) = 2k nlogi3_ 2kn. Dit is O(nlog3)

de eerste methode.

Het n-de getal van Fibonacci

De rij wvan Fibonacci wordt gegeven door

FO = 0, F1 =1, Fi.= Fi-l + Fi—2 voor

Gevraagd wordt om Fn te berekenen.

en dus efficiénter dan

i e et e TR
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We kunnen dit doen met de volgende, recursieve, algorithme:

algorithme

i
]
i
- ‘i
5

&

int proc f£(i):
1f i <1 >f :=1
0 i>1>f:=£(i-1) + £(i - 2
£i

corp

De procedure wordt aangeroepen met f£(n).

Als N, het aantal aanrcepen van £ is om F, te bepalen dan geldt:

i i
NO =1
N, =1
Ni =1+ Ni—l + Ni—2 voor i=z2.
Hieruit volgt: Nn = 2Fn+1 -1, dit is ongeveer 0(1,6n) .

Dit betekent dat het aantal aanroepen van f om Fn te bepalen exponentieel
is in n.

Het bepalen wan Fn kan echter in n stappen door gewoon de rij te genereren

volgens de definitie. Dit is duidelijk efficienter dan met behulp van de

procedure.

Opmerking. Fn kan in log n stappen bepaald worden met behulp van de betrek-
king
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De vermenigvuldiging van een p X g-matrix met een g x r-matrix kost par
vermenigvuldigingen. Omdat matrixvermenigvuldiging asséciatief is,
hangt het totaal aantal vermenigvuldigingen bij het berekenen wvan het

produkt van een aantal matrices, M_ * M, *,..* M ¢+ af van de volgorde

0 1 n—-1

waarin dit produkt is uitgerekend.
We willen een programma maken, dat het minimum aantal vermenigvuldigingen
bepaalt om MO * M1 Koy eu ® Mn—l uit te rekenen.
Gegeven is een array r(0 : n). Het aantal rijen van M, is gelijk aan x(i)
en het aantal kolommen van Mi is gelijk aan r(i + 1).
definitie:

a.. = het minimum aantal vermenigvuldigingen om

1]

M, * M, *,..% M. uit te rekenen.
i i+1 J

Gevraagd wordt dan aO,n—l .

We kunnen M,o* M KL x Mj uitrekenen als produkt van twee matrices:

(Mi * Mi+1 Kook Mk_l) * (Mk“* Mk+1 *o..k Mj) i<kz=3j.

Het minimum aantal vermenigvuldigingen om deze 2 matrices uit te rekenen

is resp. ai,k-l en ak,j'

Het zijn een r(i) * r(k) matrix en een r(k) * r(j + 1) matrix.

Het produkt van deze twee matrices vergt zelf r(i) * v(k) * r{j + 1) verme-

nigvuldigen, zodat geldt:

a . +r(i) *rk) *xr(j+ 1)

+-
a %1k-1 T, 5

i3 min(k : 1 < ks

aii =0.

:
:

o
;

ki

i
!
:
!

;
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We kunnen nu de volgende procedure maken

int proc a{i,j):

ifi=j-+>a:=20

I i#j~+a:=min(k : i <k <3 :a(i,k=1) +a(k,i) + r(i) * r(k) *x(3j + 1))w

£t

Hoe vaak procedure a wordt uitgevoerd bij een aanrcep a(i,j) hangt af van
j - 4i.

Laat h = j - i en N(h) = aantal maal dat proc a wordt uitgevoerd.

N(0) =1
h-1

N(h) =1+ 2 J N(i).
i=0

h h-1

N(h#1) =1 + 2 ] N(i) =1 + 2N(h) + 2 ) N(i) = 3N(h)

1=0 i=0
h

zodat N(h) = 37 .

Dit betekent dat bij de aanrcep a{0,n - 1) de procedure a 3n maal wordt uit-

. gevoerd.

In zulke gevallen is het beter om aij te berekenen met bhehulp van “dynamic

programming”, d.w.z. we bepalen aij eerst dan wanneer alle a; k-t ©n
E=ro B 2222 % k-
a j (i < k £ j) berekend en geadministreerd zijn.
I

We veronderstellen dat een array a{0 : n -1, 0 : n - 1} gedeclareerd is

en we vuallen het array met behulp van de volgende algorithme:




. wordt de rekentijd lineair in de lengte van de input string.

~Als m = O(n) dan is het sorteren O(n).

Sorteren

3. Concateneer de m buckets: de inhoud van bucket i + 1 wordt achter de

T

i := 0;

R T N S i

Li: doi#n=a:(ii) =0; i :=1+1 od;
£ :=1;
L2: do & # n i = 0;

L3: doi+ ¢#n—+j:=1+2; k := 1i; min := inf;
L4: dok #3j+k:i=k+ 1;‘
L5: do min > a(i,k-1) + a(k,3) + r(i) * r(k} * r(j+1) /A

+ min := a{i,k-1) + alk,3) +r(i) * r(k) » r(j+1)

Ll is O(n), L5 wordt 0 of 1 maal uitgevoerd, L4 is dan O(n), L3 is O(n * L4)
= O(nz), L2 is ©(n * L3) = O(na).
De algorithme is dus 0(n3) en dus veel efficiénter dan de bovenstaande proce-

dure.

Radix sor

ot g s sy e . . Y

Het betreft hier sorteertechnieken die kunnen worden toegepast wanneer de te
sorteren objecten uit een begrensde verzameling komen. Als de grootte van

die verzameling van dezelfde orde is als het aantal te sorteren objecten

Een eenvoudig voorbeeld is bucket sort. Gevraagd wordt een rij getallen

al,...,an, met ai ¢ {0,1,...,m ~ 1}, naar toenemende grootte te sorteren:

1, Initialiseer m lege buckets, é&&n voor elk element uit {0,1,...,m - 1};

2, Voor alle i': 1 £ i £ n: 'plaats ai in de ai—de bucket;

inhoud van bucket i geplaatst en zo wordt de gesorteerde rij verkregen.

Stap 1 en stap 3 zijn o(m); stap 2 is O(n).




RGeS

-9 -

In het eenvoudige geval dat we slechts getallen sorteren kunnen de buckets

wordenxgerepresenterd door een integer array, waarin het aantal maal dat
iedere waarde voorkomt geregistreerd wordt ("turven®™). Een dergelijke een-
voudige representatie is niet meer mogelijk als de te sorteren objecten
samengesteld zijn en de sortering plaats moet vinden op grond van een be-

paalde component in de objecten, zoals blijkt uit de velgende voorbeelden.

We definidren de lexicografische volgorde van twee strings, s en t, met

willekeurige lengte.
definitie:

Als s leeg is, dan is s £ t voor allé t. -
Als s en t beide niet leeg zijn, dan
3 £ t als 1) first(s) < first(t) ,

of 2) first(s) = first(t) A rest(s) = rest{t)

waarbij first(i) het eerste element is van string i en rest(i) de string
is die we krijgen door van string i first(i) weg te laten (analocg de volg-

crde in een woordenboek, dus 100 < 15),

3.1.1. Sorteren van strings van gelijke lengte

gegeven: n k-éuples, tuple O t/m n - 1. De elementen van de tuples komen
uit {0,1,...,m - 1} ,
de tuples worden gegeven door gen array d(0 : n -1, 0 : k¥ - 1)
zo dat tuple i = (4(1,0), 4(i,1),...,d{i,k - 1}).

gevra&gd: de lexicografische volgorde van de tuples. ~
Als invariant kiezen we:

. De volgorde van de tuples is bepaald op grond van de laatste
k - j elementen.
Deze volgorde is vastgelegd in een array g en een integer gq:
tuple gg is de eerste in de voigorde,'
tuple i (0 £ i £ n - 1) - heeft als q(i) # n tuple g(i) als
. ' opvolger

- is alsg g(i) = n de laatste.
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algorithme

q := (0); do g.dom # n > g:hiext(g.dom + 1) od;
qq := 0; j := k;
do 3 #0+3:=3~-1;
i. maak m lege buckets;
2. vul de buckets op grond van het j-de element;

3. concateneer de gevulde buckets

1. maak m lege buckets

Hiervoor declareren we een array b{(0 : m - 1), een array e(0 : m - 1)
en een integer nb,

als b{i) n dan is bucket i leeg,

als b{i) # n dan is tuple b(i) de eerste in bucket i,

b{i) = n,

e(i) = n
als e(i) # n dan is tuple e(i) de laatste in bucket i en g(e(i)} = n,

het aantal gevulde buckets is gelijk aan nb.

algorithme (1)

bs,e := (0), (0); do b.dom # m -+ b:hiext(n}; e:hiext(n) od;
nb := 0

2. vul de buckets cp grond van het j-de element

Tuple t wordt toegevoegd aan hucket d(t,i).

Tuples met gelijk j-de element komen dus in dezelfde bucket terecht. Binnen
de bucket houden we zulke tuples gesorteerd.(de reeds vastgestelde volgorde
-op grond qén hun "staartstukken"). We bereiken dit door de tuples te in-
specteren in de reeds vastgestelde volgorde en ze bij toevoeging aan een

" bucket achteraan te plaatsen. Voor het representeren van de volgorde binnen

: een bucket gebruiken we weer het érray q.




3.1.2.

Sorteren van strings van ongelijke lengte

e

string i, fmax = max(i : O'S i <n : 2(i)), ftot = J (i) en:
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algorithme (2)

dogg #n >t := qq;' aq := q{gq); u = 4(t,J);
if b(u} = n + b: (u)== f£; nb := nb + 1
B b(u) #n-~» q:(e(u))'¥ €

£i;

q:(t)'='n;ie:fuf =t

3. concateneer de gevulde buckets

Laat bucket i de opvolger zijn van bucket ii, beide niet leeg. Om deze
twee buckets te concateneren moeten we b(i) de opvolger maken van e(ii),

m.a.w. g:(e(ii)) = b(i}.

algorithme (3)

i:=0; dob(i) =n-+1i:=1i+1od

gqq := b{i}); nc := nb - 1;
do nc #0 +ii

do b(i) =n-+1i:=1i+ 1 od;

=i; i 1= 1 + 1;

q: {e(ii)) = b(i);
nc :=nc - 1
od
algorithme (1) is O{m),
algorithme (2) is O(n),
algorithme (3) is o(m).

De sorteeralgorithme is dus O(n + k(2m + n))==0(k(m + n)). &ls m = O(n),

dan is de algorithme lineair in de lengte wvan de inputtekst,

)

"De strings worden vastgelegd door d(i,j) en £(i), 2{i) is de lengte wvan

.n-,l B

i=0

d(i,3) e'{O,l,...,mi- 1} voor 0 £ i < n, 0 < j < ().
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Voor dit probleem kunnen we gebruik maken van de voorgaande algerithme,
door de strings te verlengen met dummy-elementen tot de strings alle de
lengte gmax hebben. De algorithme zou dan O(f2max{m + n}} worden. B
ﬂepr9§e¥ennmt behulp van twee maatregelen een algorithme te maken die

efficiénter is.

1. Bij het bepalen van de volgorde op grond van het j-de element be-
schouwen we alleen de strings met een'lengte groter of gelijk aan j.
2. We laten in de j-de slag alleen die buckets meedoen, die in de j-de

slag echt gevuld worden.

Globaal ziet de sorteeralgorithme er dan als volgt uit:
0. maak de g-rij en de buckets leeg}
j := lmax;. o

do J #0 + 1. voeg strings met lengte j aan de g-rij toe;

js=3-1;
2. wvul de buckets met strings uit de g-rij o.g.v.
da(i,j);

3. concateneer de gevulde buckets

Deze algorithme is O(fLtot + m), zodat als m = 0{%tot}) de algorithme 0{Ltot)
is. De afleiding van deze ordegrootte laten we zien bij de uitwerking van

de punten 1,2 en 3.

Het is duidelijk dat deze algorithme "pre-processing" vereist, d.w.z. een

aantal algorithmen als voorspel vereist, die ons de beschikking geven over
de informatie die nodig is om de sorteeralgorithme zo te kunnen tcepassen.
Voor 1. moet bekend ziin welke strings lengte j hebben, en die strings moe-
tén direct aan de g-rij toegevoegd kunnen worden.

\Voor 3. moet bekendriijn welke buckets we precies nodig hebben. De algo-
rithmen in het "pre—processing"—deel mogen natuurlijk niet O{(2tot + m)

overschrijven.

Sl nd

i
§
o

o

:i

b
i
]
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Het "pre-processing"-deel

a) Gedeclareerd wordt een array &n(l : fZmax) en een array 29{0 : n - 1).
waarin we de gegevens opslaan van fmax verzamelingen van strings.
Als In(i) = n dan is er geen string van lengte i.
Als 2n(i) # n dan heeft string #n(i) lengte i.
Als string j lengte i heeft en fq{j) # n dan heeft string fq(j) ock

lengte 1i.
algorithme
fn s=T(1); 00
Li:: do %n.dom # gmax + fn:hiext(n) od;

i :=0; 2q—:=?(0):7_
L2: doi #n -+ iq:hiext(n(2(i)));
Inz (R(i)). = i;

TR

Ll is O(fmax), L2 is O(n), dus de algorithme is zeker O{(Ltot).

b} Gedeclareerd wordt een array £{(0:%tot — 1, 0 : 1), dat gevuld wordt met
_ Atot paren (j,d(i,3)),(0 £ i <n, 0 s 3 < &(i)).

algorithme.
atiskee= 0,05
doi#n-—=+3j:=0;
do j # (1) » £:(k,0) = j; £:(k,1) = d(i,3);
' J:=3+1; k:i=k +1
od;
i=1i+1

od

Deze algorithme is O(tht).
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Voer nu een dalende radixsort uit op de paren (£(i,0),£(i,1)), 0<1i < itot,

De volgoxrde wordt vastgelegd in een array p(O:2tot - 1}, de "p-xrij" en

een integer pp:

p(i) is de opvolger van i, pp is het eerste paar en als p(j) = Ltot dan is

j het laatste paar.

Hiervoor gebruiken we de algorithme voor het sorteren van strings van gelijke
lengte. De ordegrocotte is O(2(ftot + m)) = O(ftot + m). In het array f kunnen
gelijke paren voorkomen. Gesorteerd staan deze achter elkaar. We willen van

gelijke paren er maar &é&n beschouwen. Daartoe wordt de p-rij uitgedund.

algorithme

t := pp;

do p(t) # Ltot + u := p(t);
if £(£,0) = £(u,0) A £(t,1) = £(u,1) > p:(t) = p(u)
0 £(t,0) # £(u,0) v £(t,1) # £(u,1) » t:=u

£

De p-rij wordt eenmaal doorlopen, dus deze algorithme is O(fLtot).

Na dit voorbereidende werk komt de eigenliijke sorteeralgorithme.
0. maak de g-rij en de buckets leeg

b,e = (0}, (0);
do b.dom # m -+ b:hiext(n); e:hiext(n) od;

gqq == n
1. voeg'strings met lengte j aan de g-rij toe:
Omdat de lege string in lexicografische volgorde va&r iedere andere string

komt, worden deze strings aan het begin van de gq-rij toegevoegd.

L aléofithﬁe

-

qq; a9 = t; t o= Lq(t) od

£ a0

“Ll: dot#m o a(t)
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2. vul de buckets met strings uit de g-rij o.g.v. d(i,d):
Dit behoeft geen verder commentaar; het gaat analoog aan het vorige
programma. Slechts die strings die in de g-rij zitten worden over de

buckets verdeeld.

3. concateneer de gevulde buckets:
De buckets die echt gevuld worden, kunnen we vinden met behulp van de
prrij. Wanneer bucket i achter bucket ii is gevoegd (g:({e(ii}) = b{i))

wordt bucket i weer leeg gemaakt.

algorithme

i := £(pp,1); pp := p(pp);
13: o pp # %tot A £(pp,0) = j + ii := £(pp,1); q:(e(il)) = b(i);
e: (1) = n; b:(i) = n;
i's=1ii; pp := p(pp)
od;

qq := b{i); e:{i) = n; b: (i) = n

Deel O "maak de q—rij enrdéwbuckets leeg" is O(ﬁf.

In deel 1 worden strings met lengt j aan de g-rij toegevoegd. Elke string
wordt éénmaal toegevoeqgd, dus L1 wordt in totaal n maal doorlopen.

In deel'? wordt voor elke i en j 0si<n, 03 < £(i) een string aan
éen bucké£ toegevoegd. Dus wordt in totaal f%tot maal een string aan een
bucket toegevoegd.

- In deel 3 beschouwen we alleen buckets die echt gevuid worden ; pp doorloopt
' een deel van de p-rij en neemt iedere keer een andere waarde aan, dus L3
wordt ten hobgste ftot, de maximale lengte van de p-rij, maal doorlopen.

qudat n £ %tot is dus de sorteeralgoritheme O(ftot + m).

Opmerking. Dé algorithme voor het sorteren van strings van gelijke lengte is
3@%k(n + m)). Door in deze algorithme ook gebruik te maken wvan een p-rij en
:ifoor het:vullen van de buckets in een slag alléén die buckets leeg te maken,
:Lkunnén_We de ordegrootte van de algorithme terugbrengen tot O{kn) met een

geheugen debruik van O(m).

i
4
i
i
va
%
!
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Deze algorithme kunnen we nu ook gebruiken in de pre-processing, die dan
O(4tot) wordt. Ook de sorteeralgorithme zelf kan in O(itot) door niet meer
alle buckets leeg te maken, maar in plaats daarvan aan het begin van deel 2
de vereiste buckets leeg te maken. Dit kan dan weer in deel 3 vervallen.
O(m) vinden we zo niet meer terug in de algorithmen maar wel in het ge-
heugengebruik. (Dit onder de aanname dat het declareren van een array een

rekentijd vergt die onafhankelijk is van de domeingrootte.)

3.1.3. Isomorfie van wortelbomen

We kunnen gebruik maken van de sorteeralgorithme van strings van ongelijke
lengte bij het bepalen van de isomorfie van twee wortelbomen. Twee wortel-
bomen heten isomorf wanneer de ene uit de andere verkregen kan wofden door
het permuteren van deelbomen wvan knopen.

We willen een programma maken dat de eventuele isomorfie van twee bomen
vaststelt in O{(n), waarbij n het aantal knopen van iedere hoom is.

In de algorithme worden de knopen van de bomen als volgt gelabeld:

1. de bladen van de bomen krijgen nummer 0O,

2. de interne knopen krijgen een geordend tuple, met als elementen de nummers
van de zonen (deelbomen), ' '

3. per niveau krijgt ieder verschillend tuple een nummer; de lexicografisch

kleinste tuples krijgen nummer 1, etc.

Deze labeling is invariant onder permutaties van deelbomen van dezelfde
knoop. De bomen zijn dus slechts dan isomorf, wanneer op elk niveau dezelfde

nummers gzijn uitgedeeld.

Voorbeeld




- Ek

meteen de bladen nummer: 0.
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Het labelen van de knopen en de bladen gebeurt als volgt:

De tuples staan rechts van de knopen; de nummers links.

Op elk niveau zijn dezelfde nummers en tuples uitgedeeld, dus de bomen ziin

isomorf,

Omdat deze algorithme slechts een voorbeeld is van de toepassing van de sor-
teringsalgorithme voor strings, geven we allen de globale opbouw van de al-

gorithme.

Laten 81 en 52 geordende rijen tuples op niveau & van de bomen A en B zijn.

Laat v2 het aantal knopen op niveau £ zijn.

Bepaal voor ieder niveau de verzameling knopen van dat niveau en geef

Op het hoogste niveau (topniveau) bevinden zich geen tuples, maar alleen

bladen.

algorithme

£ := topniveau; 81, 82 :

‘ﬁ:ﬁ:
do s1 = 82 AL#AO>L =2

-1;

1. geef voor ieder volgend verschillend tuple
in. 51 een nummer aan de betreffende knoop-
punten; Idem voor $S2;

2. L1 := lijst van knopen op niveau £ + 1 van
boom A gesorteerd naar nummer; L2 := idem
voor boom B;

3. voor iedere knoop in L1 : voeg een nummer
toe aan het initieel lege tuple van de
vader op niveau'z; idem voor L2Z;

4. s1 := de lexicografisch.gesorteerdeItuples op
niveau £; idem wvoor S2.

od;

isomorf := (81 = §2)
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De stappen 1,2 en 3 zijn o(v£+1). Stap 4 is O{&tot + m) = QO(v ), zodat

+1
de orde van deze algorithme gelijk is aan

topniveau-1
o( ) v,..) =o0(n) .
=0

Heap sort

In sectie 3.1 was de sorteertijd van de orde van de lengte van de input
wanneer t ook vandieorde is. Bij het sorteren van een rij natuurlijke
getallen a

t/m a. kunnen we m gelijk aan het maximum van die rij kiezen.

Voor het egficiént ioepassen van bucketsort zal dan het maximum van die rij
van dezelfde ordegrootte moeten zijn als het aantal elementen van die rij.
Wanneer hier niet aaﬂ voldaan is zouden we m kleiner kunnen maken door bijv.
de elementen binair voor te stellen (m is dan 2) en ze als strings te be~-
schouwen. De lengte van de invoer is dén T(log ai) = 109(Héi)' De sorteer-
tijd hangt nu niet meer af van het aantal getallen dat we sorteren, maar

van de grootte van die getallen. We kunnen de getallen dan beter sorteren

door ze met elkaar te gaan vergelijken (<,=,=,2,>).

Een rij met lengte n heeft n! verschillende permutaties. Ieder van deze
permutaties kan de gevraage volgorde zijn. Oom aan te geven om welke permu-—
tatie het gaat zijﬁ log(n!) bits nodig.

ledere vergelijking (<,<,=,2,>) die het programma uitvoert levert ten
hoogste &én bit informatie op, zodat er dus tenminste log(n!) vergelijkingen

nodig zijn., Stirling approximatie geeft: log(n!} = log (¥2mn (gﬂn) =

1 log n + log vY2mn - n log e, zodat het gorteren tenminste O{n log n) verge-

1ijkingen vergt.

Een gorteeralgorithme die een rij sorteert in O(n log n) is Heap sort [4] .

De te sorteren getallen bevinden zich in een array a{l : n). De enige

operatie die uitgevoerd wordt is het verwisselen van twee elementen {swaps),

zodat de rij een permutatie van de corspronkelijke rij blijft.
_Het is nist voldoende om alleen swaps tussen buren uit te voeren, want het

1;éénta1 inversies kan (;) = % n{n-1) 2zijn en iedere swap tussen buren doet

'”hét.aantal inversies met &&n dalen.

" In plaats daarvan vergelijken we a(p) en a(2p), 1 < p < n/2, en verwisselen

":a(p) en a(?p) wanneer a(p} > a{2p). We vergelijken a{p) cok met a{2p + 1),

1 < p < n/2, en verwisselen a(p) en a(2p + 1) wanneer a({p) > a{2p + 1).
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We defini&ren nu de heapvoorwaarde:

De xij a(l), a(2),...,a(k) voldoet aan de heapvoorwaarde als
Vo, 1 £ psk/2 geldt a(p) < a(2p)

en
Vp, 1 £ p<k/2 geldt aip) <a(2p + 1) .

Zo is ieder punt a(p) de wortel wvan een binaire boom, tree(p), en a(p) is
het minimum van tree(p); a({l} is dus het minimum van de rij.

Voor ieder punt p in de boom geldt dat op het wortelpad van p (het pad van
p naar de wortel) geen grotere waarde dan a(p) voorkomt.

Als het hele array a tot een heap gemaakt is, gebeurt het sorteren op de
volgende manier: zet het minimum achteraan (door een swap) en maak weer een
heap van de overigé“éiéméhteﬁ;-herhaal dit tot de rij geheel gesorteerd is.

(De rij wordt dus naar afnemende grootte gesorteerd).

De algorithme bestaat uit twee stappen:

-_i;ﬁhqnstrucﬁig van_de heap a(l : n),

2; opbouw van de gesorteerde rij.

1. Constructie van de heap a{l : n).

Invariant - P: afl &'k) voldoet aan de heapvoorwaarde.

algorithme

8 =
~
. -
o}
+
w
Il

k,¢ 1; herstel P od

he¥stel P:

Invariant Q: er is ten hoogste é&én element, a(p), uit de rij a(l),...,alk),
initieel a(k), dat grotere elementen op zijn wortelpad kan
hebben. '

We zorgen ervoor dat gedurende de algorithme "herstel P" steeds aan Q is

voldaan. Uit (p = 1 of a(p div.2'< a(p)) A Qvolgt dat'a(l),a(2),... k)

aan de heapvoorwaarde voldoét.
De voorganger van afp) is a(p div 2); a(p div 2) heeft naast a{p) ook nogeen
:ialgq). als opvolger. Uit Q volgt dat a(p div 2) < a(gg)- Als a(p div 2) > a(p)

verwisselen we a(p) met a(p div 2).




" verwisseld met de kleinste van zijn twee opveolgers. Er is dan weer aan

. Nu geldt: a(p div 2 = a(p) en a({p div 2) =< a(qq), a(p div 2} is dus het

algorithme

- Als a(p) geen opvolgers meer heeft dan vdlgt uit Q dat a(l : k) een heap
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minimum van tree(p div 2). Het enige element uit de rij a(l),a(2),...,afk)
dat grotere elementen op zijn wortelpad kan hebben is a(p div 2), zodat

met p := p div 2 weer aan Q is voldaan.

p.q =k, k div 2;

dop#1 A a(qg > a(p) a:rswap(p,q); P := ;i
g :=p div 2 |

od

Deze algorithme is O(log k) = O(log n). De algorithme wordt n maal uitge-
voerd zodat de ordegrootte van de constructie van de heap a(l : n) gelijk

is aan O(n log n).

Opbouw van de gesorteerde rij:

a{l : n) vormt nu een heap en de rij wordt gesorteerd in monotoon niet—stijgendeki

volgorde.

Invariant P: a(l : k) 1is een heap en a(k + 1 : n) bevat in niet-stijgende volg-

orde de n - k kleinste elementen van de rij.

algorithme

:= Iy

o T

ok #1 =+ ayswap(l,k);-k g=.k -1;

maak a(l : k) tot een heap

oa
maak a{l : k) tot een heap.

Invariant Q: er is ten hoogste é&én element, a(p), in a(l : k}, initieel a(l),

dat niet het minimum van tree(p) is.

Als a(p) twee opvolgers heeft en a{l : k) vormt geen heap, dan wordt a(p)
0 voldaan.

vormt.
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Als a(p) &én opvolger heeft (dan is p = %k) en a(p) > a(k) dan worden

deze twee verwisseld.

algorithme
p,q :=1,2; {g =2 % p}
dog<kA (alg) sa(g+1) aalp) > alg) +

a:swap(p, Q)i P :=g;"q := 2 x p
0 g<ka(alg+1) sal(@ Aa(p) >alg+ 1)) ~

asswap(p,a + 1); p :=gq+ 1; q :=
od
{als g = k dan heeft a(p) maar &én opvolger}; h
do g =k & alp) > a(q) + a: swap(p,q); p = q; Q@ := 2 * p od

De algorithme "maak a(l : k) tot een heap" is O{log k) = O(log n

—

en wordt n
maal uitgevoerd. De bovenstaande algorithme is dus O(n log n). De algorithme

heap sort is dus O{n log n).

3.3, Pind

Gegeven is een rij getallen a{l) t/m a(n).

‘We willen een algorithme maken, die bepaalt welk getal na sorteren op de '

plaats komt, 1 £ k<n. De hele rij sorteren kan in O(n log n).

Alle getallen moeten worden bekeken, dus de algorithme is tenminste o(n).

We prcberen een algorithme te maken, die O(n) ig. De algorithme zal het
__array 20 permuteren dat na afloop a(k) het gevraagde getal ls.' )
d Laat x';;;iwiiigié;rlge waarde Ult a(f : 2) ziijn, ble a(k),ien verdeel
het array in drie stukken:

wirneéer £ € K < i dan bevindt .de gevraagde waarde zich'in a(f;i-1),
S :
.wanneer j < k £ & dan bevindt de gevraagde waarde zich in a({j + 1,82},
<

wanneer i < k J dan heeft a(k) de gevraagde waarde.




Invariant P: (1 £« £f £k < 2 £ n)

>

(a(p) £ a(q) = a(r)), voor alle p,q,r
met 1 £ p < £, ££g< 2L enl <xr <n).

Wanneer f = £ dan volgt uit P: k = £ = £ en a(p) £ al{k) < a(r) voor 1sp<k

en k<xrsn

en dan heeft a(k) dus de gevraage waarde.
algorithme [5]

£,8 = 1,n; 7
do £ # L+ x := alk);
i,h,3 = £,£,2; -
doh <3 +if a(h) < x + asswap(i,h)j i,h := i +#4i, h'# 1
0 a(h) =x->h :=h+1
0 a(h) > x + a:swap(j,h); J := 3 - 1
£i
cd{fsist A £f<53sil;
if k<1 +{f=<k<ilp :=1-1
0 x>3+{j<kself:=3+1
0 isks3j~»£,0:=kk
fi ;
od
Deze algorithme is worst-case O(nz) en dus duidelijk niet de gezochte. algo-
rithme. Het probleem zit in de keuze van x. Het meest effiecient zou zijn
voor x de mediaan van a(f) t/m a(f) te kiezen. Het bepalen van de mediaan
is echter het probleem net, dat we op moeten lossen, ziJ het met een speciale
keuze voor k.
We stellen ons tevreden met een x zodat temminste % van de rij groter of
gelijk is aan x én temminste % van de rij kleiner of gelijk is aan x.
In elke slag wordt de verzameling getallen waar de gevraagde waarde in kan
l.;iggen met minstens % kleiner en dan wordt, zoals we zullen zien, de boven-
:étaande algorithme O(n).
?g'n X krijgen we als volgt:
ﬁéeschouw het array a(f} t/m a(lf). Dat array wordt verdeeld in stukjes ter
‘ Iengte P (p.is-oneven).Van elk stuk bepalen we de mediaan.
. Van de verzameling medianen bepalen we de mediaan en x krijgt de waarde van
die mediaan. De helft van de verzameling medianen is groter of gelijk aan x

en wanneer we x vergelijken met de stukjes waar die medianen uitkomen is- dus
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tenminste % van het array a(f) t/m a{l)} groter of gelijk aan x, analoog

is minstens % van het array a{f) t/m a(%) kleiner of geliijk aan X.

Laat T(n) = de rekentijd die nodig is om het getal te bepalen dat na
sorteren op de k® plaats komt in een array ter lengte n

(worst case).

Het bepalen van een mediaan van een stukije ter lengte p, hangt niet af van
n, maar uitsluitend van de keuze van de constante p. We bepalen % van
dergelijke medianen, dus het bepalen van de verzameling medianen is O(n).
Het vaststellen van de mediaan van die verzameling heeft aan rekentijd
T(g) nodig. Het partitioneren rond x is O(n). De rest van de berekening

is worst case T(% n.
Dus T(n) ST(E)A+ T(E-n) + ce*n
P 4 )

We kiezen p nu zo dat de vergelijking een lineaire cplossing heeft;

p = 3 voldoet niet, p = 5 wel:
1 3 , ,
T(n) < ET(n) +- ZT(n) + ¢n impliceert T{n) < 20 cn, dus T(n) =

Als L - £ < 5 kunnen we het array niet opdelen in stukjes ter lengte 5, dan
zullen we het array a(f),...,a(l) sorteren, Dit heeft natuurlijk geen in-
vloed op de ordegrootte.

We krijgen dan de volgende algorithme fel.




proc sel{k,£,2):
do g - fz4+d:=(2-£f+ 1) div 5

i::=0;

do i #d >80 alf +1i) »alf +d+ 1) - azswap(f + &,f +d + i)
q[]_a(E+d+j_) > a{f + 23 + i) ~ a:swap{f +d + {,f + 24 + i)
0 a(f +2d4 + 1) » alf + 3d + i) + a:swap{f + 2d + i,f + 34 + i)
0 a(f + 34 + i) > ai{f + 4d + i) ~+ azswap(f + 3d + {,£ + 4d + 1)
od;

Li=41+1

od {de verzameling medianen is nu a(f + 2d : £ + 3d - 1}

m = (2f + 54 - 1) div 2;

sel{m,f + 28,f + 3d -~ 1}:

X = a(m);

< oude tekst: i,h,] := £,E,%

ods.
1= £
D de it ed=il; d,y = ialids
Caciffha(i- b cy-ai(d=all -1 =3 -1 ed;
a:r(i) =y

T T .
O et Ty e ¢

Met sel(k,1l,n) krijgt a(k} de gevraagde waarde.

4. Operaties op verzamelingen

Laat S en U verzamelingen S < U.

We beschouwen 3 operaties op de verzameling S, b € U.
1. member (b): wordt true als b € § en false als b ¢ S,
2. insert (b): b wordt aan S toegevoegd (S := S u {b}},
3. delete (b): b wordt uit 8 verwijderd (s := S \ {bl).

4.1. Héshing

Om redenen van efficiency willen we bij de verzamelingsoperaties niet de
: Héle verzameling S beschouwen, maar &é&én bepaalde deelverzameling van S,
ﬁaartoe b behoort of waaraan b moet worden toegevoegd. Een mogelijkheid

is de toepassing van hashing [71].
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Hashing: U wordt verdeeld in m disjuncte deelverzamelingen

U - Er is een funktie h, de zogenaamde hashfunktie,

0" -1 _
die aan ieder element van U het nummer van zijn bijbehorende
deelverzameling toewijst.

h: Uu-»{0,l,2,e..,m = 1},

We verconderstellen dat de berekening van h(b) een vaste rekentijd vergt.
In QlaatS‘van S representeren we nu m verzamelingen Si’ waarbij

Si =3 n Ui.

Bij een operatie op b wordt eerst m.b.v. h(b) de deelverzameling Sh(b)
bepaald en we beperken dan de operatie tot die deelverzameling.

Wat is nu een goede keuze voor de hashfunktie h? Neem aan dat U = W .

h moet de Si's zo gelijkmatig mogelijk wvullen. Veel gebruikt wordt

h{(b) = b mod m. 2P is geen goede keuze voor m. De deling is dan wel
eenvoudig, maar dan worden de p minst significante bits genomen en er
wordt dus weinig "door elkaar gegooid". Wanneer we voor m een priemgetal

kiezen, is h wel een goede hashfunktie.

Op welke manier kunnen we de Si's representeren?

We behandelen twee representaties: direct chaining en open addressing.

Direct chaining

Bij diréct chaining maken we gebruik wvan een array t(0 : n - 1),
m < t(i) £ n en een array s{m : n).

array t(0 : m - 1) wordt wel de "hashtable" genocemd,

array t(m : n - 1) de "linktable" en

array s(m : n - 1) de "storagetable"”. Deze bevat elementen uit S;

s(n)  heeft een aparte betekenis.
De representatie van de Si's is dan als volgt:

als t(i) = n dan is Si leeg
t(i) # n dan is s{t(i)) het eerste element wvan Si"
als s{k) « Si dan is als t(k) # n, s(t(k)) het volgende element van Si

als t(k) = n, dan is er geen volgend element.
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We kunnen nu direkt beschikken over alle elementen uit een bepaalde Si.
Die elementen worden gesorteerd opgeslagen, wat de rekentidd ongeveer
met een faktor twee verkort.

We definiéren s(n) = inf, zodat ieder S, inf als grootste element heeft.

i
We maken gebruik van een boolean array e(m : n) dat aangeeft welke plaatsen
in het array s niet worden gebruikt.
Br geldt: voor m £ i < n e(i) = "s(i) is vrij",

e(n}) heeft altijd waarde true.

r=min{(i : m £ i £n: e(i))

initialisering:

t := (0); do t.dom # m + t:hiext(n) od;

(m); e := (m);

/1]
]

do s.hib # n ~+ s:hiext(inf); t:hiext(n); e:hiext(true) od;

r :=m

member (b) :

p:
do s(p) <b +p := t(p) od;
memper := (s{p) = b)

t{b mod m);

insert(b):

{p=t@}

q :=bmod m; p := tlq);

do s(p) <b~>gq :=p; p:= t(q) ods
b+ {b e 8} skip

if s(p)
0 s{p) »b +if r = n » overflow {er zijn geen vrije plaatsen meer}
I r <n -+ {b moet worden toegevoegd tussen q en p
op plaats r}
t: (q)

s:f{r) = b; e:(xr)

r; t:(r)

j=H

false;

do T e(r) +x = r + 1 od
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delete(b): -

q := bmod m; p := t(q);
do s{p) <b>q :=p; p := tlg) od;

#

if s(p) = b > t:(q) = t(p); e:(p) = true;
dor >prr:=pod

s(p) > b + skip {b £ S}

Opmerking. We hebben nog een wvrijheid in de keuze van de grootte van m.
Wanneer m groot is, is het aantal verzamelingen Si o?k groot en bij een
ngde hashfunktie, het aantal elementen per Si klein. Dit betekent dat
de tijdsduur voor de procedures member, insert en delete kort is.

Daarentegen wordt de gebruikte geheugenruimte groot. Het is een afwegen

tussen rekentijd en geheugenruimte.

Open addressing

Bij deze methode wordt het array t, dat nogal veel geheugenruimte kost,

niet gebruikt. Omdat de elementen nu niet meer in een "geschakelde 1lijst"”
staan, is de operatie delete vrijwel onmogelijk. We deélareren het array
s{0 # m - 1} en het boolean array e(0 : m - 1). Element b moet door mid-

del van de hashfunktie h(b) op plaats s(h(b)) komen. Dat gebeurt slechts

“als deze plaats vrij is, d.w.z. als e(h(b)) geldt. Anders moet er een

standaardmethode zijn om een andere plaats te kiezen. We proberen achter-

‘sénvolgens STIR(BY + g{i)) Hod m), met §(0) =0 wvoor "17570,1,2,... .

Kies bijv. g(i) = i, lineair probing. Die funktie heeft als nadeel dat de

" waarden in array s de neiging hebben om in groepjes bij elkaar te komen

{clustering), waardoor de operaties langzamer worden. Een betere funktie
is g(i) = i2 , quadratic probing, een voorbeeld van double hashing. Hierbij

bestaat wel het gevaar dat een eventuele vrijé plaats niet gevonden wordt.

gﬁls m.een priemgetal is, zal in ieder geval de helft van de array plaatsen

'igeinspecteerd worden voordit de uitgangspositie weer wordt beréikt.

-.Immers uit (h(b) + iz) mod m = (h(b) + j2) mod m 0<i-i<m
volgt - 'iz mod m = j2 mod m

(j2 - 12) mod m = 0
(3~ (3 +1i) mdm=0

Omdat m priem is en 0 < j -4 <mis j+1i=c.mendus j =

(ST =

De eerste herhaling treedt pas na tenminste %—m keer op.
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We initialiseren de arrays s en e als volgt:

s5,e := (0) [) (0);

do s.dom # m + s:hiext(0); e:hiext(true) od

Voor de operaties member(b) en insert(b) zullen we quadratic probing

2
i.

H

toepassing: g(i)

Invariant geldt

PO: p (h{b) + i2) mod m A 1 2 0

Ter voorkoming van kwadrateringen voeren we een variabele d in en breiden

PO uit met d = 2i + 1, PO is dan invariant onder

Pi:i=(p+d) modm; 4 :=d + 2; i :=31i+ 1

It

De variabele i laten we weg uit het programma. We kiezen h(b) b mod m.

member (b) :
P :=bmod m; 4 := 1; -
do T e(p) As(pP) #bAd#m>p := (p+d) mod m; 4 :=d + 2 od;
member := (71 e(p} A si{p) = b)

insert(b):

P := bmod m; & := 1;
do T e(p) Aslp) #bAd#m+p := (p+d) mod m; d

“
I

d + 2 od;
if e(p) > s:(p) = b; e:(p) = false
0 7 e(p) +if s(p) =b + skip

0 s(p) # b + overflow

21

'.fﬁ&&deien van hashing zijn:

‘;leén te voren moet bekend zijn uit hoeveel elementen de verzameling bestaat.

fﬁe worst. case is erg slecht, nl. O(nz). Als altijd een snelle respons ver-
_ﬁfiﬁeist is; moet deze methode niet toegepast worden.

- Bij open addressing is geen delete mogelijk.
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- Er wordt door de arrays heengesprongen; dit is bij machines met een
virtueel geheugensysteem inefficiént, omdat zo'n geheugenorganisatie
adressen in elkaars buurt verwacht,

- Doordat de elementen van de verzameling door elkaar gegooid worden
is het moeilijk om andere operaties dan member, insert en delete uit

te voeren. Denk hierbij bijv. aan "de meest in de buurt liggende waarde".

4.2, Binaire bomen

Wanneer naast member, insert en delete ook de operatie min, de operatie
die het minimum bepaalt van een verzameling, op S moet worden toegepast,
hebben we geen nut van hashing.

‘Het minimum van S kan in een willekeurige Si liggen.

Voor deze vier operaties op S introduceren we een binaire boom.

definitie:

1} de lege boom is een binaire boom
2) als k tot de boom behoort, dan heeft k twee binaire deel-=
bomen: L{k) en R(k)

3) iedere knéop k heeft een waarde v(k} ¢ S.

* 'In de boom brengen we een ordening aan:
fLaat k een knoop-van de boom zijn, dan geldt
P als k; € L{k) dan  v(k,) < v(k)

als k2 € R(k) dan v(k2) > v(ik).

. We spreken dan ock wel van een binaire zoekboom.

. definitietree(k):

voor k #-1: tree(k) is de deelboom met v(k) als wortel,

tree(l(k)} als linkerdeelboom, tree{r{k)) als

rechterdeelboom

" tree{-1) is de lege boom

lljkgegeven: w{wortel van de boom) , arrays £, r en v,

operaties:

_ _ffgémber{a): er geldt a € S = a ¢ tree(w).

“;n%érianti a € tree(w) = a ¢ tree(t).
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algorithme

1= Wi

ot

o t#-1Aa<v(t) >t = L(t) .
t# -1 A a >vit) >t 1= r(t) - é
od {t =-17Va=v(t)}; :
member := (t#-1) :

o I

min:

invariant: min(tree(w)) = min{tree(t))

we nemen aan dat w # -1,

algorithme

t := w; {als 2(t) niet leeg is, dan bevindt het minimum zich
in tree(2(t))}
do 2(t) #-.1 >t := 2(t) od;
min := v(t).
Het bepalen van het maximum van S gaat. analoog: L wordt vervangen door r.

s

Bij insert(a) en délete(a) krijgen we te maken met twee probiemen:
' i..Element a kan alleen als blad aan de boom worden toegevoegd, en ook
~alleen als blad worden verwijderd.
Wanneer a‘;ls interne knoop in de boom voorkomt, moet op de plaats van
a eéh ander element komen. Als de linkerdeelboom van a leeg is, kunnen
f} WQNa vervangen door zijn rechteropvolger; bij een lege rechter deel-

boom door zijn linkeropvolger. Anders door bijv. het maximum van zijn

linkerdeelboom. Alle punten, zonder a, vormen nu een binaire boom, dus

kunnen we a verwijderen.

2, Laat a een blad van de boom zijn, dan is er een k met v(k) = a.

Wanneer we nu a uit de boom verwijderen wordt v(k) een "vrije"

.',-plaaté in ﬁet‘array v We‘kunnen deze vrije plaatsten bijhouden (extra
aﬁrq?) én=biﬁ de procedure insert eerst de vrije plaatsen vullen &f we
verwisselen v(k) met v.high en korten v.met ! plaats in zodat in v gé&én

vrije plaatsen voorkomen.

i

Q ;Wé kiezen voor het tweede alternatief.
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PRI SRR

insert(a):

&
i
il
P
i
b
4

invariant: £t = w'.V . {{&b A t

2(s)) vV (0 b A t = r{s)))

algorithme
t = w;
dot#-14ac<v(t) »t,s,b:=2(t),t,true
I £t#-14Aa>v(t) >t,s,% := r(t),t,false
od {t=-17 a=vit)}
ift#-1>skip fa=v(t), dusaest ..
. [ t£=-1>v:hiext(a): Q:hiexé(;i); r:hiext(-1);
if t = w + % := v.hib
0 t#w->if 2b = 2:(s) = v,hib
07 % + r:(s) = v.hib
£i
£i
£

deletefa):

‘invariant: t = w V (/b At = 2{s} V1 &b A t = r{s))

algorithme

t 1= w;
dot#-14ac<vwv(t) +¢t,s,ib:
I t#-14Aa>v(t) >t,s,ib :

2{t),t,true

r(t),t,false

od:
if £t = -1 > skip {a ¢ s}
0 t#-1>+if 2(t) = - 1 > "vervang t door r(t)"; tl := t

I r(w)
I 2(t) #-1ax(t) # - 1 + "laat v(£l) = max(tree(2(t))

- 1 » "vervang t door 2{t)"; £l := t

"vervang v(t) door wv(tl)"
£i;

"dicht hetsgét op-.plaats t1"
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:
i

"vervang t door r{t)":

if t=w-=+w:=r(t)

0 t#w>if 0b »> 0:(s) = r(t)
07 2b>r:(s) = r(t)

21

"vervang t door £(t)": analoog voorgaande algorithme.

- ¥laat v{tl) = max(tree(L{t)}})":

“ invariant: ti = L{t) V t1 = r(sl)

tl o= -2 (t}
do r(tl) # - 1 > ti,sl := ¥(t1),tl od {r(tl) = - 1}
"vervang v(t) door v(tl)":
viswap (t,t1); .
CAE B = 2(8) + R:(r) = 2(t1)
20 el #a(t) » xa(sl) = 2(eD)

.“dicht“het gat op plaats t1": *

 We wxllen deze nlet meer. gebrulkte waarde liever achteraan hebben staan.

) JDaarvoor moeten we v.high én zijn voorganger kennen. Deze kunnen we be-
. palen met de membershiptest, die we gebruikten bij insert en bij delete.
Wanneer t1 = v.hib vinden we die niet meer, omdat we de arraysAgl en r
_hebben aangepast. Dus moeten we onderscheid maken tussen t1 = v.hib en

" t1 # v.hib,
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algorithme

if t1 = v.hib » v:hirem; f:hirem; r:hirem
~ [ €1 #£ v.,hib + £ := w; i
do v.high < v(t) + s,t,% := t,(t),true |
0 wv.high > v(t) + &,t,% := t,r(t),false
od;
ift=w->w:=tl
0 t#w>if 2b + 2:(s) = £}
07 2b & r:(s8) = tl

£
£i;
viswap(tl,t); R:swap(tl,t); r:swap(tl,t);

v:hirem; %:hirem; r:hirem

- De complexiteit van een insert operatie is evenredig met het aantal ver-
gelijkingen dat nodig is tussen het toe te voegen element en de elementen
van de verzameling.

Bij n insertoperaties is-de complexiteit worst case O(nz), maar expected

“case blijkt de complexiteit O(n log n) te zijn, aanéenomen dat er een
uniforme distributie van de elementen is.

‘In het onderstaande bewijs zal aangetoond worden datfhet verwachte aantal
B Vergelijkinggn, T(n), om in een lege verzameling n insert operaties te doen

kleiner of gelijk is aan 2 %ni{n), met n 2 1 en T(Q) = Q.

‘Bewijs: -

Laten de elementen zijn al,a ra . Laten bl’bz""'bn dezelfde getallen

PR
zZijn, maar nu gesorteerd naai toenemende grootte.

Als a, = bj r 1.2 3 < n, dan komt bj in de wortel van de boom. Omdat dit
het eerste element is, was hiervoor geen vergelijking nodig. De elementen
.;bl,bz,..f,bj_i komen dan in de linkerdeelboom van de wortel., Hierveor ziin
" j== 1 + T(j - 1) vergelijkingen nodig. De elementen b,

j+17C !

bn komen in de
Qﬂiéchterdeelboom van de wortel. Hiervoor zijn n - j + T(n - j) vergelijkingen

nodig.
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De kans dat a, = bj is 1/n zodat

n
T(n)=% T3 -1+T(3-1)+n-95+ T - 3))

j=1
n-1
=n-1+= 3 T(3j), n=1.
i=0
. T(0) =0 .
Met behulp van inductie bewijzen we dat T(n) < 2n %n{n) - wvoor n = 1 .

Als n = 1 dan is T(l) = 0 en is aan de induktievergelijking voldaan.

Neem aan T(j) < 2j &n(3) voor alle j:1<3<n.

Dan is

5 n-1 4 n-1
T(n) <n-1+< § 2P =n-1+= § 52n{J
n n | .
j=2 j=2
£n-1+ %- J “x¥8n(x)dx < an-~1 + 2n 2nln) - n S 2n nin) .
2

De verhouding 2n fn(n)/n log(n) is ongeveer 1,4, Dit betekent dat het ver-

wachte gedrag ongeveer 40% slechter is dan wat optimaal mogeliijk is.

4

Gebalanceerde bome

Om te voorkomen dat bomen "scheefgroeien" moeten ze na een insert of delete

operatie weer in balans gebracht worden wanneer ze niet meer aan een pepaald

balanscriterium voldoen.

We zouden kunnen eisen dat voor iedere knoop het verschil tussen het aantal
knopen in de linker en rechter deelbomen maximaal één is., Deze eis is erg
stréng en betekent dat na bijna iedere insert of delete de boom geheel'ge—
wijzigd zou moeten worden.

Daarom kiezen we voor het volgende, zwakkere, criterium:

.-Voor iedere knoop mogen de hoogten van de linker en de rech}er deelbomen

-

“maximaal &én verschillen.

Bomen die aan deze eis voldoen heten AVL-trees [Adelson-Velskii & Landis].

el

" e e s i e o

B

4
3
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4.3.1. AVL-trees [8]

We definiéren de hoogte van een boom: }
hoogte (tree(-1)) = 0,
voor k 2 0: hoogte (tree(k)) = 1 + max (hoogte (tree(f(k)})), hoogte (tree(r(k)})).

e Rt e et e

Een AVL-tree met hoogte h heeft tenminste F - 1 elementen, waarin Fi het

h+2
i-de getal van Fibonacci is.

Voeor h = 0 en h = 1 is het eenvoudig in te zien dat deze bewering waar is.
Als h » 2 dan bestaat de boom uit een wortel en een deelboom met hoogte h = 1

en een deelboom met hoogte minsten h - 2,

Het aantal elementen is dan minstens 1 + Fh+1 -1+ Fh - 1= Fh+2 -1,
Met behulp van de formule Fh 1 VF]I ki Jr-h 1 /_( /d h kinnen we een
schattlng krijgen voor het aantal elementen in de _boom, Dlt is
+
oifiF—22 ‘/_h) ~o(1,6% .

Een boom met hoogte h bevat dus tenminste 1,6h elementen. De hoogte van een

boom met n elementen is dan 0(log n).

Balanceren wvan bomen

We willen bijv. na een insert operatie de boom zonodig opnieuw balanceren.
; Daartoe houden we voor iedere knoop in de boom een balansfactor bij:
' @de_bvermaa; van de rechterdeelboom". Deze factor mag de waarden 1,0,-1
"~ hebben. Administreer het pad van de wortel naar het toegevoegde element en
beschouw de punten op dat pad in de richting van de wortel.
Stel dat een zeker punt A een balansfactor -2 heeft, een overmaat links dus.
f(Als de rechterdeelboom van A hoogte h heeft, dan heeft de linkerdeelboom
‘ihoogte h + 2.

-Laat B de wortel zijn van deze linkerdeelboom.

s

"Er zijn nu twee mogelijkheden:

. .F!."

. het nieuwe element is terecht gekomen in de linkerdeelbcom van B

2. het nieuwe element is terecht gekomen in de rechterdeelboom van B.
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1. Aanvankelijk had de linkerdeelhoom met B alg wortel hoogte h, zodat
nu geldt: hoogte (tree{(B))) = h + 1 en hoogte (tree(r(B))) = h.

Kies nmu B als wortel van de bocm en zorg dat de ordening goed blijft.

2, Laat C de wortel zijn van tree(r(B)). Kies nu C als wortel van de boom
en A en B als wortels van de deelbomen van C. Zorg dat de ordening goed

blijft (B < C < A).

.In beide gevallen wordt de hbogte van de boom weer gelijk aan die van de
ﬁ-oorspronkelijke boom. Zo'n operatie hoeft dus bij een insert ten hoogste
Véénmaal uitgevoerd te worden. Voor de delete voeren we analoge operaties
uit, maar de hoogte van de boom blijft nu niet gelijk, zodat de operatie

mogelijk meer keren moet worden uitgevoerd, maar het blijft 0(loeg n).

4.3.2. B-trees
‘Terwijl kndpen van binaire bomen &&n element bevatten, representeren de

knopen van een B-tree [9] een aantal elementen.
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De definitie van een B-tree van orde k, k 2 1, luidt:

1. Iedere knoop bevat ten hoogste 2k elementen.

2. Iedere knoop, behalve de wortel, bevat temnminste k elementen;
de wortel bevat tenminste 1 element.

3. Een interne knoop met m elementen heeft m + 1 niet-lege deelbomen,
geordend op de gebruikelijke wijze.

4. Alle bladen bevinden zich op hetzelfde niveau.
Als k = 1 wordt de boom ook wel een BB-tree of 2-3 tree genoemd.

B-trees zijn ocorspronkelijk ontworpen voor het representeren van verzamelin-
géh op achter@rpn@geheugen. Voor een inspectié i3udén in het algemeen geheu-
gentransport noodzakelijk. Hoewel een operatie op de verzameling O{logn)

is kost Het veel wachttijd. De totale wachttijd kan verkort worden door
iedere ééﬁeugenpagina die naar het hoofdgeheugen getransporteerd wordt

zo goed mogeliik te_benutten. Hiertoe wordt k zo groot mogelijk gekozen,

z0 groot dat de elementen van een knoop nog net op een geheugenpagina
passen. Door het vergroten van k wordt de hoogte van de boom gereduceerd.

We zullen nu de operaties member, insert en delete beschouwen in een
.B-tree van orde k. Voor een boom van n elementen zijn deze cperaties,

inclu%ief eventueel herbalanceren, weer 0O{(log n}.

member: .
QDezé is in principe hetzelfde als bij de binaire boom, echter nu
is er in jeder knoop geen keuze uit twee deelbomen, maar uit m + 1
deelbomen voor een knocop die m elementen bevat. Hier kan met bi-
naire search een keuze gemaakt worden.
insert:

Net als bij de binaire boom komt het in te voegen element altijd
in een blad. Als het aantal elementen in een blad kleiner is dan
2k kan het nieuwe gewoon worden toegevoegd. Anders wordt het blad,

dét nu 2k + 1 elementen bevat, verdeeld in 2 bladen met elk k

. elementen en het middelste element voegen we toe aan de voorganger-—
knoop. Deze knoop kan nu echter ook 2k + 1 elementen_bevatten en
daﬂ.wordt dit splitsproces herhaald. Als de wortel 2k + 1 elemen-

- ten zou gaan bevatten zal, omdat deze geen voorganger heeft,
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de hoogte van de boom moeten toenemen. De oude wortel wordt

gesplitst in 2 interne knopen met elk k elementen en er wordt

een nieuwe wortel gemaakt met 1 element.
Voorbeeld van insert in B-tree van orde k = 1, De sterretjes

stellen vrije plaatsen.voor.

2,4 12,14 25, %" 35,% 45,48 55,% 65,70
10, 30, 50,60
~ 20,40

Insert "46" resulteert in de volgende boom:

2,4 12,14 25,% 35,* 45, % 48 ,* 55,%* 65,70
10,* 30,% 46;.*/ 60,*

7 N
‘“‘-‘\‘§‘;‘H“~ao;"————”___,,———”"

delete:

Indien een element dat niet in een blad zit verwi-jderd mocet worden,
moet dit eerst verwisseld worden met een element dat wel in een
blad zit. Dit kan altijd aangezien voor iedere interne knocop geldt
- dat zijn direct grotere en direct kleinere in een blad zitten.
Verder gebéurﬁ alles in cmgekeerde volgorde als bij de insert.

(Als we in het voorafgaande voorheeld "46" weer verwijderen ont-

staat zo de oude boom weér.)




5.

- van x naar y is. Bij een ongerichte graaf spreken we van buurpunten als

5.1.°

* Voor eén”palmboom-(Eng. depth first spanning tree) geldt:

ié?. de punten 0,...,N - 1 zijn de kncoppunten van de boom,

,We fepresenteren de palmboom door van iedere tak van G aan te geven wat zijn
j;fétatu?-is in de palmboom. We maken daartoe gebruik van een array te, met

"“teldom = s.dom en te(l) e {-1,0,1} : zij b(i) € § < b(i + 1) dan geldt:

" worden gégeﬁen door {s(3) | b(i} £ j <b(i + 1)} . Iedere tak is nu twee
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Berekeningen aan grafen

Een graaf is een eindige verzameling punten (Eng. vertices) met daarop
gedefinieerd een binaire relatie. Paren elementen die aan de relatie
voldoen noemen we takken. We maken onderscheid tussen gerichte grafen en
ongerichte grafen. Bij een ongerichte graaf is de binaire relatie symme-
trisch, de takken worden dan Qq@ wel zijden gencemd (Eng. edges). Bij een
gerichte graaf worden de takken ook wel pijlen gencemd (Eng. arcs).

Uit de definitie volgt al dat er tussen twee punten hoogstens &én tak

mag bestaan. Verder zijn loops, dit zijn verbindingen van een punt met
‘zichzelf, niet geoorloofd. "(De relatie is antireflekiéf;) In een gerichte

graaf is y de opvolger van X en x de voorganger van y als er een pijl

- twee punten door een zijde verbonden zijn. We definidren een pad als een
aaneenschakeling van takken, waarbij ieder intern punt hoogstens ecenmaal
voorkomt. Een ongerichte graaf heet samenhangend indien ieder tweetal

punten verbonden is door een pad.

"Zij‘G een samenhangende ongerichte graaf met N punten (genummerd 0 t/m N-1).

G is gégeven d.m.v. twee arrays: b(0 : N) en s. De buurpunten van punt i

al.éeadministreerd, dus het totaal aantal takken is s.dom / 2.

"Al. het is een uit-boom met punt 0 als wortel,

\A3. de boom heeft slechts pijlen tussen buurpunten van G,
A4. de takken van G verbinden slechts punten, waarbij het "ene punt in de

boom op het wortelpad van het andere ligt.

fEen uit-boom is een wortelboom waarin de pijlen gericht zijn vanuit de
. _ ‘ . _ .
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te(j) = 1 : de palm heeft een pijl van i naar s(j), 3
te(j) =-1: de palm heeft een pijl van s(j) naar i,

te{j} = 0 : de palm heeft geen pijl tussen i en s(j).

(G heeft wel een tak tussen i en s(j),

zo'n tak wordt een back edge gencemd).

Zij D een deelgraaf van G. D bestaat dan uit een aantal punten van G
met de bijbehorende takken.

Als invariant kiezen we: D is een deelgraaf van G en van D is een palm-
bocm bepaald.

De algorithme is dan als wvolgt:

D := {0};
do D # G » voeg aan D &én punt uit G\D toe;
herstel invariant
od
Uit het wvolgende wvoorbeeld blijkt dat D niet willekeurig gekozen mag

worden.

G: D bevat initieel alleen punt Q.
0. 2

‘Aan D worden'achtereenvolgens de punten 1 en 2 toegevoegd, de palm is dan

~

.‘:Aan D wordt nu punt 3 toegevoegd. We krijgen nu Of een pijl van:2 naar 3

- en daarmee een back edge tussen 3 en 1 &f een pijl van 1 naar 3 en daarmee

i

“een back edge tussen 3 en 2. Beide gevallen Zijn In tegenspraak méE'Ai.fW7”

© 'De invariant voor de algorithme is dus niet sterk genoeg. De nieuwe inva-

" riant wordt:




- 41 —

D is een deelgraaf van G; van D is een palmboom bepaald; in de palm van D
is er een punt a zodanig dat alle verbindingen tussen D en G\D verbindingen

zijn met punten op het wortelpad van a (het wortelpad is inclusief a en de

i
wortel) %

voor de uitbreiding van D bepalen we het punt p op het wortelpad van a,
dat het dichtst bij a ligt, mogelijk a zelf, en dat verbonden is met een
punt uit G\D. Noem dit punt uit G\D b en voeg b toe aan D. De palm wordt

uitgebreéeid met een pijl van p naar b. De nieuwe D is een deelgraaf van G,

- i

de back edges vanuit b zijn verbindingen tussen b en punten op het wortel-
pad van p; dus de uitgebreide boom is een palmboom.

Alleen punten op het wortelpad van b hebben verbindingen met G\D. Voor het i
nieuve puﬁt a kiezen we b, zodat weer aan de invariant is wvoldaan. it
.Voor de algorithme maakt het niet uit welk buurpunt b van p we kiezen, i
maar om de administratie eenvoudig te houden beschouwen we de buurpunten van i
p in volgorde van voorkomen in het array s(b(p) : b(p + 1) - 1).

Voor de administratie gebruiken we naast het array te nog drie arrays:

- een array t waarin we het pad van de wortel naar a administreren:
t.lob = 0, (0} = 0, t.high =

- een array c, Wwaarvoor geldt dat voor elk punt t(i) zijn buurpunten im G\D
een deelverzameling vormen van {s(j) l c(i) £ 3 < b(t(i) + 1)},
c.dom = t.dom,

- een boolean array d{0 : n - 1) waarvoor geldt d{(i) = i e D.

on de codering te vereenvoudigen kiezen we punt a zodanig dat c.high <
b(t.high + 1). Dan is er vanuit a nog een verbinding met G\D of een back
‘edge naar een punt op het wortelpad, die nog niet geadministreerd is in
:gérray te.

.+ ;7 algoritime -

Lk 4 r= {O.true); do d.dom ¥ N » d:hiext(false) ods

o= (D 03 © s= (0,B(0}); o L e
te o= (s 1cb} de te-domgé s-dcm + te: hiext(0) od. i P ;

_‘dotliom>9+j,sj :-cmgh, s{e.highyy . - o L e
‘ .C_(Ch-\.b)=ch1gh+1 . e

LR - L

- .i.f1 dts]) - d {s3) = trues t: hlext(SJ)-

S c: h:.extl,b(s:)) te:(§) =1 - . :
_ E d(sJJ + if t.dom > 1 & s = t{t.hib - 1. :;;eiij) =.2
Do 7D tdom = 1V s tithib - 1) T tes(d) = 0
N - £i e T AL TN

- do t.dom > DA c.high 2 b(t.high + 1} > ;:biremi,c:h;réﬁ od
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Ll is O(%%punten), L2 is O(s.dcm) = 0(+%takken).
Elke keer dat L3 wordt doorlopen, wordt aan &én plaats van het array te

een waarde toegekend, dus L3 is O(te.dom) = O{ﬁ=takken).

‘De algorithme isg 0(=H= punten + :H: takken) = O(=H= takken) .

Biconnected components

Het belang van het maken van palmbomen is onderkend door R.E. Tarjan [101.
Wanneer we aan de algorithme voor het maken van palmbomen statements (geen
loops) toevoegen verandert de ordegrootte hiet. Tarjan maakte daarvan ge-’

bruik decor op deze manier problemen met betrekking tot grafen op te lossen

in 0(+F takken), waarvan niet bekend was dat ze in O(#= takken) opgelost -

konden worden,
Als voorbeeld behandelen we de bepaling van de biconnected components van

een ongerichte graaf.

Een ongérichte graaf is biconnected als voor iedere drie onderling verschil-
lende punten a,b en ¢ geldt dat er een pad is tussen a en b, dat niet door

c gaat.-Wanneer de graaf meer dan twee punten bevat is de definitie equi-
valent met: ieder tweetal punten ligt op een cycle.

De definitie is dan ook equivalent met; ieder tweetal punten is verbohden’

door twee paden, die geen interne punten gemeen hebben.

'Een biconnected component is een deelgraaf, die biconnected is, en die niet

‘bef&%‘is in een grotere deelgraaf die biconnected is.

;Punten die in twee biconnected components liggen heten articulation points

‘bf cut points;

”‘quee'biconnected components hebben ten hoogste é&n punt gemeen.

“Voorbeeld




- 43 -

G is niet biconnected (bijvoorbeeld elk pad tussen de punten 4 en 7 gaat
door punt 6). De biconnected components van G zijn:

{o,1,4} , {4,5,6} , {6,7} , {2,3,7,8} . :
De articulation points zijn: 4,6 en 7.
Wanneer er tevens een tak zou bestaan tussen de punten 1 en 2 was G wel o

biconnected en waren er geen articulation points,

Omdat we gebruik willen maken van een palmboom van G definiéren we eerst g

.een biconnected component van een graaf aan de hand van zijn palmboom:

definitie:
= de hele boom bestaat uit één of meer biconnected components
- als voor een punt a geldt dat het een opvolger b heeft, zodater geen

back edge bestaat tussen enig punt in tree(b) en een punt # a op het

wortelpad van a, dan vormt {a} u tree(b) één of meer biconnected compo-

nents. ' T
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Gevraagd wordt een programma te maken dat de maximale grootte bepaalt van

enige biconnected compononent .van een samenhangende ongerichte graaf G.

PSR S

We zullen uitgaan van het programma voor het construeren van een palmboom.
Hieraan worden statements toegevoegd zodanig dat de ordegrootte van het
programma niet verandert.

- Voor ieder punt a van de palmboom definiéren we de waarden d(a) en 2(a). é

d(a) is de afstand van a tot de wortel:
4(0)
2{a)

0; als 1 e—re j dan is d4(3) = 4d(i) + 1.
min({d(a)} u {2(b) | a +=—>sb} u{d(3) | I back edge(d,i)}

i}

Uit de definitie volgt direct dat 2(0) = 0 en als i s—e 3 dan 2(i) < 2{3j).
5; waarde #(a) is de d-waarde van het punt dat het dichtst bij de wortel
ligt en dat door middel wvan een pad van nul of é&én back edge met tree(a)
verbonden is.

ﬁet punt a is een articulation point d.e.s.d. als a een opvolger (in de

palmboom) b heeft met 2(b) =2 d(a).

f-waarden . -
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In de algorithme behouden de arrays t en ¢ dezelfde betekenis als bij de
constructie van een palmboom. Omdat we niet meer gelnteresseerd zijn in
de palmboom zelf gebruiken we array te niet meer.

Het beoolean array d wordt vervangen door een integer array 4, dat de

d-waarden bevat (d(i) # N i ¢ D). In een array & administreren we de
%-waarden, Per tak t{(i) e—° t(i + 1) is er een waarde bc(i). Dit is de
groctte (#=takken) van de biconnected component binnen D waar die tak
toe behoort. De grootte van een grootste biconnected component binnen D

wordt vastgelegd in de variabele mb, die dus na afloop het antwoord bevat.

Bij uitbreiding van D met punt sj wordt de d-waarde bepaald, de %-waarde
daarmee geinitialiseerd (S1)} en een nieuwe biconnected component van één

tak toegevoegd (S52).

De f-waarde van een punt is het minimum van drie verzamelingen. Deze drie-

deling vinden we in de algorithme terug:

1. De initialisering van de f-waarde (S1).

2. Bij het constateren van een back edge tussen t.high en sj wordt de 2.high
zo mogelijk verlaagd tot d{sj) (L1).

.3. Wanneer t.high {(laat dat t(i + 1) zijn) uit t verwijderd wordt (S3) en

' 2(i + 1) dus definitief is, wordt 2(i) zo mogelijk werlaagd tot

(i + 1) (L2).

In het laatste geval wordt verder nagegaan of £(i + 1) 2 d(i) zodat t(i)
een articulation peoint is. Zo ja, dan wordt mb zo mogelijk werlaagd tot bec(i)
(L3). Zo nee, dan wordende bicdnnected components waar de takken

L ot(d) o—>o t{(i + 1) en t{i - 1) o—e t{i) toe behoren, samengevoegd (S4)}.

S SIPR

e LG Fe L
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algorithme 4

d := {0,0); do d.dom # N + d:hiext(N) od; -
t = (0,0); ¢ := (0,b(0)); 2 := (0,0); be := (0); mb := 0;

do t.dom > g -~ j,sj := c.high, s({c.high); c:{c.hib}) = c.high + 1;
if d(sj) = N - t:hiext(sj); c:hiext(b(sj));
si: d: (sj) = t.hib; f:hiext(t.hib);
S2: be:hiext (1)
0 d(sj) # N> if t.dom > 1 A sj = t(t.hib - 1) - skip
 t.dom =1 V sj # t{t.hib - 1) =+

Li: do f.high > d(sj) + £:(R.hib) = d(s)) od
fir
£i;
do t.dom > 0 A c.high = b(t.high + 1) +
53: t:hirem; c:hirem; #4,%:hipop; ‘ o
L2: if t.dom 2 1 » do f.high > 22 > 2:.(2.hib) = L2 od;
bb,bc:hipop;
if 24 2 d(t.high) » -
L3: : do bb > mb + mb := bb od

0 1% < d(t.high) +
54: be: (bec.hib)

bc.high + bb
L
0 t.dom = 0 » skip

£i

‘We behandelen de algorithme van Warshall[11],. voor het vaststellen van

de- transitieve afsluiting van een binaire relatie.

f%Zij G een gerichte graaf. We representeren de graaf in een boolean array

Q;E;é(l : n;l : n), en definiéren de binaire relatie als
L o S

e(i,j) = G heeft een pijl i o—r j .
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Bij de transitieve afsluiting van deze relatie moeten we de pijl i o—>o j
aan de graaf toevoegen, wanneer er een niet triviaal pad is wvan i naar j
(een triviaal pad is een pad wvan nul takken).

Als c{i,k) en c(k,j) de waarden true hebben, dah moet ook c(i,j) de

waarde true krijgen.

We kunnen als invariant kiezen: 1 € k < langste pad A alle paden ter lengte
£ k zijn vastgesteld.

Deze invariant is waar voor k = 1. Wanneer we k met &én wverhogen is het
niet gemakkelijk om de invariant té herstellen.

Eenvoudiger is:

c(i,j) = G heeft een niet-triviaal pad van i naar j
met interne punten uit {2 | 1 €2 <k},
Wanneer we nu k met é&n verhogen hoeven we alleen maar de eventuele pijlen
i o= k en k o—¢ j te beschouwen (1l =i £ n, 1 £ 3j = n).

Met andere woorden:

il

Yi,j : e:(i,3) ¢(i,3) v (eli,k) A c(k/3)) .

algorithme

:= 0;
ok#n +k :=k +1; i := 0;

& A

doi#Fn-=>+i:=1+1;
if c(i,k) >~ J = 0; _
doj#n-~>J:=3+1;
c:{i,3) = cli,3) v ok,
od
07 cli,k} -+ skip

£
od

Deze algorithme is O(n3).
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Laten nu '‘de pijlen van G lengten hebben. G is gegeven m.b.v. een
integer array c{(! : n, 1 : n), met c(i,j) = als G een pijl i o—re j
heeft dJde lengte daarvan en anders inf. We moeten een programma maken
dat array ¢ z& wijzigt dat geldt:

¢(i,j) = als G een niet-triviaal pad van i naar j heeft,

de lengte van het kortste pad, en anders inf..

De lengte van een pad is de som van de lengten van de pijlen van dat
pad.
Hiertoe moetenwe in het voorgaande

e (i, 3) = cli, ) v (&li,k) A alk,§))

wijzigen in

c:(i,3J) = min(ecl{i,]), c(i,k) + c(k,3)) .

We bekijken een gerichte graéf G met N punten, genummerd O t/m N - 1.

We veronderstellen dat elk punt ten hoogste twee opvolgers heeft, We in-
troduceren een extra punt -1. We geven elk punt precies twee opvolgers
door zonodig het punt -1 (&én-- of tweemaal) als opvolger toe te voegen.
De opvolgers van 1 worden gegeven door £(i) en r(i) (N.B. ock

2{-1) = r(=1) = =1).

Een rij e el,...,em heet een pad van i naar j, indien

O!
m=0, e = i,‘em = j en Vk 0k Em: e = l(ek) vV e = r(ek)

k+1 k+1

*
We schrijven i + j als er een pad van i naar j bestaat.

. ) *
. Gegeven wordt een punt b, 0 £ b < N . We definiéren: D = {i I b+ i} .

Het doel van de markeringsalgorithme is vast te stellen welke punten tot D
behoren. Daartoe introduceren we een boolean array m{-1 : N), initieel

m(i) = false en de uitvoering leidt tot V& : -1 £ 41 <N :mf{i) = (i € D) .

- Voor dit probleem is er een triviale recursieve algorithme:

- proc mark(p): _
if A m(p) - m:(p) = true; mark(2(p); mark(r(p))
0 m(p) » skip

£

COEE

De procedure wordt aangeroepen met mark(b).

Ry T TL T

e
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Deze algorithme kunnen we ook niet-recursief noteren

b il S e S A hamsao e oL

i

prs = b, (1);
do 7 m(p) + m:(p) = true; s:hiext(p); p := L(p) o
I m(p) A s.dom # 0 + p,s:hipop; p = r(p)
od

We zien hier dat de elementen vén D de een na de ander aan de beurt komen

en gaandeweg gemarkeerd worden. Hf

s bevat een pad van Y naar p.

Er geldt:

1. alle punten van s zijn gemarkeerd,
2. een niet gemarkeexrd punt van D ligt op een pad van ongemarkeerde punten

waarvan het begin ofwel p ofwel een r(s(i)) is.

De idee van Schorr-Walte is geen extra array s te gebruiken, maar alleen
een integer variabele q en wijzigingen aan te brengen in de arrays % en r,
zodanig dat uit g, £ en r het array s te construeren is. Verder dienen

de wijzigingen in 2 en.r zodanig te zijn dat ze na afloop van het programma

weer hun oorspronkelijke waarde hebben.

Indien we p := L(p) vervangen door p,q := L(p), p weten'Wé dat 2(gq) = p en o
kunnen we 2(g) gebruiken om bijv. de voorganger van g op het pad vanaf b

te registreren; bij die voorvanger van g hebben we nu ook weer ruimte

over om daarvan de voorganger te registreren, etc, Op deze manier kunnen

we het hele pad van b naar p registreren.

Omdat de waarden in £ en r gewijzigd worden geven we hun beginwaarden een
naam. De beginwaarde is Vii-1< i < N : (i) = L, A r(i) = R, . Ook spreken
we over de veoorganger van i. Ncem deze Pi. In het algemeen heeft i diverse
voorgangers, maar we beperken ons alleen tot punten op het pad s van b naar

p en op dat pad heeft elk punt precies &&én voorganger.

_Met de algorithme die hierna volgt, wordt elk punt uit D driemaal gepas-
déeerd. Elke keer dat punt i gepasseerd wordt, worden % en r gewijzigd. We
~moeten registreren hoevaak i is gepasseerd. Hiervoor kunnen we array m ge-
bruiken. Daartoe maken we m een integer array, initieel Tm(i) =0 en de

uitvoering leidt tot

VisG m(i) = 0@ i ¢ D Am(i) =3 1i¢e D]
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Om de beschrijving van de algorithme te vereenvoudigen voeren we een

extra wortel vb in en vb ¢ {-1,0,1,...,N - 1}, L(vb) = r(vk) =b

{(vb is een voorganger van b) en m(vb) = 2

We geven nu de algorithme en bespreken daarna de correctheid.

P:q := b,vb;
do p # vb > m(p) :=m(p) + 1;
if m(p) =3 V m(&(p)) = 0 » p,&(p),r(0),q := L(p),x(®),q,P
I m(p) # 3 A m{R(p)) # 0 = L(p),x(p),a := xr(p),q,Lip)
£i
od
In het navolgende schrijven we expressies van de vorm [a,b,c](i); waarin
de’rij a,b,c een array ter lengte 5 voorstelt met ondergrens 0 en i als

index.

Voorbeeld: [a,b,c]{0) = a en [a,b,c](2) = c..
Als invariant kiezen we:

-Invariant I 1, Voor elke i,-1 = i £ N -1, geldt

a) 0 £ m(i} £ 3,

b) £(1) = [L,,R, P, L, Im(i)),
[Ri,Pi,Li{Ri](m(i)).
2. 0 €£m(p) £ 2 Ag= [PP,LP,RP](m(p)).

c) r(i)

3, Er is een pad s = e in de oorspronkelijke

Orel’.‘.’ek’ ek+1

graaf met k = -:l,eO = vb, ek+1 = p
j @ < : < < A = .
enVj : 0 £ 9<%k 1< m(ej) 2 ej+1 EPeI'Le,,Re,](m(ej))
AP = 4, 3 J :
. . e, ,° 3
. = A" = N g
4_ Viéstm(l) 0 m(i) 3] 3+1
Dat p,q := b,vb de invariant waarmaakt is eenvoudig na te gaan. We zullen

de invariantie slechts informeel verifiéren.

Met p' noteren we de waarde van p voor de uitvoering van de herhaalde.
statements die we bekijken onder de veronderstelling I A p' # vb en waarvan

we moeten laten zien dat na afloop I geldt.
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Omdat de uitveoering van de herhaalde statements de arrays slechts in p!

wijzigt hoeven we niet naar andere punten te kijken. '

Uit I2  volgt O = m(p') £ 2, Elke slag van de cyclus omvat m(p') := mi{p') + 1
en Z(p'), r(p') := r(p),q hetgeen de waarden door 2(p').en r(p') "roteert".

op de vereiste wijze, dus I! geldt na afloop.

Om in te zien dat I2 en I3 invariant zijn moeten we vijf gevallen onder-

scheiden, afhankelijk van de waarden van m(p') en m(l(p'));aan-ﬁéﬁ_ﬁé@ihwvan:

een herhaling:

voor uitvoering Az(p')vvoor uitveoering s na afloop p na afloop m(p)_
m(p'?=0,m(g(p'))=0 ) Lp} _ eopgﬂ.,e%;p',p Lpl 0
m(p')=1,m{%(p'))=0 RPl eo,...,eg,p',p Rp' 0
m(p')=0,m{2(p"))#0 Lo SRR 4 p' 1
m{p')=1,m(2(p")}#0 RP' eO""'ek'pl p' 2
m(p')=2 Pp, (=ek) eqre-- ,e.'k ek‘ m(ek)#B

In de eerste twee gevallen wordt q gelijk aan p' dus aan I2 en I3 is voldaan.

In de volgende twee gevallen blijft p onveranderd. Aan het pad wverandert
niets, dus I3 geldt. Door m(p') := mi{p') + 1 en q:=2(p') geldt

= [P_,I, ,R J(m(p)) en dus ook I2. '
47 Hpripr Tt P -
Tenslotte m(p') = 2; s wordt nu korter. I3 blijft nu zeker gelden. De waarde
van m(ek) wordt niet gewijzigd, zodat na afloop 1 € m(p) € 2, hetgeen samen

met g := p' leidt tot q = [PP,LP,RP](m(p)), waaruit I2 volgt:

Alleen in dit laatste geval kan er iets veranderen aan I4. Het punt dat

van het pad verdwijnt heeft markering 3, dus I4 blijft gelden.

Conclusie: I blijft invariant.
. N-1
definieer nu t := 3 * ﬁ=G - Z m{i)
. i==1

t 2 0 en t wordt met elke stap met 1 verlaagd, dus de algorithme is eindig.
Na. beéindiging geldt: p = vb, dus er behoren geen punten tot s, dus alle
'punten uit G hebben markering 0 of 3 (Iﬁ).

Punten uit G\ D komen nooit aan de beurt, dus Vi ¢ G\ D [m(i) = 0].

Stel dat i ¢ D en m{i) = 0 geldt.

Er is een pad van ? naar i, e,s@;s..000€ ¢ €4 7 b en e, = t.

m{b}) = 3 dus er is een j met m{ej) = 3 enlﬁ(ej+1) =.0,

Omdat m(ej)m= 3 zijn zowel de rechter als de linker opvolger wvan ej tijdens

de algorithme bekeken. De markering van beide opvolgers is # O, maar ej+1
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is één van deze twee opvolgers. Dit is een tegenspraak,
dus

¥i ¢ D [m(i) = 3] .

Nog enkele opmerkingen:

- Indien we de initialisering vervangen door p,q := b,b en p # vb

“ vervangen door m(p) #¥ 3 hebben we de extra wortel niet nodig.

<~ Het is mogelijk de algorithme aan te passen aan de situatie waarin een
punt meer dan twee uitgaande takken heeft. De m-waarde loopt dan op
tot 1 + aantal uitgaande takken.

- Het "roteren" is wvaker te gebruiken, bijv. bij het tellen van bladeren
in een boom. Ga na dat voor het tellen van het aantal bladeren van een
binaire boom het array m niet nodig is. We kunnen volstaan met de varia-

belen p en g en een extra variabele t voor het aantal bladen.

Discrete Fouriertransformatie

De rij £(0),...,£(N - 1) van complexe getallen wordt bij de discrete

Fouriertransformatie naar een andere rij complexe getallen getransformeerd,

F(0),...,F(N - 1), zo dat geldt:
N-1

F(u) = z f(v)-+ w;v
v=0

2mi/N
, waarbij w_= e 1/ .
N
Het transformeren van de rij behelst het bepalen van N waarden F(u), ter-
wijl voor elke F(u) N vermenigvuldigingen nodig zijn., Op deze manier is de

transformatie O(Nz).

Er bestaat een algorithme die de transformatie in O(N logN) uitvoert:

" de Fast Fourier Transform, bedacht door Cooley en Tukey f131..

Laat N een tweemacht zijn (dit kan eventueel gerealiseerd worden door de

,rij aan te vullen met nullen ).

2wi/N
e

Uit L volgt:
V(WN)N/Z o S |
N
(WN) =1
(W)2 =W

N N/2

-t il




- 53 -

Yoor u = 0,1,...,N/2 = 1 geldt:

Nil 2uv NEI .- i
F(2u) = fiv) - = fi{v) W,
=0 v=0 N/2
N/2-1 N/2-1
_ . Juv . u(v+N/2)
= VEO (V) + Wy, * VZO £(v + N/2) * W
N N
N/2-1 N/2-1 us— -
_ . v . LUV 2 2 _
= VZO £v) = Wy, + VZO £lv + N/2) = Wy (g5 = (W) = 1)
N§2;1 av
= (E£{(v) + £{v + N/2}} -
' v=() N/g
N-1 N-1
- (2u+l)v _ L A,
F(2u + 1) = VZO E(v) - vy = VEO (V) « Wt Wy
N/2-1 N/2-1 2
= .\ A, '+ N/2 u{v+N/2) v+N/
VEO Wgra Yy + VZO £{vi+ N/2) /2 Wy
N/2-1 v v N/2-1 - v
=L A R R AL LI AR
N§2-1 : uv v
= (f(v) - fi{v + N/2)} « w_ W
=0 - N/2 N

De oorspronkelijke Fouriertransformatie is rfiu veranderd in twee nieuwe

Fouriertransformaties over rijen ter lengte N/2.

We maken nu een procedure fft{p,q), die de Fouriertransformatie uitvoert
op de rij £(p), f(p + 1),...,£(p + @ ~ 1), waarbij de lengte g van de rij

een macht van twee is:

Z fip + v)w
v=0

F(p + u) = (u = Orlr---rq - 1) .

-1
4 uv
g
Als g = 1 dan is F(p) = £(p). Als g > 1 wordt de rij gesplitst in twee
deelrijen, een met elementen met even indices en een met elementen met on-

even indices,

Hierdcoor wverandert wel de volgorde van de elementen.
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Voor de elementen met even index wordt de transformatie uitgevoerd op

de nieuwe rij op de plaatsen p, p + 1,...,p + %-— i

, voor de elementen
met oneven index op de plaatsen p +a/2, p + /2 + 1,..., p+ g - 1.

Voor v = 0,1,...,q3/2 - 1 krijgen we deze twee rijen als volgt:

g

E:{p + v) = £f{p +v) + £(p +'§ + v)
f:(P+%"+V) = (Flp+v) - £(p + 2+ v)) *w;.

Voor het berekenen van de nieuwe waarden hebben we alleen de in de voor-

gaande slag berekende waarden nodig.

algorithme

proc fft(p,@): .
if & =1 -+ skip
0 ga>1~+q :==qg/2; v := 0;
do v #q+zl1,z2 := f(p + v),f{p + g + v};
f:(p + v} = z1 + z2;
f:{p+ g+ v) = (21 - 22) % exp(niv/q};
vi=v+ 1
od;

fft(p,q); £Et(p + q,q)
corp
Als g = 1 wordt de procedure wel aangeroepen, maar er wordt niets berekend.

Indien procedure calls duur zijn kunnen we de helft van de calls uitsparen

door de g-test te verplaatsen.
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algorithme

proc fft(p,q):

St: g :=qdiv 2; v := 0;
do v #q-
S
g2 if g £ 1 » skip
i g>1= fft{p,q); £ffti{p + q,q)
£i
corp

We hebben in twee statements (S1,S2) wijzigingen aangebracht, omdat de
eerste maal de procedure aangeroepen kan worden met g = 1.

De benodigde rekentijd is:

T(1) o]
T{g) =C « q+ 2T{(g/2) =C * q *» log q .

De procedure wordt aangeroepen met ££t{0,N).

Na afloop staat de rij F(u) nog niet in de goede voléorde. Alle elementen
met index :deelbaar door 2 staan in de eerste helft van de rij. Alle ele-
menten met;§E§§§§7deelba5r door 4 staan in het eerste kwart van de rij.
Hierdoor ontstaat het vermoeden dat de plaats van F(u) de bitgespiegelde
is wvan u. ,

We bewijzen dit als volgt:

Rt(gl,uo‘s u <227, is de bitgespiegelde van u wanneer u gecodeerd is in

t bits. cm— . - SEUVE O
- e P
Pefinitie: ~  _ " .
: Rt(O)'= Q.. | _

Repq (20) = R () t} ‘0<ux2t.

3t+1(2u + 1) = Rt(u) + 2
Stelling:

Na afloop van het programma geldt: F{u) = f(Rloquhﬂ) .
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Bewijs (met volledige inductie):

1 is de stelling waar. Neem aan dat de stelling waar is

+
2t. Kies nu N = 2t 1. F{2u) komt terecht in het eerste

Voor N

voor N
deel wvan de rij. Met inductieveronderstelling komt F({2u) op plaats

Rt(u) = R (2u) = R gPJ(Zu): F{2u + 1) komt terecht in het

t+1 lo
tweede gedeelte van de rij, dat begint met index 2t, met inductie-

. t _ _
veronderstelling op plaats 2~ + Rt(u) = Rt+1(2u + 1) = Rlo

gNQu+1L
We willen een algorithme maken, die de F-waarden in de juiste volgorde zet.

(< . . . . .
Als i Rloglth dan wisselen we f£(i) en f(Rlogbl(l))' We doen dit met een
procedure rev(u,r,t). Bii aanroep geldt dat r = Rt(u). Het effect wvan de
aanroep is dat £(i) en f(Rlong(i)) verwisseld worden voor alle i die vol-

deen aan

1. 0 £1i <N
. 1< i
2, i ?}Pgbl(l)
3. (i *._2t—)'3_d;v N=u.
De laatste voorwaarde betekent: alle i waarvan het bitpatroon in logN bits

uit dat van u(t bits) te verkrijgen is door er log N - t bits achter te zet-

ten.
algorithme

Ezgg.rev(u,r,t):
Aif 2t < N +rev(2u,r,t + 1); rev(2u + 1i,r + 2t, t + 1)
i 2t =N+ if u < r » f:swap(u,r)
0 u=zr -+ skip

£

corp

De aanroep is iev(0,0,0).

T i e e AL
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Om het berekenen wvan 2t te vermijden wvervangen we 2t door g, en dus

t + 1 door 2g
algorithme

proc reviu,r,q):

if g < N + rev(2u,r,2q); rev(2u + 1,r + q,2q)

0 @=N>if u <r + f:swaplu,r)

0 u=r=-> skip

£

corp

De totale aanrcep is nu: ££ft(Q,N); rev(0,0,1). De benodigde rekentijd

van rev is lineair in N:

T(N)
T(qg)

c,
27 (2a) ,

zo dat geldt: T(1) = 2T(2) = 4T(4)

Opmerking:
Er geldt
‘ 1 N-1 —uv
flv) = — Z F{u) * w ’
N N
u=0

e+ = NeT{N}) = CeN

zodat voor de inverse Fouriertransformatie een analoge algorithme van

O(N log N} kan worden toegepast. Dit stelt ons in staat wvoor de convo-

lutie van twee rijen ter lengte N een algorithme van O(N log N) te maken,

in plaats van de'triviélé(D(Nz) algorithme.

De convolutie van twee rijen (ao,..t,an_l) en (bo,...,bn_l) is een rij

-jco,...,czn_l) met

c, = X a.b .
1 . L. J
J+k=1i
Dus
co = aobo, c1 = aob1 + albO'

aob2 + alb1 + aZbO .
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Vul a en b met n nullen aan tot rijen ter lengte 2n. Dan geldt dat de convo-
lutie van de corspronkelijke a en b gelijk is aan de inverse Fouriertrans-
formatie van het elementsgewijze product van de Fouriergetransformeerden van

de (uitgebreide)a en b.

NP-volledige problemen

Het volgende probleem staat bekend als het partitieprobleem. Gegeven is een

rij ayr-..0a van natuurlijke getallen., Gevraagd wordt een programma te
schrijven dat bepaalt of er een verzameling V < {1,...,n} bestaat zodanig

dat

J a. =7 a, .

. i, 1

iev igv
Er is uiteraard een O(Zn) algorithme, nl. de algorithme die alle mogelijke
keuzen veoor V beschouwt. Deze algorithme is exponentieel in n. Er is geen
algorithme bekend die polynomisch is in n. Het is zelfs onbekend of voor dit
probleem een polynomische oplossing mogelijk is. Het partitieprobleem is niet
het enige probleem waarover een dergelijke onzekerheid bestaat, het behoort

tot een grote klasse van "waarschijnlijk inherent-exponentié&le" problemen:

. die der NP-volledige problemen [14].

De klassen P en NP

Als we voor een probleem slechts een exponenti&le oplossing hebben. is het
probleem weliswaar opgelost, maar de oplossing is alleen bruikbaar veor
kleine problemen. Het grote verschil tussen exponentieel en polyﬂomisch

blijkt bijv. als we in de tabel van p. 3 een kolom voor 27 toevoegen:

n 2n
2
5 32
10 1024
| 20 ~10°
50  ~t0%°
100 ~1030

1
~ En 103Q us is 3.10 6 jaar.
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We kunnen programmeerproblemen indelen in klassen naar hun complexiteit:

P is de klasse der problemen die in een polynomische rekentijd opgelost

kunnen worden.

NP is de klasse der problemen die met een orakel in een polynomische reken-
tijd opgelost kunnen worden. ("NP" staat voor nondeterministisch polynomisch).
Een orakel is een (hypothetisch) mechanisme dat in de aanwezigheid wvan non-
determinisme er voor zorgt dat steeds de "beste" keuze wordt gedaan. Ten-
einde aan het begrip "beste" inhoud te kunnen geven dient de verzameling

der mogelijke antwoorden {eindtoestanden) volledig geordend te zijn. Een
nondeterministische algorithme heeft voor een gegeven input (begintoestand)
een aantal mogelijke antwoorden. In een berekening met een orakel wordt het
nondeterminisme zé opgelost dat onder de mogelijke antwoorden de minimale

(in de bovengencemde ordening) wordt bereikt.

Deze definitie wijkt in zoverre af wvan de gebruikelijke, dat de klasse NP
doorgaans beperkt wordt tot problemen die een boolean waarde als antwoord
hebben. Als in de ordening het antwoord true vosér false komt, is onze defi-

nitie een generalisering wvan de gebruikelijke.

Het idee van het orakel is in de klasse NP die problemen te vangen die wel
een polynomische oplossing zouden hebben als we maar steeds "de goede be-
slissing namen". Met een orakel kunnen we een speclaal blad vinden in een
binaire boom van hoogte n in n stappen {inspecties van knocppunten) ,~alhoe-

~ wel de boom ongeveer 2" bladen kan hebben.

Het is duidelijk dat P < NP. De interessante, nog cnopgeloste, vraag is

of P = NP.Zijg er problemen die wel tot NP en niet tot P behoren?

De verwachting is dat P # NP, omdat er een deelverzameling van NP is, die
der NP=-volledige problemén, waarvoor nog niemand door de jaren heen erxrin
is geslaagd een polynomische oplossing te vinden. Nog een voorbeeld, waar-
van we zullen aantonen dat het NP-volledig is, is het probleem of een ge-
ge#én ongerichte graaf een kliék (= deelgraaf waarin alle punten buur-

* punten zijn) ﬁﬁﬁlﬁ'éleﬁeﬁtéhwﬁeéft.

Niet tot NP behoort biiv. het probleem alle maximale klieken van een onge-' :
richte graaf te bepalen. (Een kliék is maximaal als hij geen deelgraaf van
een andere kliek is.) Dit probleem kan zelfs ﬁet een orakel niet in een
polynomische tijd opgelost worden omdat het aantal maximale klieken expo-

nentieel kan ziin, en dus de tijdsduur voor het genereren cok.
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7.2, NP-volledigheid

Met het begrip NP-volledigheid willen we onder de klasse NP de moeilijkste

problemen karakteriseren.

Een probleem L is NP-volledig als L tot Np behoort en ieder probleem in NP

polynomisch transformeerbaar is tot L.

Een probleem L. heet polynomisch transformeerbaar tot het probleem L als

0

er een polynomische algorithme bestaat die input strings Wy verandert in

input strings w zodanig dat iedere oplossing (antwoord van een algorxithme)

van probleem L. voor input w ook een opleossing is wvan Lb voor input Woe

Voorbeeld ; . We hebben een algorithme voor het partitieprobleem. De input
is een rij natuurlijke getallen, het antwéord een hoolean waarde. We willen
het probleem "Heeft G een kliek wvan k elementen?" oplossen door polyno-
mische transformatie. De input voor dat probleem is een codering van de

graaf G en een waarde k. Wij schrijven nu een polynomische algorithme die

die input (G en k) converteert tot een rij A van natuurliijke getallen, zo-
danig dat G een kliek van k elementen heeft als en slechts als A parti-
tioneerbaar is. De oplossing van het kliekenprobleem bestaat dan uit twee
stappen. Eerst de conversie, maar die vergt slechts een polynomische tijd,
en dan de algorithme voor het partitieprobleem. Als die laatste algorithme
: polynomiséh zou- zijn dan hadden we nu ook een polynomische oplossing voor
het kliékenprobleem.

mi;§i§h§ém§odfwégﬁwﬁEZGSiledig probleem een polynomische algorithme vinden,
:_dan hebben we daarmee, omdat ieder probleem in NP er polynomisch naar ge-

transformeerdlgn1worden, polynomische oplossingen voor alle problemen in NP.

IHet vinden van het eerste NP-volledige probleem is natuurlijk het moeilijkst.
Zodra we weten dat L NP-volledig is kunnen we laten zien dat een ander
probleem Ld:ook NP-volledig is door L polynomisch te transformeren tot LO
'}(let op de richting van de transformatie), dan is nl., ieder probleem in NP
'ﬁié L tot LO te transformeren. (De compqsitie van twee polynomische trans-

formaties is weer polynomisch.)

- Cook vond in 1971 het eerste NP-volledige probleem, het "satisfiability
| problem" [1571:




Lo AT s

7.3.

”(1515q,1sjski) .

' 'v van eenzelfde variabele v. Dan geldt dat G een kliek van q elementen

G heeft een tak tussen [i,3] en [k,% als i # k en %5 en x , ziji niet v en
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Stel vast of voor een gegeven logische formule (uitgedrukt
in "A", ™", haakjes en variabelen) er een toekenning wvan
waarheidswaarden (true,false) aan de wvariabelen bestaat zo-

danig dat de hele formule de waarde true heeft.
Voorbeeld: a A 1 a is niet bevredigbaar; aAb wel,

We gaan hier niet in op het bewijs dat het satisfiability problem NP-

volledig is.

Enkele voorbeelden

Het‘satisfiability problem is ock NP-volledig als we ons beperken tot
logische formules in conjuctieve normaalvorm {cohjuctie van disjuncties

van literals, waarin literals al dan niet ontkende variabelen ziijn}.
Voorbeeld: De formule

(1l v x2) A (x2 v xl v x3)
is in conjunctieve normaalvorm. De formule

x1 A x2 V x3

niet.

Het satisfiability problem voor conjuctieve normaalvorm is pelynomisch te

transformeren tot het kliekenprobleem "Heeft G een kliek van k elementen?":
{4 = A A ... A .= X.. VX,V ...V x,

Zij F F1 F2 Fq met Fl xll x12 xlki r

waarin xij een al dan niet ontkende variabele is.

We transformeren F tot een graaf G met %;ki punten, een'pﬁnt per literal in F.

Laat [i,3] het aan de litera]_-xij toege%gégde punt voorstellen

heeft d.e.s.d. als F bevredigbaar is. (Ga'na.)

s
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De bovenstaande conversie wvergt slechts een polynomische rekentijd. Het
kliekenprogramma is in NP: Neem een nondeterministisch programma dat een

willekeurige deelgraaf wvan k elementen selecteert en de waarde true als

antwoord geeft d.e.s.d. wanneer die deelgraaf een kliek is., Laat in de
ordening de mogelijke antwoorden (true,false) true aan false voorafgaan.
Danvergtde vaststelling of G een kliek ter grootte k heeft met een orakel

een polynomische rekentijd. Het kliekenpreobleem is dus NP-volledig.

Het satisfiability problem voor conjuctieve normaalvorm is polynomisch
te transformeren tot 3-satisfiability. (Als iedere factor uit ten hoogste
k termen mag bestaan noemen we het probleem "k-satisfiability".) Hiertoe

veranderen we iedere factor
X, VX, V...V k =2 4
) v

in de volgende conjunctie van disjuncties:

v v TA
(x1 x, yl)
(x3 V—Iylv yz) A

v Y A
(x4 Ty 2 y3)

(g VW g V7 Y 3) A
(Reg VX VW) .

Hierin ziin VERD CYRERETD SWI nieuwe variabelen. (Ga na dat de bovenstaande
conjuctie bevredigbaar is d.e.s.d. als de ocorspronkelijke factor bevredig-
baar is.) Het probleem 3-satisfiability behoort duidelijk tot NP en is dus

NP-valledig.

- Opmerking: Voor 2-satisfiability bestaat een algorithme die lineair is in

de lengte van de formule,

We noemen nog twee andere NP-volledige problemen: puntbedekking en cycle-
bedekking van een graaf. Een zeer uitgebreide lijst van NP-volledige pro-

Dblemen is te vinden in [14].

Een puntbedekking van een ongerichte graaf G is een verzameling S van punten
ﬁan G zodanig dat iedere tak van G een punt van S als eindpunt heeft. Het

‘'puntbedekkingsprobleem is de vraag of voor gegeven G en k G een puntbedek-
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king van k elementen heeft. De NP-volledigheid wvan dit probleem wordt aan-
getoond door het kliekenprobleem te transformeren met behulp van de eigen-

schap:

S is een kliek in G d.e.s.d. als V\ S een puntbedekking van het

complement van G is.

(V is de verzameling punten van G. Het complement van G is een graaf met

dezelfde punten als G, maar met takken juist daar waar G geen takken heeft.)

Een cyclebedekking van een gerichte graaf D is een verzameling S van pun-
ten in D zodanig dat ieder cyclisch pad in D een punt van § bevat. Het
cyclebedekkingsprobleem is weer de vraag of G een cyclebedekking van k
elementen heeft. We transformeren het puntbedekkingspfobleem in een cycle-
bedekkingsprobleem door in de ongerichte graaf G van het puntbedekkings-
probleem iedere tak door een cyclisch pad van twee tegenovergestelde pijlen

te vervangen. Als we de zo ontstane gerichte graaf D noemen geldt:

S is een puntbedekking van G d.e.s.d, als S een cyclebedekking

van D is.
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